I'naBa 1

AHAJIN3a KOPEKTHOCTH aJIropuraMa

Aenosu itiexcitia y Hacitieky cy ipeyseitiu u3 ckpuiitie ‘Tlpoipamuparee 27, ayitiopa IIpegpaia Januuuha u @uauia
Mapuha.

HcnpaBHOCT Tj. KOPEKTHOCT je CYIITMHCKAa OCOOMHA ajiropurama u rporpama. Mako ce Hekajga y Mpakcu KOpHCTe
MporpamH 3a Koje ce 3Ha Jia MoHeKa MOry Jia 1ajy U HeTauHe pe3yJraTe, TO Hajuelihe HUje cilydyaj v oj1 porpama
ce 3axTeBa Ja Oy/ie MPAKTUIHO afCOMYTHO HEMOrPEIIUB.

JenHo Of IEHTpAHIX MHTaka Y Pa3Bojy Mporpama je MUTame HeroBe UCIpaBHOCTH (KopektHocTh). CodTBep je
y JIAHAIIEM CBETY NMPHUCYTaH Ha CBAKOM KOpakKy: codTBEp KOHTPOJIMIIIE MHOTO TOora — oJ] ODaHKOBHUX padyyHa U
KOMIIOHEHTH TeJIeBM30pa U ayTOMOOWIIA, IO HyKJICAapHUX eeKTpaHa, aBUOHA M CBEMHUPCKHUX JIETeJIMIA. Y CBOM TOM
cobTBepY HEMHHOBHO CY IPUCYTHE U Tpellke. ['perika y (hyHKIMOHKCabY Aa/bUHCKOT yIpaB/baya 3a TelIeBU30p MO-
ke OUTH Tek y3Hemupyjyha, anu rpemika y (pyHKIIMOHHCaky HyK/IeapHe eJIeKTpaHe MOXe UMATH pa3opHe MOoCeaunIIe.
Hajonachuje rperke cy oHe Koje MOTy Jia JOBEIy JO BEJIMKUX TPOIIKOBA, WM jOLI TOpe, A0 TyOUTKa JbYACKHX K-
Bota. Heke on kaTacTpoda Koje cy oIuTeno3HaTe cy eKciuio3uja pakere Apuane 1996. y3pokoBaHa KOHBEP3UjOM
Opoja u3 1me3neceTyeTBOPOOUTHOT PEATHOT Y IIECHAECTOOUTHU 11EI00POjHU 3aIUC KOja je IoBesa J0 MpeKopaverba,
3atuM naj catenuta Kpuocar (enri. Cryosat) 2005. roauHe ycieq rpeuike y cogTBepy 300r Koje HUje Ha Bpeme
JOIIIO IO pa3jBajama caTeJMTa U paKkeTe Koja ra je Hocuia komrao je EBponcky YHujy oko 135 muinoHa eBpa,
3aTHM TpeIIKa y HyMEpUIKOM Kolporecopy mponecopa Pentium 1994. y3pokoBaHa MOrpenIHAM MHIEKCHMA Y Te-
™eH for y okBupy codpTBepa KOju je paauo Au3ajH Yuia, Kao U mag opdutepa nociaaror Ha Mapc 1999. y3pokoBan
YHLEHUIIOM J1a je 1e0 copTBepa KOPUCTUO METPHUUKE, a Ieo copTBEPA eHIiecke jeaunuiie. Mehytum, garanne cog-
TBEPCKE I'PelIKe U 1aJbe Ce HeMTPECTaHO jaBibajy M OHE KOLITajy CBETCKY EKOHOMM]jy MUIMjap/e fojapa. EBo HeKux
0]1 Haj3aHUMJBUBU]JUX:

* He nHapounTo omacaH, aju BeoMa 3aHUMJBMB MIPUMEp Tpellke je Tpemika y mporpamy Microsoft Excel 2007
KOjH, 300T Ipellke y airoputMy popmaTrpama OpojeBa Ipe IpUKa3uBama, Pe3yTaT u3padyyHaBama U3pasa
77.1 * 850 npukasyje kao 100 000 (MaKO je MHTEPHO KOPEKTHO cauyBaH).

¢ V Jloc Arfernecy je 14. cenremdpa 2004. roguHe BHUIIIe 0] YeTHPUCTO aBHOHA Y ONM3UHU aepOIpoMa HCTOBpE-
MEHO M3TryOmIo Be3y ca KOHTpoJioM Jeta. Ha cpehy, 3axBaspyjyhn pesepBHOj onpeMu yHyTap caMuX aBHOHa,
1o Hecpehe HIak HUje JOIITO. Y3POK I'yOWTKa Bese Oua je rpelka Mmpekopadermha y Opojady MIJIMCEKYHIH
y OKBUpY CHCTeMa 3a KOMyHHKalMjy ca aBuoHuMa. [la uponuja Oyae Beha, oBa rpeiika je duia oTKpuBeHa
paHyje, aJii NOIITO je Jo oTKpuha om0 Kaja je Beh cucteM OMO UCTIOpYYeH U MHCTaIMpPaH Ha HEKOJIMKO
aepo/ipoMa, HEeroBa jeIHOCTaBHA MOMNpPaBKa U 3aMeHa Huje Ouia moryha. Ymecro tora, Ipernopy4eHo je aa
ce cucTeM peceryje cBakux 30 JaHa Kako JI0 IpeKopaverma He ou gonuio. [Iponenypa HUje MCIIOMITOBaHA U
TpellKa ce jaBuia Mociie Ta9HO 232 MUJIMCEKYH/IM, OMHOCHO 49,7 maHa of] yKJby4YrBarkbha CHCTEMA.

e Buiie o neT npolieHaTa neH3MoHepa v npumasnana couyjaiHe nomohu y Hemaukoj je npuBpeMeHO ocTajio
0e3 cor HoBIIa Kaja je 2005. roguHe yBeieH HOBU padyHapcKu cucteM. ['pellika je HacTasa 300r Tora MITo je
CHCTEM, KOjH je 3aXTeBao JIecCeTOIM(PeHn 3arc CBUX OpojeBa padyHa, KOJ CTApUjUX pavuyHa KOju Cy MMald
ocaM 1 JieeT Luapa Opojese A0IMymhaBao Hyjlama, ajli ca IECHE YMECTO Ca JIEBE CTPaHe Kako je Tpedajo.

* JenHa daka y Amepunu je Ha cBoj 106. pohenaan nodua Mo3uB Aa MOpa Ja KpeHe y KOy, jep je CUCTeM
denexuno roquHe nomohy Be nudpe.

» Kommanuje Dell u Apple mopase cy Tokom 2006. roauHe qa KOPUCHUIIIMA 3aMEHe BUIIIE O] ITeT MIJIMOHA JIaTl-



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

TOII pauyHapa 300r rpelike y qu3ajHy datepuje KoMIlaHuje Sony Koja je y3poKoBaJla Jja ce HEKOJIMKO padyHapa
3anaim.

1.1 OO0Jaunm HCNUTHBAKHA KOPEKTHOCTH

VY pa3Bujamy TexHHMKa BepudUKalMje Iporpama, HOTPeOHO je Hajnpe Mpelus3Ho (POpMYJIUCATH MOjaM KOPEKTHO-
CTH Tj. MCIPAaBHOCTH Nporpama. VcripaBHOCT IporpaMa IourBa Ha rojMmy cnenuduxammje. Crenudukanyja je,
He)OpPMaITHO, OTIHC KeJHEHOT MOHaIlaka MporpaMa Koju Tpeda Harrcati. CrienmduKariija ce 0OMYIHO 3a1aje y Tep-
MUHMMA MPeaycJ0Ba Tj. YCJIOBA KOje yJIa3HU MapaMeTpy IMporpaMa 3a0B0OJbaBajy, Kao 1 MOCTYCJI0BA Tj. yCIOBa
KOje pe3yJITaTy u3pauyHaBarma Mopajy Aa 3a0Bojbe. Kaza je mosHarta crierdukayja, moTpedHo je BepugpruKkoBaTu
Iporpam, Tj. A0Ka3aTHu [a OH 3a[0BOJbaBa CHELU(pUKALH]y.

KOpeKTHOCT Ce OorjIeJa Kpo3 JiBa acCIiCKTa:

MapuujaaHa KOPeKTHOCT: CBaKa BPEJHOCT KOjy ajlrOpUTaM U3pauyHa 3a yJa3He apaMeTpe KOjU 3a10B0JbaBajy
cneurpukaiyjy (Tj. MpegycoB) Mopa J1a 330B0JbH crielrpUKalyjy (Tj. HOCTYCIIOB).

3aycTaBJ/bamb€ AJITOPUTAM MOpa J1a Ce 3ayCTaBH 3a CBE yJa3e KOjU 3a0B0JbaBajy cneludpuKanyjy (Tj. MpeaycyoB).

Behuna anroputama koje hemo mpoydaBaTi y OBOM Kypcy Ouhe moThyHu Tj. 3aycTaBjbahe ce 3a cBe JONYIITEHe
ynase. 3a 3aycraBbajyhe mapLujaqHo KOpPEeKTHE aqropuTMe KaXeMo Ja Cy TOTAJHO KOPeKTHH. VHTepecaHTHO,
JOKa3aHO je JIa He TOCTOje aJITOPUTMH KOjuMa OM ce UCITUTHBAJIA TOpe HaBeIeHa CBOjCTBA aJITOpHTaMa.

INocTynak nmoka3uBama Ja je MporpaM UCIpaBaH Ha3KBa ce BepH(pHKoBame mporpaMa. [IBa OCHOBHa IpUCTyMa
BepU(pUKaLUjU CY:

JMHAMHMYKA Bepu(uKamuja mnoapasymeBa MpoOBEpY UCIPABHOCTH Y (ha3u U3BpIIIaBamba Mporpama, Hajuerhe my-
TEM TeCTUPamba;

cTaTHYKa Bepu(puKanmja noapasyMeBa aHaJIM3Y U3BOPHOT KOJa ITporpaMa, 4ecto kopuihemeM (popMaHuX Me-
TOJla ¥ MaTeMaTUIKOT amnapaTa.

CHcTeMaTHYHO TECTUpAE je CUT'YpHO Haj3HadajHHjU ODJIMK MOCTH3ama BUCOKOT CTETleHa MCIIPABHOCTH MTporpama.
TecrupareM Ha BelieM Opojy MCIIpaBHUX yiia3a U yropehuBambeM N0OUjeHHX U OYCKMBAHUX Pe3yJITaTa MOXe Ce OT-
KPHUTH BeJMKHU Opoj rpemaka. Harmacumo u ma ce TecTHpameM He MOXe MOKa3aTu Ja je Mporpam KopekrtaH, Beh
caMmo Ja Huje KopekTaH. Hawmme, mpakThyHO HMKaJa HUje Moryhe MCHHTATH MOHAIamke Mporpama darl Ha CBUM
WCTIpaBHUM yJa3uMa. Beh nporpam koju cabupa asa 32-0utHa dpoja uma 232 - 232 = 264 ycnpaprux komduHanmja
yJIa3HHX MapaMeTapa M MCLPITHO TECTHUpare OBAaKBOI ITporpaMa ou Tpajasio roquHaMa. 3aTto ce UCLPITHO TeCTHpa-
e CKOPO HUKaJa He CIIPOBOAM, Beli ce Mporpamu TecTupajy Tako Ja ce a3y OMpajy MakJbUBO, TAKO A TIOKPH)Y
pasiuuKTe rpaHe TOKOM M3BplIaBarma nporpama. OOHYHO ce JOIAaTHO NMoceDHO TecTHpa MOHAIlae IporpaMa Ha
HEKUM I'paHUYHUM yJa3uMa (eHr1. edge cases, corner cases), jep Iporpamu IoHeKaaa He odpalyjy cBe crienyjaiHe
clly4ajeBe Kako 01 Tpedasio. MHOIM CHCTeMH 3a Y4ere IporpaMupara (TaKo3BaHU I'pejaepy, eHri. grader) oLemyjy
y4YeHHMUKa pelliera TecTupambeM Ha BeheM Opojy TecT-nipiMepa 1 caBeT NOYETHUIMMA je 1a TOKOM ydera 00aBe3HO
KOPHCTE OBAaKBE CHCTEME.

O mertomama cTaTUuKe BeprduKalyje duhe BHIlle peur y HACTaBKY OBOT IOTJIaBba.

1.2 Heke uecTe rpemke y nporpaMmmuma

Cpaku ucIpaBaH Mporpam Mopa Ja dyJe 3aCHOBaH Ha UCIIPaBHOM aJIropuTMy. Jlakiie, o[ HEHCIIPaBHOT aJropuTMa
HUje Moryhe HarpaBUTH UCTIPaBaH MPOrpaM ¥ OCHOBHA CTBAp NPHJIMKOM IMKCaha UCIIPABHUX Mporpama je aa ce odes-
Oe/iu CIIpaBHOCT alIrOpUTMa KOju ce puMemsyje. Ca pyre cTpaHe, alrOpUTMH CE OIUCY jy YeCTO Ha aliCTPaKTHHjEM
HHMBOY HEro IITO Cy CaMH IMPOrpaMH, U MHOTH JIETaJbH Ce 3aHeMapyjy. 3aTo ce yciie] JeTajba UMIUIEMEHTaluje Off
HCIIPAaBHOT AJITOPUTMA MOXe JOOUTH HercnpaBaH nmporpaM. HaBenmMo Heke decTe rpeike.

e JenHa on Hajuemhux rpeiaka MpejacTaBba rpelrka npekopauema (eHri. overflow). Haume, ako ce y um-
IUIEMEHTALjU oJadepe OpPOjeBHU TUII MOJlaTaka KOjUM ce He MOTY MCIPaBHO MPeJCTABUTH CBU MOAALM, Taaa
Iporpam Jaje HeucrnpaBHe pe3yiraTte. YecrT je ciiyuaj Ja mporpaMmep ojadepe TUN MOJATAKa KOjU MOXe Oa
penpe3eHTy je UCTIPAaBHO U yJa3He U U3J1a3He BpeAHOCTH, MehyTrM, Jemasa ce 1a Mehype3yntaTv He Mory Ja
Ce PeNpe3eHTyjy UCTIPABHO, IITO CE TeXKe MPUMETH, & JOBOJHM JIO TPEIKE.



1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

¢ Yecra rpelnka je mpekopauderme rpanuna Hu3a (enrt. buffer overflow). Ha mpumep, ako cMo y HU3Y ofiBO-
ju mecto 3a 30 dpojesa, oHza je Moryhe ynucuBaTé BpeaHOCTH camo Ha nosunmje 0, 1, . .., 29. Hapouurto
je kputnyHa no3unyja 30 (Tj. y ONIITEM cilyvajy HO3UIMja n 32 HU3 011 n ejieMeHara). Iomro y caBpeMeHIM
MPOrpaMcKUM je3uluMa Opojame Mo3uiidja y Hu3oBuMa Kpehe o1 Hyse, Ha O3ULIMjy n HUje Moryhe yrnucu-
BaTu BpeqHOCTH. Y je3uky C++ ce He BpIIM IpoBepa Oricera Ipe MpUcTyna eJeMeHTUMa Hu3a (Tj. BeKTopa)
M OJTOBOPHOCT je Mporpamepa a ode3desy Aa ce He MPHCTYIA BaH IPaHUNA - Y CYIIPOTHOM je TIOHAIamkbe
nporpamMa HeZe(pUHNCAHO, INTO 3HAYM JIa IPOrpaM MOXKE a HACTaBH J1a paii HEUCIIPABHO U Mocye ofpeheHor
dpoja vHCTpyKIMja Ja dyle MpeKUHYT OJ] CTpaHe ONEpaTHBHOI CHCTeMa, ajld M Jia Tpelllka Moxe Ja mpohe
HEOMaXeHO. YKOJIMKO Y MeT/bU Y HU3 YIUCYjeMO MOIATKE YUju Opoj He 3HAMO YHAIpe[l, HEOMXOAHO je Jia mpe
CBAKOTI' yIuca IMpOBEpHMO Jia JIM Ce YIIUC BPIIM YHyTap IpaHulia Hu3a (MM Jla KOPUCTHMO HEKH OOJIMK HH3a
KOJH JIOTYIITa ayTOMATCKO MPOIIMPHUBAE JO/IaBaeM HOBUX €JIeMeHara).

* Yecra rpenika je Heodpahare naxme Ha cenHujajanHe ciaydajese. Ha nprmep, ako y HU3Y TpakMMO IPBH
€JIEMEHT KOjH 33/I0BOJbaBa HEKM yCJIOB, HEONIXOJHO je Aa 00e30eqrMo [ja MporpaM KOPEeKTHO pagu Uy CiIy-
Yajy KaJa HUjeJaH eJeMeHT He 3aJJ0B0JbaBa Taj ycioB. Tpeda max/puMBO Mpelw3upary Aa v (pyHKIMja Taga
Tpeda a BpaTH Opoj eeMeHaTa Hu3a WiH, Ha IpuMep, -1, u Tpeda ocurypatu Jia ce y KOAy KOjH MO31Ba OBY
(pyHKIIMOHAIHOCT JOOPO pearyje Ha CUTYallljy y KOjoj TpaXkeHH eleMeHT He noctoju. CrienyjanHu ciydajeBu
Hajuelthe HacTajy Kaja HeKe BpeJHOCTH He TOCcToje (Kaja je HEeKH CKYyIl YMje eJeMEeHTe pa3MaTpaMo Mpas3aH),
3aTUM KaJia Cy yJa3He BPEAHOCTH Y HEKOM CIIELMjalHOM OHOCY (Ha MpUMep, Aa JIM TEOMETPHjCKH NPporpam
WCIIPaBHO Pajid aKo Cy yHeTe Tauke KoJInMHeapHe) U canmdHo. [Ipu ToMm, Tpeda maxxsbhBO MPELy3nupaTi CHewy-
(pukanmjy 3a/1aTKa U OAPEIUTH KOjU CHEIHjaTHU CIIyYajeBU jecy, a KOju HUCY JOIMYINTEHH! CHEeU(PUKAIIA]jOM.
IToHOBO je moTpedHO 0OpATUTH MaXEbY Ha TO JIa UAKO YJIa3HHU MapaMeTpy MOHEKaaa He MOTy OUTH Y HEKOM CIie-
L1jJTHOM OJJHOCY, TO He 3HauM ja Mehypesynratu Hehe duTr y TOM OJIHOCY, 1A je OHJa NOTPedHO Mporpame
UMK MPUJIATOIMTH J]a 0dpaTe Maxiby Ha CBE CHELMjaIHe CIydajeBe.

1.3 HNHAYKTHBHO-PEeKYP3UBHA KOHCTPYKIH ja

KipyuHa nzeja y KOHCTPYKLIMjH aJITOPUTaMa je TO [a je KOHCTPYKIIMja alropuTamMa BeoMa TeCHO MIOBe3aHa ca JOKa3u-
BambeM TeopeMa MaTeMaTHYKOM MHAyKIHjoM. MaTreMaTH4Ka HHAYKIHMja, y CBOM OCHOBHOM OOJIMKY, je ciaenehu
Hau4uH J0Ka3UBamba 0COOMHA MpUpoAHUX OpojeBa. Heka je P nmpon3Bo/bHO CBOjCTBO KOje ce Moxe (popMyJsmcaTu 3a
npuponHe dpojese. Tama Baxku

(P(0) A (vn)(P(n) = P(n+1))) = (Vn)(P(n))

Hakuie, 1a ducMo HoKa3amy 1a CBakM MpupojaH Opoj uma Heko cBojctBo P (Tj. na duemo mokazamu (Vn)(P(n))),
JOBOJBHO je Ja JOKaKeMO [a Hyna umMa To cBojctBo (1j. P(0)) 1 ga JOKa)XeMo Ja YMM HeKH Opoj MMa TO CBOjCTBO,
MMa r'a U BeroB ciieadeHuK (Tj. na nokakemo (Vn)(P(n) = P(n+1))). IIpeo TBphere ce Ha3uBa Ha3a HHAYKIMje,
a Apyro MHAYKTHUBHY Kopak. [IpyHunun mateMaTiuke MHAyKLMj€ je IPUIMYHO jacaH — Ha OCHOBY 0a3e 3HaMo j1a
r“Ma CBOjCTBO P, Ha OCHOBY KOpakKa Ja beH clie0eHUK Tj. | MMa cBOjcTBO P, Ha OCHOBY KOPaKa J1a leroB CJIe10EHUK
Tj. 2 mMa cBojctBo P urtn. VHTYWTHBHO HaMm je jacHO Ja Ha OBaj HAYMH MOXEMO CTHOH 10 OMJIO KOT MPHUPOIHOT
dpoja, Koju CUTYpHO MOpa MMaTu cBOjcTBO P. Baza ce Moxe (popmyiiicaty 1 3a Behie BpeTHOCTH Of1 HyJIe, Al OHJa
caMo MOKeMO J1a TBPAUMO [a eJIeMEeHTH KOju cy Behu miH jenHaku o Oa3e umajy cBOjcTBO P.

OCHOBHH IPHUCTYN KOHCTPYKIIMje aJITOPUTaMa je T3B. HHAYKTHBHHU Tj. PeKyp3uBHHM nprcTyn. OH y CBOM OCHOB-
HOM OOJIMKY TOIpa3yMeBa Jia ce pellierhe nmpodsiema Behe quMeH3uje MpoHaia3y Tako MITO YMEMO Aa PEIrMMO Mpo-
dneM ucTor o0/IMKa, alny Mame AUMEH3Uje U Ja Of pelliema Tor mpodsiema 1001jeMo pelewme npodiemMa Behe 1u-
MeH3uje (y HalpeIHUjuM odnuuuma je Moryhe u Ja ce peuraBa Behu Opoj npodsema Mamwe aumeHnsuje). [Ipurom
3a MIOYeTHE JMMEH3Hje MpodiieMa pellehe MOpaMo Jla U3padyHaBaMo AMPEKTHO, Oe3 jasber cBohema Ha ImpodiieMe
Mame JUMeH3Hje. AKO ce MPUINKOM cBohema auMeHsHja mpodjeMa YBEeK CMamyje, KOHCTPYHCAaH! alrOpUTMH he
Ce YBEK 3ayCTaB/baTH.

* VIMruieMeHTaI#ja aJiropuT™Ma Moxe OMTH TaKBa Jla IPOMEHJBUBE YHYTAP MET/be UTEPATUBHO aXKypHpajy CBOje
BPEJHOCTY KPEHYBIIN Ofi BpEJHOCTH KOje MpeJICTaB/bajy pellea eJeMEeHTapHUX IpodieMa, Ia 10 Kpajibux
BPEIHOCTH KOje MPEeACTaBIbajy pellera 3aaTor npodsema. I1omro je 0BO NPHWIMYHO CIMYHO NMPUHLIUITY Ma-
TeMaTHuKe MHAYKIHje, KakeMo a je aaropuraM JerHIcaH HHAYKTUBHO.

* MmmnemeHTanyja Moxe OUTH TakBa Ja (pyHKIIMja Koja pellaBa MoJIa3HU MpodieM cama cede mo3usa ja Ou
permia mpodJIeM UCTOr ODJIMKA, Al Mame AUMEH3Hje (OCHM Yy cilyuajy eJeMEeHTapHHX IpodieMa, Koju ce
JUPEKTHO pelliaBajy) M Tajga KakeMo J1a je aJroputaM AeprHICaH PeKYP3UBHO.



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

MHaykTHBHA KOHCTPYKIIMja JIS)KH Y OCHOBHU MPAKTHYHO CBUX UTEPATHBHUX AJTOpHTaMa KOje CMO JIO caja pa3Ma-
Tpamu. Ha mpumep, anropuram n3padyHaBama 30mMpa ceprje OpojeBa (Ha mpumep, 30Mpa eleMeHaTa HEKOT HH3a)
MOYMBa Ha TOME Ja 3HaMO Jia u3padyHamo 30up mpasHe cepuje (To je 0) 1 Ja ako 3HaMo 30up cepuje ox k eneme-
HaTa, TaJa YMeMO Jla U3pauyyHaMo U 30Up cepuje Koja ce 100Mja MPOIIUPUBAKEM Te cepuje AomatHuM k + 1-Bum
€JIEeMEHTOM (TO PaguMO TaKO ILITO J0TaJallkby 301p yBehamo 3a Taj HOBU €JIEMEHT).

int zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++)
zbir = zbir + a[i];

JlakJje, 1 'y OBOM aJIFOPUTMY MMaMO MHAYKTUBHY Oa3y (Koja ogroBapa MHULMjaIM3aLj1 IPOMEHJBUBE TIpe ylacka
y TIeT/bY) M MHAYKTHUBHU KOpakK (KOjU OJroBapa Tesly NeTbe, Y KOM ce a)Kypupa BpeHOCT pe3yJTyjyhe mpoMeHsbuBe,
y OBOM cIy4ajy 30upa). baza Moske oAroBapary 1 caydajy jeIHOWIAHOT (a He 00aBe3HO Mpa3HOT) HU3a, aJli Taga He
MOXEMO Jla TapaHTy jeMo aa hie anropuraM paguTH UCTIPaBHO Y CIIydajy Ipas3Hor Hu3a. To oaroapa BapujaHTH aJiro-
pHUTMa y K0joj 30Mp MHMILIMjaan3yjeMo Ha IPBU eJIEeMEHT HU3a, I1a Ta yBehaBamo peioM 3a jeJaH Mo jeJaH eleMeHT
on nosuniyje 1 Hamame.

Pexyp3uBHa umIieMeHTalyja U3padyHaBamba 30Upa eleMeHaTa Hu3a Moxe Outu ciefieha (y 10j ce MpUIUKOM pe-
11aBama npoodsiemMa AuMeHsuje n > () eKCIUIMLIUTHO 3aXTeBa pellaBambe IpodsieMa AUMeH3uje n — 1).

int zbir(int a[], int n) {

if (n == 0)
return 0;
else

return zbir(a, n-1) + a[n-1];

}

HedurHncame arroputaMma WHIYKTUBHO-PEKYP3UBOM KOHCTPYKLIMjOM je Y BeoMa TECHOj Be3U ca JOKA3UBAEeM HhH-
XOBe KopeKTHocTH. Mako moctoje (popManHu OKBUPHU 32 JOKa3UBake KOPEKTHOCTH MMIIEPATUBHUX Mporpama (mpe
cBera Xopoea aoiuka), Mu heMo ce DaBUTH UCK/bYUYHMBO He(POpMAIHUM JIOKa3uMa U Be3a u3Mel)y JIOTHKE y KOjoj
BPIIMMO JIOKa3MBambe 1 (MMIEPaTUBHOT) IIPOrpaMCcKOr je3Ka y KOjeM ce MporpaM u3paxkaa douhe mpuimyHo He-
¢opmasHa.

Penumo u 1a hemo npuiMkoM J0Ka3uBama KOPEKTHOCTH MporpaMa 0OMYHO UTHOPHUCATH OrpaHMYeHha 3armca Opo-
jeBa y pauyHapy M nojapaszymeBahemo /1a je orcer OpojeBa HEOrpaHUYEH U Ja ce peajiHd OpojeBHU 3aIucyjy ca Mak-
cumasiHoM nipeumsHomhy. [Jlakne, Hehemo odpahari nmaxmy Ha rpenike Koje MOTy HacTaTH yciel NpeKopadera
WU IOTKOpaYetha BPETHOCTH TOKOM M3BONerha apUTMETUIKKX Orepaliuja (MaKo peasHo TO YeCTO MOXKe OMTH Y3POK
rpeliaka y mporpammuma).

1.3.1 Jloka3 KOpPeKTHOCTHU PeKYP3UBHUX (PYHKIUja

IIpodaem: [ledunucatu pyHKIUjy KOja oapelyje MUHMMYM HeNmpa3HOT HU3a OpojeBa U JOKa3aTH EHEHY KOPEeKT-
HOCT.

AJiropuTam ce Beoma jeIHOCTABHO KOHCTPYHMIIIE MHIYKTHBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIMjoM. [luMeH31ja mpodsieMa
y OBOM IIpUMEPY je Opoj eneMeHaTa HU3A.

ba3za: Ako HU3 UMa caMo je/laH eJIeMeHT, Tajia je Taj eJIeMEHT YjeJHO U MUHUMYM.

Kopak: V cymnpoTHOM, MPETIIOCTABUMO J]a HEKAKO YMEMO J]a PeIuMO TIPpodJieM 3a Mamky ITUMEH3Ujy U Ha OCHOBY
TOTa TIOKYINIAjMO J1a JOOHjeMO pelllerhe 3a 1eo Hu3. [lakiie, IpeTrocTaBuMo J1a je AyKuHa Hu3a n > 1 1 aa
ymemo sia Halemo Opoj m Koju mpeAcTaB/ba MUHIMYM IPBUX 1 — 1 eJeMeHaTta Hu3a. MUHIMYM IieJIor Hu3a
Iy’)KUHE N je Maru 0J] OpojeBa m U IMpeocTalior, n-TOT e1eMeHTa Hu3a (ako Opojame kpehe of 0, To je eneMeHT
Ap—1 )

Ha ocHoBy oBora moxemo gepuHUCaTh PEKYP3UBHY (PYHKIIH]Y.

#include <iostream>

using namespace std;

int min2(int a, int b) {
return a <b ? a : b;
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int minNiza(int a[], int n) {

if (n == 1)
return af[0];
else {

int m = minNiza(a, n-1);
return min2(m, a[n-1]);

int main() {
int a[] = {3, 5, 4, 1, 6, 2, 7};
int n = sizeof(a) / sizeof(int);
cout << minNiza(a, n) << endl;

}

Pettumo u na cMo ymecto aedunucama pyHkimje min2 3a ogpehuBambe MUHMMYMa Ba Opoja MOIJIM KOPUCTUTU
u ¢yHKImjy std: :min u3 3amaemka <algorithm>. Mnak, y oBum nporpamuma HeheMo KOPUCTHUTH crieluduuHe
MoryhHocTH jesuka C++, qa dOMCMO HarTaciM Ja TeXHUKE KOje Y OBOM TIOTJIaBJby YBOAMMO HHCY HU TI0 YeMy CIie-
IUpUIHE 32 Taj je3UK.

KopekTHOCT peTxoHor ajiroput™Ma ce Moxe (hopMyJIMcaT y oOJIMKy ciegehe Teopeme.

Teopema: 3a cBaku Herpas3aH HU3 a (HU3 3a KOju je myxuHa |a| > 1) n3a cBako 1 < n < |a| no3us minNiza(a,
n) Bpaha Hajmamu Mely pBUX n eJeMeHTa Hu3a a (ca a M n Cy odeNekeHe BPeIHOCTH HU3a @ U IIPOMEHJBHBE N, a
ca |a| nyxvHa HU3A ).

Ty TeopeMy MOXeMO JOKa3aTH UHIYKIIH]OM.

¢ Basy unnykimje npeacraeba ciydaj n = 1, 1j. nos3uB minNiza(a, 1). Ha ocHoBy nedununuje dpyHkmuje
minNiza pesynrar je a[ 0] Tj. mpBu WiaH HU3A a U TaJa TBpHEHE TPUBH]ATTHO BaXU (jep je OH yjeTHO HajMarbu
Mehy npBux 1 ejeMeHarta HU3a).

 Kao MHIYKTHUBHY XMIIOTE3y MOXEMO IIPETIIOCTABUTH 1a ako Baxu 1 < n — 1 < |al, Taga no3us minNiza(a,
n-1) Bpaha Hajmary of IpBUX N — 1 efemMeHarta Hu3a a. M3 Te mpeTnocTaBKe MOTPEOHO je Aa JOKakeMo Jia 3a
n Koje 3amoBosbaBa 1 < n < |a| mo3uB minNiza(a, n) Bpaha HajMarH Off PBHUX N elleMeHaTa HU3a a (Mpu
TOM je a HempasaH Hu3). Ha ocHoBy aedununuje dpynkimje minNiza, nosus minNiza(a, n) he Bpatutu
MUHUMYM OpojeBa m (KOju MpeacTaBba pe3yaraTr nosusa minNiza(a, n-1)) u a,_;. Iomro cy ycnoBu
WHIYKTUBHE XUIIOTE3€ 3aJ0BOJLEHH, Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XMIIOTe3e 3HaMo Jia he m dutm Hajmamu mely
npBux n — 1 egeMeHaTa Hu3a a. 3aTo he MuUHUMYM Opoja m U n-TOT eleMeHTa Hu3a (eJleMeHTa a,—1) OUTn
HajMamu Meh)y IpBuX n eJeMeHaTa HA3a a.

[Ipumehyjemo orpomHy caudHOCT U3Mel)y peKyp3vMBHE KOHCTPYKIMje alrOpUTMa M MHAYKTHBHOT JOKa3a FHETOBE
KopekTHocTH. CTora codOAHO MOXKEMO J1a KaKeMo J1a Cy peKyp3uja U MHIyKIMja “IBe cTpaHe ucte Meaambe” (MH-
JYKLHjy KOPUCTMO Kao TEXHUKY JOKa3UBaba, a PEKYp3Hjy Kao TEXHUKY AerHNUCcCama (PyHKLHUja Tj. KOHCTPYKLH]je
ajgropurama).

Peunmo u ia je oBaj 00MK Kopuiihewa MaTeMaTUUKe MHAYKLMje MaJIo HECTaHIapJaH, jep ce He KOPUCTU JUPEKTHO
MHJIyKIIFja Mo MPUPOJHNM OpojeBruMa, Beh ce KOpUCTH MHAYKIHMja IO CTPYKTYPH peKyp3uBHE (yHKIHjE y KOjoj ce,
13 TIPETIIOCTaBKe J1a CBAKM PEKyp3WBHH MO3WB Bpaha KOpeKTaH pe3yiTar, JoKasyje Aa pyHKIHja Bpaha KopeKkTaH
pe3ynrar. TakBa Teopema MHAYKIMje ce MO JOKa3aTH Ha OCHOBY KJIACHYHE MaTeMaTHUKe MHIYKLHje T0 Opojy
PEKypP3HMBHHUX TI03KBa, MO/ IPETIIOCTABKOM Ja ce JOKake Ja ce peKyp3uBHa (PyHKIIMja YBEK 3ayCTaBiba.

1.3.2 Hoxa3 KOPEKTHOCTU UTEPATUBHUX aJIlOpUTamMa - I/IHBapI/Ij AHTE MEeT/bE

JemaH o] OCHOBHUMX TIOjMOBA y aHAJIM3M M pa3yMeBarby UTEPATHBHUX IporpaMa cy HHBapujaHTte meT/bu. To cy
JIOTMYKH YCJIOBH KOJjU Bake HEMOCPEAHO Ipe MeT/be, 3aTUM HAKOH CBAaKOT M3BpILABathba HApEeAdU y Tely MeTbe U
HEeIoCpe/IHO HAaKOH U3BpIllaBama liefle newbe. KoprcHe MHBapujaHTe cy OHe KOje rapaHTyjy KOPEeKTHOCT alropur-
Ma KOjH Ta TeT/ba UMIUIeMEeHTUpa. VIHBapHjaHTe CYIITUHCKH OIHKCYjy 3HAYCHE CBUX MPOMEH/BHBUX YHYTAp MET/be.
WnycTpyjmo mojaM WHBapUjaHTe Ha jeTHOM jeJHOCTABHOM IIPHMEpY.

Pasmotpumo criepehy, kiiaciHuHy MMILUIEMEHTALM]y aJropuT™Ma 3a ogpeljBambe MUHMMYMa HeTIpa3HoT Hu3a dpojesa.

#include <ilostream>
#include <algorithm>
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using namespace std;

int min2(int a, int b) {
return a <b ? a : b;

int minNiza(const vector<int>& a) {
int m = a[0];
for (int 1 = 1; 1 < a.size(); i++)
m = min2(m, a[l]);
return m;

int main() {
vector<int> a{3, 5, 4, 1, 6, 2, 7};
cout << minNiza(a) << endl;

}

V cBaKOM KOpaky MeT/be, Ie0 HU3a YMju MUHUMYM 3HaMO HOcTaje AyXH 3a IO jeflaH eJeMeHT. AJropuraMm Kpehe
oJ npepuKca HU3a OykuHe 1 1 MocTap/ba IPOMEHJBMBY M Ha BPETHOCT IIPBOT eJIeMEHTa HU3a ag. Y CBAKOM KOPaKy
neT/be, NPETIOCTaBbaMo JIa IPOMEHJbUBA 11 CAIIPKK BPEJHOCT MUHUMYMa IIPBUX ¢ eJleMeHaTa HU3a, a OHJIA Y Tely
newbe oOpaljeHn 1eo HU3a MPOIIMPY jeMo JoAajyhu ¢ 4+ 1-Bu eneMeHT Hi3a, Ha MO3UNHUjH ¢. MUHIMYM IpOIIpeHOT
HM3a ce U3padyyHaBa Ka0 MUHUMYM MHHMMYMa IIPBUX ¢ eJIeMeHaTa HI3a (Yuja je BpeHOCT CMeLITeHa Y IPOMEHIBbHBOj
M) ¥ JOJATHOT eleMeHTa Hu3a a;. HakoH u3BpllaBama Tejla embe, 10 HU3a YMji MUHUMYM je IIO3HAT je MPOIIMpPeH
Ha ¢ + 1 enemenT. Ha kpajy nemse je ¢ jeiHako AyKWHU HU3a, 1A TPOMEHJBHBA M CAJPKK MUHIMYM LIEJIOT HU3A.

Ipe nero 1mTo npehemo Ha hopMaTHK TOKA3 ITPETXOJIOT pa3MaTparba, CKPEHUMO NaXKkby Ha TO JIa UMEHOBAHE BeJIMYHU-
He y MaTeMaTHIM (TauHKje JIredpy) U Y IporpamMupary uMajy pasnunuure ocoduHe. Haume, nMeHOBaHe BEJIMUMHE Y
MaTeMaTuI (apamMeTpH, HeTIo3HaTe) 03HAYaBajy jeJHy BPEAHOCT 0K Y (MMIIEpaTHBHOM) IIPOTrpaMHparby MIMEHOBa-
He BeJIMYMHE UMajy JUHAMUYKY KapaKTep ¥ Memajy CBOje BPeAHOCTH TOKOM M3BpIIIaBama Mporpama 1o npaBuinmMa
3agaTM caMmuM porpamoM. Ha rmpumep, Opojauka mpomMeHsbrBa 1 y HEKOj ETJbH MOKE PEOM UMATH BPEAHOCTH 1,
2 u 3. [la ducMo HaIpaBWIN pa3iuKy u3Mel)y MpoMeH/bUBUX M BUXOBUX TeKyNHX BpeIHOCTH, KOpUcTHheMo pasim-
9UT (POHT - IPOMEH/BUBY Mporpama hemo odesieskaBaTh ca 1, a lbeHy BPeIHOCT ca i. AKO XKeJUMO J1a Pa3jIMKyjeMo
CTapy ¥ HOBY BPEJHOCT IIPOMEHJbUBE 1, KOpUCTUNEMO O3HAKe 7 U 4. AKO KeJIMMO JIa HATIACKMO JIa je IPOMEHIbHBA
peloM y3uMalla HeKy Cepujy BpeIHOCTH, KOPUCTUNEMO O3HaKe % (IMOYeTHA BPeIHOCT MPOMEHbUBE 1), i1, 12, ... ¥
CHTyallfjama y KOjuMa ce BPeIHOCT IIPOMEHJ/bHBE HE MeHa (Ha MPUMED, aKo je AyKMHa HU3a TOKOM IIeJIOT Tpajama
mporpama ucra), Hehemo odpahatu maxmwy Ha pa3iuKy u3mely mpomeHspMBe Mporpama (HIIp. N) U BeHe BPEIHOCTH
(amp. n). Enemente HuzoBa hemo Takohe odenexaBaTy MHAEKCMMAa U 0OUYHO heMo mpeTnocTabaty 1a Opojame
kpehe ox HyJe (HIp. ag, a1, ...).

dopmaHO, MOXEMO foKa3aTH ciesehy Teopemy.

Teopema: Ako je HU3 @ IyXuHE . > 1, HENOCPEAHO Mpe TOYETKA MEeT/be, Y CBAKOM KOPaKy IeTbe (M Ha FBeHOM
MOYETKY, HEMOCPEHO HAKOH IIPOBEPE YCIIOBA, AW M Ha HeHOM Kpajy, HEMOCPEAHO HAaKOH M3BPIABama Tesa), Kao
Y HAKOH M3BpIIIaBama rene newse Baku Ja je 1 < ¢ < m U Ja je m MUHMMYM IPBUX ¢ eJeMeHaTa Hu3a (Tae je ¢
Tekyha BpeIHOCT IpoMeHJbMBE 1, a m Tekyha BpeIHOCT IpOMEHJbHBE M).

Ogo TBpheme MOXeMo JT0Ka3aTH MHAYKIMJOM U TO TI0 OpOjy U3BpIIaBamka Tela metbe (0deexumo Taj dpoj ca k).
Hammomennmo camo na hemo netwy for cmarpaté camo ckpahenniiom 3a etpy while, Tako ga hemo nHMnmMjanm3a-
IIUjy MeT/be cMaTpaTH 3a KO KOjU ce U3BpIliaBa Ipe MeT/be, ToK heMo Kopak MeT/be cMaTpaTy Kao Mocye/ by Hapeady
TeJa MeTbe.

int n = a.size();
int m = a[0];
int 1 = 1;

while (1 < n) {
m = min2(m, a[i]);
1+4;
Takobe, nmrunuTHO hiemo mogpa3symeBaTH Jla ce TOKOM M3BpIIIaBama MeT/he HU3 HU Y jeJHOM TPEHYTKY HEe Merha
(¥ TO ce eKCIUTMLIMTHO MOXe JOKa3aTH MHAYKIWjoM). Hu mpomMeHsprBa N He Meba CBOjy BPEAHOCT.



1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

Ha ducmo y mokasy OWiM TNpelu3HHju, OOeNeXKUMO ca Mg, My, ..., Mk, ... BPEOHOCTH IPOMEH/bHBE M, a ca
10,91, - - -, Ik, - . . BpeIHOCT IpoMersbrBe 1 HakoH 0, 1, ..., k, ... U3BpIIaBama Tena netbe. [lomTo npomMeHsprBa n
HE Mea CBOjy BPEIHOCT, yoTpedbaBaheMo caMo O3HaKy 7.

¢ Basy unaykiuje uynnu cnydaj k = 0 Tj. cliy4aj Kajia ce TeJio MeTbe Huje joun u3Bpimio. [pe yaacka y netny
npoMeH/buBa i ce uHuIMjanusyje Ha 1 (Baxku 49 = 1). [lomrTo npernocraB/baMo a je HU3 Helpas3aH, Baku
mjel < i =iy =1 < n. [IpoMersprBa M ce MHUIMjAIU3Y je Ha BpeaHOCT a[0] (Baxu mg = ag), OITO
je 3aucTa MUHAMYM jeHOWIAHOT TpedpuKca Hi3a a. [lakie, ycioBH Cy 3aI0BOJbEHH TIpe MPBOT U3BpIIaBaha
TeJa neTbe.

* [IpernocraBuMo cafa Kao MHAYKTHBHY XMIOTe3Y Ja TBpherbe BaXXu HAKOH k M3BpIllaBamba Tesa rnewbe. [lakie,
MPETIIOCTAB/haMO JIa YCIIOBU TeOpeMe BaXe 3a BPETHOCTH Mg U i Tj. Ha je 1 < i, < n | 1a je my jeIHaKO
MUHUMYMY TIPBHIX ¢} €IeMeHaTa Hu3a (ca i U My 00esekaBaMo BPeJHOCTH ITPOMEHJBMBHUX HAKOH k M3BpIIa-
Bamba TeNa MeTbe). AKO je yCIIOB MeT/be CIYHheH, To ie yjeqHo OUTH 1 BpeAHOCTH IIPOMEH/BUBUX HA MOYETKY
TeJia eT/be, Mpe BeHoT k + 1-Bor n3BpiaBama. HakoH k m3BpIaBama Tesia HeTbe Baku 1a je i, = k+ 1, jep
je mpoMeHJbMBa 1 MMaJia MoYeTHY BpeJHOCT 1 u TayHo k myTa je yBehana 3a 1 (1 0BO Ou ce (popMaHO MOIJIO
JIOKa3aTh UHIYKIIUjOM).

W3 nHOyKTUBHE XUIIOTE3€ U MTPETIIOCTaBKeE 2 je YCIOB IeThe 1 < N HCIymbeH (Tj. Ja je i < 1) JOKaKUMO Ja
HaKoH k + 1 u3BpIIaBama Tesa MeT/be YCIOBH TEOPEME BaXKE U 3a BPEAHOCTH M1 U th41 (CA Mpy1 U Gpt1
o0deJieskaBaMoO BPeAHOCTY MPOMEHJBUBUX HAKOH k + 1 M3BpIIIaBama Tena nembe). BpemHOCTH my41 M k41 Ce
MOTY JIAKO OJIPEAUTH Ha OCHOBY BPEAHOCTH M U %), AHAJM30M jeIHOT U3BpIIaBamka Teja nerse. Baxu fa je
k41 =9 +1=k+2 3aro,momro jel < iy =k+1<n,Baxuupgajel <ipy1 =k+2<n,na
j€ YCJIOB KOjH ce OJJHOCH Ha PaclioH BPeIHOCTH NpoMeHsbrBe 1 odyBaH. JJOKaXUMO U J1a je M1 MUHAMYM
IPBUX ¢4 €IEMEHTA HU3a. Baxu 1a je my 1 MUHUMYM BPeIHOCTH 1y, U €1€MEHTa a;, , Tj. ai+1. Ha ocHOBY
WHIYKTHBHE XUIIOTE3€ 3HAMO /1 je M) MAUHHUMYM NpBHX i, = k + 1 elemenarta Huza. 3arto he my4 1 Outn
MHHHMYM IPBUX k + 2 ejleMeHaTa Hu3a (3aKJbYYHO Ca €JIEMEHTOM (1), IITO j€ TAYHO )41 €JIeMeHara HU3a,
Ta U JIpyry yCJIOB OCTaje OuyBaH.

O3Ha4yMMO ca % ¥ M BPeAHOCTH NPOMEH/BMBUX 1 M M HAKOH M3BpIIaBama rnewbe. Ha ocHOBY okazaHor TBphema
3HaMO J1a yCJIOBH HaBEJECHH Y FeMy Bake I HAKOH 3aBpIIeTKa newbe. Kasa ce nempa 3aBpiuy, Baxu aa je ¢ = n (jep
Ha OCHOBY ITpBOT ycJioBa 3HaMo 1a je 1 < ¢ < n, a ycnoB nembe 1 < n HUje ucnymeH). Ha ocHOBY apyror ycioBa
3HaMO JIa je M MUHHMYM 7 WIaHOBa HU3a (ILITO je 3arpaBo LIeo HU3, jep je n Ieropa IyXkKuHa), Tj. Ja MPOMEH/bUBa
M cafp:KH TPakeHy BPEJHOCT, YMME je JOKa3aHa MapliyjaJHa KOPEeKTHOCT. 3ayCTaBibambe Ce JOKa3yje jeJHOCTABHO
TaKO IITO Ce JJOKake 1a Ce y CBAKOM KOPaKy NeT/be HEeHeraTMBHa BPeTHOCT 1, — ¢ cMambyje 3a 1o 1, Jok He noctaHe 0.

AKO pa3MOTPUMO CTPYKTYPY IPETXOJHOT pa3MaTparba, MOXeMO YCTAHOBUTH []a CMO UICHTH(PUKOBAIIH JIOTHUKE yCIIO-
Be KOjU Cy UCITyHeHH HETIOCPEJHO IPe U HEMOCPeTHO HAKOH CBAKOT M3BpIlaBarba Telia NeT/be. TakBU yCIOBH ce Ha-
31Bajy HHBapHUjaHTe netTbe. [la ducmo okazanu J1a je HeKd YCJIOB MHBapHUjaHTa MET/be, IOBOJBHO je 1a TIOKaKeMO:

(1) ma Taj ycnoB Baxu mpe MpBOT yJlacKa y NeTby U

(2) nma w3 mpeTnocTaBKe Jia Taj YCJIOB BaKM MPe HEKOT M3BpIIABaba Tesa MeT/be U Aa je YCJIOB NeT/be UCITYHheH
JOKaKEMO J1a Taj yCJIOB BaXKM M HAKOH M3BPIIABaba Tesla MeT/be.

Te nBe ynEHHUIIE HAM, HA OCHOBY MHIYKTHBHOI apryMeHTa, rapaHTyjy Aa he ycjioB OMTH HMCIyHeH Ipe W Hocie
CBaKe UTepalyje NeTbe, Kao M HAKOH M3BPIlaBama lieJie NeT/be (aKO Ce OHa MKaja 3aycTaBH), Tj. Oa he Taj ycios
OWUTH MHBapHjaHTa NeTbe (Taj I0KA3 ce MOXE CIPOBECTU KIACMYHOM MaTeMaTU4KOM MHIYKIIMjOM Ha OCHOBY Opoja
W3BpIIABaka TeJia newbe). [IprMeTnMo 1a TpBY KOpak OAroBapa A0Ka3uBamwy 0a3e MHAYKIIMje, a IPYTH IOKA3UBaby
WHIYKTUBHOT KOPaKa.

Cpaka nemba UMa IyHO UHBapHjaHTH, MelyTHM, O]l UHTepeca Cy HaM caMO OHe MHBapHjaHTe Koje y KOMOMHALIUjH ca
YCJIOBOM NpeKKa MeTbe (Mo MPETIOCTABKOM Ja [eT/ba HUje MPEeKHHyTa HapedoM break) mMImimpajy ycioB Koju
HaM je MoTpedaH HaKOH NeTbe. AKO je MeT/ba jeJuHA Y HEKOM arOpUTMY, OOMYHO je TO OHJA YCJIOB KOPEKTHOCTU
camor airopuTMa. Jlakyie, HAKOH /I0Ka3a JieMe KOja YMHM OCHOBY JJOKa3a /1a je HEeKM yCJIOB MHBapHjaHTa IeT/be,
MOTPEDHO je a JOKakeMOo 1

(3) na w3 Tora Jja MHBapHjaHTA BaXKM HAKOH 3aBpLIETKA NIETJbE U JIa YCJIOB IET/be HUj€ UCITYhEH CJIEN KOPEKTHOCT
aJITOpUTMA.

Jakie, omira CTpyKTypa aHajM3e Iporpama KopuihemheM HHBapUjaHTH ce MOe OIUcaTH Ha ciiefiehr HauuH.

<incijalizacija>
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while (<uslov>)

<telo>

W3omyjMo KibydHE AesI0Be NMPETXOIHOT J0Ka3a U MPUKaXUMO UX y popmaty Koju hemo u ydynayhe kopuctuTu npu-
JIMKOM JOKa3MBama UHBAPUjaHTH MeTbH (MHAYKIM]ja he y TUM JoKa3uma OUTH caMO MMIUTHLIMTHA).

Jlema: Ako je HU3 a nyxkuHe n > 1, yenoB ma je 1 < 4 < n W Ja je m MHUHAMYM IpPBUX ¢ eJleMeHaTa HH3a je
MHBapHjaHTa reT/be (TAe ca ¢ odenexxaBaMo TeKyhy BpeJHOCT MPOMEHJbUBE 1, a ca m TeKyhy BpeHOCT IPOMEHIbIBE
m).

e Tlpe ynacka y netpy mpoMeHsbuBa i ce mHUNMjammsyje Ha 1 (Baxu ¢ = 1). IlomTo mpeTmnocTaBmbaMo Ja je Hu3
HerpasaH, Baxu Ja je 1 < ¢ < n. [IpoMeHsbMBa M ce MHUILIMjaIU3Yje Ha BpeqHocT a[ 0] (Baxu m = ag), ITO
j€ 3aucTa MUHUMYM jeIHOYJIaHOT MpeduKca Hu3a q.

* [IpernocraBumo Aa TBpheme Baky HAKOH yJIacka y IeT/by Tj. Aa je BPEAHOCT MPOMEHJBHBE M (03HAYMMO je ca
m) jeAHaKa MUHUMYMY TIPBHX ¢ WIAHOBA HU3A (TJ€ je ¢ BPEIHOCT IPOMEH/bUBE 1 Ha yJIacKy y METiby), 1a je
1 <17 < n, Kao ¥ J1a je yCJIOB MeT/be UCIYHEH Tj. Ja je 1 < n.

To1To je HAKOH M3BPIIABAKba TeNa METIhe BPeAHOCT NpoMeHbrBe 1 yBehaua 3a jenan, Baxu na je i’ =i + 1
(rme ca i’ oDesiekaBaMO BPEAHOCT IPOMEHJbMBE ¢ HAKOH M3BPLIABAK-A TeJIA U KOpaka newbe). Tlomro je Baku
maje i < nul <i < n,HaKOH U3BPIIaBaIba TENA METIbE, Bakuhe ga je 1 < i’ < n.

Hosa BpeHOCT NIPOMEH/bUBE M (03HAYMMO je ca mm’) duhie jeaHaka Mar0]j ol BpeIHOCTH M U a;. Ha ocHOBY
MPETIIOCTaBKE BAXHM JIa je M jeHAKO MUHMMYMY NPBHX ¢ €JeMeHaTa Hu3a, Tj. MHHHMYyMY OpojeBa ag, ...,
a;_1,Mma je m’ jeqHako MUHUMYMy OpojeBa ag, . .., a;, IITO j€ YIPaBO MUHMMYM IIPBUX 7 + 1 elleMeHara Hu3a,
na je 3aucra m’ MUHAMYM TIPBHX 7’ €JleMeHaTa HU3a.

Teopema: HakoH n3BpiuaBama neT/be, IPOMEHBUBA M CAPKHM MUHUMYM LIEJIOT HU3A.

Ha ocHoBy nnBapujante Baxu 1a je 1 < ¢ < n, a MOIITO MO 3aBPLIETKY MET/bE HEH YCIOB HUje UCIYHEH, BAXU Aa
je @ = n. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe BaXXH U Jja IPOMEHJBMBA M CapKK MIHIUMYM TIPBUX ¢ €leMeHaTa HK3a, a TIOIITO
jet = n, rme je n Opoj WiaHOBa HU3A, TO j€ 3aIPaBO MUHIUMYM ILIeJIOT HA3A.

YV HacTaBKy OBOT IOIJIaBjba BujieheMo joln HEeKOJIMKO MpUMepa IpHMeHe TEXHUKE MHBapHjaHTe eTbe. Mopa ce npu-
3HATH Jla KaJa ce TeXHUKa KOPUCTH MOTITyHO (hOPMAITHO, J1a OM ce IoKa3asia KOPeKTHOCT Beh HanmcaHoT MporpaMcKor
KOJia, TO He JieNlyje HapOounTo MHCHHpHIIyhe (TOroToBo, ako Cy MPOrpaMM jeTHOCTABHH M aKO je jeTHOCTaBHO MHTY-
UTHBHO pa3yMeTH pasJiore lUXoBe KOPEKTHOCTH). PeTKo Kaja ce y MpaKTHYHOM MIPorpaMupamy KOPEeKTHOCT 3aKcTa
JI0Ka3yje MoTnyHo (opmMasiHO (OcUM y ciiydyajy copTBEpa KOju MOXe Ja YIpO3H BeJMKU OpOj KMBOTA, MOIMYT, HA
npuMep, coTBEpa KOju yrpasiba MeTpo-cucteMoM y Ilapusy, koju jecte y MOTIyHOCTH (DOPMATHO BEPUPUKOBAH).
Mebytum, aprymMeHTe U WHBapHjaHTe Ha KOjUMa KOPEKTHOCT TOYMBA Mporpamep 4ecTo “IpoBpTH IO riaBu”. Bu-
Jehemo ¥ J1a ce TeXHHKA WHBAPUjaHTH MOXeE YNOTPeOUTH M IIpe Hero ILITO je MporpaM HaluWcaH y by U3BOhema
MIPOrpaMCKOT Kojia 13 crienrpurkayje. JacHe MHBapyjaHTe YeCTO jeJHO3HAYHO yKa3yjy Ha TO KaKO MPOrpaMcKu KO
Tpeda Ja U3rieaa ¥ Ha Taj HAauMH IOMaky y IpoLecy IporpaMupama.

3ajany Koju cy oadpaHy HUCY HU 110 YeMy ocedHH — OHM he OUTH TIOHOB/EHH Y MOIJIAB/BUMA Y KOjHMa ce yBOze
OIIIITE [TPOrpaMepCKe TEXHUKE KOje Ce Y ’bUMa IIPUMEY Y.

3anarak: Tpodojka

Harmmmcatn mporpam Koju y4nTaBa HU3 IIeIuX OpojeBa a 3aTHUM ra TpaHC(OPMHUILE TaKO 1A eJIEMEHTH Oy1y OAe/bEeHH
y TpH JieJia Y 3aBHUCHOCTH O] 3a/1aTUX BpeaTHOCTH A 1 B. Y NmpBoM feiy cy eJleMeHTH MambH O] 3a/1aTe BPEIHOCTH
A (BpeaHOCTH M3 MHTepBaJia [—00, A)), y ApyroM eneMeHTH Belid WM jeHAKU 3a4aT0j BPEAHOCTH A 1 Marbyl WiH
jenHaku 3aqatoj BpeqHoctu B (BpenHocTtu u3 unTepBana [A, B)), a'y Tpehem enemeHTH Behu 011 3aaTe BPeAHOCTH
B (Bpennoct u3 unTepBaia (B, +00)). Huje SuTHO y KOM ce pefociiely Hajla3e eJIeMEHTH YHYTap AeJ0oBa. YIuTaTu
€JIeMeHTe y HU3, a 3aTUM PEOpraHu30BaTH PEIOCIe]] eJieMeHaTa y TOM HU3Y (He KOPUCTUTH IIOMONHE HU30Be).

VYaa3: V jenHoj nMMHUjM cTaHAApAHOT yJia3a Hajlas3u ce Opoj enemMeHaTa Hu3a, N, a 3aTUM ce, Y HapeJHO] JMHUjU
Hajla3e eJIEeMEHTH HM3a Pa3/iBOjeHH pasManuMa. Y Iocliebe JIBe JIMHMje ce Hanase Lean Opojesu A u B onBojeHn
NPa3HUHOM, U IIpU ToMe je A < B.



1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

M3na3: Vcnmcatn enemeHTe pesyiryjyher HU3a Ha craHaapAHM M3ia3 (Moryhe je ucrcaTé eleMeHTe CBake o[
TpU TpyIie y TocedDHOM pefy, pa3dBoOjeHe pa3MarriMa, a Moryhe je ucricaTy ¥ 1eo HU3 y jeIHOM peay WX Y BHIIe
penosa).

IIpumep

Yaaz Hznaz
10 12
1354857236 5
3 7
5

Pememe

A W
o un

JeqaH npoJa3 Kpo3 HU3

3ajgatak MO}EMO PelIUTH NoMohy caMo jeJHOr MpoJia3a Kpo3 HU3 U TO “y MecTy” Tj. ©e3 kopuihema noMohHor
HHU3a. AJITopriTaM y HACTaBKY TIO3HAT je TIO/ Ha3uBOM ““XoJaHJCKa 3acTaBa Tpodojka” (enri. Dutch national flag) u
nmpunucyje ce uyBeHoM uagopmarmdapy dajkcrpu (enrn. Edsger W. Dijkstra).

OpnpixaBahemo Tpu npoMeH/brBe [, d U i U TOKOM TeT/be HameTHyhemo na Baku 0 < [ < ¢ < d < n u ga Bake
crnepnehu ycioBH.

* V untepsany nozuiwja [0, [) Hanasuhe ce esemeHTr Matbk o1 A Tj. OpojeBu u3 uHTepBana (—oo, A),

* y uHTepBay no3uiuja (1, ¢) Hamasuhe ce eleMeHTH U3 UHTepBana [A, B],

* y MHTEpBaly Mo3uIMja [i, d) Hamasuhe ce eleMEeHTH KOjU jOII HUCY UCITHTAHH,

* y MHTepBaJly Hosuija [d, n) Hanasuhe ce eeMeHTH Koju cy Behin o1 B Tj. esleMeHTH U3 uHTepBaia (B, +00).

Hakie, ogpkaBaMo pacriope]] <<<<===72?>>>, IJle Cy ca < 00eJIeKEHHU eJIEMEHTH NIPBE IPyIIe, ca = eJIEMEHTH JIpyTe,
a ca > esiemeHTH Tpehe rpyre.

Jla Ov MHBapHjaHTa BaXXWJIa Ipe yJiacKa y MeT/by, jacHO je 1a Mopa na Baxku 1a je ¢ = 0 ud = n (jep Cy CBU eJleMeHTH
u3 uHTepBana [i, d) = [0, n) Heucnintanm). Takohe, na GrcMo duim cuUrypHu jia ¢y u uuTepsaiy [0, 1) cBu eneMeHTH
Maru o7 A, Taj MHTepBaT MOpa OWMTH Ipa3aH U Mopa ia Baxu Aa je | = (. HakoH oBakBe MHMLMjanM3alije U
uHtepBai [l,4) = [0,0) u uaTepBai [d,n) = [n,n) je MpasaH, Ma 3a10BObaBa HAMETHYTH yCJIOB.

INewra he ce u3BpIIaBaTH JAOK IOJl UMa HEMCIIMTAHUX eJieMeHara, a To je JIOK je ¢ < d. Pa3morprmo kako Tpeda na
U3INiea Teio TeT/be, 1a OU YCIOBY OWITH OJIP)KaHH.

* AKO je eJleMEeHT Ha TIO3UILIUj1 ¢ Marbk o1 Opoja A tana hemo ra 3aMeHUTH ca eJIeMEHTOM Ha O3ULIUju | (TTpBUM
eJleMeHTOM U3 nHTepBana [A, B]), HakoH yera Moxemo yBehatu v ¢ u [.

* V CcynpoTHOM, aKO je eJIEMEHT Ha MO3UIIUjH | Matbi WK jefiHak o1 B on npunana unrtepsany [A, B] u Beh je
Ha CBOM JIOITYIITEHOM MECTY, Ila CaMO MOKeMO yBehaTH BpeJHOCT ¢.

* 'V cynpoTHOM eJieMeHT je Behu o1 B 1 Tajja MOXeMO CMabUTH BPEAHOCT d M Pa3MEHUTH €JIEMEHT Ha MO3UIINjU
i ca eJIeMEHTOM Ha (YMameHOj) No3uimju d, He Memajyhu BpeqHocT 4 (a OM ce eJIeMeHT KOjH je YIpaBo
JIOBEJIeH Ha MO3ULH]jY ¢ MOTao UCIUTATH y HAPEIHOj UTepaLuju).

Ha xpajy nembe Baxu na je i = d. Y3 ocTane HAMETHYTe YCIIOBE TBphErE OfaTiIE CIIEM (ETEMEHTH U3 MHTEPBATIA
nozuiwja [0, 1) cy Mamu o A, eeMeHTH U3 UHTepBania nosunmja [1,7) = [I, d) cy usmehy A u B, uHTepBai Hernpe-
[Jle/IaHuX eeMeHara [i, d) je mpasaH, JIOK Cy eleMeHTH u3 uHTepBaia [d, n) Behu o B. [akJe, Hu3 je pasdujeH Ha
HajoBe3ane cermente [0, 1), [I, d) u [d,n) 1 y cBakOM cerMeHTy ce Hajlase OAropapajyhu ejgeMeHTH.

IIpumep. Pasmorprmo paj aroputMa Ha jeqHom npumepy. Heka je A = 4, B = 7 v Heka HU3 MMa capxkaj 5 1
8 6 3 9 4 2.V HacraBKy hemo MpHUKa3aTH CTake HI3a TOKOM H3BOeHa aropuT™a.

d
1863942

A~

]
a

51863942
i



I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

1
1236

54

d
9
i

AHamu3a cJI0KeHOCTH. Y CBaKOM KOpaky IeTbe ce wiM yBehasa 1 wim cmamyje d, JOK ce He CyCpeTHY, LITO ce
metnaBa y n kopaka. CII0X)eHOCT OBOT IpHCTyIa je, rakne, O(n).

// funkcija organizuje elemente vektora tako da se prvo nalaze elementi
// za koje vazi da su iz intervala (-Inf, A), nakon toga dolaze
// elementi i1z intervala [A, B], 1 nakon toga elementi iz intervala

// (B, Inf)

vold podelaNiza(vector<int>& niz, int
// - u intervalu pozicija [0,
// - u intervalu pozicija [l, 1) su
// - u intervalu pozicija [1, d) su
// - u intervalu pozicija [d, n) su
int 1 =0, 1 =0, d=niz.size();

A, int B) {

elementi iz intervala (-Inf, A)
elementi iz intervala [A, B]
jos neispitani elementi
elementi i1z intervala (B, Inf)

// dok god postoje neispitani elementi

while (1 < d) {
if (niz[i] < A)

// menjamo tekuci element sa prvim elementom iz intervala [A, BJ]

swap (niz[i++], niz[1++]);
else if (niz[i] <= B)

// tekuci element ostaje na svom mestu
1++;

else

// menjamo tekuci element sa poslednjim neispitanim

swap(niz[i], niz[--d]);

3anarak: IIpBu Ko ju HUje ne/bUB

Pasmorpumo Hus Opojesa 210, 2310, 390, 30, 510, 66, 6, 138, 46, 106, 59, 17, 23. OH je UHTepeCaHTaH U3 HEKOJUKO
pasnora. Ha mpumep, npeux et dpojesa je mesbrBo ca 10, a mocie HujenaH Opoj Huje nersus ca 10. TIpBux mecet
Opojesa je mapHo, a Tociie ¢y cBu OpojeBu HemapHH. [IpBux ocam OpojeBa je mepuBoO ca 6, a TIOcje HUjedaH Opoj

10



1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

Huje nespuB ca 6. [IpBa mBa Opoja cy mespuBa ca 210, a mocne Hujenan Opoj Huje nersuB ca 210, uta. Tlokymaj na
npoHaljen joIr oBakBHUX MPaBIIHOCTH. Harmuimm rmporpam Koju 3a CBakM YHETH JAenvian ogpelyje Kommko dpojesa
je aesbrBO BuMe. CMaTtpaty ia 3a CBAaKM yHETH Je/WIal] Baky HaBeJleHa IPaBUIIHOCT.

Vaa3: Ca crangapasor yiasa ce yunrasa 0poj n (1 < n < 10°), a 3aTuM y HapeIHOM pejLy 1. IPUPOJHUX Opoje-
Ba (Mamux o1 10'®) passojenux no jegnum pasmakoM. HakoH Tora ce 10 Kpaja yjaza yHOCE J€MOLM (CBAKM y
moceOHOM pejly). 3a CBaKH JeNWIIAIl Ce CUTYPHO 3Ha (M TO HUje NOTpeOHO MpoBepaBaTh) Jia ce Y HU3Y Hajlase MpBO
OpojeBu Koju jecy, a 3aTUM OpOjeBU KOjU HUCY Je/bUBU THUM JETHOIEM.

M3na3: 3a cBaky yHeTH geimial y TOCEOHOM pejly UCITHCaTH Opoj eneMeHaTa Hu3a KOju Cy ’hUMe JebUBH.

IIpumep

Yaaz Hznaz
13 5
210 2310 390 30 510 66 6 138 46 106 59 17 23 10
10 8
2 10
6 0
2 5
4

15

Pemene

bunapna nperpara

3axBaspyjyhul MHTEpECaHTHOj OCOOMHU HM3a, 3aaTaK e(hbUKACHO MOXe OUTH pellleH TPUMEHOM aJITOpUTMa OMHapHE
nperpare. Y IUTamwy je BApHjaHTa alrOpuTMa OMHapHE MpeTpare y KOM ce YMECTO MO3UIIMje KOHKPETHE BPEAHOCTH Y
COPTUPAHOM HHU3Y 3aXTeBa ITPOHAJIAKEH-E IIPBE MO3ULIKje Ha KOjOj Ce HaJla3u eJIEMEHT KOjH 3aJJ0BOJbaBa HEKH YCIIOB.
Hawwme, nog npeTnocTaBKoM Jia ce y HU3Y IIPBO HaJlase eIleMEeHTH KO jU He 33JI0B0JbaBajy Taj yCIIOB, a 3aTUM CJIEMEHTH
KOjU 33/I0BOJbABAjy Taj YCJIOB, iperomHy wiauky (TPEHyTaK Kaja ce W3 jeJHe Mpesasd y JpYyry rpymy eJeMeHaTa)
MoskeMo Hali OuHapHOM nperparoM. Jlakie, ako je HU3 odJMKa - ---- - - +++++++, OMHAPHOM IIPETParoM MOXEMO
npoHahu no3unyjy nociewer MUHyca, IpBor IUTyca, Opoj MUHYyca WM Opoj IUIyceBa, 1€ CMO ca - O3HAuMIU OHE
eJIEMEHTe KOjU He 33/I0BOJbaBajy, a ca + OHE eJIeMEHTe KOjH 3a/I0BOJbaBajy JaTH YCJIOB.

Pyuno umnuieMeHTHpaHa OuHapHa nperpara

TokoMm paza anropurMa, oApkaBamo JBe NpoMeH/blBe [ U d TakBe Ja Baxku MHBapjaHta 1a je 0 <[ < d+1<n
W 1a cy

* JsieBo of1 | Tj. y uHTepBay nosuumja [0, ) eTeMEHTH KOjH He 3a10BOJbaBajy yCIIOB,
* jiecHO o1 d Tj. y uHTepBaity nosunuja (d, n) eleMeHTH KOjH 33]10BOJbaBajy yCJIOB.

V wunTepBany nosuimja [I, d] Hamase ce eJeMEHTH YMjU CTATyC jOII HUje Mo3HaT. Ha MoveTKy Cy CBH eleMeHTH
HETO3HATH, I1a je jacHO Ja uHtepBa [I, d] Tpebda nHMnmMjamm3soBary Ha [0, n — 1], Tj. npomeHsbuBy | Tpeba nHuUIHMja-
JIM30BaTH Ha HyIy, a d Ha BpeaHoct n — 1. Marepamm [0, 1) u (d, n) cy npasHuy, na je MHBapujaHTa ouyBaHa (YCJIOB
I <d+1cecBogunal < n, MTO je TPMBUjATHO UCITYHHEHO).

Axo uHTepBa nosuiuja ([, d] Huje npasan Tj. ako je I < d, nponanasumo My cpemuHy s = [ + | 45t |.

¢ AKO eJleMeHT Ha MO3UIMjU S 33J0BOJbaBa YCJIOB, TaJa HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB 33aJ0BOJbaBajy U CBU
€JIEMEHTH JIeCHO Of S. 3aTo momepamo d 3a jeTHO MECTO JIEBO Of CpPeAuHE Tj. BPEAHOCT MPOMEH/bUBE d
rocTaB/bamMo Ha s — 1.

¢ AKO eJIeMeHT Ha TIO3HUIIVjH S He 3aJJ0BOJbaBa YCJIOB, TaJa Ha OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB HE 337J0BOJbaBajy HU
CBH €JIEMEHTH JIEBO Of S. 3aTo MoMepamo [ 3a jeIHO MECTO JEeCHO Of] CpPeJHHE Tj. BPEIHOCT MPOMEHIbUBE [
rocTaB/baMo Ha s + 1.

IMperpara Tpaje cBe OOK ce uHTepBai [l, d| He ucpasny, 1j. g0k je | < d. Tana je | = d + 1 u enemeHTH Koju He
3a[J0BOJbaBA]y YCIIOB ce Hanase Ha nosunujama [0,1) = [0, d], JOK ce eJleMEHTH KOjH He 3a[J0BOJbaBA]y YCIIOB Hajla3e
Ha nosumjama (d,n) = [d 4+ 1,n) = [l,n). [dakie, NpBU eJEMEHT KOjH 3a/I0BOJbABA YCIIOB je Ha HO3ULMjH [, a
HocsieJby KOjU He 3a/I0BOJbBA YCJIOB Ha IO3UIUjH d.

IIpumep. Ilpukaxumo paj anropuT™Ma Ha jeJHOM IIPUMEpY.
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1 d
1735911286
S

1 d
1735911286
S
1d
1735911286
S
d 1

1735911286
VmrremeHTanuja ce MOKe HalpaBUTH Ha ciieehn HauuH.

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long k) {
int n = a.size();
int 1 =0, d = n-1;
while (1 <= d) {
ints=1+(-1) / 2;
if (a[s] % k !'= 0)

d=s - 1;
else
1l=s+1;
}
return 1;

}

Joka3 kopekTHOCTH. JIoKaxnMo (DOPMaTHO KOPEKTHOCT OBOT aropuT™Ma. Y3 IMOMEHYTe YCJIOBE MHBapHjaHTa je
ngaBaxu 0 <[ <d+1<n.

Hakon urnimjammsanuje [ = 0, d = n — 1, ycioBu ¢y ucnymenu (untepsan [0, 1) u (d, n) cy npasHu, JOK je ycJioB
0 <1< d+1 < nexsuBanentad ycioBy 0 < 0 < n < n U TPUBHjAJHO j€ UCIYHEH.

Axo unTepBan nosutyja (!, d] Huje npasau T1j. ako je | < d, npoHaIa3MMoO My cpeauHy s = [ + LMJ Iomrro je

l<d,Baxmmpmjel <s<d.

e AKO eJIeMEHT Ha MO3UILIMjU S 33/I0BOJbaBa yCIIOB, TaJa HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCIIOB 3a[JOBOJbABajy U CBU
€JIEMEHTH JIECHO O] S. 3aTO BPEIHOCT IIPOMEHJbIBE d MOCTaB/baMO Ha s — 1 (HOBE BPEJHOCTH IIPOMEHIBUBUX
cyl’ =1lund = s —1). Tume uHBapujaHTa oCTaje Ha CHa3K (IOCEDHO, CBU €JIEMEHTH Y UHTEPBAITY TTO3ULIM]jA
(s —1,n) = [s,n) 3an0BObaBajy ycioB). Baxu u ycio 0 < I’ < d' + 1 < n, jep je OH eKBUBaJCHTaH
yenopy 0 <[ < s < n.

¢ AKO eJIEMEHT Ha MO3HUIIMjH S He 33/I0BOJbaBa YCIIOB, Tajla HA OCHOBY MOHOTOHOCTH YCJIOB HE 33/I0BOJbaBajy HU
CBH €JIEMEHTH JIEBO OJ1 S. 3aTO BPEAHOCT MPOMEHJbUBE | IIOCTABIbaMO Ha s+ 1 (HOBe BPeTHOCTH ITPOMEHIBUBHX
cyl’ = s+1ud = d). Tume nuBapujanTa octaje oapxana (MocedHO, HUjeIaH eIEMEHT Y MHTEPBAITY O3ULIKjA
(0,1) = [0, s] e 3amoBosbaBa ycioB). Baku u ycinoB 0 < I’ < d' + 1 < n koju je eKBUBAIEHTaH yCIIOBY
0<s+1<d+1<n.

Kana ce untepBan ucnpasuy, taja je [ > d, nanomro Baxu 0 < [ < d+1 < n,Baxuul = d+ 1. Ha
OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO JIa Cy eJIEMEHTH KOjU 3a/I0BOJbaBajy yciioB Ha mosuimjama (d, n) = [I, n]. 3aro je npeu
€JIEMEHT KOjH 33/I0B0JbaBa YCJIOB je Ha Mo3uiju [ (IITo je yjelHo u Opoj eJeMeHaTa KOju He 3a[J0BOJbaBajy YCIIOB).
EsleMeHTH KOjU HE 3a/10BOJbaBajy ycioB cy Ha nosuimjama [0,1) = [0,d + 1) = [0, d], na je mocnemmn egeMeHT
KOjU He 33/10BOJbaBa Ha MO3ULKjH d.

3aycTaBbambe ce JIAKO JI0Ka3yje Tako INTO Ce JI0Ka3yje JIa Ce y CBAKOM KOPaKy MeTbe MHTepBa ([, d| Tj. merosa
nyxuna d — [+ 1 cMamyje, 1ITo je mprindHo ounrieaHo ukafa jel’ =lud = s—1 < duxamajel <l' = s+1
ud =d.

Anamm3a cjoxeHoctd. IIomTo ce y cBakoM KOpaky Irperpare IIMpWHA MHTepBaja [l, d| mpenosoBy, MoImTo ce
uHHIMjaTHO Kpehe o uHTepBaa [0, n—1] Koju UMa 1 eleMeHaTa U MOIITO Ce aJITOPUTaM 3aBpIliaBa Ka/ia ce MHTEPBa
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1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

n

ucnpasHu, croxkenoct amropurma je O(logn). Hanme, ayxuna natepsana nocne k kopaka je | 7+ | u Baxu ma je
|25 | < 1kanaje k > log, n.

HcnpaBibame rpemaka Ha 0CHOBY hopMaJiHe aHAIN3E KOJa

Kapa je k61 KopekTtas, Joka3 je 00muHO HenH(popMmatuBaH. [lomaxe HaM Ja “MHPHO CiaBamo”, ajly HUIITA BHIIE
on Tora. MHOTO MHTepeCaHTHHja CUTYallija ce JielaBa y ciaydajy Kajga Ham (hOpMaiHO PE30HOBAbE O KOy IMOMaske
Jla IETEKTY jeMO U UCTIPaBUMO Tpelke y mporpamy (T3B. Oarose). [ornenajMo HapeIHU MOKYyIIaj UMIUIEMEHTAIH]e
aJIropuT™Ma.

int 1 =0, d = n;
while (1 < d) {

ints=1+(-1) / 2;
1

if (a[s] % k != 0)
d =s-1;

else
1 = s+1;

}

cout << d+1 << '"\n';

Ha ocHOBY MHIMjamM3anuje Jenyje Ja MoKyIIaBaMo Jia IPETPakuMo Tony3aTBoperd untepsal [I, d). Tlomro je y
MUTaby OMHApHA MpeTpara, u3miesaa qa ce Hamehe uaBapujanTa 1a je 0 <! < d < nupacy:

* cBu enementH u3 [0, 1) nepuBu ca k,
* HHjeaH eJIEMEHT U3 uHTepBana [d, n) Huje nesbuB ca k.

Ha nouetky cy oda Ta MHTepBaJia Ipa3Ha, Ia MHBapHjaHTa 3a caja JoOpo (PyHKIMOHUINE. AKO MOIJIeJaMO YCIIOB
nembe, Aeiyje 1a neTba pajy I0K ce MHTEPBA HeMO3HATHX eJleMeHata [, d) He ucnpasHu (3aucta, Kaga je ! > d,
Taj UHTepBaJ je Mpa3aH). 3a caja cBe paau Kako Tpeda. Ilokymamo cajga fa mpoBepuUMO Ja JIM U3BpIIaBambe Tejla
neT/be OJpKaBa MHBAPUjaHTY.

* AKo ag HUje fesbuB ca k, Taja ce npoMensbuBa d mocrasba Ha BpeqHoct d' = s — 1. Ha ocHOBY MHBapujaHTe
Tpeba jia BaXH 1a HUjelaH eleMeHT y uHTepBany [d', n) Huje gesbuB ca k. MelyTum, MU TO He 3Hamo, jep
caMo 3HaMoO J1a je a HUje IeJbUB ca k, aJli He 3HaMO J1a a1 HUje JieJbuB ca k. [lakie, oBie ce CUTypHO Kpuje
rpemka y kogy. Axo nomeny d = s-13amenumo cad = s, Tanma he nHBapujaHTa OuTH ofipkaHa (jep 3HAMO
Ia as HUje nesbuB ca k, Ta ca k Hehe OWTH IebUB HUjeaH eJIEMEHT U3a Hhera).

* AKo a, jecTe nembuB ca k, Taja ce mpoMerbrBa | mocrasiba Ha BpeaHocT I = s + 1. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe
Tpeba /ia BaxH Jia Cy CBH eleMeHTH y uHTepsaiy [0, I') nessusu ca k, mehyTim, To he oBzie Outn ncnymeHo, jep
je as merbuB ca k, ma cy ca k JIeJbiBU M CBH €JIEMEHTH UCTIpe]l iera. [lakiie, y OBOM CIIyJajy je KOJ KOpeKTaH
Y MHBapHWjaHTa OCTaje OllpKaHa.

Ha kpajy, kajma ce nemba 3aBpIIv MOKEMO 3aKJbyUUTH Ja Baxu 1a je [ = d (jep cBe Bpeme Baxu Aa je | < d, a HaKOH
neTbe He Baxku 1a je | < d). Y kofy ce 3a MO3UIIKjy IPBOT eJleMeHTa KOju HHje JAe/bUB ca k IporrialiaBa Mno3uiuja
d + 1. Mako je y opuruHaiHoj BapujaHTy Kozja L Moo de3 npodiema Ja ce 3aMeHH ca d+1, y 0BOj BapujaHTH TO
Huje Moryhe. Hamme, My Ha OCHOBY MHBapHjaHTe OBOT KOZIa 3HAMO JIa ce Ha MO3UIMjU | = d Hajla3! eJeMeHT KOju
HUje [IeJblB ca k, a Ja ce Ha MOo3uIMju | — 1 HajasW eJxeMeHT KOju jecTe esbrB ca k (ocum kaga je [ = 0 u taga
HeMa eJleMeHaTa JeJbUBUX ca k). 3aTo Kpajiby pe3yiITaT Hije KOPeKTaH U MOTPEdHO ra je 3aMeHNTH ca d, jep ce mpBu
€JIEMEHT KOjU HUje JeJbUB ca k Hajla3u Ha NO3UIMjU d (OCUM Kaja Cy CBU eJIEMEHTH JieJbUBH ca k, Kaja je d = n, HO
W Taja je d ucnpaBHa oBpaTHa BpeqHocT). Jlakie, (hopManTHOM aHAIM30M CMO OTKPHJIMA M MCTIPaBUIIH JIBE I'PEIIKe.

ITporpamepu decTo porpam MCIpaBibajy TaKo MITO HACYMUIIE MOKYILABa]jy Jia IIoMepe MHAEKce 3a 1 JIEBO MM JeCHO,
Ja 3aMEHE Mare Ca Mame WIM jeJHAKO U CIM4YHO. Beh Ha oBako KpaTKMM IporpamMuma ce BUIM Jia je MPoCTop
Moryhux koMOMHalMja BEJUKH, a Aa je MOryhHOCT 3a rpeliky NPUIMKOM TaKBOT €KCIIEPUMEHTATHOT ITPUCTYIIa BEOMa
Besnuka. Crora je yBek dosbe 3acTaTd, (hOpMAIHO aHAIU3UPATH IITa je MOTpedHO Aa KOA paau M UCHPaBUTH Ta Ha
OCHOBY pe3yJTara (hopMajHe aHaIn3e.

Ha kpajy, cKpeHIMO Makey Ha jOII jeJaH JeTab MCHpaBbeHOT mporpamMa. IlapiujasHa KOPEKTHOCT je jacHa Ha
OCHOBY aHaJIN3¢e KOjy CMO CIPOBeJH, MehyTrM, 3aycTaB/barbe MOKe OUTU JOBEACHO Y MUTakbe, C 003MPOM Ha Hapealy
d = s. 3aycrapspame JI0Ka3yjeMo TaKo IITO [OKa3y jeMO J1a Ce y CBAKOM KOpajy cMamby je Opoj HEMo3HATUX eJieMeHara,
Tj. 1a myxwuHa uHTepBana [l, d) Koja je jenHaka d — [ y cBakoM Kopaky nembe onana. Iomro je | < d unBapujanTa,
CMarbMBarb¢ He MOXe TpajaTd JOBeKa, Ia ce Y HeKOM TPeHYTKy nporpam 3aycraBba. [loctaBiba ce mutame Ja Ju
ce d — [ cmamyje U 'y U3MEemheHOM KOy Y KoMe ce jaBiba Hapenda d=s. OAroBop je NOTpBpAaH, a 00pasjiokeme je
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

cyntunso. [IpBo, Ha OCHOBY yciioBa netbe BaxH 1a je | < d. Jae, BpeOHOCT s ce M3padyHaBa Hapengdbom s = 1
+ (d - 1)/ 2mroHam ma je s = L#J 300r 320KpyXHBaba HAHWKE, BaXH J1a je s < d ¥ 3aTO ce HAKOH
onpehuBama d’ = s, I’ = | Bpennoct d’ — I’ cmamyje y onocy Ha d — [. Baxu u ga je I < s, anu nowro je y
apyrojrpanu I’ = s+ 1ud = d, Bpeanocr d’ — I’ ce oner cmamyje y ogHocy Ha d — [. Jla je 3a0KpyKUBarbe KOjUM
ciyvajem BpieHo Hasuie (Hrp. s = L + (d - 1 + 1) / 2), nporpam Ou Morao yracTtv y OecKOHauHy IeTiby.

int prviKojiNijeDeljiv(const vector<long long>& a, long long k) {
int n = a.size();
int 1 =0, d = n;
while (1 < d) {
ints=1+(d -1/ 2;
if (a[s] % k !'= 0)

d=s;
else
1l=s+1;
}
return d;

}

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaiika.

3anarak: Hajmamu Opoj Ko ju HUje 30Up ejieMeHATa CKyna
Har je ckyn npupoaHux Opojesa (3agatr y o0JIMKy copThupaHor Huza). OapeauTy HajMamy IpUpoaH Opoj KOju HUje
30HMp HEKMX eJIeMeHaTa TOT CKyIa (CBaKM eJIEMEeHT CKyIla MOKe CaMo jeJHOM YUEeCTBOBATH Yy 30UpY).

Vaas: Ca crangapaHor yiasa ce yuurasa 0poj n (1 < n < 103), a 3aTuM y HapeaHOM pejly COPTHpaH HU3 OJL T
Pa3IMYMTHX MPUPOJHMX OpojeBa Marux of 102,

WN3na3: Ha crangapaHy U3ja3 UCIMCATH TPaXk€HW HajMamK MPUPOoAaH Opoj KOjU HUje 30Mp HEKHX ejleMeHaTa Tor
CKyma.

ITpumep

Yaaz Hznaz
8 30
1247 15 32 35 48

Pememe

UumeHnIa Jla Cy eJIeMEHTH COPTHPAaHM OJIaKIlaBa pelere 3ajarka. Odpahusahemo eneMeHT No eneMeHT U onp-
’aBaheMo rpaHuIly 10 KOje CMO CUTYPHH Ja Ce CBaKM OpOj MOXe IPEeICTABUTH Kao 30Mp HEKOr MojcKyna. Moxzaa
Maso n3HeHalyjyhe, Ta TpaHuUIa je y CBAKOM KOpaKy jefHaKa 30Mpy CBUX TPEHYTHO YUMTAaHHX eJeMeHaTa. AKO je
HOBH yYHTaHU eJeMeHT cTporo Behu of] 301pa cBUX ITPETXOJHMX eeMeHaTa yeehaHor 3a jeiaH, oHlia ce Taj yBehanu
30Up HE MOXe JOOUTH Kao MOJACKYI. Y CYMpPOTHOM MOXEMO OWTH CUTYpHH Ja ce cBu OpojeBu on O ma g0 30upa
CBHX eJleMeHaTa (y KOjH je yKJby4eH ¥ HOBU eJIeMEeHT) MOTY JIOOMTH Kao 30up Hekor nojackyna. Haume, nomro je y
MPETXOAHOM KOpaky Omiio Moryhe nodutu cse dpojese o 1 10 30upa cBUX ejleMeHaTta Oe3 Tor HOBOT, KaJla Y CBe Te
TIOZICKYTIOBE YKJBYUMMO HOBH €JIeMEHT JoOnhemo cBe OpojeBe oA TOr HOBOT eJIeMEHTa, T1a [0 30Mpa CBHX eJleMeHaTa
ca TUM HOBUM EJIEMEHTOM.

IIpumep. Ha mpumep, Heka je gat Hu3 1, 2, 3, 5, 14, 20, 27.

* 0 MOxeMo 100MTH Kao 30up mpasHor ckyma { }.

* 1 Moxemo o0uTH Kao 30up ckyma {1}.

 Kaja y nperxojiHe CKyIOBe YK/bYUHMO U 2, MOXeMO JOOUTH CBe OpojeBe 3akiby4Ho ca 3 (2 kao {2} u 3 kao
{1,2}).

 Kaja y npeTxojiHe CKyIoBe YK/bYUHMO U 3, MOKEMO JJ0OUTH cBe dpojese 3aksbyuHo ca 6 (4 kao {1, 3}, 5 kao
{2,3} u6kao {1,2,3}).

» Kaza y mperxoHe CKyIoBe yK/by4rMO 5 MOXeMo j00uTH cBe dpojee 3akibyuHo ca 11 (7 kao {2,5}, 8 kao
{1,2,5} u9 xao {1,3,5}, 10kao {2,3,5} u 11 kao {1,2,3,5}).

e Tlomro je Hapennu dpoj 14, jacHo je ma ce Opoj 12 He MOXke HUKAKO TOOHTH.

int n;
cin >> n;
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1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

int mozeDo = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x; cin >> x;
if (x > mozeDo + 1)
break;
mozeDo += X;
}

cout << mozeDo + 1 << endl;

Anamm3a caoxenocru. Ilporpam ce pemaBa jeJHUM MPOJIACKOM KPO3 HU3 OpOjeBa M CJIOKEHOCT je MPUINYHO
ounrnesHo O(n).

Joxa3 kopeKTHOCTH. JIoKaXnuMO 1 (hOPMaITHO KOPEKTHOCT, OBOT &JITOPUTMA Tj. TIPOrpama AaTor y MpUIIory.

Jlema: Heka je m BpemHocT mpomensbuBe mozeDo. MHBapujanTa newse je ma je 0 < ¢ < n, 1a je m 30up NpBHX ¢
eJleMeHaTa HHA3a U [a ce CBaku Opoj u3 uHTepBaia [0, m] Moxe JOOUTH Kao 30Mp HEKOT MOJICKYIa MPBHX | elleMeHaTa
HM3a.

Ipe ynacka y newny je ¢ = 0 u m = 0. 30up npBux ¢ = 0 eqeMeHara Hu3a je no JedpuHULMjU Hyaa (Tj. m). Bpoj
0 je jemuru enement untepsaia [0, m] = [0, 0] u oH ce Moxe goduTH Kao 30up npasHor nojackymna (1j. 0 eremeHaTa
MOJIA3HOT HM3a).

IMpernocraBumo aa TBpheme Baxku Mpe yjacka y IeTby.

* Axo je a; > m+ 1, TBpauMO Ja je m + 1 TpakeHM HajMawu Opoj. Ha ocHOBY MHBapujaHTe 3HaMO J1a Cy CBU
Opojeru u3 uHTepBana [0, m| MOKPUBEHH, TAKO Ja MawK Opoj o1 m + 1 He Moxe dutH pelerse. [JokakUMO
Ja dpoj m + 1 He moxe dutH 30up noackyna. Ilomro je HU3 copTHpaH, CBU €JIeMEHTH O a; O Qp_1 CY
crporo Behu og m + 1. Jlakiie, HU jeiaH Of TUX eJleMeHaTa He cMe OMTH YKJbYU€eH Y NMOACKYI jep OU BbUXOBUM
yKJbyurBameM 30up Beh mpemammo m + 1. Tloackym ce Mopa cacTtojaTé caMo Off eJeMeHara ag A0 G;—1,
MehyTrM, TIOIITO je 1m HBUXOB 301p, 30Mp CBAKOT BUXOBOT MOJCKYIIA je Malbu WK jeqHak m. Hakie, m + 1
ce He MOJe TIOCTHNY U OH je TPakeHO pelleHe.

e Ako jea; < m+ 1, tama jem’ = m + a;, ' = i + 1 v TBpAMMO 1a je m’ 30Up CBUX eleMeHaTa ag, ...,
a; 4 1a ce cBaku Opoj u3 untepsaia [0, m’] Moxe mpeacTaBuTH Kao 30Mp HEKOr MOICKyNa mnpBux i = 4 + 1
eslemMeHaTa Hu3a. [IpBa TBpOma je MPUINYHO OYMIVIEIHA, jep je IO MPETIOCTaBLH 1 30Mp CBUX eleMeHaTa
ag, ..., a;—1,am’ = m + a;. Ha ocHOBy mpeTnocraBke 3Hamo Ja cBu Opojesu u3 [0, m| Mory dutu 30MpoBu
TOZICKYIIOBA MPBUX i eleMeHara Hu3a. CIMYHO 1 CBU OpOjeBH U3 MHTEPBANA [a;, ; + 1] ce MOTy JIODHUTH Kao
30up HeKor MojCcKyna npeux i = i + 1 ejnementa Huza. Hamme, Taj mojackyn he Outu yHuja elemeHTa a; u
OHOT MNOJICKYIa NIPBUX ¢ eJleMeHaTa HU3a 4dju je 30Up jeqHak pasauuu usmely tor Opoja u d0poja a; — OH je u3
[0, m], ma Ha OCHOBY IPETIIOCTABKE TaKaB MOACKYI noctoju. Iomrro je a; < m + 1 yHuja unrepsana [0, m| n
[ai, a; +m] je [0,a; +m] = [0, m']. 3ato je cBaku enement u3 [0, m’] jemHak 30Mpy HEKOT MOICKYIIA IPBUX
i eJleMeHaTa HU3a, 11a MHBAPMjAHTa OCTaje OuyBaHa.

Teopema: Crnyuaj kaja ce neT/ba 3aBpIIY MPEKUAOM, jep je a; > m + 1 je Beh pasmorpen. Kana ce netspa 3aBpiimy,
BaXHu jia je ¢ = n. Ha ocHOBY MHBapujaHTe m je 30Mp CBHX elleMeHaTa HW3a, U cBaku Opoj u3 [0, m] jecte 36up
HEKOr MOJICKYIa NPBUX ¢ = N eJeMeHaTa Hi13a, Tj. LeJI0r Hu3a. 3aTo je m + 1 HajMamM eIeMEeHT KOju Huje Moryhe
Jo0uTH (jep ce yKIbyUMBameM CBUX eJieMeHaTa JoOHja HajBUIIE 1) U HCIHCAHO PEeIlIeHhe je UCTIPABHO.

3anarak: bunapau 3anuc

Harmmmmm mporpamM Koju Ha OCHOBY HEO3HAUYEHOT IIEJIOoT Opoja n (popMupa M UCICYje HeroB 32-OMTHU OWHApHU
3amnmuc.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce ynocu opoj n (0 < n < 232 — 1),
WN3zaa3: Ha cranpapaau uznas ucnucat 32-0UTHU OMHAPHU 3a1uc dpoja n.

ITpumep 1
Vaaz Hznaz
123456 00000000000000011110001001000000
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

IIpumep 2

Vaaz Hznaz

16777215 00000000111111121111211111111111
Pememe

Heka je Hu3 ox 32 snormuke BpegqHocTH nonymweH BpenHomhy false. Bunapau 3ammc onpelyjemo Tako mro oxape-
hyjemo jemHy o jenHy dwHapHy 1dpy dpoja, 3mecHa HaleBO. Y CBAaKOM KOPAaKYy IeT/be ofpeljyjeMo ocTaTak mpu
JeJberby Opoja n ca 2, ¥ Ha HapeTHO MeCTO y Hu3y (Y KOpakKy ¢ Ha MeCTO %) yIICYjeMo true ako je Taj oOcTaTak jeJHaK
1. Ha xpajy nemse, HCIIICYjeMO caJipikaj HA3a yHa3a.

IIpumep. IIprkaxknmMo M3BpIIABaEkE ATTOPUTMa Ha IpuMepy MpeBohera dpoja 38 y Omnapuu 3ammic. [Tpukazahemo
caMo KOpake KOjH ce U3Bofie JOK N He rnoctane 0 (071 Tor TpeHyTKa HaJa/be HU3 Ce CaMo IOy HhaBa HyJlama).

n niz b
38

19 0

9 10

4 110

2 0110

1 00110

0 100110

I/IMHHCMGHTHHI/Ija C€ MOKE HAallpaBUTH Ha cnenehn Ha4uH.

// broj koji se prevodi
unsigned long n;
cin >> n;

// niz binarnih cifara, redom, od cifre najmanje do cifre najvece
// tezine
bool binarneCifre[32] = {false};
// prevodjenje
for (int 1 = 0; n > 0; i++, n /= 2)
binarneCifre[i] = n % 2;

// ispisujemo rezultat (od cifre najmanje tezine
for (int 1 = 31; 1 >= 0; 1--)

cout << (binarneCifre[i] ? '1' : '0");
cout << endl;

Joxa3 kopeKTHOCTH. [IoKaXuMo (popMaTHO KOPEKTHOCT OBOT &JITOPUTMA.

Ha ducmo nakiie ofpeIuiv MHBApUjaHTy MPOIIMPUMO MPUMEP U3BPIIIaBak-a Mporpama BpeaHolhy dunapHor dpoja
TPEHYTHO 3alMCaHOT Y HU3Y b 1 oroBapajyhuM creneHom JBojKe.

n niz b b 2™
38 0 1
19 0 0 2
9 10 2 4
4 110 6 8
2 0110 6 16
1 00110 6 32
0 100110 38 64

Capa ce 1ako MOXe PUMETHUTH J1a Y CBAKOM peAy BaXkH ja je 2% . n + b = 38 (3aucra, BaXu 1a jel-38+0=
2:1940=4-94+2=8-44+6=16-2+6=32-1+6=64-0+ 38 = 38.

Jlema: Ycios 2'-n+b = ng je uHBapujaHTa NeTbe, rje je b 5poj TpeHyTHO KOAMPAH HU30M OMHAPHUX 1Hdapa (aKo
JIOTMYKA BPEAHOCT HAa MO3ULMjHU k y HU3Y ofrosapa mudpu by, Heka je b = Zilzo bx2"), e je i Texyha BpemHOCT
MPOMEHJbUBE 1, JIOK je ng MOYETHa, a 1 TeKyha BpeJHOCT HEO3HaUeHOT dpoja n.

* 3aucra Ha MOYETKY je n = ng, ¢ = 0 m b = 0 ma TBpheme Baxu.
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1.3. HTHAYKTUBHO-PERYP3UBHA KOHCTPYKIINJA

e TIpernocraBuMo na TBpherme BaXH MPH YJIacKy y MeTby. [IpoMEeHIbHBE ce TOKOM HM3BpIlaBama Tesa U Kopaka
nembe Merbajy Ha cenehn Haunn. 7' = ndiv2, b = b+ 2 - (nmod2) ni’ =i+ 1. Taga je 2 -n/ + b’ =
21+ (ndiv2) + b+ 2 - nmod2=2%- (2 (ndiv2) + nmod2) + b. Ha ocHoBy siepunmnmje 1es00pojHor
nembera Baku 1a je 2 - (n div2) + nmod 2 = n, na je BpeHOCT NPETXO/IHOT U3pasa jefHaka 2° - n + b, a Ha
OCHOBY TIPETIIOCTABKE O TOME J]a MHBApHjaHTa BaXKH HA YJIACKY Y TeJIO IeT/be 3HAMO JIa je TO jeJHAKO 7.

Teopema: Ilo 3aBpreTky alropuTMa HU3 Cap:Ky OMHAPHU 3alIUC HEO3HAYEHOT Opoja n.

Kako je no nznacky u3 newbe n = 0, Ha OCHOBY MHBapHjaHTe BaXkHu J1a je b = m Tj. Aa HU3 caJipXKu OMHAPHU 3aMKC
ToJIa3HoT dpoja.

3aycTaBipare je IPIINYHO OUMIJIETHO jep je N HeHeraTHBaH Opoj KOjH ce y CBAKOM KOpPaKy CTPUKTHO CMamyje (CBe
JOK HE JIOCTUTHE HYJy).

AHaJM3a CJI0:KeHOCTH. Y OBOM OQJIMKY aJropuTMa ce yBeK CIIpoBAM 32 KOpaka, Ma je CJI0kKEeHOCT KOHCTaHTHA. Y
OMILTEM CJy4ajy MOKEeMO CMaTpaTH Jia je JIMHeapHa y OAHOCY Ha Opoj mudapa y OuHapHOM 3anucy (OHa Jorapuram-
CKHM 3aBUCH O] BEJIMUMHE Opoja n).

3anarak: bpoj ¢hopmupan oa garux nudpa c JeBa Ha JeCHO

Harnucatu mporpam kojum ce popMupa mprpoad Opoj ol yuuTaHux Iudapa, ako ce mpgpe Opoja yuutaajy cieBa
Ha JiecHo (penoM of i pe HajBehe TexuHe 10 nudpe jeAMHUIA).

Vna3: Cpaka JiuHUja CTAaHJAPHOT yJia3a, BUX HajBUILE 9, caipku MO jeaHy nudpy.
Mzaa3: Ha cranpapHom uznasy npukasatu (popMupaHu Opoj.

ITpumep

Yaaz Hznaz
4 4109
1

0

9

Pememe

Yuramo 1udpy no mudpy ca cTaHgapAHOT yjas3a, cBe AOK He jaohemo 10 Kkpaja u popmupamo dpoj nogaBajyhu my
MpoYnTaHy 1Py Ha AecHy cTpaHy (Kao IUdpy HajMame TeXUHE). ANrOpUTaM ce HasuBa XopHeposa uiema U Ha
OCHOBY TOI' 2JITOPUTMa OPOj ce rpajy Tako IITO Ce Y CBAKOM KOpakKy IpeTXoAHa BpeJHocT dpoja nomHoxu ca 10
n 1odujeHn npoussoz ce yseha 3a BpegHOCT HapenHe 1ugdpe (Tako ce 1udpa JONUIIE Ha IECHH Kpaj MPEeTXOJHOT
dpoja).

IIpumep. AHanusupajmo mpuMep y Kojem yduraBamo peaom mudppe 3, 2, 7 u 5 u Tpeda na modujemo opoj 3275.
Ha ocHOBy JebuHMIMje TIO3ULMOHOT 3aIlica Taj Opoj je jeaHak BpemHocTH w3pasa 3 - 102 4+ 2 - 102 + 7- 10 + 5.
MebyTuMm, NpeTXoH M3pa3 MOKEMO u3pauyHaTd Ha cienehu Hauwd ((3 - 10 4+ 2) - 10+ 7) - 10 + 5, wro goBoau
710 XOpHEPORBOT MOCTYIKA. AKO Ce OH UMIUIEMEHTHPA UTEPATUBHO, TPOMEHJBUBA N KOJOM Ce MPEJICTAB/ba BPEIHOCT
dpoja y3uma pemgom Bpeanoctu 0, 3, 32, 327 u 3275.

Iomro dpoj nmdapa HIje yHanpes Mo3HaT, nrudpe hemo yuntaBaté y meTel KOjoM yUIUTaBaMO OpojeBe 10 Kpaja
CTaHZAApHOT yya3a.

Bpoj xoju ¢popmupamo mamtuhemMo y MpoMEeH/BUBO] N KOjy MHUIMjU3Y jeMOo Ha Hyiy. Kamga mpouutamo mucpy, go-
najeMo je kao nudpy jeauHuna Ha 1o caaa ¢popmupanu opoj. HomaBamwe nudpe jenuHuiia Ha Opoj N, TOCTUKEMO
TaKo IITO TIOMHOXUMO Opoja n ca 10 u mogamo My yuurany mudpy. Ako yHecemo k 1umdapa, Ha ONMcaH HaAYMH
mudpy KOjy CMO MpBY npounTaan MHoxuhemo ca 10 tauno k£ — 1 myt, apyry nmpountaHy nudgpy MHOXHMO ca 10
Ta4yHO k — 2 IyTa, ¥ TaKO peJoM, MoCceby NpounTaHy udpy He MHOkHUMO ca 10 (To je nudpa jenuHuna).

int cifra;

int n = 03

while (cin >> cifra)
n=ns%10 + cifra;

cout << n << endl;

Joka3 kopekTHOCTH. JloKa)xuMo U (popMaIHO KOpeKTHOCT XopHepose cxeme. I[lpermocraBumo aa he ce perom
yunTaBaté muadpe ay—1, ai—2, - .., a1, ag. VIHBapHjaHTa MeT/be je TO Ja je n BPEAHOCT Opoja KOju ce moduja
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

3aMKcoM JI0 caja IpourTaHux U oOpaheHux nudgapa. HakoH ¢ u3BpiiaBamwa Tejla NeTbe TO Cy LUppe o1 ai—1 10
GJ—; ¥ TBPAUMO 12 BaXd

n= (ak_l c Q)10 = ak_lloi_l + ak_gloi_Q +...+ ak_iloo.

* baza. Hakon 0 u3BpiuaBata tena newbe Baxu qa jen = 0ui = 0. Bpoj (ak—1 . .. ak—i)10 = (@k—1- .. k)10
HeMa HHjeAHy Iidpy ¥ BPEOHOCT My je HyIa.

* Kopax. TIpeTnoctaBUMO Ja MHBApMjaHTa BaXK Ha yJACKy y Tesio nembe. Heka je i = ¢ + 1. U3 Tena newba
Bugm ce ga je n’ = 10 - n + ay_;j_1. IIOmTO Ha OCHOBY MHAYKTHBHE XMIIOTe3e BaXU N = aj_110°~" +
ap—2107"2 + .. 4 as_;10°, Baxu u 1a je

n' = 10(ap_110°" ay 2107724 4ap_;109)+ar_;—1 = ap_110°+a,_ 210" 14+, . +ar_;10+ap_;_1.
IMomrro je i’ = i + 1, Baxu 1a je

n = ap_;10" 71 + ap_210° 2 4+ ... + ap—ir+110 4+ ag—_y,

a je MHBapyjaHTa OuyBaHa.

Kapna ce metspa 3aBpim, Ouhe yuutano k mudapa, ma he BaxuTu 1a je ¢ = k, Tj.

n = (ak,l R ak,i)lo = ak,110i_1 + ak,210i_2 +...+ay- 10* +ag - 1007

IITO 3HAYM Ja 1. CAPXKU JIeKaTHy BpeqHOCT Opoja hopMupaHor oj cBux k 1mdapa.

1.4 JlopaTHm 3aJamu 3a BeXKOy

3agarak: ApUTMeTHYKH TPOYTrao

Konuku je 30up OpojeBa y njarom peny cieaeher tpoyria?

1
2 3 4
5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

Vaaz: Penuu 6poj k (1 < k < 5-10°), peaa Tpoyria unju 30up Tpeda uspauyHatu (Spojame peaoBa MOYUEE Off
1).

W3na3: 30up BpeAHOCTH Yy 331aTOM pedy Tpoyria.

Ilpumep

Vaaz Hznas
3 35
Pememe
Hrepamuja

Ho pemiema ce Moxe fohn kopuiheweM newb. Y MpBOj NeTbH ofpeljyjeMo MpBuU eneMeHT k-Tor pena, a y3 To
onpehyjemo u dpoj enemenara y wemy. [IpBu enemeHT ofpelyjeMo Tako 1mTo cadepemo Opoj eeMeHaTa y mpeTxoi-
HUX k — 1 penoBa, 10K Opoj enemMeHaTa CBaKoOr pesia Tako ILITO Y CBaKOM KOpaKy Opoj enemMeHaTa MpeTXOAHOT pesa
yBehaBaMmo 3a /1Ba (CBaKM HapeJHH peji MMa TaYHO J[Ba €JIEMEHTA BHIIIe O] TpeTXoAHor). JakJe, y NeT/bu oApKaBamMo
royetak U Opoj enemMeHarta Tekyher pesa (MHUIMjann3yjeMo MX Ha jeJaH, jep IPBU pel MOYMIbe Of jelaH U uma
TaYHO jeJaH eieMeHT) U k — 1 myTta nodveTak pena yeehaBamo 3a Opoj eneMenara Tekyher pena, a Opoj eneMeHara
Tekyher peza 3a /iBa.

IIpumep. Ilpukaxumo 0BO Ha npuMepy ofpehuBama NpBOr eleMeHTa peja 5.

k  pocetak brojElemenata
1 1 1
2 2 3
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3 5 5
4 10 7
5 17 9

HakoH Tora, y ipyroj netsu ogpeljyjemo 30up efeMeHaTa y k-TOM pelly, TAKO IITO Ha 30Up KO jU MHUIMjAJIU3Y jeMO Ha
HyJIy I0JlajeMO jeljaH Mo jedaH eJEeMEHT TOr pelia, KopuinheweM aIroputma cadupama cepuje dpojeBa — eJeMeHTH
Cy y3aCTOITHY MPUPOJHHU OPOjeBH, Ma UX je JJaKo HadpojaTH.

long long zbirRedaTrougla(long long k) {
// odredjujemo prvi broj u k-tom redu trougla
long long pocetak = 1;
long long brojElemenata = 1;
for (int 1 = 1; 1 < k; 1++) {
pocetak += brojElemenata;
brojElemenata += 2;

}

// odredjujemo zbir elemenata u k-tom redu trougla

long long zbir = 0;

for (long long i = pocetak; i < pocetak + brojElemenata; i++)
zbir += 1;

return zbir;

}

AHanmn3a cJ102KeHOCTH. Y TIPBOj MeT/bH 00MIa3suMo k petoBa KojuMa ofpeljyjemo movyerak momohy ABe ornepariije
caOupama. [laXJbMBOM aHAJIM30M MOXEMO 3aKJbYUHTH Ja Y peny k nma 2k — 1 enemeHara (Majga Ty YMEBEHUILY
HUCMO yNOTPeOWIN Y Iporpamy), Koju ce y apyroj ¢asu cadupajy. CroxeHoct ode ase, ma 1 yKyIHOT pelemna je,
nakiie, O(k). 3amarak, HapaBHO, MOKE /1A CE PEIlK U Y MAO0] CJIOKEHOCTH OJ] OBE, Oe3 Kopullherba MeTIby.

Joka3 KopekTHOCTH. J[oKaxuMO (popManHO KOPEKTHOCT OBOI NOCTyIKa. MHBapujaHTa nembe je Ja HaKOH m
M3BpIIABaba BEHOT Tesla Baxku 1a je t = m+1n 1 <4 < k, Kao 1 1a mpoMeHspuBa pocetak cagpsku pBy eJleMeHT
pema ¢ = m + 1, a mpomensbuBa brojElemenata canpxu Opoj exemenata pega ¢ = m + 1.

e Tlomro ce mpomMeH/bMBa 1 MHUIMjaNU3yje Ha BpeqHocT 1, HakoH m = ( kopaka Baxu aa je 1 = 0+ 1 u
1 <1 < k. Tlowrro cy 1 0de NpoMeHJbMBE MHULMjAIN30BaHe Ha BpeaAHOCT 1, HakoH m = () Kopaka meTbe,
MIPOMEHJBUBE 3aUCTa caJpxke MPBU eleMeHaT U Opoj eleMeHatapegat =m+1=0+1= 1.

* [IpernocTaBuMo Ja MHBapHjaHTa BakM HAKOH 1 KOpaKa IeT/be 1 JIa je YCIIOB MeT/be UCIyeH Tj. Ja je ¢ < k.

Hokaxumo na TBphere Baku W HAKOH m’ = m + 1 u3BpLIaBarba Tejla M Kopaka newbe. [omTo HAaKOH
U3BpIIIABaba KOpaka Baxu i’ = 7 -+ 1, a IOIITO je HAa OCHOBY MHJIyKTUBHE XUIIOTE3€ BAKWIO fia je i = m + 1,
Baxu 1 j1a je i’ = m’ + 1. Tlomro je ycioB newbe OUO UCIyHeH, BaXWIO je ¢ < k, 1a y3 MHIYKTUBHY

npernoctaBky 1 <7 < k,Baxu 1 < ¢/ < k.

O3HaYKUMO ca p ¥ b BpeqHOCTU TpoMeHbKBUX pocetak u brojElemenata Ha ynasy y Tesio nemse, a ca p’ u
b’ HUXOBE HOBE BPEJHOCTH, HAKOH M3BPIIEHA TEJIA M KOPaKa IET/be. AHAIM30M JOJ€ENa Y TeJly NET/bE, jJACHO
BUIUMO 12 je p’ = p+bu b’ = b+2. Ha 0CHOBY IPETNOCTABKE BAXU J1a j€ p IPBU €IEMENT pea i = m-+1, ama
je bopoj enemenara pena i = m+1. CabuparmeM npBor eJieMeHTa OWIIO KOT pejia y TpOoyIJia M Opoja eJieMeHaTta
TOT pejia TPOYIIa I00Uja ce MPBU eJIEMEHT HapeHOT pefa Tpoyria. [lakie, Baku aa je p + b pBuU eJleMeHT
penai+ 1 = m+ 2 Tpoymia, na, Baxu ja je p’ = p+ b npeu enemenT pefai’ = i+1=m+2=m'+1. Ha
OCHOBY Jie(pMHHUIIMje TPOYIJIa BXKU jACHO U JIa CBAKU HAPEIHU peJl MMa U [IBa eJIEMEHTa BHIIIE HErO MPETXO/IHM.
3aro, nomro je b dpoj enemenara pena m + 1, Baxu u ga je b’ = b + 2 Opoj enemenara pega i’ = m’ + 1.

* Ha kpajy nembe ycioB HUje UCITyHbeH, Ia Baxku Ja je ¢ > k. Y3 ycinoB 1 < ¢ < k, Mmopa na Baxu ja je ¢ = k.
Ha ocHOBYy mHBapujaHTe 3HAMO J1a TIpoMeH/buBa pocetak cagpxu Opoj enmemenara pema ¢ = m + 1 = k.
Jaxre, netpa je KOPeKTHO U3BPIIIIIA CBOj 33/1aTak M y IIPOMEHJbMBY pocetak cmecTnia MpBH eleMeHT pefa
k.

Ha canuan HaumH ce Moxe (popMaHO JOKa3aTH M KOPEKTHOCT Jpyre MeT/be (MHBapHjaHTa je Aa HAKOH 11 HEeHHX
KOpaka [IpOMeH/bUBa zbir cagp:xu 30up NpBUX m eneMeHata pejia k, a ia IPOMEHJbUBA ¢ Cap:KU BPEIHOCT eleMeHTa
Ha MO3ULIUjJU M y TOM pefy, ako ce nosuuuje opoje o 0).

Hanomena. [IpumeTmMo 1a cMO y OBOj T€T/bH YBEJIM M HOBY ITPOMEHJBUBY KOjOM CMO PETHCTPOBaIM OpOj eJleMeHaTa
y Tekyhem peny Tpoyria. To mTo cMO Ty IPOMEH/bMBY MMAJIM Ha pacliojiarary HaM je IMOMOIJIHO [a aXypupamo
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I/TABA 1. AHAJIN3A KOPEKTHOCTH AJITOPUTAMA

BPEHOCT MOYETHOT eleMeHTa HapeJHOT pefia, MehyThM, “KpeuT” KOju CMO JOOWIIM Ha ITOYETKY Telia EeT/be MOpan
CMO Jja BpaTUMO Ha Kpajy TaKo IITO CMO MOPAJIH [a aKypUpaMo U BPEAHOCT Te IPOMEHJBHBE (M TaKO j€ IPUIPEMHUMO
3a HapeqHy uTepanrjy). OBa TEXHMKA je TMO3HaTa MOoj MMEHOM OjadaBam-e HHAYKTHBHE XHIIOTe3e M YeCTO Ce
KOPHCTH ITPUJIMKOM KOHCTPYKIIMj€ ajlropuTama.

3anarak: [IBoOojka

Hanumy nporpaM koju opraHusyje eJeMeHTe Hiu3a Tako Ja IPBO WAy CBU MApHU €lIEMEHTH, a 3aTUM HelapHU, pU
yeMy Mel)ycoOHM pefocies; MapHUX U HEMApHUX eJleMeHaTa Huje OuTaH. EjneMeHTe NpBo y4uTaTH y HU3, a 3aTUM Taj
HU3 TpaHchOPMHUCATH Y JTMHEAPHOM BpeMeHyY (CaMo jeTHUM ITpOoJIa3oM Kpo3 HU3).

Vaa3: Y npBoj IMHUjU cTaHAAPAHOT yaa3a yHeTu npupogan opoj n (1 < n < 50000) - Opoj enemenara HU3a, a y
Hape/IHO] JINHUja YHeTH N IPUPOJHUX OpojeBaBa y rpanuuama o 1 go 1000.

N3na3: Ha cranapanHu u3ia3 UCOucaTé eJeMeHTe Hu3a ypeheHe Ha TpakeH! HaurH, pa3/iBoOjeHe ca Mo jeJHUM pas-
MAaKOM.

IIpumep

Vaaz Hznaz

10 268104531911
253618910114

Pememe

Tpancdopmanuje Hu3a “y mecry” - [Ba moKa3nBaya

[MocToju HEKOMKO HauMHA J1a ce HU3 “y MecTy” TpaHchOpMHUIle caMO jeJHUM MPOJIACKOM KPo3 HU3 (TU MPUCTYIH
“Majy JIMHeapHy BPEMEHCKY ciioxkeHocT). [IpukazahemMo HEKOIMKO MOryhHOCTH, CBE 3aCHOBAaHE HA TEXHWIIU ABa
MOKa3KBava.

Hap}m JE€BO, HENIAPDHU JE€CHO - padMeéHa HAOIMAKHUX

IMpernocraBuhemo aa cy y cBakoM KOpaky MeT/be MO3HATH UHAEKCH | U d TaKo Ja Cy eJIEMEHTH HU3a IPYIHICAHU TaKO
Ja cy:

* CBH €JIEMEHTH Ha no3uiujama u3 unreppaia [0, ) napHu,
* CBU eJIEMEHTH Ha MO3MIMjaMa U3 UHTepBana (I, d| jour Henmperiejanu u
* CBH €JIEMEHTH Ha O3MLIjaMa 13 HHTepBaa (d, n) HemapHH.

WuBapujanTa je, makie, ga je pacmopes eleMeHata y HU3y OoOJMKa ppp???nnn, rae ¢y L u d mosunuja mpBor Tj.
MOCTIEJHET HENIO3HATOT €JIEMEHTa (00€JIEKEHOT YIIUTHUKOM).

Ha noueTky nnnnumjamusyjemo [ Ha Hyity, a d Ha n — 1 (taga cy uarepsam [0,0) u (d, n) Ipa3Hu, a CBU eJIEMEHTH y
untepsany (I, d] = [0, n—1] cy jom Henperneaann). Ilemby y NPUHALKITY U3BPIIABAMO JOK jOII KMA HEMPErIeIaHIX
enemMeHaTa Tj. JoK je | < d, mehyTuM, y OBOM 3a/1aTKy MOKEMO je 3aBpIIUTH M Kopak paHuje. Ilemsa ce n3Bpmasa
JoK je | < d v 3aBpmiaBa Kajaa je | = d, jep KakaB roj Ja je Taj mocjeamby HenperjielaH eJleMeHT Ha MO3UIHjU
! = d, oH he ce MohM NIpUIIOjUTH WM JIEBOM WJIM JIECHOM Jiesly Hu3a U Hehe dutu norpede rmpemernirartu ra.

V teny newse pagumo cienehe:
* TIpBo rcnMTYjeMo Aa Jii je eJIEMEeHT Ha MO3WIIUjH [ TIapaH 1 aKo jecte, OHAa caMmo yBehaBamo BpenHocT [ 3a 1.

¢ V cymnpoTHOM, IIpOBEepaBaMo [ia Ji je eJIeMEeHT Ha TMO3UIIMjU d HelapaH U ako jecTe, OHJIa CaMO YMakbyjeMo
BpeqHoCT d 3a 1.

* Ha kpajy, ako HUjeIHa Of IIPETXO/IHE ABE IIPOBEpe HHje yCIiena, 3HaMo Ja je eJeMEeHT Ha MO3MLKjH [ HellapaH,
a eJIeMEeHT Ha MO3UIMjU d TIapaH, pa3MeryjeMo ux, yBehasamo [ 3a 1 u ymamyjemo d 3a 1.

Kapna ce nmetpa 3aBpIy, €1€MEHTH Cy y KEJbEHOM Pefociesy.
IIpumep. IlpukaxumMo paj aaropuT™a Ha jeJHOM IpUMEpY.

1 d
387 45 16 2
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1d
2 8 6 4 5 1 7 3

I/IMI'UICMGHTa]_[I/Ija CE€ MOKE HAIIpABUTH Ha cnenehn Ha4uH.

// odrzavamo uslov
// [0, 1) - parni

// (d, n) - neparni
// [l, d] - nepoznatti

// u pocetku su svi nepoznati
int 1 =0, d =n-1;
// dok jos ima nepoznatih elemenata
while (1L < d) {
// ako je na mestu l paran, ostavljamo ga na svom mestu 1 pomeramo
// se na naredni element
if (a[l] % 2 == 0)
T++;
// ako je na mestu d neparan, ostavljamo ga na svom mestu 1
// pomeramo se na prethodni element
else if (a[d] % 2 != 0)
d--;
else
// na mestu 1l je neparan, a na mestu d je paran broj, pa ih
// razmenjujemo 1 pomeramo se po oba kraja
swap(a[l++], a[d--1);
}

Anammza caoxenocru. [Ipomensbusa 1 ce yBehasa, a mpoMersbrBa d ce yMarbyje CBe JIOK Ce He CYCPETHY, IITO Ce
moraha y TaYHO 1 KOpaka, Ia je yKyIHa coxeHocT anropurma O(n).

Joka3 KOpeKTHOCTH. I0KaXuMo U (pOpMaTHO KOPEKTHOCT MPETXOJHOr airopuTMa. TOKOM M3BpILABaha BaXU
paHuje onucaHa MHBapHjaHTa, aBaxu u ga je 0 <[ < d+1 < n.

WuanimjamsanyjoM BpeAHOCTH [ Ha HYJTy, a BpeAHOCTU d Ha n — 1 TIOCTHKEMO Ja Cy OBH YCJIOBH Ha MOYETKY 3a/10-
BOJbEHH (jep Cy CBU efleMeHTH y uHTepBaiy [I, d] = [0,n — 1] jour Hemperiefanm).

V teny newse pagumo cienehe:

« TIpBO UCIUTYjeMO J1a JIM je eJIeMEHT Ha MO3UIIMjH | apaH U ako jecte, OHIa camo yBehaBamo BpeqHoCT [ 3a
1 uMMe HaMeTHyTa MHBapHjaHTa OCTaje 1a BaXH. 3auCTa, HapHU Cy O CBH eJleMeHTH u3 uHTtepBaia [0, 1),
HapaH je ¥ eJeMeHT Ha MO3UIK]ju [, I1a Cy HapHH CBH ejtleMenTH u3 untepaia [0,1] = [0,1), tue je I’ =1+ 1,
HOBa BpeaHOCT rpomersbuBe [. [omrro je d’ = d, enemenTn Ha nosunyjama u3 udteppaa (d', n) cy HemapHu.

* V cympoTHOM, NPOBEpaBaMo Jia JIM je eJeMEHT Ha NO3MIMjH d HelapaH W ako jecte, OHJA caMo yMambyje-
MO BpeIHOCT d 3a | yrMe HaMeTHyTa MHBapHjaHTa OIeT OCTajy Ha CHa3W (apryMeHTalyja je CIMYHA OHOj Yy
MIPETXOHOM CIIy4ajy).

¢ Ha kpajy, ako HUjeTHa OJ1 IIPETXO/IHE JIBe IIPOBepe HHje yCIiesa, 3HaMo Ja je eJIeMEHT Ha IMO3WIIUj| | HerlapaH,
a eJIEeMeHT Ha MO3UIIMjH d mapaH, pa3MemnyjeMo ux, yehasamo [ 3a 1 1 ymamyjeMo d 3a 1 yuMe UHBapHjaHTa
ocraje ma Baxu. 3aucra, Baku 1a je I’ =1+ 1ud = d — 1. CBu enemeHTH u3 vHTEepBaja nosummja [0, 1)
Cy MapHH, a MapaH je eJeMEeHT Ha Mo3uIMju | (jep je pa3sMEeHOM IMapaH eJeMeHT ca TMo3uIje d JOBEeleH Ha
nosuijy 1). 3ato cy napHu cBu eieMeHTH y untepsaiy [0,1"). ClIudHO, IOIITO CY CBU €IEMEHTH Y UHTEPBAITY
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nosuumja (d,n) OWwiM HemapHM, a MOLITO je HAKOH pa3MeHe HelapHU eNeMEHT ca Mo3uLuje | JOBeIeH Ha
HO3UIH}Y d, HETTAPHU CY U CBU eJIeMeHTH 13 unTeBana [0, d’).

Kana ce nemba 3aBpinm, pacrope je kopektad. Haume, rmomro Ha Kpajy netsbe yeioB [ < d HUje UCIYHbeH, a TOIITO
jel<d+1l,tamajel =dwmjel =d+ 1.

* Ako jel = d+ 1, 3Hamo zia je Hu3 pa3dujeH Ha CErMEHT MapHUX eleMeHara Ha nosuijama [0, ) 1 HernapHux
Ha nosumjama (d,n) = [d+ 1,n) = [, n).

* Pasmotpumo ciyyaj [ = d.

— AKO je eJIeMeHT Ha TO3UIIMjHU | TMapaH, MOIITO CYy Ha OCHOBY MHBApHjaHTe MAapHU W CBU €JIEMEHTH Ha
nosunjama [0, 1), 3Hamo na he napau Outu cBU eneMeHTH Ha nosunmjama [0, ], 1ok he enemenTd Ha
nosunjama (d,n) = [l + 1, n) durn HenapHu.

— CIIMYHO, aKO je eJIEMEHT Ha TO3MIMjU | HemapaH, Tafa Cy NapHU CBU eJIEMeHTH Ha nosuimjama [0, 1), a
HETAPHH Cy CBH €JIEMEHTH Ha nosuiujama [l, n) (jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO fia Cy Ol HenapHU
u enemMenTy Ha nosutjama (d,n) = (I, n)).

V oba ciydaja je, gakiie, IOCTUTHYT JKeJbEHU pacliope]] eleMeHaTa.

[IpumeTnmo Ja cMO IPEKUAOM TIeT/be Kana je | = d, ymTenenu jeaHy uTepayjy newbe (IITo Hilje HAPOUMTO 3HAYAj-
HO), aJI CMO 3aKOMIUIMKOBAJIH I0Ka3 KOPEKTHOCTH, T1a e IPUPOAHO MOCTaBIba MUTAE KOJIMKO j€ Ta ONTUMHU3ALIHjA
MMaJIa CMUCJIA.

Ilapun, HemapHy, Na HEMO3HATH
YV oBOM pelliery UHBapHjaHTa je Masio aApyraunja. [lamrumo nHAeke k 1 TeKyhn HHAEKC ¢ ¥ MPEeTIIOCTaBhaMo J1a Cy

* eJeMEHTH Ha To3uIMjama 13 uHTepBana [0, k) napHu,
* eJeMEHTH U3 MHTepBaa [k, i) HelapHH,
* eJIeMEHTH U3 MHTepBaJIa [i, 1) jOLI Helperie aH .

HaxJie, HamehemMo MHBapHUjaHTy J1a je pacriopen oOJIMKa pppnnn???, e je ¢ MO3UIMja MPBOT HEIO3HATOT, a k TI03U-
1ja MIPBOT HEMapHOT eeMeHaTa.

Pa3sMOTpPUMO KaKo Jia U3 UHBAPHMjAHTE 3aKJbyYMMO KaKo Tpeda MHULIMjAIM30BaTH IPOMEHbMBE. TTOIITO Cy CBU eJle-
MEHTH 13 MHTEpBaJIA [i, 1) HENperieaaHy, IPOMEHBUBY ¢ MOpamMo MHIMjanu3oBati Ha 0. TTomTo cy cBU enemMeHTH
u3 uHTepBaa [0, k) mapHy, a [k, ) HenapHH, ¥ k MOopamo noctaButH Ha 0.

WuBapujaHTa jacHO AMKTHpA M YCIOB newbe. Hanme, metba ce n3BpinaBa AOK jOIl MMa HeNpereaHuX eJleMeHaTa
Tj. JOK je ¢ < m. Y CBakoM KOpaky mnerbe ¢ ce yBehasa 3a 1 (KOpUCTHMO KJIaCHUHY Opojauky nemsy for mo
IIPOMEHJBUBO] %), YUME CE CyKaBa MHTEPBaJI HETIPENJIeJaHHX eJleMeHaTa.

Pa3MOTpI/IMO Kako Tpe6a Jla u3rJiesia TeJio retTbe Aa ou I/IHBapI/IjaHTa OCTaJla UCITyHhCHa.

¢ AKo je eneMeHT Ha TeKyhoj O3ULIMjU ¢ MapaH, OHJa ra pa3MemyjeMo ca MPBUM HEMapHUM €JIEMEHTOM, a TO
je eleMeHT Ha no3uLMju k. M3y3erak je ciydaj kaga je k = ¢, Kajia 3armpaBo He J0JIa3u 10 pa3MeHe (eJIeMEHT
ce Mema caM ca codom). Y oda ciydaja ce k yBehasa 3a 1.

* V cynpoTHOM, eJIeMeHT Ha TMO3UIIUjH ¢ je HellapaH OH OCTaje Ha CBOM MECTY W Yy Tely IeT/be HUje MOTPedHO
HUIUTA YpaauTy (rpady else y Koy HMje OTPeOHO HAaBOAUTH).

IIpumep. IlpukaxumMo paj aaropuTMa Ha jeJHOM IPUMEpY.

k n
3 8 7 45 1 6 2
i
k n
3 8 7 45 1 6 2
i
k n
8 3 7 4 5 1 6 2
i
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k n
8 37 4 5 1 6 2
i
k n
8 4 7 3 5 1 6 2
i
k n

k n
8 4 6 2 5 1 7 3
i

WMruiemMeHTaImja ce MOKe HalPaBUTH Ha creehn HadunH.

// odrzavamo uslov
// [0, k) - parni

// [k, 1) - neparni
// [1, n) - nepoznatti

// u pocetku su svi elementi nepoznati
int k = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// ako je element paran razmenjujemo ga sa prvim neparnim
if (a[i] % 2 == 0)
swap(a[i], a[k++]);
// a ako je neparan, ne pomeramo ga

AHaJmn3a cJI0’)KeHOCTH. Y Tporpamy ce KOpUCTH KJIacH4Ha Opojadka nemba for koja ce 3aBpIaBa y n Kopaka, ma
je ykymHa cioxeroct anropurma O (n).

Joka3 KopeKTHOCTH. JIoKaxiMO U (POPMATHO KOPEKTHOCT MPETXOHOT MOCTYIKA. Y3 OMUCaHy MHBAPUjAHTY BaXu
nmje0 <k <i<n.

Tomro je Ha moueTky ¢ = k = 0, BaxH Jja Cy CBU €lIleMeHTH y uHTepBaiy [i,n) = [0, n) Henperieaanu. MHTepBaun
[0,k) = [k,4) = [0,0) cy npa3Hu, na 3a0BOJbaBajy ycJIoBe, a TpuBHjaiHo Baxun naje 0 < k < i < n.

VY Teny newne ce Bple cieaehe akiuje.

* AKo je eneMeHT Ha Tekyhoj NO3UIMjU ¢ TapaH, OHJA Ia pa3MeryjeMo ca IPBUM HEMApHUM €JIEMEHTOM, a TO
je eneMeHT Ha no3unju k. M3y3erak je cydaj Kaga je k = ¢, Kajia 3armpaBo He J0JIa3u 10 pa3MeHe (eJIeMEHT
ce Mema caM ca codom). Y oda cimydaja ce k ysehapa 3a 1. [lakie, Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO [1a CY
elleMeHTH Ha nosuiujama [0, k) mapHu, /1a je HAKOH pa3MeHe eJIeMEHT Ha MO3UIKjH k NapaH, 1a Cy NapHd U
CcBH elleMeHTH Ha mosuimjama [0, k') = [0,k + 1). Enementu Ha nosuiwmjama [k',¢') = [k + 1,4+ 1) cy
HenapHu. Haume, ako je k = ¢, oBaj uHTepBaJ je mpasaH, a ako je k < ¢, TaJa je Ipe pa3MeHe eJeMeHT Ha
no3unuju k duo Hemapat (jep Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO J1a CY CBH eJIEMEHTH Ha ro3unujama [k, i) ouim
HETapHH, Tla CAMUM TUM U eJIeMEeHT Ha TIO3UIHjH k, KOJU je cajia TOBe/IeH Ha TO3ULIH]Y ©).

e V cynpoTHOM, eJleMEHT Ha MO3UIIMjH | je HemapaH OH OCTaje Ha CBOM MecTy. IIOmITO ce y Tenly metbe He
JelaBa HUINTa, Baku k' = k u ¢/ = i, a vHBapMjaHTa MPUIMYHO OUMIJIEAHO OCTAjE HA CHA3H.

Io 3aBpreTKy meTbe yciioB ¢ < 1 HUje UCIyHeH, 1a TOIITO Ha OcHOBY MHBapHjaHTe Baxu 0 < k < ¢ < m, Baxu Aa
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je i = n. 3aT0 je MHTEPBAI HEMO3HATHX [i, 1) MPa3aH, CBU eJleMeHTH u3 uHTepBaia [0, k) cy napHu, U3 MHTEpBaIa
[k,i) = [k,n) cy HEMAPHM M MIOCTUTHYT j€ TPAKEHU PACTIOPEI.

3aycraBsbarmbe ce je[IHOCTABHO JIOKa3yje jep ce y CBAKOM KOpaky CykaBa MHTEPBA HEMO3HATUX [, ).

3aparak: Pazimka cyma 10 Max u o] Max

VHocu ce Mace npeaMeTa, OOpeUTH Pa3IMKy CyMe Maca ITpeIMeTa JI0 IPBOT M0jaBjbiBamba peaMeTa Hajsehe Mace
Y CyMe Maca IpeJIMeTa Noclie NpBor M0jaB/buBama Mpeamera Hajsehe mace (Ipeamer HajBehe mace HUje yKyJbyUyeH
HU Y jeJHY CyMY).

Vaa3: ¥V npBoj IMHUjM CTaHAAPIHOT YJja3a Hamasu ce 0poj nmpeamera n (1 < n < 50000). Cpaka on HapeoHUX
n JIMHUjA CAPKU O jeJaH mpupojaH dpoj u3 untepsaia [1, 50000], Tu SpojeBr MpecTaBibajy Mace CBaKOr Of 1
npeaMeTa.

W3zna3: Y npBoj MMHKjU CTaHOAPHOT M3J1a3a IPUKa3aTy TPaKeHY Pas3iIMKy Maca.
ITpumep

Vaaz Hznaz
5 -14
10

13

7

13

4

Objawmrberve

IIpenmer HajBehe mace je 13. 30up Maca rpe HBEroBor MPBOT M0jaBJbUBama je 10, a mocie \HeroBor MpBor 10 jaBJbU-
Bama je 24. 3aTo je TpaxeHa pasiuka -14.

Pememe
JupeKTHO pelieme

Pemieme 0 Kojer ce HajjeHOCTaBHU]e I0JIa3H je Jia ce Mace CBUX IpeJMeTa yUnTajy y HU3, Ja Ce HAKOH Tora IpoHahe
nosuuja Hajeher eeMeHTa y HU3Y U Jia ce 3aTHM OApeau 30Hp eleMeHaTa Hu3a Ipe Te Mo3ulyje 1 30Up eJeMeHaTa
HU3a [0CIIe Te MO3ULHje.

OnTuMn3oBaHo penieme

3agaTak MOXEMO pELIUTHU U Oe3 Kopulllhema HU30Ba. Y OBOM pellieky 3a1aTka heMo KOMOMHOBATH aJITOPUTaM Ofipe-
huBama MakcMMyMa cepuje dpojeBa U aJropuTaM cadupama cepHje yUUTaHuX OpojeBa. Y nempH hemo yuuraBaTH
jemHy Tmo jeqHy Macy mpeameTa, oapskasajyhu mpu ToM 30Mp Maca mpe npBe IojaBe MakCHMaslHe Mace, 30Mp mMaca
TIOCJIE TIPBE 110 jaBe MaKCHMaJIHE Mace ¥ caMy BPEIHOCT MaKCHMAaJIHE Mace MpeAMeTa.

Ha nouetky yunraBamo Macy IpBor IipegMeTa (OH MOCTOjU 10 YCJIOBUMA 3aJaTKa), MAaKCUMyM MHUILMjaJIN3Y jeMO Ha
Ty yYMTaHy BpeJHOCT, a Ba 30Mpa Ha HyJ1y (jep Huje BUheH HU jefaH MpeIMeT HU IIpe, HU MOocJie TOT MPBOT NpeaMeTa
KOjU je yjeIHO U IIPBO IOjaB/bUBabe [0 TaJa MaKCUMaJIHe Mace).

3aTuM, y NeT/bU yYUTaBaMoO OCTalle IpeMeTe, jeaH o jeqad. Moryha cy nBa ciyvaja.

* AKO je Maca y4uTaHOr IpeaMeTa cTporo Beha oz 10 Tajga MakCMMaslHe Mace, OHAA Taj MpeAMET IpecTaB/ba
MIPBO T10jaBJbUBAIE MPEeIMeTa MaKCUMaJTHe Mace (OH je MaKCHMaJlHH Off CBHX 10 Taja BufeHHX). 3aTo je
MoTpedHO Ja M3padyyHamo 30Up Maca CBUX MpeaMeTa mpe wera. Mehytum, My 3HaMO BpeTHOCT 30uMpa Maca
CBUX IpeJMeTa IIpe paHujer npeaMeTa MakCUMallHe Mace, 3HaMO HeTOBy Macy M 3HAMO 30Mp Maca IpeaMeTa
HAKOH wera (y Taj 30up joll HUje yKJbyyeH TeKyhu mpeIMeT), Tako J1a je 30up npeamMera npe Tekyher npeamera
(HOBOT MakcUMyMa) jeJHaK 30upy oBe TpH BpeJHOCTU. MakcuMyM ce axkypupa Ha mMacy Tekyher npenmera,
a 30Mp Maca IpeAMeTa Mocyie HOBOT MakCHMyMa ce akyprpa Ha HyJIy (jep 3a caja HUCMO BUJIETH HU jeflaH
TaKaB IPeAMET).

* ¥V cynpoTHOM, Tekyh# IpeIMeT He MpeJICTaB/ba MPBO 10 jaB/bUBakbhe MaKCUMyMa (OH je WJIM MambH 0] MAKCUMY-
Ma, WM je jeTHaK MaKCUMYyMY, ajld HUje HEeroBo MPBO M0jaB/bUBaE). 3aTO Ce MpeaMeT MaKCUMyM He Mea,
He Merba Ce CepHja Mpe/IMeTa Mpe bera, JIOK Ce Cepuja MpeMeTa HAKOH hera MpojykaBa TeKyhuM npeiMeToM.
3aTo je y OBOM ClIydajy camo MoTpedHO aXypHpaTH 301p Maca MpeiMeTa Mocjie MAaKCUMyMa Tako IITO Ce Taj
30mp yBeha 3a macy Tekyher npenmera.
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Joxa3 KopekTHOCTH. JIOKaXnMo (popMaHO KOPEKTHOCT OBOT aylropuTMa. VHBapujaHTy nembe unHe cieaehu

YCJIOBH:
e 1 << n.
* [IpomMeHsbMBa Max caJgpKu BPeJHOCT MaKCMMyMa IIPBHUX ¢ eJIeMeHaTa Hu3a (eleMeHarta ao, . . ., G;—1). 11per-
MIOCTaBJbaMO Jja Ce TIPBO I10jaBJbUBAILE TE€ BPEJHOCTH jaBJba Ha HeKOj mo3uuuju m m3Mehy O u ¢ — 1 1j. ma cy
CBHU €JIEMEHTH o, . . . , Gy —1 CTPOTO MAFU OJ] BPEJHOCTH MPOMEH/BHMBE MaX, [a (,, UMa BPEAHOCT Max, a 1a
CBH €IEMEHTH Gyt 1, - - - , G—1 UMAjJy BPEAHOCT Behy WM jeAHAKY Of IPOMEHJbHBE MaX.

ITpomenmuBa zbirPreMax cagpxu 30Mp CBHX eJleMeHaTa Ipe MpBOT MOjaB/bUBakba MAKCUMAHOT eJleMeHTa
max Tj. BPEAHOCT Gg + ... + Qyp—1.-

IMpomenmuBa zbirPosleMax cagpsku 30up CBUX eleMeHaTa Iocie MpBOr M0jaB/biBakba MAaKCUMAJIHOT elle-
MEHTa Max Tj. BpPEeIHOCT Qypy1 + ... + Qj—1.

JIoKax1Mo Jia Cy YCJIOBU 3aKCTa MHBAPHUjaHTa METbe.

IMpe ynacka y netspy, MpOMEHJbMBA MaxX UMa BPEHOCT a, TpoMeHsbuBe zbirPreMax n zbirPosleMax umajy
BpeaHocT 0, a mpomensbuBa i BpenHoct 1. Taga je m = 0, ma cy CBU yCJIOBH UCIYHEHHU (CKYIIOBH eleMeHaTa
ag, .-+ Qm—1 1 Amt1,--.,0;—1 Cy IPa3HU).

IMpeTrnocTaBUMO 12 YCIOBH Baxe Mpe yJIacKa y neTby.

— IlpernocraBumo ga je a; crporo Behie on BpenHocty max. Tajga Ha OCHOBY MHBapHujaHTe 3HAMO 1A je

a; cTporo Behe oJ CBUX BPEOHOCTH Ay, . . . , (;—1, I1a C€ HOBAa BPEAHOCT MAKCUMyMa jaBjba Ha MO3UIHjU
m' =1i.
Tana je HoBa BpeqHOCT MpoMeHJbMBe zbirPreMax jenHaka 30upy cTapyx BpeJHOCTH IPOMEHJBHUBUX
zbirPreMax, zbirPosleMax u max, Ima Ha OCHOBY BapHjaHTe BaXH Ia je Ta HOBAa BPEJHOCT je[HAKa
(ag+...+am-1)+am~+ (@amt1+...+a;—1), WTO je jeOHaKO ag + . . . + Gy, —1. OBO je TauHO 30Up
CBUX eJIEMEHATA [IPe HOBE MO3ULIMjE MAKCMMYMa 3a KOjy CMO YTBPIMIIM Ja je nosunuja m’ = i. YjeuHo
3a CBE OBE €JIEMEHTEe BaXH J]a Cy CTPOrO Marby OJ] Max.

Hoga BpeiHOCT ITpOMEHJBMBE MaX jefHAKA j€ a; LITO jecTe HOBA BPEIHOCT MaKCUMyMa.

Hoga BpeaHocT mpomenbuBe zbirPosleMax jemHaka je 0, ITO je jeIHAKO 30UpPY BPEIHOCTH Gy, 41 +
...+ a;_1 (jep je m’ = i, na je Taj cKymn ejeMeHara npasaH).

— TpernocTaBUMO 2 je a; Mabe WIH jeTHAKO OJ] BPeAHOCTH max. Tajia ce MpBO M0jaB/bUBAHE MAKCHUMY-
Ma y JieJly Hu3a ag, . . . , 4; TOKJIAMa ca MPBUM I10jaB/bUBAEM MAaKCUMyMa y ey HU3a dg, ..., 0;_1 U
HaJla3u ce Takohe Ha MO3ULIKMjU M, 1A je m’ = m.

IMpomensbuBe max u zbirPreMax He Memajy CBOje BpeQHOCTH (IUTO je y pedy, jep je m' = m, ma je
BpPEIHOCT MaX jeHaKa a,, = G/, JOK je BPEeAHOCT mpoMeHbuBe zbirPreMax jemnaka ag + ... +
Qp/—1 = Qg + ...+ am,l).

ITpomensuBa zbirPosleMax yBehaBa cBojy BpeJHOCT 3a a;, 11, TOIITO je BheHa cTapa BPEAHOCT Ousia
jenHaka 441 + ... a—1, momro je m’ = mui = i+ 1, Baxu 1a je eHa HOBa BPEJHOCT jeJHaKa
Am41 + ...+ 0 = Qg1+ ...+ ay—q.

Ha kpajy nempe He Baxu Ja je ¢ < n, Ia MOITo je ¢ < n, BaXH Ja je ¢ = n. 3aTo Ha OCHOBY MHBAapHjaHTe 3HAMO
na npomensprBe zbirPreMax zbirPosleMax 3aucTta nMajy BpeAHOCTH 30Mpa CBUX eJleMeHaTa Mpe MPBOT U Mocye
MIPBOT T0jaBJbUBaha MAKCUMAJIHOT €JIeMEeHTa Y JIeJly HU3a dg - . . G;—1, IITO je 3ampaBo 1ieo HU3 (jep je ¢ = n, an je
YKyIaH dpoj eneMeHara).

// ukupan broj predmeta
int n;
cin >> n;

// ucitavanje mase prvog predmeta

int m;

cin >> m;

// najveca do sada ucitana masa

int max = m;

// zbir masa pre najvece do sada ucitane
int zbirPreMax = 0;

// zbir masa posle najvece do sada ucitane
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int zbirPosleMax = 0;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// ucitavanje mase sledeceg predmeta
cin >> m;
if (m > max) {
// korekcija najvece mase 1 zbirova
zbirPreMax += max + zbirPosleMax;

max = m;
zbirPosleMax = 0;
} else

zbirPosleMax += m;

}

// prikaz rezultata
cout << zbirPreMax - zbirPosleMax << endl;

3anarak: Odprame nudapa

Vaaz: Ca craHapAHOr yja3a ce yHocH mpupoaH opoj n (0 < n < 109).

W3na3: Ha cranpapaHu usnas UCnucaté Opoj Koju ce qoduja oOprameM Hudapa dpoja n.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
12345 54321 12000 21
Pememe

Y oBOM MocTyIKy ce KOMOMHY]y ABa ajqroput™a. IIpBu je ajiropuTtam 3a ofpehuBamwa 1udapa y IeKaaHOM 3a1ucy
Opoja, 3mecHa HaneBo, ogpehuBameM ocTaTKa Npy IeT00pOjHOM Aesbery. pyru anropuram je XopHEpoBa cxema
3a ofgpelhuBame BpeAHOCTH Opoja Ha OCHOBY HEeroBUX IMpapa cneBa HajiecHo. Taj aqropuTtaM je ommcaH y 3aaTKy
Bpoj ¢opmupan o natux nudpa ¢ gepa Ha gecHo. Ckugamo jenHy 1o jenny mudgpy Opoja n 34ecHa U JOTIHCY jeMO
je Ha pe3yJTar, Takohe 3/1ecHa.

IIpumep. PasmMoTpruMo MOCTYNHO paj ajropurMa Ha jeJHOM IIpUMepy.

n
123000
12300
1230
123

12

1

0 321

w oo oo N

w
N
AT h WN RO

KopekTHOCT OBOT ajropuT™a ce 3acHuBa Ha cienehoj naBapujanTu. HakoH ¢ kopaka netsse dpoj n caap:ku Opoj Koju
ce 1odMje Kaja ce oJ NOYeTHOr Opoja 1y odpHlle Mocneamux ¢ udapa, 10k Opoj 7 caapku dpoj Koju ce goduje
oOpTameM TUX MOCTIeABUX ¢ IHdapa dpoja ng.

I/IMHHCMGHTaL{I/Ija CE€ MOKE HAIIPpABUTH Ha cnenehn HAa4MH.

int obrni(int n) {
int r = 0;
while (n > 0) {
r=10*%r + n % 10;
n /= 10;
}

return r;

}

Joxa3 kopekTHOCTH. [lomITO je mporpam HamvcaH y TEpMUHIMA MaTeMaTHIKKX Ollepanyja, ako KeJInMo 1a CIpo-
BEeIEMO MOTIYHO MpeL3aH, MaTeMaTHYKK (hOpMajlaH JOKa3, U MHBAPHjaHTy MOPaMO WU3PA3UTH y TEPMUHUMA Ma-
TeMaTHUKuX oreparmja. Haxaroct, ucnocrasuhe ce a Kpajie HyJse y 3anucy Opoja, Koje mocrajy Bogehe Hyse y
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pe3yJITaTy 3Ha4ajHO KOMIUIHKY jy MPEU3HO U3pakaBamke MHBAPUjaHTe M HACTABAK JOKA3a YMHE MPYINIHO MYKOTPII-
HuM. Hamme, dpoj koju ce odphe Moxe ce 3aBpIIMTH HyJaMa, Tako Ja Ha nmpuMep opojesu 123, 1230, 12300 cBu
MMajy UCTy BpPeJHOCT Opoja KOjH ce 3aIicy je HICTUM IirdppaMa Kao OPUTHHAIHY OpOj ajii y 0OpHYTOM MOpPETKY (321).
Anu Opoj Kopaka nembe Koju he dutu norpedan Aa ce Ta BpeIHOCT U3pauyHa he ce pa3MKoBaTy y TUM CUTyaljama
(u Ouhe jemnak dpojy uudapa opoja n). OTynga je OUTHO NMPUMETUTH Ja je Opoj 3aBpIIHMX HyJa Yy 3amucy Opoja
OuTaH 3a MpeIoKEeHH AITOPUTAM.

Jlema: VcroB na je ng = n - 10° 4 rev(r) - 10° (rae je s 6poj 3aBpIIHUX HyJIa y 3amucy Opoja ng) je MHBapujaHTa
newbe. [Ipu ToMm je Opoj r jennak O ook je ¢ < s (mma O mudpapa y 3ammcy), OJHOCHO UMa Ta4yHO ¢ — S mudapa y
3amucy Kajga je ¢ > s u Bojeha nudpa My je pazamunra ox HyJsie. Baxu u ga je n > 0.

JlOKa:KUMO OBY JIEMY.
* [lpe npBor ynacka y netmey je n = ng, r = 0 u ¢ = 0, na ycjoB OUUIJIEHO BaXHU.

* TlpernocraBuMo Ja TBphee Baxu Ha yjacKy y mnemby. Edexar tena nemwwe je ga je n’ = ndiv 10, ga je
7 = 10r+nmod 10 u a je i’ = i+ 1. TTorpedHo je aa goKaxemo xa Bpemsoct 7’ - 107 + rev(r’) - 10% ocraje
jennaka ng. HakoH u3BpiaBarma Tena newbe, ona je jemHaka (n div 10) - 10771 + rev(10r + nmod 10) - 10%.
OBy BPEIHOCT JIaJbe U3PavuyHABAMO Y 3aBUCHOCTH O[] O/IHOCA TIPOMEHIBUBHX 7 U S.

— Ako je i < s, mewba CKuja HyJe ca Kpaja 3amuca Opoja n, Taga je 7 = 0 m nmod 10 = 0. 3aro je
npetxojHa BpeaHocT jeanaka (n div 10) - 10771 = (10 - (ndiv 10) +nmod 10) - 10° = n - 10¢, wro je
Ha OCHOBY IIPETIOCTABKE jeTHAKO N (jep je U y mpeTxoaHoM Kopaky r = 0).

— AKo jei = sTemba je CTHIVIA 10 PBe U pe pa3InduTe o1 HyJle, a je jom yBek 7 = 0, an mod 10 # 0.
Toro je nmod 10 jeanoumdpen 6poj, Baxku aa je rev(nmod 10) = nmod 10. Tomro je i = s,
BPEIHOCT M3pa3a Koju (purypuiie y MHBapujantu jeanaka je (n div 10) - 10°+! + (nmod 10) - 10° =
(10 - (ndiv 10) + nmod 10) - 10° = n - 10%, a To je Ha OCHOBY NpeTINOCTaBKe jeaHaKO N (jep je vy
nperxoaHoM kopaky © = 0). Baxu u ga je v’ = nmod 10, ma je 0 < 7/ < 10 u 7’ je jennouudpen
Opoj. 3ato Baxu aa r’ uma taudo i’ — s =i + 1 — ¢ = 1 nudapa u ga My je Bogeha rudpa pasimuunra
o] HyJIe.

— AKo je ¢ > s, IIOIITO r ©UMA TA4HO i — § mudpapa, Tana Baxu aa je rev(10r +nmod 10) = (nmod 10) -
10°=% + rev(r). 3aucra, M3pa3 ca JieBe CTpaHe O3HAYaBa OPOj KOjH Ce JI0OMja ODPTAbEM PEOCiea
mapa dpoja koju ce o Opoja r noduja nonmcrBamem nudpe n mod 10 (oHa MOke dUTH U Hyna) ¢
necHe ctpane. IlITo ce TMYe M3pasa ca JecHe cTpaHe, HA OCHOBY MHBAapHjaHTe 3HAMO Jia je r Opoj Koju
UMa TauHo i — s uudpapa U oHe ofrosapajy crenenuma og 10° no 10°=°~1. 3aro ce mudpa nmod 10
MHOXemeM ca hakTopom 107~* nocTasiba kao npsa nudpa u3a Koje ciefe cse nudpe 3amuca 6poja r y
0oOpHyTOM penocieny. [lakie, JIeBU U IECHA U3pa3 UMajy UcTy BpeaHocT. Ha ocHoBY Tora, 3HaMo fa je
BPE/IHOCT U3Pa3a Koju (PUrypHIlle y MHBAPUjaHTH HAKOH U3BPILABAkbA TEJA jeIHAKa 1 - 107 + rev(r’)-10°
= (ndiv 10)-10**! +rev(10r+nmod 10) - 10° = (n div 10)- 10 +((n mod 10) - 10°=* +rev(r)) - 10°
= (10 (ndiv 10) +nmod 10) - 10° + rev(r) - 10° =n - 10° + rev(r) - 10%, mTo je jeaHAKO Ny HA OCHOBY
npernocraske. [omro je v’ = 10r+n mod 10, onna Baxu ga r’ uMa jeary uudpy Buiie Hero 7 (Tj. ©Ma
i—s+1 =i — s umdapa), a Bogeha rudpa je pasmmuunra ox HyJe (Bojaeha mudpa ce Hije MPOMEHMIA).

Teopema: HakoH n3BpiuaBatba Koja Baxu aa je r = rev(ng).

Iowro je n > 0 u HEje n > 0 (jep ce mempa 3aBpmmia), Baku ga je n = 0. 3aro je ng = rev(r) - 10°. Tj.

rev(r) = {gx. Hourro je Boneha uudpa Spoja r pasauumTa o/ HyJie M MOWITO je Moce/Iba Hudpa dpoja g% Takohe

10°
pasnuunTa o HyJe (jep no MMa TauHO S 3aBPIIHKX HyJa Koje ce JeberbeM ca 10° dpumry), Baxu fia je 7 = rev({px )-
Meljytum, Baku U aa je rev(ng) = rev(1 ), jep rev(no) uMa TauHo s Bopehux HyJsa Koje ce Mory odpucartu oe3

108
yTI/IL[aja Ha KOHAa4HU pE3yJTart.

3aycTaBibame ce JoKa3yje MPUIMYHO jeIHOCTABHO jep je n > ( ¥ KOHCTaHTHO ce cMamyje, 1a Mopa JohH 10 HyJe.

3anarak: PacraB/bame HA IPOCTe YHHUOLIE

AKO je 1aTo HEKOJIMKO MPOCTUX OpojeBa, BUXOB MPOU3BOJ CE MOKE BeoMa JIako U Op30 oapeautu. MehyTtum, ako je
JaT MPOU3BO/I, YECTO je BeoMa TEIIKO OJpeAUTH IIpocTe OpojeBe Koju ra cauumanajy. Hamuinu mporpam Koju mTo
edukacHyje penraBa Taj mpodJeM.

Vaaz: Ca craHiapaHOT yjla3a ce yHOCH jefiaH Tipuposan opoj n (1 < n < 2-107).

N3na3: Ha cranpapaxy u3ias MCnycaTy pocTe YMHKUoLe Opoja n, ypeheHe ox HajMamux 1o HajBehux, pasiBojeHe
pa3MaKkoMm.
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IIpumep

Vaaz Hznasz

900 223355
Pememe

Auropuram pakTopusanmuje

[oTenmjanau ynHWONU f dpoja n ce UCTIUTY ]y peioM, Y TIeT/bU, KPEHYBIH o1 Opoja 2. Y CBaKOM KOPAaKy HCIHTYje
ce J1a M je Opoj n ne/buB OpojeM f U IOK TOf jecte /Ie/bMB, Y YHYTpAIEhO] MET/bH, OH ce Jeiu Opojem f npuja-
B/byjylin py TOM 4MHWIAL f (IIOIITO Ce y CKJIOIY YCJIOBa YHYTpalllihe NeT/be BPIIM IpoBepa AeBUBOCTU 1 ca f,
HUje oTpedHa NMocedHa MpoBepa Ae/bUBOCTH HApeIdOM I'paHama npe Te newbe). HakoH Tora npenasu ce Ha cnepehu
MOTEHIIMjaJTHA YMHMJIALL (32 jedaH Behu on mperxonHor). Mako ce Moxke MOMUCIUTH J1a je 32 CBaKU MOTEHINjaJTHUA
YUHWJIALL TOTPeOHO MPOBEPUTH [a JIU j€ OH MPOCT Opoj (jep Hac 3aHMMajy caMo MPOCTH YUHUOLM ), TO HUj€ MOTPEOHO
pagutu. Hamme, y mocTynky mperpare KOju cMO HaBeJIH, ako TeKyhu KaHauat f Huje mpocT, OH He MOXe Ja Aeiu
Opoj m, jep cMO CBe HeroBe mpocre YrHuolle Beh Je/berbeM yKIOHWM u3 Opoja n. Ha npumep, kaga f gocturHe
BpeIHOCT 6, Opoj n He MOXe OUTHU JIe/bUB HHMe jep je TPEeTXOIHO UCLIPITHO U3/ie/beH OpojeM 2 (a KacHUuje u OpojeM
3). 3aucra, ako MPETIOCTABUMO CYIIPOTHO 2 f ey i ¥ J1a je f CJIoXKeH Opoj, Taja ou f MMao HeKH MPOCTU YMHIAIL
MamH O lera v To OM yjeqHo Ouo npoct urHwiIal dpoja n. Mehytum, To HUje Moryhe jep cMo ripe yBehamwa dpoja
f Ha meroBy Tekyhy BpeAHOCT YTBPIIUIM [a TeKyhu Opoj n He Moxe OWTH [IeJbiB HU jeJHUM OpojeM MameM o f
(uHave ducmo ra nemn ca f, a He yBehasamy f). Jlakiie CIOKeHH YMHUOLM Ce eJIMMUHUILY TAKoO IITO ce YTBPAU Aa
Tekyhu Opoj n HUje Ae/bUB BUMa, IITO jé MHOTO e(pUKACHHje Hero MpUMEmhUBAaTH Ha BbHX TECT IIPOCTOCTH.

Y HajjeaHOCTaBHUjOj UMIUIEMEHTALIU]jY, OITMCAHU MOCTYIAK TPaje CBE JOK ce OpOoj 1 Ie/bEHEM CBOjUM UMHUOLMMA
He cBefie Ha Opoj 1.

AHanm3a cJI0O’KeHOCTH. Vako KopeKTaH, ajlropuTaM KOju ce 3aBpluaBa cBohemeM Opoja Ha 1 je mpuianyHo Heeu-
KacaH ¥ 32 OpojeBe Koju UMajy BeJIMKe ITPocTe YNHHUOLE paii BEOMa CIIopo (TIOKYINajTe U3BpIIaBamke Iporpama HIp.
3a Opoj 1000000007). ITpodiem HacTaje jep ce IeUOIH IMOCTEAEr MPOCTOT YNHUOIIA UCITUTY jy CBe JOK ce He gobhe
1o camor Tor Opoja. C 0d3upoM Ha OorpaHHYEH-¢ OPOjEeBHOT THIA, OpOj YMHMIAIIA MOKEMO CMATPATH MPAKTUIHO
KOHCTAHTHUM (He MOXe uX OuTH Buile of 32), na je cnoxkeHoct O( fx), e je fi Hajsehu mpoct akTop mosasHor
Opoja, mrro je O(n) Kazga je n mpoct dpoj.

Ha cpehy, anropuram je jeTHOCTaBHO MOIMPABUTH, TAKO IITO CE PACTaB/babE 3ayCTaBH UMM Ce YTBPAM Ja je TeKyha
BPEIHOCT MPOMEHJbUBE 1 ITPOCT Opoj (a Buaehemo fa 3a To HUje NOTPedHO YeKaTH Aa BPEJHOCT f JIOCTUTHE 7).

IIpumep. Ilpukaxumo paj aaropuT™a Ha jeJHOM IpUMeEpY.

-4

cinioc
2
2

3

n
3300
1650
825
825
275
275
275
55
11
11
11
11
11
11
11

1

Vo NOTuULuUuu b, WWNDNDN

11

(I
[ N o)

I/IMHHCMCHTHHI/Ija C€ MOKE HAllpaBUTH Ha CH@H@hI/I Ha4MH.

int n;
cin >> n;
int f = 2;
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1.4. JIOJATHU 3AJJAIIH 3A BEJKBY

while (n > 1) {

}

while (n % f == 0) { // dok je n deljivo sa f

cout << f << 7 7 // prijavljujemo pronadeni prost cinilac
n /= f; // delimo broj njime

}

f=f+1; // prelazimo na sledeceg kandidata

cout << endl;

Jloka3 KOpeKTHOCTH. JJOKaKMMO KOPEKTHOCT MPETXOJHOT aJITOpUTMa U (hOPMAIIHO, KOpUIINeheM TEXHUKE UHBa-
pujantu newbe. LleHTpanHa UHBapujaHTa NeT/be je TO Ja TeKyha BpeHOCT MPOMEHJbUBE 1 HUje AE/bUBA HU jeJHUM
dpojem u3 mHTEepBaia [2, f), Kao U a je moYeTHu Opoj N MPOU3BOJ OO Caqa UCIUCAHUX NPOCTUX OpojeBa u Tekyhe
BPEAHOCTH IPOMEHJBUBE 7.

Ipe ynacka y nemsy je f = 2, na je unTepBas [2, f) mpasaH U MpBHU €0 HHBApHjaHTe TPUBHjATHO BaXH. Baxu u qa
jen = ng 1 Ja HUjeaaH Opoj HUje UCIIMCAaH, Ma U IPYTH JIe0 UHBAPUjaHTE BaXU.

[MpernocraBuMo A2 MHBapHUjaHTa BakM HA YJIACKY y TIET/bY.

* Axo je n nemuB Opojem f, ucriucyje ce dpoj f. OH je ounrieqno ynHWiIal opoja n. IpernocraBumo aa je

CJIOXKEH U JIa ce MOXe pactaBuTh Kao f = f1 - fo,3a f1 > 1 u fo > 1. Tama 6u Opoj n duo neswuB ca f1 u ca
f2 koju npunasajy uaTepBaiy [2, f), ITO je CyNpOTHO HHBAPHjaHTH, A 3aKJ/bY4yjeMo Ja d Mopa SUTH HpOCT.
Hememwem dpoja n ca f moduja ce HOBU Opoj n’, Koju Takohe Huje JeJbB HU ca jeaHuM dpojem u3 [2, f), ma
NPBU €0 MHBapHjaHTe ocTaje ouyBaH. [lodeTHa BpelHOCT 1o OCTaje jeaHaKa MpOM3BOILY HCIMCaHUX OpojeBa
u tekyhe BpesHOCTH 72 (jep je TO BaXWJIO HA OCHOBY MHBapHjaHTe, UCIUCAHO je f, a n je mojesbeHo ca f), na
U IpyTH 1e0 MHBApHUjaHTE OCTaje OIyBaH.

AKo n Huje aeswuB OpojeM f, Taja ce f yeehasa3a 1 (Heka je f' = f + 1). [la Ou ipBu 160 MHBapHjaHTE OUO
ofipxaH, Tpeda [a BaXH 1a N HUje JIe/biB HU ca jeqHuM OpojeM u3 uHtepBana [2, f') = [2, f], Ho To Baxwu,
jep Ha OCHOBY MHBAapHUjaHTe 3HAMO [a 1 HHUje JeJbUB HU Ca jeAHUM Opojem u3 uHTepBaia [2, f), a Ha OCHOBY
eKCIUTMIIMTHE MTPOBEpe YCIO0Ba 3HAMO 72 1 HUje Je/buBo Hu ca f. Hujepan dpoj Huje ucnmcaH, HUTH je Opoj
7 TIPOMEHbEH, I1a IPYTH e0 NHBapHjaHTe TPHBHUjaIHO HACTAaB/ba A BAXKH.

Ha ocHoBy uHBapujaHTe 3HaMO Ja je ng jeAHaK MPOM3BOAY CBUX MCIHCAHUX NMPOCTUX YMHMIIALIA U TPEHYTHE Bpe]-
HoctH Opoja n. Ilomro je kaga ce ajiropuTaM 3aBpILU OHA jegHaka 1, ucnucaHa je npocta (akropusauuja dpoja

n.
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