I'naBa 3

KoHcTpyKInja ajropuramMa peKyp3ujom
TJ. AHAYKIHJOM

JenaH o OCHOBHMX MeXaHM3aMa KOHCTPYKIIH]j€ aJropiuTaMa Moipa3yMeBa Jia ce 10 pelliera MpodaemMa 10J1a31 TaKo
MITO ce PoOJIeM CBeJle Ha pelllaBame jeIHOT WY BUllle OTHpodieMa UCTOT OOJIMKa, Al Matbe tuMeH3uje. CBoheme,
HapaBHO, HE MOJKe J]a Teue y Hejloried, Beh je moTpedHo na npodsieme Mase JUMEH3Hje yMEMO Ja PEIIUMO AUPEKTHO,
0e3 naser ceohewa. Ha nmpumep, npodnem numensuje 0 ce pemasBa AUPEKTHO, AOK ce 3a cBako 1 > 0, nmpodiem
JVMEH3Hje 1 CBOJM Ha MpodyeM aumeHsuje n — 1.

I/IMHHGMCHTaL{I/Ija OBOT IIOCTYIIKa MOKE ourun peaym30BaHa Ha IBA HAYMWHA.

* Moryhe je necpunmcatu pexkyp3uBHy (pyHKIH]y ((PyHKIHjEe KOja MO3MBa caMy cede), KOjoj ce PeKo yIa3HUX
napametapa (y3 eBeHTyaJIHO Kopulihewme JOJATHHUX, [JIOOATHUX MPOMEH/bHBHX) Ipocnielyje onuc mpodiema
KOjU ce TPEeHYTHO pelllaBa. YHyTap (pyHKIIMje ce BPIIM aHaIM3a Ja i je mpocieheHn npodieM JOBOJBHO Maje
JUMeH3Mje 1a OM ce MOrao JAMPEKTHO PELIMTH WM Ce HEerOBO PelIemhe A00Mja Tako IUTO (PYHKIMja M030Be
cama cede /1a pell jeslaH WM BHIIIE MambuX MOTIPodIeMa.

* Moryhe je neduHucaT UTEpaTUBHU MOCTYNAK, KOjU MOApa3syMeBa Ja ce y NeT/bM MPOMEHJbUBE AXypUpajy,
KPEHYBIIIH Of pelliekha MpodieMa Male AMMEH3Mje Ma Mpommpyjyhn perreme Majio Mo Majio, CBe 0K Ce He
Johe 1o pemema mpodiaeMa TpaxkeHe AUMEH3Hje.

Be3 003upa Ha TO Ja Ji ce KOPUCTH PEeKypP3UBHA WM UTEPaTUBHA UMILIEMEHTAIM]ja, Y OCHOBHH OBaKBHX aJropyTaMa
JIEXU UCTU TIOCTYIAK U KHXOBA KOPEKTHOCT CJeJU Ha OCHOBY NPUHHUIIMIA MaTeMaThdke uHaykuuje. Ciyuaj Koju
ce IMPEeKTHO peliaBa MpejicTaBba 0azy MHAyKIMje. VIHOYKTUMBHA je MpeTHocTaBKa Aa Cy MOTIPOOIeMU KOPEKTHO
pellIeHN 1 Ha OCHOBY Te MHAYKTHBHE IPETIIOCTaBKE Ce I0Ka3yje Ja ce MoJIa3Hu MpodsieM KOpeKTHO pemraBa. Crora
hemo decTo rOBOpUTH O HHAYKTHBHO-PEKYP3MBHO j KOHCTPYKIMjU M 4ecTo heMo NpUKa3UBaTH U PeKyp3WBHY U
HEpeKyp3MBHY MMILIEMEHTALHjy (10 Koje hemo mosma3utu Omiio AupeKTHO, duiio ociaodalhameM pexyp3uje).

3.1 MN3Boheme uTEpaTUBHHUX AJrOpUTaAMa U3 PEKYP3UBHUX

3anarak: I'pejoB koj

I'pejos kOa pena n nogpasymesa peharme CBUX 1-ToUM(PPEHNX OMHAPHUX 3aIlica TAKO [ja CE CBaKa [Ba Cyce/lHa 3aluca
Pa3NMKyjy TauHO y jeqHOM OuTy (TIpy YeMy OBO BaXKH U 3a IPBU U TTOCJIE/IbYU 3aITiC, TAKO JJa Ce MOXE CMaTpaTH Ja
Cy CBM 3allicH nopehanu y Kpyr).

I'pejoB k6 pysxuHe 0 casipku caMo jeJjaH eJIeMEHT 1 TO pas3Hy HUCKY. I'pejoB kO nyxkuHe n+ 1 ce Moxe J0OUTH 0J
KOJa Jy>KMHE 7 TaKO IITO Ce UCIIPe]] CBAKOT Opoja y Koy ayxkuHe n jonuie nudpa 0, 3aTuMm ce peocnie] eneMeHaTa
y KOIly Ay’KMHE 1 OOpHE ¥ Ha CBaKOM Opojy ce Ha moyerak jgomnuiie nudpa 1 u 1Ba Tako godujeHa Hu3a dpojesa ce
crioje. Hrp. I'pejoB kdn pena 2 je

00
01
11
10
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3.1. I3BOLEILE UTEPATUBHUX AJITOPUTAMA N3 PERYP3UBHHUX

Ha ocnoBy nperxoaHor noctymka godujamo I'pejoB kOx pena 3.

000 | k
001 | 0: 000
011 | 1: 001
010 v 2: 011
tj. 3: 010
110 ~ 4: 110
111 | 5: 111
101 | 6: 101
100 | 7: 100

Hanvmm nporpam koju 3a gaty gykuHy Koja n u aaty nosunujy k (0 < k < 2") ogpelyje OunapHu dpoj koju ce
HaJla3y Ha MO3ULIMjU K Y KORY OyKUHE n.

Vaxa3: Ca cranpapHor ynasa ce yuurasa nyxuna koga n (1 < n < 32) mnosurmja k (0 < k < 2™).

M3zaa3: Ha cranmapaay w3ina3 UCOHCATH TpakeHH OMHAPHU OpOj.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznasz Vaaz Uznaz

3 011 30 100110010101111010110100000000
2 999999999

Pememe

Hedpuanmmo GyHKIHUjy Koja onpelyje k-Tu mo peny 3ammc I'pejoor kopa ayxune 2™ (mogpazymeBahemo ma je
0 <k < 2™). Bby je jeqHOCTaBHO Ae(PUHUCATU PEKYP3UBHO.

AKo je n HyJla, pe3yJITaT je Ipa3Ha HUCKa. Y CYIPOTHOM Tpeda U3pauyHATH HEKHU eJeMeHT I 'pejoBor Koja TyxuHe
n — 1 ¥ 3aTUM ra JOMYHWUTH CJieBa HYJIOM WX jeAMHULIOM. Tpeda pa3ivKoBaTH ciydaj ejeMeHara y MpBOj U y
JPYroj TMOJIOBUHM JMCTe KojioBa. [omTo yKynmHO mMa 2™ KoJoBa, €leMEHTH Y TIPBOj MOJIOBUHHM Cy Ha MO3UIMjaMa
0 < k < 21, 10k cy eleMeHTH y Apyroj MOJIOBMHM Ha nosuimjama 2"~ 1 < k < 27,

» Kagaje0 < k < 27!, Tana ce Bpaha k-tu enement I'pejoBor kopa ayxuse 2" ! 10myHmeH MOYETHOM HYJIOM.

 Kama je 27! < k < 2" Taja ce Bpaha 2" — 1 — k-tu enement I'pejoBor kosa myxune 2"~ nomyrmen
noyeTHOM jesmHuioM. M3pasom 2" — 1 — k ce nosuimja k ceomu y pacrion [0,2" 1) u yjemno ce odphe
penocnen dpojesa. Haume, onepaimjom k — 2! ppumMo pemykimjy unrepsaia 271, 2") Ha uHTepBal
[0,27~1). TenepanHo, NPUIMKOM OOpTara PeOCiIe/ia eJleMeHara, cBaka Mosuimja p y uarepsaity [0,m) ce
MpeciiiKaBa y no3uuujy m —p— 1 (nosunmja 0 ce cnukay m — 1, nok ce m— 1 cmuka y 0). Crora ce npuimkom
obprama untepsana [0, 2" 1) nosuimja k — 2" cimkay 271 — (k—2""1) — 1, Ho 10 je jennako 2" — 1 — k.

W3pauyHaBame cTeneHa JBOjKe HajjeTHOCTaBHHjE ce BPIIM OMTOBCKMM OmepanyjaMa (IIpyU 4eMy Tpeda oOpaTuTH
MKy Ha MOTEHIMjaTHO IIPEKOPAUYCH-E).

PesynTaT MoxkeMo npeacTaBUTH y OOJIMKY HUCKE KapakTepa. [ako fomucuBame KapakTepa Ha MOYeTaK HUCKE MOXe
OuTK Hee(pmKacHa ornepaiyja, ¢ 003UPOM Ha TO Aa CY HUCKE ca KOjUMa paguMo NPUIMYHO KpaTKe (Hajayxa uma 32
KapakTepa), 0 TOM He MOpaMo Jja OpuHEMO.

string grej(unsigned n, unsigned k) {
if (n == 0)
return ””;
if (k < (1u << (n - 1)))
return 70” + grej(n - 1, k);
else
return ”1” + grej(n - 1, (1ul << n) - 1 - k);

}

DyHKIMjy MOKEMO peann30BaTh M UTepaTtiBHO. TOKOM HTeparyje y MpOMEeHJbUBO] rez Hajasuhe ce npedukc Tpa-
JKEHOT Opoja Ty XKUHE ng — 1, TAe je ng NOYeTHa, a n TPeHyTHA AyKHWHa KoJa. Y 3aBHCHOCTH O[] TOra Aa Jii je TeKyha
nosuiMja k WCHoJ Wik U3HAJA cpeauHe, npedukc hemo mpormpuBaTi (3/1eCHa) HYJIOM WU jJeIUHUIIOM, U YMECTO
PEKYpP3MBHOT 103MBa BpeIHOCTH k 1 1 heMo axypupaTi BpeJHOCTUMA KOje OU ce HaBOJMJIE Y PEKYP3UBHOM ITO3MBY.

string grej(unsigned n, unsigned k) {

2999,

string rez = 3
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ITABA 3. KOHCTPYKIINJA AJITOPUTAMA PEKYP31JOM TJ. UHAYKIINJOM

while (n > 0) {
if (k < 1u << (n-1))
rez = rez + 707;

else {

rez = rez + 7’17;

k = (1ul << n) - 1 - k;
}
n--;

}

return rez;

}

Hanomennmo u 51a ce Tpaxenu 0poj y I'pejoBoM Koy Moske M3pauyHaTH U JUPEKTHO, aKO Ce MPEJICTaBU Y OOJINKY
HeosHaveHor Opoja m3pasom k ~ (k >> 1) (30or Bopehux Hyma myxuHa n Taga Huje dutHa). OBHUM ce BpIIM
EKCKJTy3MBHA JIUCjYHKITH]a IO3UIHje k 1 dpoja modujeHor mmdToBamkeM OUTOBA Te Mo3uIlje yaecHo. HeosHaueHn
Opoj MOKEMO 3aTUM MPETBOPUTH Y HUCKY KapaKTepa 1 U3/IBOJUTH HeH CY(UKC TyKUHE 1.

string grej(unsigned n, unsigned k) {
return bitset<32>(k ~ (k >> 1)).to_string().substr(32 - n, n);
}

3amarak: 3Be3aa

Ocoda je 36e3ga (eHIJ1. superstar) y HEKO]j TPYNHU JbyIU aKO By CBU OCTaJIM INO3HAjy, a OHAa HE INO3Haje HUKOra.
Harmmcatn mporpam koju oapeljyje ma mi y matoj rpynm jbyau MOCTOjU 3Be3la W Koja je To ocoda. Mako je 3a
yUHTaBame MojaTaka MoTpedHO BpeMe Koje KBaJPaTHO 3aBHCH O Opoja MPUCYTHHX 0ocoda, aaropuTaM Tpeda Ja
panu y BpeMeHy Koje JIMHeapHO 3aBUCH o] Opoja ocoda.

Vaa3: Ca cranmapaHor ynasa ce yuuTaBa dpoj ocoda nmpucyTHuX Ha 3adaBu n (1 < n < 100), a 3aTUM MaTpuia
IUMEH3Hje 1 X 1 KOja Ha HO3ULMjH (4, j) Tj. Y BPCTH ¢ 1 KOJIOHHM j campxu | ako ocoda ¢ mosHaje ocody j 1j. 0 ako
je He no3Haje. Ha aujaronanu Matpuie ce Hajlaze jeAuHulle (CBaka ocoda ro3Haje camy cede).

WN3zaa3: Ha cranpapanu usnas ucnucaty peHu Opoj ocode Koja je 3Be3a, ako 3Be3/a nmoctoju (ocode ce Opoje o
0 go n — 1) wmm -1 axo 3Be37a He MOCTOju.

IIpumep

Vaaz Hznaz
3 1
110

010

111
Objauroerve

Oco0da Ha no3uwju 1 je 3Be3na, jep oHa He MO3Haje HU 0coly Ha nosuuuju 0, Hu ocody Ha nosunuju 2 (y Bpetu 1
Cy CBe HyJie, OCHM Ha MO3MLKjH 1), a 1Yy MO3Hajy 1 ocoda Ha nosutju O 1 ocoda Ha mo3utuju 2 (y KoJoHH | cy cBe
jeAvHHULE).

Pememe
JlMpeKTaH Ha4YMH je /1a 32 CBaKy 0cody IIPOBEPHMO Ja JIM 3aJI0BOJbaBa yCJIOB 3Be3[IE.

Ananmza cioxenocta. C0KeHOCT Hajroper cllydaja oBor anmroputa je O(n?), Maaa ce Taj Hajropu citydaj peTko
jaBJba, jep je 3a ouekuBaTu ja he ce 0de mpoBepe y ciydajy Kaja KaHIuAaT HUje 3Be3a NPEKUHYTU MHOTO Ipe HEro
IITO ce CTUTHE JI0 Kpaja Hu3a.

bool poznajeNekog(const vector<vector<bool>>& poznaje, int i) {
for (int j = 0; j < poznaje[i].size(); j++) {
if (1 != j && poznaje[i][j])
return true;
}

return false;

}
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bool sviJePoznaju(const vector<vector<bool>>& poznaje, int i) {
for (int j = 0; j < poznaje.size(); j++) {
if (1 != j && !poznaje[j][i])
return false;
}

return true;

}

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
for (int 1 = 0; 1 < poznaje.size(); i++)
if (!poznajeNekog(poznaje, 1) && svilJePoznaju(poznaje, 1))
return i;
return -1;

}

[NodospImame MOXeMO MOKYIIATH UHAYKTUBHO-PEKYp3UBHUM nprcTynoM. [IpBa uaeja je qa mpodieM npoHalakema
3Be3Jie Y CKYyIy 0j1 n 0coda CBOJMMO Ha IpodJIeM NpoHalaxera 3Be3/e y CKymy o nl ocoda.

* Baza unaykuyje je npasaH cKyIn ocoda y KOMe He NOCTOjU 3Be3/a.

¢ TIpeTnoctaBUMO Kao MHIYKTUBHY XUIIOTE3Y JIa yMEMO Jla U3padyyHaMo 3Be3ly y cKymy oJ n — 1 ocoda. Paz-
JIBOJMO CKYII Of] 7 0c00a Ha MOJCKYI 01 HOYeTHUX 1 — 1 ocoda U nociieily 0cody 0,,—1. 3B€31a UEJIOr CKyIa
Moe OWTH WM 3Be3Ja TOT TOJCKYIA WA 0coda 0,_1 (jep ako je ocoda 3Be3[a HEKOT CKyIa OHIa je OHa
Yj€IHO ¥ 3Be3/1a CBAKOT MOACKYIa KOjeM MpHIIaia).

1. Ako y moxckymy og n — 1 ocoda ocToju 3Be3/1a, 1a OM OHa OrJIa 3Be3/a IIeJIoT CKyIa OTpeOHO je 1a je
M03Haje ocoda 0,1 U 1a OHA He [T03Haje 0Co0Y 0,1, TO CE MOKE IPOBEPUTH BeoMa OP30 U jeTHOCTaBHO.

2. ¥V cynpoTHOM (aKO y HOJCKYITy He IIOCTOjH 3B€3/1a WM aKO 3Be3/1a [OCTOjH, Al OHa TI03Haje 0Co0Y 1
WJIM 0C00a 0,1 HE TIO3HAje HbY) MOPaMO jOII UCITUTATH J1a JIU je 0coda 0,,—1 3Be3Aa. To nuTame HUKAKO
HE 3aBUCH O] TOra Jia JIM y MOACKYIy IOCTOjU 3Be3Ja U Jla OM ce TO MCHMTAIO MOTPedHO je MOCedHO
MPOBEPUTH Ja JIM CBUX IPETXOJHUX 1 — 1 0coda mo3Haje 0cody 0,1 ¥ J1a JIM OHA He MO3Haje HUKOra Off
wHX. Haxarnocr, oBaj ycioB He MOXeMO e(hMKACHO POBEPHTH.

AHanu3a CJI03KEHOCTH. AKO CKYII Off IIpBUX 1 — 1 0coda cagpxu 3Be3ay, y Bpemeny O(1) MOkeMO [POBEPUTH 1
Jia I CKYyH Of n ocoda cagpxu 3Be3ny. Mehytum, ako ckym o n — 1 ocoda He cagpXku 3Be3[y, Taja je MoTpedHo
Bpeme O(n) na du ce MCIUTANIO 1A JU je ocoda 0,1 3Be3xa. Taj ce ciydaj Moxke gorahati Beh off TpeHyTKa Kaja
ce 1ojaBe /iBe 0code, Ma je jesHaunHa Koja onucyje Bpeme usBpuiaawa 1'(n) = T'(n— 1)+ O(n), (1) = O(1), na
je cnoxenoct anropurma O(n?).

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje, int n) {

if (n == 0)
return -1;

int z = zvezda(poznaje, n-1);

if (z != -1 8& poznaje[n-1][z] && !poznaje[z][n-1])
return z;

if (!poznajeNekog(poznaje, n-1) && svilePoznaju(poznaje, n-1))
return n-1;

return -1;

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
return zvezda(poznaje, poznaje.size());

U3 npeTtxoHe pekyp3vBHE KOHCTPYKIIH]E JIAKO je eTMMUHUCATHA PEKYP3H]jy, Il aJropuTaM ocTaje HeepukacaH.

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
int z = -1;
for (int 1 = 0; 1 < poznaje.size(); i++) {
if (z == -1 || !poznaje[i][z] || poznaje[z][1]) {
if (!poznajeNekog(poznaje, i) && sviJePoznaju(poznaje, 1))
z = 1;
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else

}
}

return z;

}

OcHoBHa nieja eprKaCHOT pellera je Ja ce MpodieM rmocMmarpa “yHaszan’. bpoj ocoda koje HiCy 3Be3zie je CHIypHO
MHoro Behu o1 dpoja ocoda Koje jecy 3Be3zie, Ma je WACHTU(UKOBaIE He-3Be3/1e MHOTO jeJHOCTABHUjE Off U/ICHTH-
¢ukoBama 3Be311e. KibyuHa uzeja oBe eprkacHe MHAYKTUBHE KOHCTPYKIH]je je Ja BeoMa Op30 U jeAHOCTABHO (camMo
JjETHUM IIMTakEeM) M3 CBAKOT CKYIa MOXEMO YKJIOHUTH 0cody 3a KOjy 3HaMO J1a HYje 3Be3/1a U Ha Taj HaulH CMambUTH
JuMeHsujy npodiema. Kaja y ckyny ocrane camo jeaHa ocoda, OHA je jelMHM KaHauaaT J1a Oyne 3Be3ja MoJja3Hor
CKyma (jep Cy cBe OcTaje 0code eMMMIHUCAHe Ha OCHOBY TOTa IIITO CMO YTBPIWIH []a HE MOTY OWTH 3Be37e). 3a Ty
jeauHy mpeocTtaiy ocoldy OHJIa MOKEMO AWPEKTHO MCIUTATH Ja JIM je 3Be3a win Huje. EnmMuHanuja He-3Be3e
U3 CKyIa ce MOKe M3BPIIUTH Kpajibe jenHoctaBHo. OpmadepeMo Mpou3BOJbHE IBE 0COOE Y CKYIy U MHUTaMO ce Ja
s ocodba A 3Ha ocody B. Ako je oAroBop moTBpiaH, oHaa ocoda A He Moxe dutH 3Be3aa (jep 3Be3/a HUKOra He
no3Haje). AKO je OAroBOp OpHYaH, OHlIa ocoda B Huje 3Be3aa (jep 3Be3/1y CBU MO3HA]Y).

AHaJm3a cJ103KeHOCTH. AJITOPUTaM 3aCHOBAH Ha OBOM IIOCTYIIKY 33/10BojbaBa jeqHaunny 1'(n) = O(1)+T'(n—1),
umje je pemerse O(n). Tocie oBora, peocTaje joI a ce POBEPH Jia JIK je TIPEOCTANM jeIMHH KaHAMAAT CTBAPHO
3Be3aa. To je Moryhe ypaauTu rpydoM CUJIOM 3a ITa HaM je IOBOJBHO 21 — 1 muTama, Tako J1a je CIOKEHOCT U OBe
aze O(n), na je ykynna cioxeHoct ode aze O(n). Wnak, ako ce y 0d3up y3me u ¢asza yuuraBarba MATPUIIE, 3a
mra je norpedno O(n?) onepauwja, Buam ce 1a je yKynHa cioxkeHoct nporpama O(n?), Tako 1a ce, HaxasocT, oa
JIMBHA ONTUMU3alIMja Hehe OCeTUTH Y YKYITHOM BpeMeHY U3BpIIABAbA.

Ocraje nuTame TEXHIYKE pean3aliije, OHOCHO MUTame KaKo Ja YyBaMO CKYI KaHAWAATA KOjU HUCY jOIII eTMMUHM-
CaHM ¥ KaKo J1a U3 mera dupamo jiBe ocode koje hemo nopeautu. Jeana MmoryhHocT Ou duia 1a cy cBe ocode cioxeHe
Ha jenaH crek. [Topemumo jiBe ocode ca Bpxa cTeka M Ha cTek BpahaMo camMo OHY KOja HUje eJIMMHUHICaHA BHXOBUM
nopeherem. [locTynak HacTaB/baMo JIOK CTEK He MOCTaHe jeJHOUIAH.

Nnak, duhe npukazaHo joml jeTHOCTaBHUje pellerhe Koje KOPUCTH [IBa TIoKa3suBada. [IpBu mokasuBad, ¢, Mmokasyje
Ha 0cody Koja je TpeHyTHH KaHAWAAT 3a 3Be3/y, Tj. Ha MpBY 0co0y y HU3Y 3a KOjy jOII HHje YCTAHOBJBEHO 1A HHje
3Be3a. [Ipyru mokasmsad, j, MoKa3yje Ha 0cody 3a KOjy ce IpoBepaBa Ja Ji je TeKyhu KaHAuaaT 3a 3Be3/1y NO3Haje,
Tj. Ha MPBY 0cOOY HAKOH MO3UIIM]je ¢ 32 KOjy joll HUje yTBpheHo aa Huje 3Be3na. Ha moueTky cy mokasuBauu i U j
Ha cyceqHuM nosuuyjama (¢ = 0, j = 1). Ocode ce odpal)yjy cneBa Ha JECHO CEKBEHIIUjAJTHO.

* YKosHKo 0coda 0; He Mo3Haje 0cody 05, Tala je o; ¥ Aajbe KaHAWUAAT, a 0 CUTYPHO HUje 3Be37a (jep cBU Mopajy
Jla TIO3Hajy 3Be31y), Ila ce OKa3uBa4 romepa Ha cienehy ocody.

¢ Vkosnuko ocoda ¢ To3Haje ocody j, OHAA ¢ HUje 3Be3/a (jep 3Be3/a He MO3Haje HUKOra), ajld j MOXKJa jecTe,
Ia, TomTo u3Mely 7 ¥ j HUKO HUje 3Be3/a, MpBU ciaeaehy KaHaAuIaT 3a 3Be3/1y je Tekyha ocoda j 1 mokasuBau
1 ce IoMepa Ha j, a j Ha npBy ciieehy ocody (jep ocode U3a j jolI HUCY aHAJIM3UpaHe, 1A CE 3a BbUX He 3Ha
Jia JIK Cy 3Be3Je).

int zvezda(const vector<vector<bool>>& poznaje) {
inti=0, j=1;
while (j < poznaje.size()) {
if (poznaje[i][i])
i=13;
I+
}
if (!poznajeNekog(poznaje, i) && sviJePoznaju(poznaje, 1))
return i;
return -1;

}

Joxa3 kopekTHOCTH. [JokaXuMo (popManHO KOPEKTHOCT NPETXOLHOI IOCTYIKA.

Jlema: MHBapujaHTa OpeTXOHE MET/be Ja HUjelaH eleMeHT y uHTepBaity [0,¢) 1 HUjelaH eNeMeHT y HUHTepBaly
(4, j) He Moxe Ouru 3Be31a (1pu yemy je 0 < i < j < n).

* Hamnouerky je i = O u j = 1, ma cy 0da nHTepBaJIa Ipa3Ha, a yCJIOB Baxku (IO MPETIIOCTAaBKOM ja je n > 0).

* [IpernocraBuMo Ja ycIoB BaXXH IPH yJIacKy y NETby.
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— Axo ocoda ¢ mo3Haje ocody j Tama OHa He MOXe OMTH 3Be3a. [IomTo Ha OCHOBY MPETIOCTaBKE 3HAMO
11a 3Be3[e He MoTy duTH HU ocode [0, ) Kao Hu ocode (4, j) U Kako je i’ = j, 3Hamo /1a HAKOH TeJIa MeTIbe
3BE3/le CUT'YpHO HHUCY HHU ocode y uHTepBaiy [0,’). Iomro je j' = j + 1, y ToM ciyvajy je uHTepBai
(¢, j) mpasaH, ma TPMBHjaIHO 3a/I0BOJBABA YCIIOB.

— AKo 0coba i He II03Haje 0cody j Taga 3HaMo J1a j He Moxe jia Oyze 3Be3na. Tama jei’ = 4,25’ = j+1,ma
Ha OCHOBY MPETIIOCTABKE 3HAMO J1a 3Be3/ie He MOry OuTH ocode u3 nHTepBana [0, '), 3HaMO U Jia He MOTY
Ourk ocode u3 unTepBaia (7', j), a MOLITO HK j HE MOXE OMTH 3BE3/d, 3HAMO /1A 3Be3/Ie He MOry OuTH
ocobe u3 unrepBana (i, j'). OgHoc n3Mel)y MPOMEH/BUBUX TPUBHjATHO OCTaje OIyBaH y 00a Cllydaja.

Teopema: OyHKIMja WM UCTIPABHO MPOHAIA3M 3Be3/y UM Bpaha -1 ako 3Be3/1a He MOCTOju.

Kana ce mempa 3aBpimm HHje j < n, IIa HA OCHOBY MHBapHjaHTe BaXH 11a je j = n. Taga 3HaMO aa 3Be3[e He MOTy
outu ocode K3 MHTEpBaAIA [O, 1) Kao HU 0code 13 uHTepBana (i, n) Jlakie, jemuHM KaHAWAAT 32 3Be3/y je ocoda ©.
3a By ce eKCIUTMLUTHO MTPOoBepaBa TPakeHH yCIIOB, Tako 1a (pyHKIMja Bpaha KOPEeKTHY BPEJHOCT.

3amarak: ANCoJyTHH MO0 eJHIK HA IJIacamby

ATcosyTHH IOOEIHUK M3D0pa je OHaj KO OCBOjU dap jeJaH I71ac BHIIE Of1 ITOJIOBUHE U3AIUIMX Orpaya. AKO Cy O3Ha-
TH CBHU IJ1acauyKy JIUCTUNM, OJpeU Ja JIU MIOCTOjHU ariCOJyTHU MOOEAHUK N300pa U KOjH je TO KaHAUJAT (Harjaacumo
Jia je arncojJyTHU MOOeIHUK, aKo MOCTOjU, JeAMHCTBEH Tj. Ja HUje Moryhe Aa mocroje ABa pa3ivyuTa arncojyTHa
IMOOEIHMKA).

Vana3: Ca crangapaHor yiasa ce yHOCH Opoj miacaya n, a 3aTUM U I71acOBU (CBAaKM IJIac MpeJICTaBiba Mgpy HEKOT
KaHauara - 1eo 0poj u3 unrepsana [0, 109)).

WN3zaa3: Ha cranpapanm uznas ucnucatv Opoj nodeIHuKa ako TOCTO U ariCOMYTHU MMOOEAHMK, Tj. NEMA Y CYIPOTHOM.

IIpumep 1

Vaaz Uznaz

10 nema

342 123 342 756 123 756 123 756 756 756

IIpumep 2

Yaaz Hznaz
13 756
342 123 342 756 123 756 123 756 756 756 342 756 756

Pememe

Ogaj mpo0OieM ce y IuTepaTypy Ha3uBa U majority voting.

IIpedpojaBame riacoBa 3a CBaKkor KaHaujaara

Ouurie[laH HAuMH Jia ce pellv 3aaTakK je Ja ce mpedpoje CBU IIACOBHU 3a CBAKOT KaHAMATA M Ja ce poHale 1a i je
HEKHU KaHAUAT OCBOjHO BHILIE Off T0JIa [7lacoBa. Bpojame MokeMo U3BPIIMTH IIOMONy acoljaTHBHOT Hu3a. CiuyHa
TeXHUKa je KopuiheHa y 3agaimMa ®peksenija 3Haka 1 Ppexseniyje peun. Y jesuky C++ MOXEMO yroTpeduTH
KOJIEKIIM]jy unordered_map 3acHOBaHy Ha XeIlMpamy WM Map 3aCHOBaHY Ha DaJlaHCUpaHUM OMHAPHUM CTadIMMa.

Ananm3a ciaoxkeHocTH. CIIOXKEHOCT ITPUCTYIA 3aCHOBAHOT Ha Opojarby [71acOBa 3aBHCH O[] CJIOKEHOCTH yMeTama
y CTPYKTYpy IOJaTaka Koja IpecirKaBa KaHAuAaTe Y BUXOBE OCBOjeHe OpojeBe IlacoBa. AKO je Ta CTpPyKTypa
MoJaTaKka 3aCHOBAHA Ha XeIlUpamwy, Ta CJI0KEHOCT MOXe OUTH KOHCTAHTHA Y TIPOCEKY (MaKo je y HajropeMm ciy4dajy
JINHEapHa), a aKO je 3aCHOBaHA Ha dajaHCHpaHUM cTtadwimma, oHa je logn. 3aTo yKyImHa CJIOXKEHOCT Bapupa oJ
O(n) mo O(nlog(n)), y3 kopumiheme O(m) MeMopHje MOTpedHe 3a UyBarbe acOLMjaTHBHOT HU3a, TIe je m Opoj
Pa3nIMUYUTHX KaHauaaTa (0OpaTUMO MaXkby HA TO 1a OPUTMHAIIHU HU3 [71ACOBA HUje OTPEOHO YyBaTH).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
unordered_map<int, int> broj_glasova;

for (int glas : glasovi)
broj_glasova[glas]++;

int pobednik = -1;
for (auto it : broj_glasova)
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if (it.second > glasovi.size() / 2) {
pobednik = it.first;
break;

}

return pobednik;

}

Coprupame

Jom jemaH HauMH MO’e OMTH 3aCHOBAH HAa YUMTABaky CBUX I71aCOBA, FheTOBOM COPTHPAmY, M 3aTHM IpOBEpH Opoja
y3aCTOMHUX jeJHAKUX eleMeHaTa (aHAIM3UPAbeM CepHje Y3aCTOIHUX ejleMeHaTa). Pa3Hu HauMHM COpTHpamba OIH-
canu cy y 3agatky Coprupame Opojesa, a onpehrBame Hajayke ceprje y3aCTOIHUX eJieMeHaTa OMMCAHO je Y 3a1aTKy
Hajny:xa cepuja nodena.

Anamm3a cjoxkeHoctu. CII0KXEHOCT OBOT MPKCTYIA 3aBUCH Of CJIOKEHOCTH copTrpama  jexnaka je O(nlog(n))
aKo ce KOPHUCTH OMONMMOTEUKO copTupame. OnpehiBame Hajayxke cepHje jeJHaKNX eJeMeHaTta BpIIX Ce y BpeMEHY

O(n).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// ukupan broj glasova
int n = glasovi.size();
// pravimo sortiranu kopiju niza glasova
auto glasovi_s = glasovi;
// sortiramo glasove za sve kandidate
sort(begin(glasovi_s), end(glasovi_s));

// duzina tekuce serije jednakih elemenata
// element glasovi[0@] zapocinje prvu seriju
int broj_glasova = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i++)
if (1 == n || glasovi_s[i] != glasovi_s[i-1]) {
// serija jednakih elemenata je upravo zavrsena
if (broj_glasova > n/2) {
// ako u upravo zavrsenoj seriji ima vise od n/2 jednakih,
// onda je u njoj apsolutni pobednik
return glasovi_s[i-1];
}
// element glasovi[i] je zapoceo novu seriju
broj_glasova = 1;
} else
// element glasovi[i] je nastavio tekucu seriju
broj_glasova++;

// ne postoji pobednik
return -1;

}

Cpeqummu eJieMeHT

Hekonmko anropurama nogpasymeBajy Ja cauyBaMo HU3 IVIaCOBa, Ja y MPBOM IpoJa3y Ha HEKU HaYMH OfIPEAUMO
TIOTEHLIMjaJTHOT KaH/AUJaTa 3a arcoyyTHOT MOOEAHNKA, a [a y JIpyroM Ipojiasy IPOBEpUMO Ja JIM je Taj KaHIugat

3aMcTa OCBOjHO MOTPedaH Opoj MIacoBa, TAKO MITO M30POJUMO HEroB Opoj MiacoBa ¥ MPOBEPHMO Aa Jiu je Behu of
n

PR

Jenna moryhHocT 1a Hahemo KaHauIaTa 3a arncoMyTHOT MOOETHUKA je 1a OAPEAMO CPEAUIITbY eJIeMEHT Y HU3Y (Kaga

Ce HU3 COPTHPA, TO je OHaj eJIEMEHT KOji Ce HAlla3 Ha NO3MLMjM | 2 | i Ha nosummju | 2.

Ha npuMep, ako nMa 7 Trj1acoBa, 3aHMMa HaC €JICMECHT Ha H03I/IHI/IjI/I 3.

0123456
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X
Axko mMa 8 11acoBa, 3aHMMA HAC €IEMEHT Ha MO3MLHjH 4 (a MO OMCMO ITOCMATPaTH U €JIEMEeHT Ha TO3ULHUjH 3).

01234567
e e XX .

Hanwme, ako nocroju ancoiyTHu nodeJHUK HHje Moryhe 1a OoH He 3ay3Me TO Cpeullibe MecTo (y ciaydajy HmapHe
JUMeH3Mje Hu3a, 3ay3umahe oda cpeauniwa Mecta). Ha npumep, ako uMa 7 miacoBa, aliCOlyTHU MOOEIHUK MOpa
Ia uMa dap 4 mIacoBa U OHM he y COPTUPAHOM pelociefly OUTH y3acTOIHU. AKO O MOYMH-aM Ha mo3unuju 0,
CUTYPHO OU 3aXBaTWJIM M TIO3UIM]y 3, aKo O ce 3aBpIIaBaIi Ha MO3UIHjH 6, oneT OM CUTYPHO 3aXBaTHIIA TIO3UIIH]Y
3, a cIMYHO Baxu U 3a OUJIo KOjy MoryhHocT uzmel)y Te e rpannyHe cutyanyje. CIMYHO, aKo HA TpUMep uma 8
eJleMeHara, arncoJyTHU MOdeTHUK UMa dap S riacosa, 1ITO 3HA4YM Aa 00yxBarta v Mo3uiujy 6 v nosunujy 7 (duio ga
nourme Ha nosuuyju 0, 1a ce 3aBplaBa Ha MO3ULUjHU 7 WIK Y OMJIO KOM cly4ajy u3Mely Ta Ba rpaHUYHA).

Cpenuimy efleMeHT MOXeMO Y je3uky C++ MOXeMO OJIpeuTH ONOIMoTedkoM (yHKIjoM nth_element (umja je
CIIOKEHOCT JIMHeapHa). PyuHy nMIieMeHTanyjy je Hajoosse peanuzopary asroputmoM QuickSelect. Taj anropuram
je omucaH y 3agatky 30up k HajoosbuX.

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// posto se redosled elemenata niza menja, moramo da napravimo kopiju
auto Glasovi = glasovi;
int n = Glasovi.size();
// odredjujemo sredisnji element u sortiranom nizu - ako postoji
// apsolutni pobednik on sigurno zauzima 1 sredisnju poziciju
nth_element(begin(Glasovi), begin(Glasovi) + n / 2, end(Glasovi));
int kandidat = Glasovi[n / 2];

// proveravamo da 11 je kandidat ostvari vise od pola glasova
if (count(begin(Glasovi), end(Glasovi), kandidat) > n / 2)
return kandidat;
else
return -1;

Bojep-MypoB ajropuram

V HacraBky hemo npka3ary CacBUM eJIleMEHTapaH U U3Pa3UTO eJIeraHTaH aJlrTOPUTaM 32 pelliethe OBOT IpodiieMa KOju
cy yBenu Bojep u Myp y pany “A fast majority vote algorithm” (MHTEpECAaHTHO, Y OPUTMHAIIHOM pajly aJrOpUTaMm je
yBelleH y Wby IIprKa3a MOryhHoCTH ayToMaTcke (popMmaiiHe BepuduKanuje copTBepa).

IMokymajmo ga pemmnMo npodsieM MHIYKTHBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTpyKIMjoM. [IpeTrocraBumo jaa keammo aa uc-
MIUTaMoO TTOCTOjarbe ariCoIyTHOT MOOEIHUKA Y CKyITy 0ofl 1 TllacoBa. PopMaiHO, HapaBHO, paay ce O MYJITHCKYITy (jep
MOXe J1a caJpXke MOHOBJ/bEHE eJIEMEHTE), ajli heMO jeIHOCTABHOCTH Pajiyl y HAPEAHOM OIUCY KOPUCTUTH TEPMUH
ckyn. [utame je kako mpodsieM cBeCTH Ha MpodJieM Mambe JuMeH3Hje. KilacuuHo cBoheme nmpodyiema ca quMeH3Hje
n Ha JUMEH3HUjy n — 1 He JI0BOJM M0 pelliea, jep N3daluBame OUI0 KOT M0jeANHAYHOT [71aca MOXe Ja IPOMEHU
peleme (jep ako arcoJyTHH MOOeJHMK MMa 32 je/IaH IJIac BUILE OJ] CBUX OCTaJIMX, HAKOH M3dalBama TOT IJ1aca OH
Buie Hehe OUTH arcomyTHH MmodeqHuK). CaMuM THM, aKo Kao pe3yJsITaT peKyp3UBHOT MO3WBa A00MjeMo HH(popMa-
LMy Ja Marby CKYIl HEMa arcolyTHOT MOOEAHNKA, TO HAM HUKAaKO He [TOMake /la Ca3HaMo Ja JIM MOJIa3HHU, IUPH CKYIT
MMa aTiCoOyTHOT MOOEIHHUKA.

Bojep-MypoB anropurtam ce 3acHuBa Ha ciefehoj uaeju. 3aMucauMo MOCTyNaK y Kojem OU ce TJIACOBU 3a pa3inuuTe
KaHauaate MehycoOHO MOTUPATM U HECTAIU. YKOJMKO MOCTOjU arcoJyTHU MOOEJAHUK Taja he HaKOH MOoTHparbha
octaTu dap jegaH (a MOXJa U BUILE) I71acoBa 3a Tor Bojeher kanauaata. Ilokaxumo oBo Majio npenusHuje.

AKO U3 HEKOT cKyra n3dalMo OHIo Koja [IBa pa3jinyKTa 1j1aca, OHga he Marby CKyIl IMaTy arcoJlyTHOT HOOeAHUKA
caMo ako ra je uMao u Behu ckym, u y nuramy hie ONTH UCTH aTriCOTyTHU MTOOETHHK.

Jloka3 KopeKTHOCTH. [IoKa)xuMo 0BO. AKO IOCTOjH arlCOMyTHU MOOETHUK D y IIMPEM CKYITy O] 1 IJIaCOBa U OH
UMa m [J1acoBa, OHja je m > n/2.

e AKo cy u3 cKyna u3daueHa 7Ba Ivaca Koja HUCY 3a aIlCOJyTHOT ModeIHMKa OH/A 1. Ma M JlaJbe 1 I71acoBa,
a peIyKOBaHU CKYIl UMa 1. — 2 eJleMeHTa, Iia Baxu m > n/2 > (n — 2)/2 na ancoixyTHU HOOEIHUK HUje
MIPOMEHEH.
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* Axo je U3daueH jejaH niac 3a 0cody p U jeiaH KOju Huje 32 by, Tajia p uMa m — 1 TJac, a y cKyIy uMa n — 2
eneMenTa, majem — 1 > (n —2)/2 =n/2 — 1, jep je m > n/2 1 anconyTHA HOOEIHIK HHUjE IPOMEHCH.

OOpaTuMO Maxy Ha TO 1a OCTOjabe arCoyTHOT MOOEAHNKA Y MaleM CKyITy He MIMILTHLIpA To 1a y BeheM cKyIry
[OCTOjU arCOMYTHUA NOOETHUK.

Joka3 kopekTHOcTH. [Jokaxxumo 1 0Bo. [IpeTnocTaBuMO /12 je p arcoIyTHH MOOSTHUK CKyIa O] 1. — 2 eJeMeHTa
U Ja OH uMa m; riacoBa. OH je arcosyTHU MOOENHMK Y MambeM CKyITy ako U caMmo ako je my > (n — 2)/2, 1j.
my > n/2 — 1. To 3Ha4M Aa je OH arcONyTHH MOOEAHMK Y MarbeM CKyIy M Kaja je mi = n/2. PasMorpumo mita
ce JenraBa Kaja ce Behu ckyn (o n ejieMeHaTa) 1oduja 1oJaBambeM [1Ba pa3inyuTa Ijaca ol KOjux HU jejaH HUje
r1acao 3a p1. Y Tom BeheM ckyity, Opoj rmacoBa 3a p; octaje m; = n/2 aid HejeJHAKOCT my > /2 HUje UCIyheHa
Ia p1 HUje arcoJyTHHU MOOEIHNK Yy IMPEM CKYILy OJ 1. elleMeHaTa.

HakJie, n3danuBameM B pa3InunTa rj1aca, peyKy jeMo TUMEeH3H]jy mpodieMa. AKO y Tako I0OMjeHOM MambeM CKYITy
HeMa aricoJyTHOT oOeJHNKA, HEMa ra HU Y BehieM, a ako y MambM CKYIl MMa arcoJlyTHOT NMOOEe/IHNKA, OH je jeIMHU
KaH/IU/IAT 32 allCOJyTHOT MOdeIHUKA Y BehieM cKyiy, MeljyTum, MOTpedHO je HAKHA/IHO eKCIUTUIIMTHO MPOBEPUTH J1a
JIM je Taj KaHJU/AT 3aKCTa aTriCOTyTHU MOOeAHUK y BeheM cKyIty.

M3na3 U3 OBOT CYIITUHCKUA PEKYP3UBHOT MOCTYIKA HACTaje KaJa He MOXEMO BUIlle M30AlMBATU MTAPOBE PA3INIUTUX
enemeHara. [Ipa3aH ckyn Hema arncoJyTHOT MOOeTHUKA, a HEMPa3aH CKYIl y KOMe He TIOCTO]je 1Ba pa3/InuuTa eJieMeHTa
caJIpKH1 TJIACOBE CaMo 32 jeJHOT KaHJWIaTa KOjU je OUMITIEAHO arlCOMYTHU MOOETHUK.

Omnwcany cMo, 1aKje, MHAYKTUBHO-PEKYP3UBHY KOHCTPYKIM]Y KOja HaM Moe oMOoryhuTu ia 1o0mjeMo KaHauaaTa
3a ancoyTHOr nodeHuKa (1uTo he ce JecuTH ako CKyI [1acoBa U3dAlMBambeM IapoBa Pa3INYUTHX [71aCOBA CBEJEMO
Ha HelpasaH CKYIl y KOM Cy CBH IJIACOBH 32 UCTOT KaHIW/1ATa) WM Ja YTBPAUMO J1a aliCOIyTHU MOOEJHUK He TT0CTOjU
(mro he ce JecuTH ako CKyn IJlacoBa M3dalMBameM MapoBa pa3IMYUTHX IJ1acoBa CBEJIEMO Ha IpasaH ckym). Osa
PEKyp3MBHA KOHCTPYKIMja HaM Jaje MOryhHOCT UMIUIEeMEHTalMje pellietha, MehyTUM, IMUTake MpOHAJIAXeha 1Be
pasimumTe 0code y CKYITy U BbXOBOT N30aliBarba HUje pauyHCKH TPUBHjAIHO, 1Ta heMO MMITIEMEHTALM]Y HAITPaBUTH
Ha JIpyT¥l HA4Y1H.

Ha ocHOBY OBe pekyp3uBHe KOHCTPYKIIHje, ciiein KopeKTHocT cneneher TBphema. [IpernocTaBuMo J1a je HeKH cKyn
I71acOBa MO/IeJbEH Ha JIBa JIMCjYHKTHA MOJICKYIIA, TaKBa Jja ce y jeJHOM O]l HHX Hajla3e MapoBH IVIAcOBA TAaKBHUX /A
ce y CBaKOM Iapy HaJla3e IVIACOBH 3a PasM4MTe 0code M Jia Cy CBH IVIACOBU y APYIOM CKYITy 3a jeJHY HUCTY OCOOy.
W3zdanyBameM jeHOT MO jeIHOT Mapa IJIacoBa U3 MPBOT CKyIa, MPoOJIeM PeKyp3MBHO CBOJY Ha CBE Mamby U Marmby
JVMeEH3H]jy, CBE IOK He OCTaHy caMo eJIeMeHTH Jpyror ckyna. Ha ocHOBy onucaHe pekyp3uBHE KOHCTPYKIIHje Clequ
Jla aKo je JIPyry CKyII 1Ipa3aH, OH/A He TI0CTOjH arlCOMyTHH NOOEJHUK Y TIOUETHOM CKYITy CBHX IJIacOBa, a ako HUje,
OHJIa je 0coda 3a KOjy Cy CBH ITIACOBU Y JPYTOM CKYILy jeIMHM KaHAWAAT 3a ariCoIyTHOT MOOeTHMKA.

Asroputam hemo JOOMTH MHAYKTMBHOM KOHCTPYKIIH]OM, TaKO IITO NeMO KpeHyTH oJ IIPa3Hor CKyIla ocoda Mojesbe-
HOT Ha JIBa Mpa3Ha MOJICKYTa U Y CKYI 0c0da KOju TpeHYTHO odpaljyjeMo JoaaBaTH jeAHy Mo jeaHy 0coOy MOIa3HOT
CKyIa, 0K MX CBE He 00paauMo. ¥ cBakOM Kopaky heMo MpeTrnocTaBuTH Aa 3HaMo Mojiely Tekyher ckyna Ha CKyIl
NapoBa pa3IMUUTUX I[JIACOBA U CKYI [JIacOBA 3a HEKY (IIPOM3BOJbHY) 0co0y (Taj ycjoB he dUTH eHTpaiHa UHBApU-
janTa newbe). Kibyunu 3agatak caja je 1a Ha OCHOBY TaKBe Iofiesie TeKyher cKyIia HalpaBUMO TaKBY IOZIENTY CKyIa
KOjH ce 100Mja Kajia ce TeKyheM CKyIry goza Heka ocoda.

* AKO je Apyru CKyIl IIpa3aH WM aKo je HoBa 0coda jelHaKa HEeroBUM eJIeMeHTUMa, IPYru CKyl heMo Mmporm-
PUTH HOBOM 0codoM (y ApyroM ckymy he ce U laJbe Hala3uTH MapoOBU Pa3IMUMTHUX IJIACOBA, 4 CBU INIACOBU Y
MIpBOM CKyIy he u 1ajbe OUTH 32 UCTY OCODY).

* AKO je pyru CKyH Hellpa3aH U ako je HOBa 0coda pa3niuTa Ol ’heroBuX eleMeHaTa (KOju Cy CBU UCTH), TaJga
jeaH eIeMeHT TOT Jpyror CKyIa 3ajeJHO ca HOBOM OCODOM MOXKEMO MPedallTH y MPBH CKYM (y IPBOM CKYILy
he u Jasse cBU MIacOBU OUTH 3a UCTY 0co0y, a y ApyroM he dUTH CBU paHMjU MApOBU PA3IMUYUTHX IJIaCOBA U
0Baj HOBOJOJATH Map 3a KOjU CMO Takohe CUTYPHH J1a je map I71acoBa 3a pa3idyuTe 0code).

IMpumeTnMO [a je yMecTo ABa CKyIa JOBOJHHO Camo Ja IAMTUMO 0C0O0y 0 32 KOjy Cy CBHU IVIACOBM M3 IPBOT CKyIIa,
Kao 1 Opoj TuXx racosa b.

¢ Axo je b = 0 mm axo je miac 3a HOBy ocody jenHak o, yBehahemo b3a 1. Ako je b = 0, axxyprpaMo BpeJHOCT
0.

¢ V cynpoTHOM cMamyjemo b 3a 1.

Axo je b = 0 HakoH 00pa/ie CBUX IJ1aCOBA aICOYTHH MOOEAHHUK HE TIOCTOjU. Y CYIPOTHOM je O jeOWHH KaHIuaT
3a arcosryTHOr nodenHuka. Ilomro Hemamo rapaHuyje aa he nocienmby KaHAUAAT 32 alCOIYTHOT MOdeIHUKA OUTH
CTBapHO aIlCOyTHH MOOEIHNK, Ta Ce IPOBEPa MOpa eKCIUTMLUTHO U3BPIIATH HA Kpajy Iporpama.
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IIpumep. Pazmorpumo rmacose 1,2, 1,3, 2,2, 3,2, 2 1 nprKaXxuMO KaKo ce ABa CKyTa (Tj. ’IXO0Ba perpe3eHTallrja
noMohy MpOMEHJBHUBUX 0 1 b) Memajy J0AaBambeM jeJHOT 10 jeTHOT eJIeMeHTa.

glas prvi skup drugi skup o) b
[] [] -
1 [] [1] 1 1
2 [(1, 2)] [] 1 0
1 [(1, 2)] [1] 1 1
3 [(1, 2), (1, 3)] [] 1 0
2 [(1, 2), (1, 3)] [2] 2 1
2 [(1, 2), (1, 3)] [2, 2] 2 2
3 [(1, 2), (1, 3), (2, 3)] [2] 2 1
2 [(1, 2), (1, 3), (2, 3)] [2, 2] 2 2
2 [(1, 2), (1, 3), (2, )1 [2, 2, 2] 2 3

Kangupar je, nakiie, 2, a HakHa/IHa IIpoBepa NpedpojaBambeM HEroBUX IJ1acoBa MOKa3yje J1a je OH alcCoJIyTHU ode]-
HUK (jep UMa 5 r1acoBa, o YKyIHHX 9).

Ananmn3za caoxxenoctu. Ode asze (1 onpehuBarme KaHAWAATA 32 AICOTYTHOT MOOETHUKA U MIPOBepa Ja JIM je OH
arcosyTHY NodeIHUK) cy cioxenoctd O(n), 10k ¢y Memopujcku 3axTeBu Takohe O(n) (jep MOpamo 3amamTHTH CBe
IJ1acoBe, a OMCMO Ha Kpajy MPOBEPUIU 1A JIH je KaHIUJIAT 3aUCTa aTllCOJYTHU MOOEHUK).

int apsolutniPobednik(const vector<int>& glasovi) {
// odredjujemo kandidata za pobednika glasove delimo u dve grupe: u
// prvoj grupi se svi glasovi mogu ponistiti tako sto se spajaju dva
// po dva razlicita glasa, a u drugoj grupi su svi glasovi za
// kandidata za pobednika

// broj glasova u drugoj grupi
int broj = 0;
// kandidat za pobednika
int kandidat;
for (int glas : glasovi) {
// druga grupa je prazna
if (broj == 0) {
// trenutni glas je kandidat za pobednika i ubacujemo ga u drugu
// grupu
kandidat = glas;
broj = 1;
} else if (glas == kandidat)
// trenutni glas je za kandidata i ubacujemo ga u drugu grupu
broj++;
else
// trenutni glas moze da se ponisti sa jednim glasom za
// kandidata 1 oba i1h prebacujemo u prvu grupu
broj--;

}

// proveravamo da li postoji kandidat za pobednika i da 1i je
// ostvario vise od n/2 glasova
if (broj > 0 &&
count(begin(glasovi), end(glasovi), kandidat) > glasovi.size() / 2)
return kandidat;
else
return -1; // nema pobednika

3aparak: [Hukanuko nomepame 3a k Mecra yjieBo

Hatv H13 o n menux dOpojeBa MMKJINYKKA TIOMEPHUTH (POTHUpaTH) 3a k MecTa yJeBo.
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ITABA 3. KOHCTPYKIINJA AJITOPUTAMA PEKYP31JOM TJ. UHAYKIINJOM

Vaas: V npBoj JMHMjM CTaHIApHOT yias3a Hanasu ce npupogan opoj n (1 < n < 105), koju mpejcTaBba dpoj
eleMeHaTa HU3a, y Apyroj npupoaan 6poj k (1 < k < 10%) koju npescraBba 6poj MecTa 3a Koja ce HU3 TlomMepa
yJIeBO, a 3aTUM ce Y cieaehnx n JiMHMja Hanase nenu OpojeBu y rpannuama o —1000 no 1000 koju mpencrapsbajy
eleMeHTe HU3a.

MN3na3: ¥V n auHuja cTaHzapAHOT U3J1a3a UCIIUCATH eJleMEHTe HU3a KOju ce 100Mja [IUKJIMYKHAM ITIOMEPAbeM yuuTa-
HOT HM3a 3a k MecTa yJIeBo.

ITpumep

Vaaz Hznaz

3 4

10 5

123456789 10 6
7
8
9
10
1
2
3

Pememe

IMomiTo ce NMKJIMYHUM MTOMEparmbeM 32 12 MecTa Hu3 Bpalia y CBOjy OpUTMHAJIHY MO3UILIK]Y, HUje TEIIKO YOUHUTH 12 je
LMKJIMYKO NIOMepame 3a k MecTa yJIeBO UCTO IITO M LMKJIMYKO MoMepare 3a k mod n Mecta yneBo. 3aro hemo y
CBUM HapeJHUM pelehuMa IPETIIOCTABUTH Ja Ce HAKOH yuuTaBama Opoja k oH Mema BpenHomhy k % n u qa Baxu
majel < k<n.

3ajaTak ce MOxe PeIlMTH Ha 3aUCTa MHOTO Pa3/IMYUTUX HAUMHA, KOjU Ce Pa3IMKYjy N0 KOJIMYMHHU A0AaTHE MeMopHje
KOjy KOpHCTe U 1o Opojy oneparyja koje je norpedHo npumeHuTd. C 003upoM Ha NOTEHIIMjaIHO BeJIMKe JUMEH3H]je
yJIa3HOT HU3a, MOXKEJHHO je KOPUCTUTH OHAa pellera Koja HU3 TpaHC(OPMUILY y MECTY Tj. HE KOpHUcTe oMohHe
HU30Be, U KOJ] KOjH je dpoj onepanyja JuHeapaH (Tj. MPOIOPIFOHATAH OpOjy n).

Haugpna pemema

k NUKJIUMYKHX [IOMepPakba 3a je}_‘mo MECTO yJI€BO

Penieme je 3aCHOBaHO Ha k MKJIMYKUX NIOMEpara 3a jeJHO MecTo yiieBo. [1oTpedHO je caMo HMKIIMYKO MoMeparhe
3a jeTHO MECTO yJIeBO MOHOBUTH k IyTa.

Anamm3a ciaokeHocTH. OBO pemiere He KOPUCTH JOAATHN HU3 (KOPUCTH caMo jelHy HOMONHY LielodpojHy mpo-
MEHJbUBY), aJl1 MaHa My je BeJIMKHU Opoj omepaiyja Koje ce u3Bpiiapajy. bpoj monena koje ce u3BpiaBajy oTpu-
JIMKe je jelHak nk, IITO MOXE OWTH MpPEBUIIE 3a BEJIMKE BPEAHOCTH 1 U k (TIomITo Opoj k MOke UMATH UCTH Pejl
BEJIMYMHE KA0 U 7, OBAj AJITOPUTAM y HAjTOPEM CJIydajy UMa KBaJpaTHy CJIOKEHOCT).

void rotirajUlevoZaJednoMesto(vector<int>& a, int n) {

int pom = a[0];

for (int j = 0; j < n - 1; j++)
a[j] = a[j + 11;

a[n - 1] = pom;

}
void rotirajUlevoZaKMesta(vector<int>& a, int n, int k) {
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

rotirajUlevoZaJednoMesto(a, n);

OnrumaiHa peaiema

Kopumhemwe dudinoreukux pyHkmuja
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Jesuk C++ Hyau QyHKIHMjy rotate Koja poTHpa eleMeHTe HU3a TaKo Ja AaTH eJIEMEHT roctaHe npeu. PyHKLHjHU ce
npocielyjy UTepaTop KOju yKasyje Ha IMovyeTak Hu3a (WM BEKTOpa), UTepaTop KOju YKa3yje Ha eJIeMEeHT KOju Tpeda
Jla TIOCTaHe TPBH U UTepaTop KOjU yKa3yje HEeMocpeJHO U3a Kpaja Hu3a.

// rotiramo niz primenom bibliotecke funkcije
rotate(begin(a), next(begin(a), k), end(a));

// da je koriscen niz, a ne vektor, poziv bi bio
// rotate(a, next(a, k), next(a, n));

Pa3zmena dJiokoBa He3 kopumewma nomohne memopuje

Axo Ou HI3 MMao 2k eeMeHaTa, poTalyja 3a k MecTta O ce BPIIIIIa TaKO IITO OU ce pa3MEeHMIIH OJIOKOBH eJleMeHaTa
KOjU YMHE TPBY U JPYTy MOJOBHHY HU3a. Y OMIINTEM CJIydYajy CUTyalHja je MaJlo KOMIUIMKOBAaHH]a, Al Ce IOHOBO
MOXe CBECTH Ha pa3MeHy OJIoKoBa enemMeHata. Heka HM3 nMa n eemMeHara U Heka ra poTupamo 3a k Mecra yJjieBo.
Heka npBux k£ enemMeHata yrHe OJIOK KOju hemo o3HauuTtH ca L, a mpeocTaiux n — k eJieMeHaTa YrHe OJIOK KOju
hemo o3HauuTu ca D. Pazmorpumo cienehe ciydajese, y 3aBUCHOCTH O OHOCA y’KMHA Ta J1Ba OJIoKa.

e Axo cy OnokoBu L u D jeaHake ayKUHE, BbUXOBOM pa3MEHOM Ce I0OMja TPaXkeHO pelieHe.

¢ Ako je dnok L kpahu, o3Haunmo ca Dy nodeTHu neo Oioka D myxuHe k, a ca Do, ipeoctamu eo dioka D.
EnemenTu d650ka D7 Tpeda ga Oy oy MOYETHH €JIEMEHTH Y TPAKEHOM pellierby U 1a OUCMO TO TIOCTHUIJIA, MOKEMO
MX pa3MEHHTH ca ejeMeHTuMa Ojioka L. Tume u3 curyanuje L D1 Do nonasumo y cutyarmjy D1 L Do, 1ok je
TpaxeHo peuiewe odsuka DL, 1j. D1 Dy L. [1a ducmo To nocTuriu, notpedHo je aa uu3 L Do 3apoTtupamo 3a
IyxuHy onoka L yieBo (a To je oret k), Tj. Ja pasmMeHrMO osiokoBe L 1 Do, ITO je mpodieM UCTor 00JIHKa,
a1 Marbe JUMeH3Hje O] ITOJIa3HOT.

¢ Ako je onok L tyxu, o3HaunMo ca L1 modetHH jieo Onoka L pyxune n — k, a ca Lo, mpeoctanu neo onoka L.
Enementu 0s10ka D Tpeda fa Oyy OYETHU €JIEMEHTH Y TPakK€HOM pelliehY U ja OUCMO TO MOCTUIIIU, MOKEMO
WX pa3MEeHHUTH ca ejieMeHTuMa dnoka L. Tume u3 curyauuje L1 Lo D nomasumo y curyarmjy D Lo Ly, 10K je
TpaxkeHo perreme odmka DL, 1j. DLy Lo. la dricMo To OCTHIIH, TOTpedHoO je na Hu3 Lo L 3apoTrpamo 3a
IykuHy d10ka Ly yneBo (a 1o je 2k —n), Tj. Ja pa3mMeHUMo dJ0koBe Lo 1 Ly, IITO je mpodieM UCTOT 0dJIMKa,
aJIl Mawe JUMEH3H]je Off TI0JIa3HOr.

Jakie, 3aatak ce MOXke pelliMTH MHIYKTUBHO-PEeKypP3UBHOM KOHCTPYKIMjoM. TIpBH cily4yaj MOXeMO MOABECTH MOJ,
apyru (win Tpehn) jep ce KOMIUIETaH JIeBH OJIOK 3aMerbyje ca IeCHHUM, HaKOH uera ocTaje a ce pa3MeHe Mpa3HH
OJIOKOBH, IITO HE NMPOU3BOAM HUKaKaB edekar, ma usjia3 U3 pekyp3uje Moxe OUTH Cily4aj Kaja je OWiIo Koju of
OJI0KOBa Mpa3aH.

IIpernocraBuhemo aa Ha pacrosaramky UMaMo (PYHKI]Y razmeni Koja y JaTOM HU3Y WM BEKTOPY pa3Memyje OJ10-
KOBE UCTe J1y’KMHE KOjU ce He IIpeKJIanajy U KOju Movriby Ha ABe ate nosuiyje. Ty pyHKIIM]y je BeoMa jeJHOCTaBHO
umIuieMeHTupaTy. Y jesuky C++ Moxke ce UCKOPUCTUTHY OudIoTedka (byHKIMja Swap_ranges Koja Kao apryMeHTe
MprMa JJBa UTepaTopa Koja OrpaHWYaBajy IPBH OJIOK U UTepaTop KOjU yKasyje Ha MoYeTak APYror OJoKa.

Peliierbe ce MOsKe UCIIPOrpaMUPATH PeKyp3UBHO.

// razmenjujemo u vektoru “v” blok duzine “duzina” koji pocinje na
// poziciji ”b1” sa blokom duzine duzina koji pocinje na poiciji “b2”
voild razmeni(vector<int>& v, int p1, int p2, int d) {
swap_ranges(next(v.begin(), p1), next(v.begin(), pl + d),
next(v.begin(), p2));

// razmenjujemo blok L koji pocinje na poziciji pl i1 duzine je dl 1
// blok D koji pocinje na poziciji pd 1 duzine je dd
vold razmeniBlokove(vector<int>& v, int pl, int dl, int pd, int dd) {
// ako je neki blok prazan nema potrebe za razmenom
if (dl == [| dd == 0)
return;
if (dl <= dd) {
// razmenjujemo kompletan levi blok sa pocetkom desnog
razmeni(v, pl, pd, dl);
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// 1z situacije L.D1.D2 dosli smo u situaciju Di1.L.D2 1
// da bismo dosli u zeljenu situaciju D1.D2.L moramo
// da razmenimo L 1 D2
razmeniBlokove(v, pl + dl, dl, pd + dl, dd - dl);

} else {
// razmenjujemo kompletan desni blok sa pocetkom levog
razmeni(v, pl, pd, dd);
// 1z situacije L1.L2.D dosli smo u situaciju D.L2.L1 1
// da bismo dosli u zeljenu situaciju D.L1.L2 moramo
// da razmenimo L1 1 L2
razmeniBlokove(v, pl + dd, dl - dd, pd, dd);

}

}

vold rotiraj(vector<int>& v, int k) {
// razmenjujemo pocetni blok duzine k 1 ostatak niza
razmeniBlokove(v, 0, k, k, v.size() - k);

}

Ipumep. Pasmorpumo crrenehu npumep. Kenumo ga porupamo cnenehu vus [1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10] 3a 4 mecra
yJIeBO.

Hakon poranuje tpedaio du ga nodujemo [5,6,7,8,9,10,1,2,3,4].

* Poranuja ce BpIIH TAKO IITO pa3Merbyjemo Jieer 0ok L = [1, 2, 3, 4] ca gecanm dmokom D = [5,6,7,8,9, 10].
Baxupajep, =0,di=k=4,pg =k =4udy =n—k = 6. Iomro je neBu ook Kpahu oj gecHOT OJIOKA,
MOXKeMO 3aMeHHTH 1ieo Oiok L ca diokom Dy = [5, 6, 7, 8]. Tako modujamo [5,6,7,8,1,2,3,4,9,10].

Ha taj HaunHu Opojesw [5, 6, 7, 8] cy HOILIM Ha CBOje MECTO, a Jia OH ce O OBOT HU3a I00MO Kpajibi Pe3yITar,
noTpeGHO je y ey Hu3a u3a BuxX pasmenntu ook L = [1,2,3,4] u dnok Dy = [9, 10].

e Capa je L = [1,2,3,4],a D = [9,10]. Baxu na je p; = 4, d; = 4, pg = 8 udy = 2. oo je
JIeBU OJIOK IyXM Off JIECHOT OJIOKa, pasMmerbyjeMo 1ieo onok D ca dnokom Ly = [1,2] u tako modujamo
[5,6,7,8,9,10,3,4,1,2].

* JIo KOHAYHOT perIerba cafa MOKeMO JONK Tako MTo pa3sMeHnMo OiokoBe Lo = [3,4] u Ly = [1,2]. Baxu ga
jep =6,d, =2,pg =8mudy = 2. Y oBOM ciyuajy je Ay’KMHA 0da OJIOKA jefHaKa, Ia ce HAKOH EHUXOBE
pasmene nodujam [5,6,7,8,9,10,1, 2, 3, 4] u nporeaypa ce 3aycTaBiba.

AHann3a ca0KeHOCTH. [JOKaKHMMO []a ce arOpuTaM 3ayCTaB/ba U IPOLEHUMO My ciioxkeHocT. LleHTpanHa Mepa
Iporpeca y alrOpUTMy je yKyIlHa TyKMHa OJIOKOBa KOjU ce pa3Memyjy. YKyIHa dykKuHa Kpehe ol n U cMamyje ce
CcBe JIOK He jiohe 10 HyJle. Y NPBOM Clly4ajy ce BpIu pasMeHa d10KoBa TyxuHe d; 3a mra je norpedro O(d;) kopaka
Y HaKOH TOTa Ce BPILM PEKYP3UBHM O3B TaKaB J1a je 30up JyKHHa OJIOKOBa ypaBo 3a d; Mamy 01 T0JIa3HOT 30upa
ayxwuHa (HoBu 30up je d; + (dg —d;) = dg, anonasuu d; + dg). CudHO, y IPYroM ciiydajy ce BpIlH 3aMeHa OJI0KOBa
ayxuHe dg 3a mra je notpedHo O(d,;) Kopaka U HaKOH TOra e BPILM PEKYpP3MBHH IO3UB TaKaB [a je 30up oyKuHa
OrokoBa yrpaBo 3a d; MaH Off Mona3Hor 30upa ayxuHa (Hosu 30up je (d; — dg) + dg = d;, a nonasum d; + dg).
JlakJie, peKypeHTHa jeiHa4YMHa je y 0da ciydaja jemnaka T'(n) = T'(n — d) + O(d), tae je d = min(d;, dg) v ®eHO
pemtewse je T'(n) = O(n).

Jom jemHOCTaBHUje, y cBakoM (pyHKIHje razmeni ce momohy d pa3meHa TayHO d eJeMeHaTa JOBOIM Ha CBOje (hbu-
HAJIHO MECTO, OfIaKJIe Ce BUIIe He MpPJIa, & Y PEKYP3UBHO]j (DYHKIIMjU C€ OCUM Tora (M peKyp3WBHUX MMO3MBA) HE BPIIU
HHMKaKaB Apyru rnocao. [Iomiro ce 1o 3aBpleTky pekyp3uje CBaKH eIeMEHT Hajla3y Ha CBOM MECTY M3BIIECHO je TauHO
1 pa3MeHa.

Pexyp3uja je penHa u 1ako je ce MoxkeMo ociodoauTtu. Moryha je u jojaTHa ONTUMU3aIM]ja, jep MOYeTHE MO3ULHje
OJIOKOBA KOjU ce pa3Meryjy He MOpaMo MocedHO MaMTUTH, Beh UX MOKEMO YBEeK M3pauyHATH ako 3HAMO JIyKHHE
OJIOKOBA KOjU ce pa3Merbyjy M 3HaMO JIa Ce OHM Hajla3e Y 3aBpIIHOM jieny Huza. Mnycrpanuje paau, nmpukaszahemo
MaJio Ipyravuje UTepaTUBHO pellieibe Y KOM heMo MpeTHOCTABUTH [a Y CBAKOM KOpaKy OJIOK Koju Tpeda ja ce Hale
HA Kpajy HHU3a JIOBOJAMMO Ha FEroBO MECTO, a []a HAKOH TOra pa3MeHe MPEeoCTAIMX OJIOKOBA BPIIMMO Ha MOYETKY
HM3a.

IMpermnoctaBUMO Jia je y CBaKOM KOpaKy IeT/be NOTpedHO pa3MeHUTH OyokoBe L u D Koju ce cacToje 0J] MOYeTHUX
d;, ma 3atuMm dg exeMeHaTa Hu3a. Bpeqaoctn d; u dg ce vHMLMjanu3yjy Ha k U n — k, a 3aTUM ce y TIeT/bH TIOHABJba
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cinenehe.

* AKo cy d; u dq jenHaku, Taga ce pa3Memyjy OJOKOBH KOjU MouMmby Ha no3uijama 0 u d; ¥ KOju Cy DyKWHE
d; = d4 v emba ce MmpeKkuaa.

* Axo je d; < dg, uu3 je odmuka LD1 Do, tie je |Dy| = |L| = d;. Pasmenuhemo dmokose L u Do. Tlpeu
nourtse Ha nosuuuju 0, a gpyru Ha nosuuuju |[LD1| = d; + (dg — d;) = dg. Hakon tora hemo nodutn Hu3
Dy D1 L v npeoctahe HaMm fa pazmeHUMO Oj1okoBe Do U D1, KOju ¢y Ha noueTKy Huza. [dyxuHa Oioka Dy je
d;, a dioka D1 je dg — d;. 3ato ce BpemHOCT dg yMamyje 3a d;, 10K ce dy He Merba.

* Axo je d; > dg, vu3 je odiuka Ly LoD, e je |Lo| = |D| = dq. Pasmenuhemo onokose Lo u D. Ilpu
nountbe Ha nosutmju |Lq| = d; — dg, a npyru Ha nosuumju | L1 Lo| = d;. Hakon tora hemo nodutu Hu3
L, DL, nnpeocrahe HaMm aa pasmernmo OokoBe L1 u D. [IyxuHa On0oka Lo jemHaka je myxuau omoka D u
u3HOCH dg, Ta je qyxuHa Oioka L, jemHaka d; — dg4. 3ato ce d; ymamwyje 3a dg JOK ce dg He Memba.

Ipumep. [TpuMEHNMO OMICAHK ANTOPUTAM Ha jolll jeaHoM npumepy. Heka je nat vus [1,2,3,4,5]|u k = 3.

* YVmouerky jed; = k = 3udg = n—k = 2, na rpeda pasmenntu dokose L = [1,2, 3] u D = [4, 5]. Tlomrro
je dq < dj, pasmemyje ce ce o0k Lo = [2, 3], Koju nountse Ha nosuiuju d; — dg = 1 u dnok D = [4, 5],
KOjH Moummbe Ha no3uiwju d; = 3. Oda cy ayxune dg = 2. Tako ce noduja vus [1,4, 5, 2, 3]. Hakos tora ce
d; ymamyje 3a dg v moctaje 1.

e Camajed; = 1udy = 2, na rpeda pazmenuru diokose L = [1] u D = [4, 5]. [lowro je d; < dg, pasmeryjy
ce sieBu 0110k L = [1], Koju mountse Ha nosuiwju 0 u necHu 0ok Doy = [5], Koju nounibe Ha mo3uimju dg = 2
(oba cy myxune d; = 1). Tako ce noduja uus [5, 4, 1,2, 3]. Hakon Tora ce d; ymamyje 3a d; u nocraje 1.

» Cana je d; = dg = 1. 3aro ce pa3menbyjy dnokos# [5] u [4], koju mouurby Ha nosuiwju 0 1j. d; = 1, unme ce
HU3 JIOBOJM Y KeJbeHy KoHdwurypanujy [4, 5,1, 2, 3].

Anamm3za cjioskeHocTH. [IpruMeTMo fa je CII0KEHOCT OBOT MOCTYIIKA JMHEApHa, jep ce y CBAKOM KOpPaKy MoMohy
d pa3meHa dap d enemeHaTa JIOBOJM Ha CBOje KOHAUHO MECTO M IMMMHUIIIE U3 ajbe 00pasie.

39 9

// razmenjujemo u vektoru v” blok duzine “duzina” koji pocinje na
// poziciji ”p1” sa blokom duzine d koji pocinje na poiciji “p2”
vold razmeni(vector<int>& v, int p1, int p2, int d) {
for (int 1 = 0; 1 < d; 1++)
swap(v[p1+i], v[p2+i]);
}

// funkcija rotira elemente niza a, duzine n za k mesta ulevo
vold RotirajuUlevo(vector<int>& a, int k) {

// broj elemenata niza

int n = a.size();

// ciklicko pomeranje za k mesta je isto sto 1 ciklicko pomeranje za
// k % n mesta
k %= n;

// vrsimo rotiranje niza
int dl = k;
int dd = n-k;

while (true) {

if (dl < dd) {
// niz je oblika LD1D2, [L[|=[D2] 1 razmenjujemo L 1 D2 tako da
// dobijamo D2D1L
razmeni(a, 0, dd, dl);
dd -= dl;

} else if (dl > dd) {
// niz je oblika L1L2D, [L1[=|/D] 1 razmenjujemo L2 i D tako da
// dobijamo L1DL2
razmeni(a, dl-dd, dl, dd);
dl -= dd;
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} else {
// niz je oblika LD, [L[=|D] 1 razmenjujemo L i1 D cime
// zavrsavamo postupak
razmeni(a, 0, dl, dl);
break;

}

}
}

Basupano Ha uneju pasmeHe OJIOKOBa, Tj. HA MPETXOAHUM HHIYKTHBHO-PEKYP3MBHMM KOHCTPYKIIMjaMa MOKEMO
¢opmysHicaTy joI jesaH anropuram (ca A0CTa eJeTaHTHOM MMITIeMeHTanrjoM). IlpetnocraBuMo qa mMaMo Ha pac-
roJlaramy IpOMeHJbrBe [ U d KOje yKa3yjy Ha moueTak oyiokoBa L u D u mpoMeHsbHBe k U n KOje YKa3yjy Ha lbMXOBe
Kpajese (MpeLu3Huje, Mo3ULje n3a BUXOBUX KpajeBa).

Hamouerky jel =0ud = k.

VY newsn pasMeryjeMo eneMeHTe Ha rosunijama ! u d, yeehaBajyhu, mpu Tom, 0da nHmekca. TokoM mocrymka he
Ce IOTONTH WIM Ja UHAKEC | TOCTUTHE Kk WM Ja MHIAEKC d JOCTUATHE 1.

* AKo ce 00e cTBapH J0Trojie ICTOBPEMEHO, OJIOKOBH Cy OMJIM HCTE Ty>KMHE 1 YCTIEITHO CMO X PAa3MEHIIH, YMMe
je 1ocao 3aBpIIeH.

¢ Ako [ mocturte k ripe Hero mro d IOCTUTHE 1, TaJia je JIeBH OJIOK Oro Kpahit 'y OBOj CUTYAIIUjH je 3arpaBo
pa3MeeH ca TIOYETHUM JeJIOM JeCHOT OJIOKa, YuMe ce Aonuio y KoHdurypauujy D1 L Ds. Tlpeocrano je jomr
pa3menutu d1okoBe L u Dy. Tovertak Onoka L je Ha MecTy TpeHYTHOT MHAEKCa [, a Kpaj My je THK HCIpes
Tekyher nHzIeKca d U 3aTo aXXypupaMmo BpeaHOCT k Ha BpeaHocT d. Ilodetak u kpaj nena Do cy Ha cBOjuM
WCIIpaBHUM BpegHocTuMa (d u n).

* AKo d JOCTUTHE N TIpe Hero IITo | JOCTUrHe k, TaJa je IeCHU OJIOK dno Kpahul Uy OBOj CHTYaIMjH je 3arpaBo
pa3MemeH ca MOYETHUM JIeJIOM JIEBOT OJIOKA, YMMe ce JoIuIo y KoHdurypauujy D Lo L;. Ilpeocraso je jom
pa3meHuTH OokoBe Lo U L. Tlodetak dnoka Lo je Ha MecTy TPEeHYTHOT MHJIEKCa [, a Kpaj My je THUK HCIpe]
tekyher uagekca k. Mehytum, modetak dioka L1 je Ha MecTy TeKyher HeKca k 1 3aT0 je IIOTPedHO BPeTHOCT
d mocraBuTty Ha k, TOK je Kpaj Oioka L1 THK WCHpel MHAEKCA Nn.

I[ame, AITOpUTAM MOKE UMATU HAPEIHY, BEOMa €JICTAHTHY I/IMHJ'ICMCHTEIHI/ij.

voild RotirajUlevo(vector<int>& a, int k) {
// broj clanova niza
int n = a.size();

// ciklicko pomeranje za k mesta je isto sto 1 ciklicko pomeranje za
// k % n mesta
k %= n;

// vrsimo rotiranje niza razmenom blokova
int 1 = 0; // pocetak levog bloka
int d = k; // pocetak desnog bloka
// razmenjujemo blokove L 1 D tj. blokove [l, k) u [d, n)
while (true) {
// menjamo tekuce elemente u blokovima
swap(a[l++], a[d++]);

// stigli smo do kraja oba bloka, pa je posao zavrsen
if (L ==k & d == n)
break;

if (d == n) // stigli smo do kraja desnog bloka
// razmenili smo pocetak levog bloka sa desnim i dosli u
// situaciju DL2L1 1 jos treba da razmenimo blokove L2 1 L1, a
// to su blokovi [1l, k) u [k, n), tako da d treba postaviti na k
d = k;
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if (1 == k) // stigli smo do kraja levog bloka
// razmenili smo levi blok sa pocetkom desnog i dosli u situaciju
// DI1LD2 1 jos treba da razmenimo blokove L 1 D2, a to su blokovi
// [l, d) u [d, n), tako da k treba postaviti na d
k = d;
}
}

Ananm3a cioxeHocTH. CI0KEHOCT je TMHeapHa y OJIHOCY Ha NyKUHY HU32a U HE KOPUCTH Ce J0JaTHH MEMOPHUjCKU
MPOCTOP OCUM MOMOhHe MPOMEHJbHBE Y CKJIOIY pa3MeHe J[Ba eJieMeHTa HU3a.

IIpumep. [TpuMeHNMO OMMCAHK anroputaM Ha npumepy. Heka je mat vus [1,2,3,4,5]u k = 3.

* Bpojau [ kpehe on Bpenuoctu 0, Spojau d ox BpeaHoctu k = 3, 1j. kpehe ce ca odpamom diokosa [1, 2, 3]
u [4,5]. VY tpenyTtky kama dpojau d mobe mo Kpaja (mo BpemHoctH n), dpojad [ mma BpegHoct 2. Tama je
KoHburypanuja vusa [4, 5, 3,1, 2].

* Tana ce BpeaHocT d mocrapiba Ha TeKyhy BpesHOCT & a To je 3 u mpenasu ce Ha odpaay oiokosa [3] u [1, 2].
Osaj myT [ cTuske 10 BpeOHOCTH k Kaga d uMma BpeaHOCT 4 1 Taja je koHdurypamja [4,5, 1,3, 2].

* Tada se k nomepa Ha 4 u pazmarpajy ce dmokosu [3] u [2]. HakoH HHXOBe pa3MeHe J0/1a3u ce 0 Kpaja u
TpakeHe KoH(puryparmje [4, 5,1, 2, 3].

Jloka3 KOpeKTHOCTH. Beoma MHTepecaHTHO OM OWMJIO TOKa3aTH JUPEKTHO Ja je OBaj ajropuTaM KOpEeKTaH. Y
HacTaBKy hemMo jeIMHO JOKa3aTu J1a ce MPETXOJHM aJrophTaM 3aycTaBiba (IITO HHUje camMo MO cedU TPUBHUjAHO).
Jenna ox unBapujanTu nperxoaHe newse je ma je 0 < [ < k < d < n. [lokaxkxumo To.

e Tomro je 0 < n,0 < kuk < n, Hamouerky Baxu 0 = | < k = d < n, I1a je MHBapHjaHTa UCITyHEHA.

e Tlomro je 0 < k, Ha OCHOBY ycJIOBa IpeKuU/Ia eTsbe, Kaaa ce yhe y reno nembe 3HaMo 1a je 0 < I < k < d < n.
Hakon Tora ce [ u d yBehaBajy 3a 1, ma HakoH Tora Baxu 0 < [ < k < d < n. Axo jel = kud = n, nempa
ce 3aBpIllaBa, a MHBapHjaHTa BaXM M HAKOH MpeKHa MeT/be. Y CyNmpoTHOM, ako je | = k, Taga je d < n, JIOK
ce k moctama Ha d, ma ogHoc 0 < [ < k < d < n Baxu u npe HapeaHe urepanyje. CImdHO, ako je d = n,
tana je [ < k, nok ce d nmoctaeba Ha k, ma oqHoc 0 < [ < k < d < n Baxu U npe HapeaHe utepanuje. Ha
OCHOBY OBOT'a 3HAMO Jla OBa MHBApHjaHTa OCTaje UCITyheHa M HAKOH M3BpIIaBatba Tela TeTibe.

INoTtpedHo je jomr mokas3aTy Aa ce y HEKOM TPEHYTKY Mopa JOroauTu 1a je | = k wm ma je d = n. Mehytum, y
CBaKOM KOpaky IeT/be MpoMeH/bHBa [ ce yBehaBa 3a 1, IOK ce ropma rpanuia n He Memwa. Ctora 3Hamo ga he ce
HAKOH HajBHIIIEe 1 KOpaka JiecuTu Aa je | = n. Ha ocHOBy uHBapujanTe Taga he mopatu naBaxku na jel = k = d = n,
na he ce newpa 3aycTaBUTH. YjeIHO BUIMMO 1 J1a CE Yy HAjTOpeM CJIydajy IeT/ba N3BpIIaBa 7 IMyTa, 11a je aIropuTam
cioxeroctu O(n).

3anarak: Adamada

Huz cnosa ABACABADABACABAEABACABADABACABAFABACA... ce Moxe ¢hopMHpaTH Ha CJie-
nehn HaunH:

1. Hu3 je Ha moyeTKy mpasaH.

2. Ha Hu3 ce nonuine npBo BEJMKO CJIOBO eHITIeckor ayihadera Koje ce He Mmojapsbyje y (hopMUpaHOM JeiTy HU3a,
a M3a TOT CJIOBa Ce TIOHOBE CBa CJIOBA KOja Cy ce MOjaBHJIa Ipe mhera.

3. Kopak 2 ce noHOBH moTpedaH dpoj myta

Taxo nocJie npBe puMeHe Kopaka 2 nodujamo Hu3 A, ocne apyre Huz A B A, nocne tpehe nuz ABAC AB A v,

OppenuTH CIIOBO KOje ce MojaBibyje Ha n-TOM MecTy Y Husy, opojehu mecta on 1. Penmocien cioBa y eHIJIECKOM
andadery je ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ.

Vaas: Jenan npupoaan 6poj mamu o 67 108 864.

M3zaa3: JeqHo BeMKO CIIOBO €HIVIECKOTr ajidadera.

IMpumep 1 IIpumep 2 IMpumep 3

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz Vaaz Uznaz
8 D 65 A 100 C
Pememne
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Peniere rpydoM criioM je 1a ce y MEMOpPHjH Kpeupa Lieo HU3 KapakTepa M [ia ce 3aTHM IPOYMTa KapakTep ca Ofi-
roBapajyhe mosuije. OBO pellere TPOIIX IPEBUIIIE MEMOpPHje, a M BpeMeHa JIOK ce Ayradak HU3 KapakTepa He
M3rpaju.

2995

string s = 77;

char slovo = 'A';

while (s.size() <= n - 1) {
s =s + slovo + s;
slovo++;

}

cout << s[n-1] << endl;

3amatak ce MOXe pelmTy Oe3 Kperpama Qyradyke HUCKe KapaKTepa, ako MakJbUBO MPOYYNMO MPABMITHOCT IO KOjOj
ce cJIoBa mojaesbyjy. IIpBo clloBO A ce Hanasu Ha MecTy 1, pBo CJI0BO B Ha MecTy 2, mpBo c/ioBo C Ha MecTy 4, PBO
cyioBo D Ha MecTy 8 UTJI., 11a ce MOXe HACTYTHTH JIa Ce TIPBa 110 jaB/bUBalba CJI0BA HAJIa3e HA MECTHMA KOja Cy CTeleH!
opoja 2.

3aucrta, ako QyKMHY HA3a KapakTepa I1pe yMeTama HOBOT cJI0Ba aderiesie 0denexnmMo ca dy,, Baxu Ja je dg = 0 (mpe
yMeTara cJIoBa A He HaJla3| ce HUjelaH KapakTep) U ja je dx4+1 = 2dj + 1 (1pe ymeTama HOBOT CJIOBa Hajasu ce
HHUCKa KOja je JoOujeHa Tako IITO je MPEeTXOAHO CJIOBO CIOjeHO ca ABa MOojaB/bUBama HUCKE KOja ce I0jaBbuBaia
TIpe TOr MPeTXOMHOT ciloBa). 3aTo je dy = 2% — 1 (Baxku ga je 2° — 1 =Ompaje 28F1 —1 =2 (28 — 1) + 1), nok
je mpsa nosumja ciosa k (ako ce cosa opoje o jenan) jenHaka 2F.

Jlakrie, ako je yHeTH OpOj n HEKM cTemeH ABojke n = 2F, OHIa je y MuTamy MecTo Ha KOM ce CJIOBO MPBU MyT
nojaBbyje v Baxku ja je k = log, n (log, n 03HauaBa 6poj k Takas aa je 2% = n, nnp. log, 32 = 5, jep je 2° = 32).
3najyhu k cioBo nako Moxemo onpeautn cadupajyhu k ca ASCII/UNICODE kopmom cioBa A.

Y CcynpoTHOM IpodiieM MOKEMO CBECTH Ha IpodseM Mame aumensuje. Hexa je 28 < n < 2FF1 1j. mexa je k
Hajsehu cTenen nBojke Maru o n. Kapaktep Koju TpakMMO Hajlasu ce, JakJie, u3a nosuuuje 2% y ety Husa koju
je odujen KoTMpameM JeNa Hi3a ucnpe nosummje 2°. 3ato je n-Tu KapakTep y resiom Hu3y jenHak (n — 2F)-tom
KapakTepy y KOTMPAHOM JieJTy, a TOIITO JIe0 KOjH ce KOMMpa TIOUMibe Ha MOYeTKy HM3a, jeHak je (n — 2F)-Tom
KapakTepy y LeJIOM HU3Y.

OBHUM CMO ONHCATIH PEKYP3UBHH TIOCTYIIAK KOJjUM e(hPUKACHO MOXKEMO JIONH A0 pelierna.

log, n,3an = 2F
fn) = ’ k k k+1
f(n—2%),3a2" <n<2

Ha npumep, f(23) = f(23 —16) = f(7) = f(7T—4) = f(3) = f(3 —2) = f(1) = 0, ma ce Ha Mecty 23 Hanazu
cioBo A. CiimuHo, Ha nipumep, Baxu aa je f(40) = f(40 — 32) = f(8) = 3, na ce Ha mecty 40 Hasa3u cJoso D.

Ha ocHoBy nperxonHe gedunuiMje Ou ce Moryia UMILVIEMEHTUPATH peKyp3uBHa (pyHKIIMja (3a TO Ou Omiio moTpedHO
WCIIUTATH [Ia JIK je JaTh Opoj crerieH Opoja 2, Hahu oraputaM TakBor dpoja, n Hahu HajBehu cteneH dpoja 2 ox
Kor je natu Opoj Behm wim jennHak). Mmak, 3a Tum Hema notpede. AHanmu3upajyhu pan TakBe peKyp3uBHE (PyHKIIH]e
MOJKEMO yHarpe[| 3aK/by4nTH IITa he el pe3yaTtat Outy, 0e3 noTpede 3a BeHNM M3BpIIaBameM. [IpeTrnoctaBuMo
Jia 3HaMo OMHapHM 3arnuc Opoja n Tj. Aa 3HaMo Jia ce Opoj n MpeacTaBba Kao 30Mp HEKUX CTEeNeHOBa ABOjKe 2°™ +
2%m=14-_. . 42%_ TokoMm pekyp3uje o dpoja he ce ogy3rMaTH jeaH IO je[jaH CTeNeH ABOjKe, CBe JOK He OCTaHE CaMO
2% y Taga hemo 3HatH 1a je k = sg. Jakiie BaXu Aa je pe3yiraT jeqHaK HajMarmbeM CTeTleHY IBOjKe KOjU yUeCTBYje
pasnaramy Opoja Ha 30Up CTemeHoOBa JIBOjKE Tj. Ja je TpakeHH Opoj k jeJHaK MO3WIMjH HajAellibe jeAUHHIEC Y
OdrHapHOM 3armcy dpoja (IpeTnocTaBbamo Jia ce nosuiuje opoje o 0, 3necHa). o TpaxkeHor pe3ynrara je Moryhe
Johu gebereM dpoja ca 2§, Tj. y3aCTOIHUM JieJbeeM Opoja ca 2 cBe JOK Moc/eby cadUpak He 1ocTaHe 1, Tj. cee
JIOK je Opoj mapad (1o he ce JOroauTu TauyHo Sg MyTa).

int k = 0;

while (n % 2 == 0) {
n /= 2;
k++;

}

cout << (char)('A' + k) << endl;

CiiyaH pe3yaTat MOXeMo J0OUTH 1 dapaTajyhu QMPEeKTHO ca MHTEPHUM 3aIlicoM Opoja y pauyHapy, Kopuiihemem
duToBCcKUX onepartopa. [lo3uijy Kpajibe AecCHe jeqUHHIE jeIHOCTABHO MOKEMO M3padyHaTH MI(TOBakEeM (TIoMe-
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parmeM) OMHApHOT 3armvca Opoja yaecHOo 3a jeHO MECTO CBe JOK Hoceba Iudpa He ocTaHe jenHaka 1 (mocneamwy
1 py MOKEMO UCIIUTATH OMTOBCKOM KOHjYHKIIHjOM ca 1).

int k = 0;

while ((n & 1) == 0) {
n >>= 1;
k++;

}

cout << (char)('A' + k) << endl;

CaBpemeHH XapABep YeCTo MOoceyje ¥ MHCTPYKIUjY count trailing zeroes Kojom ce ofpeljyje Opoj Hyma n3a nocienme
jeavHMLe y OMHAPHOM 3amucy (IITo je Oall MOo3WIja Mociemhe jeauHnIie). Flako mporpaMcKe je3uI OOMYHO He
CTaH/IapAM3Y ]y MPUCTYII OBOj ONEPaLHjy, HEKY KOMITMJIATOPH Hy/ie MOAPIIKY 3a TO (Ha mpuMep, ako ce kopuctu GCC,
Moke ce yrnorpedutn pyHkimja __builtin_ctz, a ako ce kopuctu Microsoft Visual C++, Moxe ce ynorpeduTtu
¢ynkimja _BitScanReverse).

cout << (char)('A" + __builtin_ctz(n)) << endl;

3aparak: Mop3eoB HU3

Hwusz 1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1, ..., koju ce cacToju o HyJla ¥ jeAUHUIA, TPaaH ce Ha cienehn HAUWH:
OpBU eeMeHT je 1; npyru ce noduja jgormukom erarmjom npeor NOT(1) = 0, Tpehin u YETBPTH JIOTHIKOM He-
raipjom nperxoana aga NOT' (1) = 0, NOT(0) = 1, merw, 1IeCTH, CEIMH M OCMHU JIOTHYKOM HETAIMjOM IPBa
yetupu — noduja ce 0, 1, 1, 0 utn. dakiie, KpeHYBIIM OJl jeJHOUWIAHOT CerMeHTa 1, CBaKkOM NMOYETHOM CErMEHTY KOju
je myxune 2% (k ysuma Bpemnoctu 0,1,2,...) ONKCYyje ce CerMeHT McTe AyKMHE J0OMjeH JIOTMUKOM HErarujom
CBHIX eJIeMeHaTa TIOUYETHOT CerMeHTa. 3a 3aJaTo 1 OApeAUTH N-TH WiaH Hu3a (dpojame kpehe ox 1).

Vaaz: V npBoj IMHUjH CTaHAapAHOT yjla3a Hamasy ce Tpupoan opoj n (1 < n < 109).

H3aa3: Ha cranmapHoMm m3nasy npukasatu mudpy (0 wim 1) Ha mo3unuju n

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Hznasz Vaasz Hznaz Vaaz Uznasz
15 0 1234 0 12345678 1
Pememe

dopmMupame 1eJor HI3a

dopmynanuja 3aJaTKa Cyrepuille pelehe y KoMe Ou ce MoYeB OJ1 33/1aTOT MPBOT eJIeMEeHTa £1 = 1 penoM dpopmupa-
JIA CeTMEHTH M0 3a1aTuM npaBwimma (xs), (z3,x4), (T5...238), (X9 ... T16), (T17...232),. ... Jakie, exeMeHTH
Tekyher cermeHTa ce hopMEpajy HeranyjoM MpeTxoaHo (GOPMHUPAHUX eIeMeHATa Xy . . . T, KOJHU Cy Ha pacTojamy
k, rae je k crenen dpoja 2 (yBehasa ce AyIio HAKOH CBAKOT IIPEMHCAHOT CETMEHTA).

Crnoxenoct oor mpucryna je O(n).

OBO ymnuCHBambe ce MOXe peajn30BaTi noMohy yrHexheHuX MeTbd rie YHyTpalllba NeTba JYIUIMpa caapxkaj HU-
3a, a CHoJballllba KOHTPOJIMIIIE KOJIMKO IyTa cajipxkaj Tpeda Ayrmpartu (IoAaTHO ocurypasajyhu ja ce ynucuame
MpEKUHE Kajia ce MOMYHHU MOTPEOHUX 1 eJleMeHaTa HU3a).

bool Morzeov(int n) {
// Morzeov niz
vector<bool> a(n+1);
a[1] = true;
int upisano = 1; // broj upisanih elemenata
int duzina = 1; // duzina segmenta koji se trenutno negira
while (upisano < n) {
// negiramo segment trenutne duzine
// prekidamo petlju ranije ako tokom toga dostignemo n upisanih elemenata
for (int 1 = 1; 1 <= duzina && upisano < n; i++) {
a[duzina + i] = 'a[i];
upisano++;
}

// naredni segment koji treba negirati je duplo duzi
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duzina *= 2;

}

// upisano je n elemenata niza, pa ocitavamo rezultat
return a[n];

}

Hus ce mosxe nonmyHuTy 1 moMohy caMo jefHe NeTbe y KOjOj Ce BPIIM NPENUCUBAbE eleMEHaTa 0K ce He YIHIIe
HUX 7 TAKO IITO ce Ha MECTO ¢ MpPEIUCy je eJIeMeHT ca Mo3uityjje ¢ — k, yBehaBajyhu cremen qBojke k kama ce meo
TIPETXOJHU MOACETMEHT ITPEIHIIE.

bool Morzeov(int n) {
// Morzeov niz
vector<bool> a(n+1);

a[1] = true;
// rastojanje elemenata koji se negiraju
int k = 1;

// popunjavamo niz zakljucno sa pozicijom n
for (int 1 = 2; 1 <= n; i1++) {
// negiramo odgovarajuci element
a[i] = 'a[il - k];
// negirali smo ceo segment, pa prelazimo na sledeci
if (1 ==2 * k)
k *= 2;
}
// upisano je n elemenata niza, pa ocitavamo rezultat
return a[n];

Be3a m3mel)y oarosapajyhux uianoBa

JlupeKTHa pellera 3aaTKa ogpasyMeBajy (hopMHUpame CBUX eJeMeHaTa HU3a KOjU MPETXOfe n-ToM WiaHy. [la ou
ce n3pauyHao 2001. unan mopa ce uzpauyHaty cBux 2000 NpeTXoHUX WIAHOBA.

Younmo crienehe, kako dricMo Tpodiem pemwim Oe3 kopuiihewa HU3a U 0e3 u3pauyHaBamba CBUX WIAHOBA HU3A
KOjU IIpeTXofe N-ToM: (popMUpare eJeMeHaTa CerMeHTa Ha OCHOBY IIPETXOAHOT MOCTYIIKA, 3HAUH Jla C€ CBaKU MyT
Iy’)KVHa HU3a yJBaja, Tj. MpeJcTaBba CTeneH opoja 2.

* TIpUIMKOM HErMparsa MOYETHOr cerMeHTa godujamo aa je x2 = NOT(x1). Y 0BOM ciyyajy Baku ja je
Tn = NOT(xp—1).

* Herupatsem HapeJHOT cermMeHTa nodujamo aa je 3 = NOT(x1) uxy = NOT(x2). V oBOM ciyyajy Baku
najex, = NOT(x,_2).

* Haxkon Tora godujamo ja je x5 = NOT(x1), 26 = NOT(x3), x7 = NOT(x3) uxg = NOT(z4). Y oBom
ciydajy Baxu aa je x, = NOT (x,—4).

Hakue, 3a n > 1 Baxu pekypentsa ¢opmyina x, = NOT(x,,— ), TO€ je m - MAKCUMAJIHK CTeneH Opoja 2, Koju je
cTporo MamH of . OBa peKkypeHTHa popMysa omoryhaBa BeoMa e(pMKaCHO U3pauyHaBabE TPAKEHOT WIaHA HU3A.
Ha npumep,

T15 = NOT((Elg,,g) = NOT(LU7) = NOT(NOT($7,4)) = X7_4 = X3 = NOT(xL;,g) = NOT(LUl) =
NOT(1) = 0.

Tpaxenu dpoj ce 1odMja y HEKOJIMKO KOpaka 1 3a Behe BpegHocTy dpoja n. Ha mpumep, 3a n = 2001:

z2001 = NOT(x2001-1024) = NOT(xg77) = Tor7—-512 = Zags = NOT(xaes5-256) = NOT(x209) =
Z209—128 = Tg1 = NOT(xg1-64) = NOT(217) = T17-16 = 21 = L.

PexypenrHa hopMyiia HaM yKasyje Ja pellehe MOKEMO BEOMa jeJHOCTABHO PEaqn30BaTh y3 MOMONY peKyp3UBHE
¢yHKMje. YV UMIUIEMEHTaluju ce KOPUCTU MoMohHa (yHKIHMja 3a ofpehuBame TpakeHOr CTeneHa JBOjKe (OBY
(pyskumjy je moryhe mmmnemeHTHpaTy M euKacHuje, KopuihemeM onepanyja Hajg OMTOBMMa, MehyTUM M oBa
JjeAHOCTaBHA UMILIEMEHTAIMja je CACBUM JIOBOJbHA).
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ToImTo ce CBaKM eJIEMEHT HU3a U3PavyHaBa HA OCHOBY HEKOT M3 IIPETXOJIHE MOJOBUHE HH32, Y CBAKOM KOPAKY Ce 7
dap mosoBH, Tako 1a je cioxenoct osor npucryna O(logn).

// vraca najveci stepen od 2, koji je manji od n
int MaxStepen2(int n) {
int max = 1;
while (max * 2 < n)
max *= 2;
return max;

}

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
if (n == 1)
return true;
return !Morzeov(n - MaxStepen2(n));

}

Pexyp3ujy je moryhe jeAHOCTaBHO eJIMMUHIICATH | JIO peliekha MOKEMO TONH M HTepaTUBHO Tako MmTo fiemo nosazehn
ol x = 1, mpu cBakOM IpelacKy Ha MHJIEKC HaCTao yMameheM 3a HajBehu cTeneH Opoja Herupatu Tekyhy BpeaHOCT
T.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
bool x = true; // prvi clan niza
while (n > 1) {
n -= MaxStep2(n);
X = Ix;
}

return x;

}

IMpumeTHMO 12 ce TOKOM IPETXOAHO ONMCAHOT MOCTYITKA YKJIaa jeJaH 1o jeaaH OuT dpoja, CBe JOK He OCTaHe caMo
jemaH ouT (Tj. JOK Opoj He MOCTaHe cTereH ABOjke). HakoH Tora ce Taj duT momepa 3a jeIHO MECTO HAJIECHO, CBE
JOK Opoj He mocTaHe 1.

Ha npumep, Huz
Ta4 = NOT(.%‘lg) = X4 = NOT((EQ) =X = 1

ce dMHApHO MOXe MPeACTaBUTH MoMohy

z101100 = NOT (Zoo1100) = Tooo100 = NOT (Zoooo10) = Tooooo1 = 1.
Oga npyra ¢a3za Ou ce morma n3dehu, a UMIUIEMEHTaIHja 0 jeJHOCTABUTH ako O Opojame mosunyja owio ox 0, a
He of | (ITo JaKo MOXeMO TOCTHAM aKko oMax HAKOH yYMTaBamba YMamHMO BpegHocT n 3a 1). Tama du Baxwmiio
ma je 11 = NOT(zg), satum zo = NOT(xg), x5 = NOT(x1), 3atum x4 = NOT (z9), x5 = NOT(x1),
26 = NOT(x2) u x7 = NOT(x3). Pasnuka je, jakie, y TOMe LITO ce O CBAKOT MHIEKCa Oy3MMa Hajsehn

CTelleH JIBOjKe KOju je Behu WM jeqHak oJ JaTor dpoja (pa3iuka je 3HauajHa daill Kaja je UHAEKC KOjU TPEHYTHO
pa3MaTpamo CTeleH JBOjKe). Y TOj BApHjaHTH OUCMO YMECTO 44 PAUyHAIHN 43 ¥ BKUIO 01

T3 = NOT(.TH) = X3 = NOT((El) = Xo = 1
Tj. duHapHO

z101011 = NOT (x001011) = Zoooo11 = NOT (xo00001) = Toooooo = 1.

JlaxJie, Ha OBaj HAYMH Ce Y CBAKOM KOpaKy yKJama jeqaH OuT dpoja, cBe Hok Opoj He moctaHe 0, Herupajyhu cBaku
myT pe3yiaryjyhu Out. VBuA KOju Hac IOBOIM O JIelIle MIUIEMEHTaryje je To Aa he ce MCTH pe3ynrar JOOUTH
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1 Kajia ce OUTOBM YKJIamajy jeJaH Mo jeJaH, KpeHYBIIH Of OMTOBa HajMame, yMecTo oj duToBa HajBehe TexuHe.
Vxnamame nociemer Oura 1 y dnHapHOM 3amucy Opoja n ce MOXe YpaauTH BeoMa e(pUKacHO KopHIhemeM n3pasa
n&(n- 1).

MozxeMo IpUMETUTH [a ce y OBOM pelliey NoTBphyje aa je opojame on 0 ymecto o 1 npupogHuje 1 Aa UMa Jiemia
MaTeMaTH4Ka CBOjCTBaA.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
// prilagodjavamo brojanje tako da krene od 0 umesto od 1
n--;

int x = 1;

while (n) {
// uklanjamo poslednji bit iz binarnog zapisa broja
n=n&(n-1);
X = Ix;

}

return x;

}

Ha kpajy, Mmoxemo yBuIeTH Aa je dutaH camo Opoj jenuHuIa y OuHapHOM 3amucy opoja n — 1. Ako je Taj Opoj ma-
paH, pe3yitar je 1, a ako je HemapaH, pesyarar je 0. [Toctoje eprkacHu anropuT™Mu Ja ce Taj Opoj u3padyHa, a HeKH
padyHapu umajy u yrpaljeHy xapaBepcKy MHCTPYKLH]Y 3a To. Mako nporpamcku je3uk C++ He cTaHIapausyje npu-
CTYII TOj MHCTPYKIM)H, ako ce Kopuctr Kommriatop GCC, moryhe je ynorpedurn dpynkuujy __builtin_popcount,
a ako ce kopuctu Microsoft Visual C++, moryhe je ynorpedurn ¢pyHKImjy __popcnt.

// vraca n-ti element Morzeovog niza ako se pozicije broje od 1
bool Morzeov(int n) {
// prilagodjavamo brojanje tako da krene od @ umesto od 1
n--;
// ispitujemo parnost ukupnog broja bitova jednakih 1 u binarnom
// zapisu broja n
return !(__builtin_popcount(n) & 1);
}

3anarak: U3danuBame mudapa Ha cBe HAUUHE

Harmmmmmm porpam koju 3a qati npupopat dpoj n oapelhyje 30up cBux dpojeBa KOju ce MOTY JOOUTH M3DAIMBAEM
HeKkux nudapa dpoja n.

VYaa3: Ca cranpapHor yiasa ce yuuraBa Opoj koju Mosxe aa uMa Hajsumie 1000 mudapa.

N3na3: Ha cranmapanu u3ia3 CIUMCcaTH TpaskeHH 30Hp.

ITpumep

Yaaz H3znaz
123 177
Objawmrberve

1234+ 124+13+23+14+2+34+0=177.
Pememe

o peluewa MoxkeMo A0hK MHAYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKLMjOM. AKO je Opoj jeJHaK Hy/H, Taja je Tpaxe-
HU 30Wp jemHaK HylId. Y CYIMpPOTHOM ce Taj Opoj MOXe pa3jIoKUTH Ha CBOjy Mocienmy udpy u mudpe koje joj
nperxoze (amp. dpoj 1234 ce moxe paznoxuTu Ha dpoj 123 u uudpy 4). [IpernoctaBUMO A2 yMEMO [1a OAPEIUMO
TpakeHu 30Up 32 OpOj KOMe je YKIIOWeHa Mocelba udpa U pa3MOTPUMO KaKoO ce KOMOMHAIIMjOM TOT Opoja U Io-
caembe udpe Moxke JOOUTH TpakeHu 30up. ¥V TeKyheM npumepy, NpeTrnocTaB/baMo, JAaKJIe, Ja yMEMO J1a OipEAUMO
TpaxeHu 30up 3a 0poj 123. Ha cBaku ox cabupaka Koju ydecTByje y TOM 30Upy MOKEMO JAOJATU YETBOPKY 3/€CHA.
Caaku o1 TuX cadbupaka ce Joduja TaKo MITO ce OPUTUHATHU Opoj moMHOoXkH ca 10 1 gona ce 4. Hbuxos ce 30up 3ato
MOJKe JOOUTH Tako HITO ce mosa3Hu 30up (177) momHoxu ca 10 u 3aTuM yBeha 3a OHOJMKO YETBOPKH KOJIMKO UMa
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cadmupaka (y tekyhem nmpumepy ux mma 8). IlomTo cy oBUM MOKpUBEHE CBe MOTYRHOCTH, YKyIaH 30Hp ce goduja
caduparmeM MoJIa3HOT M OBAKO TpaHC(OPMHUCAHOT 30Hpa.

177 177*10 + 8*4 = 1802 177 + 1802 = 1979
123 1234

12 124

13 134

23 234

1 14

2 24

3 34

0 4

VY onmrrem ciydajy, gakiie, 1o0ujeHu 30up npedukca MHOKUMO ca 10 u yBehaBaMo Npon3BoJoM Nocieamwe nudpe
u Opoja OpojeBa Koju ce 10d0Mjajy mpelpTaBameM Ipdapa Tor npedukca. Taj dpoj HUje TEMIKO W3padyHATH jep
je mpuIMYHO ouMrIenHo Aa k-touudpen Opoj Moxe aa remepume 2F Spojesa (cBaka on k mudapa Moxke OUTH
WIM TIpelipTaHa WK HempenpTaHa). 3aTo MOXEMO OjayaTd WHIYKTUBHY XWMIIOTE3y M HalpaBUTH (PYHKIM]Y Koja
y3 TpaxkeHu 30up Bpaha jor goaaTHo U 0poj uudapa Opoja (wiu jour dosbe, oaropapajyhu creneH qBojke).

HakJie, mpodiieM jeAHOCTaBHO MOKEMO PEIIMTH Tako MITo AepUHUIIIEMO peKyp3UBHY (DYHKIIUjY KOja mpuma Opoj n
a Bpaha TpakeHu 30up 3a Taj Opoj n U oaroBapajyhu creneH aBojke. Builie BpenHocTH (hyHKIIMja MOXE Aa BpaTu
MOMONy CBOjMX M3JIa3HHUX MapamMeTapa.

JonatHu npodieM rpeicTaB/ba BeIMYMHA OpojeBa KOjU Cy JIOMYIITEH) Ha YJIa3y, TAKO [a je jaCHO a MMIUIEMEHTalH-
ja anropuT™Ma ca OMOJMOTEUKMM TUIIOBUMA IOaTaKa HUje ucripapHa. CTora MMIUIEMEHTalMja KOja KOPHCTH CaMo
OCHOBHE OpOjeBHE TUIIOBE MOAATaKa He paau KOPEKTHO 3a cBe Moryhe ynase (To ce MOXe PelIMTH KOpHIINeHneM
BEJIMKUX OpojeBa).

vold zZbir(int n, int& zbir, int& b) {
if (n == 0) {
zbir = 0;
b=1;
} else {
int zbirR, brojR;
Zbir(n / 10, zbirR, brojR);
zbir = zbirR + zbirR*10 + brojR * (n % 10);
b = brojR * 2;
}
}

int zbir(int n) {
int zbir, b;
Zbir(n, zbir, b);
return zbir;

}

OBakBe peKyp3uje je BeomMa jeJHOCTABHO OCJOOO0AUTH CE U AJITOPUTAM Ce JIAKO MOKe UMITJIEMEHTUPATH U UTEPATUBHO.
PasmoTprMo kako ce U3BpIaBa peKyp3UBHU IMO3MB 32 apryMeHT 1 = 123.

Zbir(123) 177, 8

Zbir(12) 15, 4
Zbir(1) 1, 2
Zbir(0) 0, 1

IMpumehyjemo, nakJe, fa ce n3padyHaBarmba BpILIE y IOBPATKY KPO3 PEKYP3HUjy U TO TAKO LITO CE BPEJHOCT MTPETXOJHOT
30Mpa U MPETXOAHOT CTelleHa [JBOjKE aXypHpajy Ha OCHOBY OIMCAHOI MOCTynka. VcTo u3padyHaBame ce MOXKE
OMHUCATH U UTEPATUBHUM IOCTYIKOM y KOM Ce MPOMEH/bUBE MHULMjaau3yjy Ha O u 1, a 3aTUM TOKOM uTepaluje
axypupajy kopuiihewem jeqHe no jenHe uudpe nojasHor Opoja, ¢ JeBa HagecHo. [Iponazak kpo3 uugpe dpoja y
TOM peiocyielly jeTHOCTABHU]H je aKo ce Opoj MPEeACTaBM Kao HICKa KapaKTepa.

int Zbir(const string& broj) {
int zbir = 0, b = 1;
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for (char c : broj) {
zbir += 10*zbir + b * (c - '0");
b *= 2;

}

return zbir;

}

3anarak: He caapxke uucgpy 3

Harniim iporpam koju ozpebyje konmko npupoinux dpojesa u3 untepsana [0, n] He cagpxe mudpy 3 y cBoM je-
Ka/IHOM 3aITicy.

Vaa3: [psa muHMja cTaHAApHOT yIa3a cafpku mpupogan 6poj n (n < 2 - 109).
M3na3: ¥V npBoj IMHUjU CTaHAAPIHOT M3/1a3a PUKA3aTH TPaKeHU pe3yJITar.
IIpumep 1

Vaaz Hznaz
15 14

Objaurserve

V unrepsany [0, 15] mocroju 16 dpojesa, a dpojesu 3 u 13 jemuuu caapxe mudpy 3.
IIpumep 2

Yaaz

999

Hznaz

729

IMpumep 3

Yaaz

12345

Hznaz

8262

Pememe

Bpojame dpojesa koju He cagp:ke nudpy 3

3ajaTak MOKXEMO PElIUTH TAKO IITO 3a CBaku O0poj o 0 10 n mpoBepUMO Aa Jin cafpxku Hudpy 3, U aKo He CaipKu
yeehamo Opojad dpojeBa Koju He canpixe dpy 3 (Taj Opojad y MOYeTKY MHUIMjAIN3Y jEMO Ha HyJTy). Y TOM pellenhy
npuMemyje ce arroputam oapehuBama Opoja ejleMeHaTa cepuje KOju 3a/I0BOJbaBajy JaTv YCJIOB, Tj. alroputam
opojama punrpupane cepuje. [Iposepy aa iu Opoj cagpxu mudppy 3 MOKEMO pean30BaT y ocedHOj (PyHKIIUjH.

bool sadrziCifru3(int n) {
do {
if (n % 10 == 3)
return true;
n /= 10;
} while (n > 0);
return false;

}

int brojeviBezCifre3(int n) {
int br = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= n; i++)
if (!sadrziCifru3(i))
br++;

180



3.1. I3BOLEILE UTEPATUBHUX AJITOPUTAMA N3 PERYP3UBHHUX

return br;

}
Eduxacunje uzpauynapame 6poja dpojena

3ajatak MOXEMO PELIMTH U Ha MHOTO e(pUKAacHUjU HA4YMH (1M je pellielkhe Y TOM CIydajy JOCTa KOMILIEKCHH]E).
Heka f(a,b) o3nayaBa Opoj OpojeBa u3 uHTEpBaia [a, b KOju y CBOM [eKagHOM 3amucy He caapike uudpy 3, a
fo(n) Bpoj Takeux dpojesa u3 uHTepBana [0, n]. Pa3MoTpuMo IpUMep y KOME KEJIUMO Jia U3PAYyHAMO BPEIHOCT
f0(4251). Cge dpojese u3 unrepsana [0, 4251] MOKEMO MOAETUTH y HEKOJIMKO IPyIa Tj. MOJUHTEpBaa. Baku na
je

[0,4251] = [0,999] U [1000, 1999] U [2000, 2999] U [3000, 3999] U [4000, 4251].

3aro je

fo(4251) = £(0,999) + £(1000,1999) + £(2000,2999) + £(3000, 3999) + f (4000, 4251).

Basxu ga je £(0,999) = f5(999). Takobe, Baxu u 1a je f(1000, 1999) jeanak opojy f(0,999) 1j. fo(999). Baucra,
usmeljy untepsaia [0, 999] u [1000, 1999] Moxe ce ycrocTaBuTH OjeKIrja TAKBA 1A CIIMKA Y CBOM JEKaJHOM 3aIlicy
caapxu mudpy 3 ako ¥ camMo aKo HEeH OPUTUHAIT Y CBOM JIEKaJHOM 3anucy caapxu 1udpy 3. CInyHo, Baxku U J1a je
£(2000,2999) = f5(999), ook je £(3000,3999) = 0 jep ceu Spojeru y unrepsany [3000, 3999] canpxe udpy 3.
Ha kpajy, Baxu u ma je f(4000,4251) jemnako f(0,251) 1j. fo(251). 3aro je

fo(4251) = 3+ £6(999) + fo(251).

Haxue, ako 3Hamo Opojese f(999) u fo(251) Tama moxemo u3padynatu u 0poj fo(4251).

Hcra TexHHKa ce MOXKe TIPUMEHUTH U Ha u3padyHaBame opojesa fo(999) u fo(251).

Baxu nga je
[0,999] = [0,99] U [100,199] U ... U [900, 999],
ma je
f0(999) = £(0,99) + f(100,199) + ...+ (900, 999).
Baxu ma je £(0,99) = f(100,199) = f(200,299) = f(400,499) = ... = f(900,999) = f0(99), a na je

£(300,399) = 0. Crora je

f0(999) =8 £0(99) + f0(99) = 9 f6(99).

CrnuyHO, BaXH 1a je

f0(99) =9+ fo(9),

1ok je fo(9) = 9 (jep y unrepsany [0, 9] koju uma 10 esemeHara, jerHO eneMeHT 3 caapku uudpy 3).

Baxu u na je
[0,251] = [0,99] U [100, 199] U [200, 251],
na je

fo(251) =2 fo(99) + fo(51).

Iomro je
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[0,51] = [0,9] U [10, 19] U [20, 29] U [30, 39] U [40, 49] U [50, 51],

BaXHU Ja je

fo(51) =4~ fo(9) + fo(1).

Baxwu u na je fo(1) = 2 jep cy oba enementa untepBana [0, 1] TakBu na He cagpike uudpy 3.

Haxre, fo(4251) =3 £o(999) + fo(251) =3 - (9 fo(99)) +2 - fo(99) + fo(51) =3+ (9 (9- fo(9))) + 2+ (9-
Fo(O) +4- fo(9) + fo(1)=3-9-9-9+2-9-9+4-9+2=2387.

®yukumjy fo je Mmoryhe pekyp3uBHO feduHucati. AKO ce Opoj n pasiake Ha MoveTHy uudpy ¢ u cypuke n' taga
ce fo(n) Moxke n3pauyHatu Ha crnefehi HAYMH, y 3aBUCHOCTH of nudpe ¢ (mpeTnocra/bamo aa opoj 9...9 uma
OHOJIMKO JIEBETKU KOJIMKO Iiripapa uma dpoj n').

* Axojec < 3Tamaje fo(n) =c- fo(9...9) + fo(n'),
* Axo je c =3 Tana je fo(n) =c- fo(9...9),
* Axkojec > 3Tamaje fo(n) = (c—1)- fo(9...9) + fo(n').

Wzna3 u3 pexypsuje Moxe outu u camo ciyuaj fo(0) = 1 (0 je jemunu dpoj y unrepaiy [0, 0] u OH He cagpku
uudpy 3).

[Ipodiiem ca MMIUIEMEHTAIjOM OBAaKBe PeKyp3UBHE (DYHKIIM]€ je TO IITO ce Hudpe 0/1Bajajy cjeBa HaJleCHO, IIITO je
KOMIUTMKOBaHHj€ HEro 3[eCHa HaJIeBO, Kaga dpoj n yako pasnaxemo Ha 1 div 10 u n mod 10. Crora mpe ynacka y
peKyp3ujy Moxxemo odpHyTH nudpe dpoja. Takole, 3a matu Opoj n HOTpedHO je oapeanTn oaroBapajyhu dpoj koju
ce cacToju caMo oj1 AeBeTKU. To jeTHOCTABHO MOXEMO PEIIUTH TaKO IITO KOHCTPYHILEMO Opoj Koju ce oJ Opoja n
noduja 3aMeHoM cBUX Ludapa mmdpom 9 u ako taj opoj mpocaehyjemo kao Apyru napamerap pekypauje (taj dpoj
y CBaKOM IO3MBY CaJpKH CaMo JIEBETKE 1 TO OHOJIMKO JIEBETKH KOJIMKO Ludapa uMa opoj n).

[IpumeTuMo Ja ce of1 jeJHOT peKyp3UBHOT MMO3KBa 3a Opoj ca k nudapa Hajuerthe 1o0Hjajy 1Ba peKyp3UBHA TO3UBA
3a Opojese ca k — 1 mudpapa, mTo ykasyje Ha TO Ja je CIOKEHOCT EKCIIOHEHIIMjaTHA (32 OCHOBY 2), IITO je JOMYCTHBO,
jep je opoj mmdapa manu. Mnak, c 063upom Ha TO Jja ce UCTU PEKyp3UBHU MO3UBH IpekJianajy (Ipe cBera oHu 00JIMKa
f0(9...9)), umiutemenTanmja ce Moxke yop3arti JUHAMAYKKEM IPOrPAMUPAIHEM HJIM TAKO IITO Ce IIPUMETH [1a je 1a
je fo(9...9) = 9%, ma 6u ce oBU peKyp3UBHH MO3UBU MOTJIM CTIEIUja/TN30BATH.

k

int brojeviBezCifre3(int n, int d) {
if (n == 0)
return 1;
int c = n % 10;
if (c < 3)
return c * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10) + brojeviBezCifre3(n / 10, d / 10);
else if (c == 3)
return c * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10);
else
return (c - 1) * brojeviBezCifre3(d / 10, d / 10) + brojeviBezCifre3(n / 10, d / 10);
}

int brojeviBezCifre3(int n) {

int nObratno = 0;

int devetke = 0;

do {
nObratno = nObratno * 10 + n % 10;
devetke = devetke * 10 + 9;
n /= 10;

} while (n > 0);

return brojeviBezCifre3(nObratno, devetke);

}
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YmMmecrto pGKyp3I/IjC KOja paan 0403ro HaHWKE, PCIIECHE MOKEMO CUHTCTU30BATH 040310 HABUIIIC.

Obpabhusahemo jemHy mo jemHy nudpy Opoja n, 3IecHa HAJIEBO M Mayio IO Majo hemo mpormmpuBata odpahenn
cyduke n’ dpoja n. YBeauMO NPOMEHIBHBY, HIIP. br, KOja TOKOM MTepalije dyBa BpeaHoCcTH fo(n') 3a cydukce n'
6poja n Koje TOkOM uTeparuje 0dpaljyjemMo, 1 POMEHJBUBY, HIIP. t, KOja qyBa BpeHoCTH dpojesa fo(9...9) = 9*,
3a Opojese 9. . .9 Koju uMajy k tmdapa 9, KOJIMKO YKYITHO rdapa uMa y TpeHyHOM cydukcy n'.

IpomenspuBe ¢ U br MHUIMjaIK3YjeMO Ha 1 (TIpeTmocTaB/hbaMo Jia je mpe netbe odpalieH mpaszaH cy(uKke Koju of-
rosapa 06pojy 0 u na je 9° = 1). 3atum y newbu odpahyjemo mudpy no mudpy dpoja n, kpenysim of mudpe
jemuanma. [IpomensbuBy br axyprupamo Ha ciepehn HauvH, y 3aBUCHOCTH of Tekyhe nudpe c.

* Akojec < 3Tamajebr =c-t+ br,
* Akojec=3Tamajebr =c-t,
e Akojec>3ramajebr=(c—1)-t+br.

ITpomeHnbuBY t axypupamo Ha BpeaHoCT 9 - .
Pa3MoTpuMO OHOBO MprMep u3padyHaBama fo(4251) 1 prMEeHNMO IPETXOAHO OMMCAHH alMropuTam Ha dpoj 4251.
IMpernocraBuMo Aa Ha MOYETKY MPOMEHJbUBE ¢ U br Majy BpeaHocT 1.

ITpBo obpalyjemo nocneamwy (MpBy ¢ AecHa) mdpy Opoja n, a To je mudpa 1. Iomrro je oHa Mama ox 3, axXypupamo
br maBpenHocT c-t 4+ br =114 1 = 2, a Bpegoct ¢ Ha BpegHocT 9 - ¢ = 9. Hakon oBora, mpomeH/biBa br nMa
BpenHocT fo(1), a npomensbuBa ¢ uMa BpeaHocT fo(9).

Hapenna tudpa je 5 u noiro je ona Beha o 3, axypupamo Bpenuoct br va (¢ — 1) -t +br = 4-9+ 2 = 38,
a BpeHOCT ¢ Ha BpeaHoct 9 - ¢ = 81. HakoH oBora, mpoMeHbuBa br uma BpenHocT fo(51), a mpomMeHsbrBa ¢ MMa
Bpeatoct f,(99).

Hapenna mudpa je 2 u momro je oHa Mama o 3, axypupamo BpeaHocT br Ha ¢ -t + br = 2 - 81 4+ 38 = 200, a
BpEHOCT ¢ Ha BpeaHocT 9-¢ = 9- 81 = 729. HakoH oBora, mpoMeHsbiBa br Ma BpeaHocT f(251), a npoMeHbrBa
t uma BpeaHoct fo(999).

Ha kpajy, noyerna nudpa je 4 u nomro je ona Beha ox 4, axypupamo Bpeanoct br Ha (¢c—1)-t+br = 3-729+200 =
2387. BpenHocrt ¢ ce axypupa Ha 9 - 729 = 6561, anmu ce Ta BpeAHOCT Aajbe He kopucTd. HakoH oBora, mpoMeHsbHBa
br nma BpeaHocT f(4251), a npomeHsbuBa ¢ uMa BpeaHoct f,(9999).

int brojeviBezCifre3(int n) {
int t =1, br = 1;
while (n > 0) {
int c = n% 10;
if (c < 3)
br = c*t + br;
else if (c == 3)
br = c*t;
else
br = (c-1)*t + br;
t = 9*%t;
n /= 10;
}

return br;

}

3aﬂaTaK: MaxkcumaJjaau 361/Ip HECYCEeIHUX €JIeMeHaTa HU3a

Hanummm mporpam koju oapelyje Hajehn 30up noaHM3a AaTOT HU3a LIelIuX OpojeBa KOju He CaAp:KH [Ba y3acCTOITHA
YIaHa HU3A.

Vaa3: Ca cranjapHor yniasa ce yHocu 0poj wianoba Huza 1 (1 < n < 10°), a 3aTMM M3 HapeHOT pejia YWIAHOBH
HH3a Pa3iBOjeHN pa3MaryMa.

H3aa3: Ha CTaHJApAHU U3J1a3 UCIIMCATU TPAKCHU MAKCUMaAJIHA 36I/Ip.

IIpumep 1
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Yaaz Hznaz
6 16
732415
Objawmrberve

Maxkcumaisu 30up je 30up cermenta 7 + 4 + 5 = 16.
IIpumep 2
Yaaz

12
3-245-13-4-5452 -1

Hznas
17
Pememe

3agaTtak MOXEMO jeTHOCTABHO PEUINTH MHIYKTHBHO-PEKYP3MBHOM KOHCTPYKIMjoM. HH3 MOXeMO pa3ioXkuTH Ha
TIOCTIE/IBY eIEMEHT U TpepuKe Tpe mera. Jla ducMo ogpeanim MakCHMalHU 30Mp HECYCeJHUX elleMeHaTa HU3a,
aHanm3upaheMo cityyaj Kaja je moclie/ilbu eJIeMEHT Hu3a e0 TOI MaKCUMAJTHOT 30Mpa U KajJa Huje (TO cy jelMHe JiBe
MOTYNHOCTH U jefiHa OJ] BbUX je CUIYPHO TauHa). 3aTo je MAaKCUMaJIHU 30Up HECYCeJHUX eJIeMeHaTa HU3a MaKCUMYyM
cneneha nBa 30upa:

* MIPBOT, KOJU Ce I00Uja TAKO LITO Ce MOCJIEABH eIEMEHT 1012 Ha MAKCUMAJTHU 301 HECYCEIHHX e1leMeHaTa Ipe-
uKkca, Ipu yemy y TOM 30UpY HE YKJbYUy j€ NPETIOCIEeIbH e1eMEHT H13a (Tj. OCJIEAY eJIEMEHT IpeduKca)
u

* JIpyror, Koju ce j100uja Ka0 MakCUMaJIHU 30Up HECyCe/IHUX ejieMeHaTa npeduKkca KOju MOXe Ja YKIbYYd U
MPETHOCEABbY eIEMEHT HU3A (Tj. MOCAEIHH eJIeMEHT NpeduKca).

HakJie, ocMM HITO MPETIIOCTaB/bAMO JIa YMEMO Jia PEelIuMO MpodJieM Mambe TUMEH3Mje Tj. [a 3a npedukc yMeMo
Ja ofpeIMO MaKCHMAaJIHU 30Up HECyCeJHUX eJleMeHara, OTpeOHO je Ja 0jayaMO MHAYKTUBHY XUIOTE3y U Ja 3a
npeduKc yMeMo J1a oJpeIMMO U MaKCUMAJTHU 30Hp HeCyCeJJHUX eJIeMeHaTa TOT MpeduKca ako MOCIeqby eIeMEeHT
npedrkca HAje YKIbYUeH y Taj 30up. HapaBHo, Kao U yBek Kaja ce 0jadyaBa MHAYKTUBHA XHIIOTe3a, “Iyr” ce Mopa
BpaTUTH T 3a NMpeQHKC MPOIINPEH JOAATHAM €JIEMEHTOM IOpe]] MAKCUMAJIHOT 30Mpa HECYCeIHNX eJieMeHaTa, MO-
paMo Ja yMeMo Aa OJpeIMMO M MAaKCUMAJIHH 30Up HeCyCceTHUX eleMeHaTa Kajia MoCye by eJIeMEHT Hije YKJbydeH.
MehyTtum, TO HUje TElKO, jep je TO YIMpaBO MAKCUMAJIHU 30Up HECYCeTHUX ejieMeHaTa nmpedukca. MakcumanHu
30up npourpeHor Hu3a (0e3 003upa Ha TO /1a JId YKJbyUyje WM He YKJbydyje MOCeqbU e1eMeHT) oapelhyjeMo Kao
MaKCHMYM JIBa ONHcaHa 301pa (K0ja Ha OCHOBY MHAYKTUBHE XUIIOTE3e JIAKO M3PaIyHABAMO).

W3na3 u3 pekypsyje je ciaydaj mpasHor Huza. MakcrMalHU 30Up HEroBUX HECYCeJHUX eJleMEeHaTa y CBAKO] Bapu-
JaHTH jeJHaK je HyJIH..

JaxJie, 00eNieXMMO ca 111, MaKCHMATHU 30Mp HECYCe[JHUX eJieMeHaTa MpBHX k eleMeHarta aaTtor Huza. Lluwb je na

ofipeMo M, Heka je m), Makcumaiy 30up HecyceIHUX eleMeHaTa IPBUX k eleMeHaTa HU3a y KOjU HHje YKIbYdeH

eJleMeHT aj_1. Baxe crnenehe pekypeHTHe penammje: mg = m6 = 0, nok 3a k > 0, Baxu m;c = Mp_1 ¥
!

my = max(ag—1 + my_, Me—1).

Anaimza caoxenocru. CroxeHoct osor aropurma je O(n).

int maks_zbir_bez = 0;
int maks_zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> Xx;
int maks_zbir_sa = maks_zbir_bez + x;
maks_zbir_bez = maks_zbir;
maks_zbir = max(maks_zbir_bez, maks_zbir_sa);
}

cout << maks_zbir << endl;
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Jomr jenHa MHIYKTHBHO-PEKYp3HMBHA KOHCTPYKIIHMja KOjOM ce IPOdJIeM MOKE PEeIINTH MOApa3syMeBa Ja ce 3a CBaKU
npeduKC HU3a OApey MaKCUMAJIHH 301 HECyCeJHUX eleMeHaTa KajJa je MoCIe by eJIeMeHT npedrKca yKIbydeH U
MaKCHUMaJIHU 30Up HECyCeJHUX eJleMeHaTa Kajia MOCIeIbY eJIeMEHT NpeuKca HUje YKIbyUeH.

Obdenexumo ca mj* MaKCUMaJIHU 30Up HECyCe[HUX eJleMeHaTa NPBUX k eJeMeHaTa HU3a, KOjU CafpkKu U eleMeHT

ap_—1 HUcCa mzez MaKCHUMaJIHU 361/Ip HECYCE€JHUX €JIEMEHaTa IpBUX k enemeHara HH3a, KOjI/I HE CaipK1 €JIEMEHT A —1 .-

a3a MHIYKIWje MOke OMTH je/IHOUNAH HU3 M Bakd mi® = ag, mi® = 0. 3a cBaKy Bpe;HOCT , BOKH
B 5 0 = a0, mb = 0. 3 k> 1
mi® = ag_1 + mbe umie* = max(mi® |, mbe* ). TpakeHa BpeAHOCT jeaHaka je max (ms®, mbe?).

Anammza caoxenocru. CroxeHoct ogor aropurma je O(n).

// prvi element se ucitava van petlje zbog inicijalizacije
// to je ujedno i baza indukcije, jednoclani prefiks niza
int x;

cin >> x;

int maks_zbir_bez = 0;

int maks_zbir_sa = x;

// u petlji obradjujemo tekuci element
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
int maks_zbir = max(maks_zbir_sa, maks_zbir_bez);
maks_zbir_sa = maks_zbir_bez + x;
maks_zbir_bez = maks_zbir;

cout << max(maks_zbir_bez, maks_zbir_sa) << endl;

WHayKTUBHO-PEKYP3UBHA KOHCTPYKIMja MOxe Tehu 1 Ha ciienehu HaumH. [IpernocraBbamo Jia yMeMo J1a u3pady-
HAMO MaKCHMAaJIHU 30Up cBakor mnpedukca Hu3a. AKO je npeduKkc mpazaH, MAKCUMAJIHU 30Up je HyJa, a ako je
jemHounaH, Tajga je jeqHak Behem o dpoja Hysa M IpBOT ejleMeHTa Hu3a. AKO je mpedukc dap IBOWIAH OHAA je
MaKCUMAaJTHU 30U HECYCEHUX eleMeHaTa Tor mpeduKca MaKCUMyM MaKCUMAaITHOT 30upa npedukca Oe3 mocieamer
esleMeHTa 1 301pa MOCIe/Iber eJIeMEeHTa 1 MaKCUMAITHOT 301pa Oe3 moce/jha JBa eJIeMeHTa.

Haxuie, nodujamo ga je mo = 0, m; = max(ag,0) ¥ m; = max(m;_1,a;,—1 + m;_2).

OBa pekyp3uBHa KOHCTPYKLIMja ce MOXe MCIIPOrpaMUpari peKyp3uBHOM ¢yHKLHjoM. Haxaroct, To pereme je
MIPUIAYHO Hee(PHKACHO.

Anaimmza ciaoxenoctd. CIOKEHOCT OBOT pellierbha 3a10BosbaBa jeqnaunny 7'(n) = T(n — 1) + T(n — 2) + O(1),
(1) = T(0) = 1, umje je pelletbe ekcrioHeHMjaIHA (YHKIMjA (UCTA jeJIHAYMHA CE jaB/ba M PHIMKOM JUPEKTHE
PEKYp3UBHE UMIUIEMEHTAlMje U3padyHaBamwa eeMmeHata PUOOHaUMjeBOT HU3A).

int makszbir(const vector<int>& a, int n) {

if (n == 0)
return 0;
if (n == 1)

return max(a[0], 0);
return max(makszbir(a, n-1), a[n-1] + makszbir(a, n-2));

}

Pekyp3ujy MOXeMO YKJIOHUTH U IOOUTH HApeIHY UTEpATUBHY UMIUIEMEHTAIH]Y.
Anamm3a caoxenocrd. CioxeHoct oor airopurma je O(n).

int maks_zbir_p = 0;
int x;
cin >> Xx;
int maks_zbir = max(0, x);
for (int 1 = 2; 1 <= n; 1++) {
int x;
cin >> x;
int tmp = max(maks_zbir, maks_zbir_p + x);
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maks_zbir_p = maks_zbir;
maks_zbir = tmp;
}

cout << maks_zbir << endl;

Hanomena. CucremaTuuaH HauuH ocjiodahama Hee(pUKaCHOCTH IIPOY3POKOBAHE PEKYP3UjOM OBOT THIIA JOJIa3H Y
OOJIMKY TEXHHMKA AUHAMUYKOT ITPOrPaMUpaba, KOje je OMHUCAHO Y 3aCEOHOM IOIIABIbY.

3aparak: MakcumaJjnu 30Up cermeHTa

Osaj 3agaiiiax je loHO8/beH Y Uiy Y8eNcOa8ara pastuMUIniuX exHuKa pewasared. Bugu itiexciti 3agaiixa.
THoxywaj ga 3agamiax ypaguw kopuutheroem ilexHUKA Koje ce U3Naicy y 080M Hoinasvy.

Pememe

Maxkcumaunu cy(pukcu

C 003upoM Ha TO /12 ce Cy(PUKCH IPBHX ¢ eleMeHaTa HiI3a MOTy aHaJIM3MPaTH MHKPEMEHTAITHO (cyukcH i + 1 eneme-
HaTta HM3a ce JoOMjajy MpommprBameM cyduKca ¢ eJleMeHaTa Hi3a I0JaTHUM eJIEMEHTOM), TPodJIeM aHaIM3e CBUX
cerMeHaTta je IoeJbHO CBECTH Ha IpodJIeM aHam3e cy(uKca. Y OBOM KOHKPETHOM IPOdJIeMy, MOKEMO IIPIMETUTH
Jla je MaKCHMaJHHU 30Mp CEerMeHTa yjeAHO M MaKCUMAJHHU 30HMp cydukca Koju ce 3aBplaBa Ha MO3UIMjU Ha KOjO]
ce Taj cerMeHT 3aBpiuaa. Crora ce 3aJaTak MOXe CBECTH Ha TO Jja C€ 3a CBaKy IO3HULHUjy Yy HU3Y OJpEIy MaKCU-
MaJIHU cy(bUKC, a ja ce OHAa Mel)y MakCUMalHUM cy(HKCHUMa 3a CBaKy MO3ULIYjy MpoHahe oHaj KOju je M10daIHo
MaKCHUMaJIHH.

JenuHu cyduKe NpBHUX HyJIa eleMeHaTa HU3a je Tpa3aH U mberos 30up je rno aedpuanimju 0. CBu cydukcn mpBux
1 + 1 enemMeHara HI3a, U3y3€eB MPA3HOT Cy(UKca 100Mjajy ce HOJaBaEeM eJleMeHTa Ha MO3UIWjU ¢ Ha Kpaj HEKOT
cycukca npBux ¢ eqemeHara Hu3a. Mely Henpasnum cydukcima HajBehu 30up UMa OHaj Koju je 1odujeH Jona-
BambEeM MOC/EIbEr eJeMeHTa YIPaBo Ha Cy(PUKC MPBUX ¢ eJleMeHaTa HU3a KOju UMa MakcuMasiHu 30up. On mera
jeauHo Moske OuTH Behu 30up npasHor cygukca (M TO KaJa ce HaKOH MPOLIMPUBaa MOCIe UM eJIEMEHTOM JoOuje
HEraTuBHM 30Mp). AKO BpeJHOCTH MaKCHMAJIHOT 30upa cy(rkca maMTUMO y HU3Y, TaJla HU3 JIAKO TOMYHaBaMo Ha
ocHOBY Be3a Sy = 0 u S;11 = max (S; + a;,0), roe je ca S; obesexeHa BpeAHOCT MaKCUMAJHOT 30upa cydukca
NIPBUX % €JeMeHaTa Hu3a q.

Ha kpajy Hama3sumMo MakcuMyM Hu3a S;.

IIpumep. Ilpukaxkumo paj aaropuTMa Ha mpumepy Huza -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3.V tabnuim nomymaBamo
BPEIHOCTH S;.

i a_{i+1} S_1i

0 0

1 -2 0 = max(0+(-2), 0)
2 3 3 = max(0+3, 0)

3 2 5 = max(3+2, 0)

4 -3 2 = max(5+(-3), 0)
5 -3 0 = max(2+(-3), 0)
6 -2 0 = max(0+(-2), 0)
7 4 4 = max(0+4, 0)

8 5 9 = max(4+5, 0)

9 -8 1 = max(9+(-8), 0)
10 3 4 = max(1+3, 0)

MaxkcumaiHa BpeAHOCT Yy KOJIOH! S; je 9.

Anamm3a caoxeHocrn. [1o1ro KOpUCTIMO HU3 MAKCHMAITHHUX 30UpOBa Cy(uKca, MeMOpHjcKa ciioxkeHocT je O(n).
Hwuz nonymaBamMo eJIeMEeHT 10 eleMEHT, THKPEMEHTATHO, Y jeTHOM IpoJia3y 3a IITa je JIOBOJBHO 7 KOpakKa, a 3aTUM
MAaKCUMyM HaJa3MMO Y HOBOM IIPOJIa3y Tj. Y HOBHX 7 KOpaka. YKyIIHa CIOKEHOCT je, Aakie, muHeapHa 1j. O(n).

vector<int> maxSufiks(n+1);
maxSufiks[0] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> Xx;
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maxSufiks[1+1] = max(maxSufiks[i] + x, 0);

}

cout << *max_element(begin(maxSufiks), end(maxSufiks)) << endl;
Kaaanos agropuram

MakcumMasHe BpeIHOCTH 30MpoBa cyuKkca He MOpaMo J1a MaMTUMO Yy HU3Y, aKO HBMXOB MakCUMyM ojapehyjemo
HCTOBPEMEHO ca ogpehuBameM BpeIHOCTY MaKCUMaITHUX 30upoBa cydurkca. OBaj ajlroputam MO3HAT je MO UMEHOM
Kaganos aniopuiiam.

Jenan maumH ma ce mohe mo Tor anropurma je crienehu. IlokymaBamo ma anropurtaM 3acHYjeMO HA MHAYKTHUBHO]
KOHCTPYKIIH]HU.

* 3a mpasaH HU3, jeJVHU CETMEHT je Mpa3aH U HberoB je 30up Hyna (To je yjeqHo Hajeehu 30Up KOju ce Moxe
IOOWTH).

¢ CMmarpamo J1a yMeMo Ja podJIeM pelirMo 3a MPOU3BOJbaH HU3 JIy)KUHE 7 M HA OCHOBY TOra MOKYILIABAMO [
pelmmMo 3aaTak 3a HU3 JykuHe 1 + 1 (I0J1a3Hi HU3 NPOIIMPEH jeAHUM JIOAATHUM €JIEMEHTOM).

CermeHT HajBeher 30Mpa y MPOIMIMPEHOM HHU3Y CE WM LIE0 CapXkH y MOJa3HOM HHU3Y AyKUHE 1 WIN YMHU
Cy(bHKC TIpOIIMPEHOT HU3a, Tj. 3aBpIaBa ce Ha MOCIeqmk0j Ho3unuju (YKipydyjyhu u moryhHocT na je Ty u
[Ipa3aH CErMEHT).

Ha ocHOBY MHIyKTHBHE XMIIOTE3€ 3HAMO J1a M3padyHamo HajBehu 301p cerMeHTa Hu3a Ay KUHE 1 ¥ IOTPEdHO je
Jia jOII OfIpeIMMO MaKCHUMAaJTHU 30Mp cy(pKca MpoIIrpeHor Hu3a. JeaaH HauuH Ja ce TO ypajd je Aa MPUINKOM
CBaKOT IPOIIMpPEha HA3a M3HOBA aHAJIM3MPAMO CBE CErMeHTe KOjH ce 3aBpIlaBajy Ha Tekyhoj mo3unuju, anu
YaK MaKo TO paJyMO MHKpPEMEHTAIHO (KPEeHYBIIH O Mpa3Hor cyuKca, Ma gojajyhu yHas3aq jeqaH mo jeqaH
€JIeMEHT) HajBUIIIe IIITO MOXEMO JIOOUTH je aJlropuTaM KBajpaTHE CI0XEHOCTH (IIpodajTe Ja ce yBepuTe aa
je To 3aucra Tako). Kipyunu yBup je To na Hajehu 30up cyukca Koju ce 3aBpllaBa Ha Tekyhoj nosuuuju
MOXXEMO MHKPEMEHTAJIHO U3pauyHaTy 3Hajyhu Hajehu 30up cydukca Hu3a npe npouuvpewa. Hajsehu 30up
HEKOT Hempa3HoT cy(uKca KOjH ce 3aBpiiaBa Ha TeKyhoj mo3uimju je 30up Tekyher esiemeHTa Hi3a v HajBeher
30Mpa HEeKOr Cy(pMKCca KOjH Ce 3aBpIaBa Ha MPeTX0gHo]j nosuimju. On mera Moxke OUTH MOBOJHHHjU CaMO
mpa3aH cy(puKe (1 To caMo aKo je MPEeTXOAHHU 30U HeraTHBaH).

Haxie, ako ca .S; 0deexXMMO MakCMMaJIHU 30Mp HEKOr cyduKca NpPBHX ¢ eJeMeHaTa Hu3a, a ca M; MakcUMaJlHu
30Mp HEKOr cerMeHTa IpuX i eleMeHaTa Hu3a, Baxu ma je My = Sy = 0, ma je S;4+1 = max (S; +a;,0) u
Mi+1 = max (]\47,7 SiJrl).

I/IMHHEMCHTaHI/ij MOXKEMO HallpaBUTHU UTEPATUBHUM AJITOPUTMOM KOME je I/IHBapI/IjaHTa Ja Y CBAKOM KOpaKy MNeT/bLe
3HaMO OB€ [IB€ BpEJHOCTU (MaKCI/IMyM CEIrMEHTa U MAaKCUMYM Cy(pHKCﬂ).

IIpumep. [Ipukaxmmo pax aaropurMa Ha mpumepy Hu3a -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3. V tadiuim nomymaBaMo
Bpeanoctu S; u M.

i a_{i+1} S_i M_1

0 0 0

1 -2 0 = max(0+(-2), 0) 0 = max(0, 0)
2 3 3 = max(0+3, 0) 3 = max(0, 3)
3 2 5 = max(3+2, 0) 5 = max(3, 5)
4 -3 2 = max(5+(-3), 0) 5 = max(5, 2)
5 -3 0 = max(2+(-3), 0) 5 = max(5, 0)
6 -2 0 = max(0+(-2), 0) 5 = max(5, 0)
7 4 4 = max(0+4, 0) 5 = max(5, 4)
8 5 9 = max(4+5, 0) 9 = max(5, 9)
9 -8 1 = max(9+(-8), 0) 9 = max(9, 1)
10 3 4 = max(1+3, 0) 9 = max(9, 4)

AHnanmn3za cjoxkeHocTH. [ommro exemMenTe yauTaBamMo jeiaH 1o jeJaH U He TaMTHUMO UX UCTOBPEMEHO, MEMOPHjCKa
cioxeroct je O(1). MakcumanHu 30Up cerMeHTa U Cy(pUKCa MHKPEMEHTAIHO U3padyHaBaMO jeJHUM MPOJIACKOM
KpPO3 3a/1aTe eJieMEHTe U BPEMEHCKA CIIOKEHOCT je JimHeapHa 1j. O(n).

Hanomena. [TpumeTrMo /1a cMO y TPETXOIHOM pa3MaTparby MPOLIY PN HHAYKTUBHY XUITOTE3Y ITpeTIocTaBsbajyhn
Ja IOpe TpPakeHe BPEAHOCTH Tj. MAKCUMyMa HEKOT CETMEHTa IIPBUX 7 eJIeMeHaTa Hu3a 3HaMO JA0JATHO M BPEIHOCT
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MaKCHUMaJIHOI' cy(bm(ca IIPBUX N €JICMCHATA HU3a.

int maxSufiks = 0, max = maxSufiks;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
maxSufiks += x;
if (maxSufiks < 0)
maxSufiks = 0;
if (maxSufiks > max)
max = maxSufiks;

}

cout << max << endl;

Bugu gpyiauuja pewersa 060t 3agaitika.

3aparak: Bpoj pactyhux cermenara

Osaj 3agaimiax je loHO8/beH Y Uiy Y8elcoas8arsa pastuMuiniux wexHuka pewasared. Bugu iiexciii 3agaiixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguuw Kopumheroem exHUKA Koje ce U3NANCY Y 080M HOIAAB/bY.

Pememe

NHAYKTHBHA KOHCTPYKIHja

Hajnenuie peniere MOkeMO JOOUTH aKO YOTPEOMMO MHKPEMEHTAIHO IPOLIMPUBAEbE CErMeHaTa jeIHHAM I10 jeAHUM
€JIEMEHTOM 3JIecHa. YKynaH Opoj pacTyhMx cerMeHaTa y HU3y MOKEMO JOOUTH TaKo IITO 3a CBAKY TMO3MIIMjY HU3a
n3padyHamo Opoj R pactyhmx cermeHaTa KOjH ce 3aBpIIaBajy Ha TOj MO3ULIM)H U TaKo JodujeHe dpojere cadepemo.

Ha nozunuju 0 ce He 3aBpIaBa HY jefaH pacTyhu cerMeHT (jep OHM 1o AepUHULIUU MOpajy Aa Oyay Oap JBOUWIAHH).
Haxie, Baxu [y = 0. Ako 3Hamo Opoj pacTyhux cermeHaTa KOju ce 3aBpIlaBajy Ha MO3MLUjHU j, Taja Beoma
JjEHOCTaBHO MOKEMO M3padyHaTH Opoj pacTyhmx cermeHara KOju ce 3aBpllaBajy Ha Mmosunuju j + 1.

* Ako je aj41 > a;, OHJA Ce CBaKM PacTyhu CEerMeHT KOjM Ce 3aBpIIaBa Ha NO3ULIMJU j MOXKE IPOLUIMPUTH
€JIEMEHTOM @41 M TaKO J0OUTH HOBM pactyhu cerment. JlogaTHo, pacTyhu cerMeHT je u [aj, a;1), Tako na
j€ YKymnaH Opoj cermMeHarta KOju ce 3aBplliaBajy Ha no3uiuju j + 1 3a jenan Behu of1 yKymHor dpoja pactyhux
CerMeHara KOju ce 3aBpLIaBajy Ha MO3ULMjK j ¥ Baxku [ = R; + 1.

* Ako je aj41 < a; OH/IA ce Ha MO3ULMjH j HE 3aBplIaBa HU jenaH pactyhu cermenr Tj. Baxu ;1 = 0.

Anagnmn3a cjoxeHocTu. bpoj pactyhux cermeHnaTa 3a CBakM JECHH Kpaj U BbUXOB YKyIaH Opoj oxpelyjemMo jeaHIM
HPOJIACKOM KpO3 HH3, y citoxxeHocTr O (n). TTONITO NaMTHMO caMo Jja y3aCTOIHA WiaHa HU3a, MEMOPHjCKa CIIOKEHOCT

je O(1).

int n;
cin >> n;
int prethodni;
cin >> prethodni;
// ukupan broj rastucih serija
long long ukupanBrojRastucih = 0;
// broj rastucih koji se zavrsavaju na tekucoj poziciji
long long brojRastucih = 0;
for(int 1 = 1; 1 < n; i1++) {
int tekucti;
cin >> tekuci;
if (tekuci > prethodni) {
// tekuci element produzava sve rastuce segmente koji su se zavrsili na
// prethodnoj poziciji 1 dodaje jos jedan nov dvoclan rastuci segment
brojRastucih++;
// dodajemo broj rastucih koji se zavrsavaju na poziciji i1 na
// ukupan broj rastucih segmenata
ukupanBrojRastucih += brojRastucih;
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} else {
brojRastucih = 0;

}

prethodni = tekucti;

}

cout << ukupanBrojRastucih << endl;

3anarak: ®akTopH paBHOTeKe OMHAPHOT JAPBeTa

JedunHunmmo BUCHHY mpasHor apeera kao 0, a HempasHOTr ApBeTa Kao Opoj YBOpoOBa OJf KOpeHa TOr JpBeTa J0
IBEeMY HajylasbeHujer JucTa (pauyHajyhu 1 KopeH u Taj icT). deduHummMo pakTop paBHOTEXe YBOpa OMHAPHOT
JpBETa Kao arcoyTHY Pa3/ivKy M3Mel)y BUCHHA BeroBOr JIEBOT H JIECHOT IToToMKa. Hamwmim porpam koju oapebyje
HajBehu (pakTOp paBHOTEKE HEKOT YBOpa YUUTAHOT OMHAPHOT JpBETa.

Vaa3: Ilpa3Ho OuHapHO OPBO ce 3a/1aje KapaKTepoM -, a HerpasHo y oouuky [k <levo> <desno>], rae je k meo
dpoj (BpemHOCT y KOpeHy), a <levo> 1 <desno> cy JIeBO U JIECHO MOAAPBO 3aIMCaHu y UCTOM (hopMary.

N3na3: Ha cranpapaHu usnas UCOKUCATH BpeJHOCT HajBeher (hakTopa paBHOTEXKE.

IIpumep 1

Yaaz H3znaz
(1[6--1[3[2([7-1[8--11-11[4-15--111] 3
Objautroerve

VYunTaHO IPBO je MPUKa3aHo Ha CIIHLIH.

Cnuka 3.1: [Ipo

Hajsehu aktop paBHOTEXKE je y KOPEHY — JIEBO IOAPBO je BUCUHE 1, a AecHO BucuHe 4, na je (paktop jenHax 3.
IIpumep 2

Yaas

(1[2[3([4[5[6([7[8[9([106--]-1-1-]-1-1-1-1-1-1]

H3znas

9

Pememe

JlMpeKTHa MHOYKTUBHO-PEKyp3MBHA KOHCTPYKIMja Y OBOM IIPUMEPY HE Jiaje pe3yirare jep (hakTop paBHOTEXKE YBOpa
He 3aBHCH 0f (paKTOpa paBHOTEXE JIEBOT M JECHOI MOAApBeTa (Tj. HWUXOBHX KOPEHHMX YBOpOBa), Beh o BHCHHE
THX gpBeTta. Ca Jipyre cTpaHe, BUCHHY JpBeTa BeoMa jeJHOCTaBHO MOKEMO M3payyHAaTH Ha OCHOBY MHIYKTHUBHO-
PEeKyp3UBHE KOHCTpyLMje (BUCHHA Ipa3Hor apBeTa je 0, a BUCHHA HeMpa3Hor ApBeTa je 3a jefad Beha o Makcumyma
BHCHHA JIEBOT U JIECHOT TIOJ/IPBETA).

Ca ¢yHKUIMjOM 32 W3pavyHABambe BUCHHE HA PacIioyiaramby JIAKO MOXEMO AebHMHHUCATH PEeKYp3UBHY (DYHKLM]Y KO-
ja u3pauyHaBa HajBehu paxTop paBHOTexke. HajBehu ¢paktop paBHOTE)e mpa3Hor apseta je 0, a HajBehu akrop
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paBHOTEXe HENpa3HOT JpBeTa je MakcMMyM HajBeher hakTopa paBHOTE ke JIEBOT ITOAPBETa, HajBeher hakTopa pas-
HOTE:Xe JECHOT MoAApBeTa U (paKTopa paBHOTEXE KOPEHa, KOjU U3padyHaBaMo Kao arlcoTyTHY Pa3/MKy BUCHHA JIEBOT
1 JIECHOT TIOAIpBeTa.

AHanm3a CJI0KEeHOCTH. AKO IIPETIIOCTABUMO [ je APBO OKO CBAKOT CBOT YBOpPA YPABHOTEKEHO Tj. [a je Y CBAKOM
HOJIPBETY I0JIa YBOPOBA JICBO, a M0JId YBOPOBA JECHO 0/ KOpeHa, (pyHKIMja Koja n3padyHaBa BUCHHY APBETa ca 1
4YBOpOBA 3a/10BoJbaBa jenHaunny T'(n) = 2 - T(n/2) + O(1), umje je pemierse Ha ocHOBY Mactep Teopeme O(n).
CII0KeHOCT je TaKBa 1 O3 Te IPETIIOCTABKE (aKO je APBO JIEr€HEPUCAHO Y JIKCTY, CIIOKEHOCT 33/I0BOJbABA jeHAYNHY
T(n) =T(n—1)+ O(1) uuje je pememe takohe O(n)). Y MHTYUTUBHO je jacHO jaa (PyHKIMja Y CBAKOM IIO3UBY
Mopa J1a odulje 1 JIEBO U IECHO MOJICTAdIIO Aa Ou oflpeinia BUCHHY, TaKo Ja (DyHKIIHMja 00MIIa3u CBe YBOPOBE (jeTHOM)
H CTOra je JIMHeapHe CIOKEHOCTH y OHOCY Ha Opoj yBopoBa cradia.

[Ton mpeTnocTaBKOM Aa je IPBO OKO CBAKOI YBOPA YPABHOTEKEHO, CJIOKEHOCT (PYHKIMje Koja MpoHaia3u HajBehu
(baktop paBHOTE)RE 3200BOIbABA jeqHaunHy T'(n) = 2 - T'(n/2) + O(n) 1 meHa je CI0KEHOCT, 3HAMO Ha OCHOBY
mactep Teopeme, O(nlogn). AKO je IPBO H3AETEHEPHCAHO Y JIMCTY (LITO C& MOXKE NECHUTH y HAjrOpeM Ciydajy),
Joduja ce 1a BpeMe U3BpIIaBarma 3a0B0basa jeqHaundy 1'(n) = T(n—1)+O(n) duje je pememwe O(n?). Petmmo
J1a KJbYYHH IpoOJIeM HacTaje ycJie/] Tora IITO Ce BUCHHA [eI0Ba IPBETa M3pavdyHaBa M3HOBA M H3HOBA.

Harnacumo 1 [1ia je CI0XKEHOCT yurTaBara U Kpeupara JpBeTa, Kao u ocnodahara uHeapHa U uztocu O(n), am
BpeMe MOske OMTH 3HaYajHO yCJie]] BEJIMKUX KOHCTAaHTHUX (paKTopa HaCcTaIMX yciiel Kopuinhema peJaTHBHO CKYTIHX
orepaiyja ajlokaiuje u Jeajlokaiyje MeMopuje.

int visina(cvor* koren) {
// visina praznog stabla je nula
if (koren == nullptr)
return 0;
// visina untrasnjeg cvora
return max(visina(koren->levo), visina(koren->desno)) + 1;

}

// 1lzracunava faktore ravnoteze svih cvorova
int maxFaktorRavnoteze(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;

int maxFaktorLevo = maxFaktorRavnoteze(koren->levo);
int maxFaktorDesno = maxFaktorRavnoteze(koren->desno);
int faktorKoren = abs(visina(koren->levo) - visina(koren->desno));

return max({maxFaktorLevo, maxFaktorDesno, faktorKoren});

}

AsropuTam ce Moe MoOOJBIIATH aKO Ce BUCHHA M (haKTOp PABHOTEXkE pavyHajy MCTOBPEMEHO, Tj. aKO I0jadamo
UHIYKTUBHY XUIOTE3Y U IPETIOCTABUMO JIa PEKYP3UBHUM MO3MBUMA MOKEMO JIa U3pavyyHaMo U (pakTope paBHOTEXE
Y BHUCHHY MOAApBeTa. ba3y umHM ciy4aj mpasHor cradja ydja je BHCHHA HyJla U KOje He CaAp)KH YBOPOBE UHjU
¢paxTop paBHOTENE Tpeda U3padyyHaTH. AKO NPETHOCTABUMO Jla YMEMO Aa U3padyHaMmo (pakTope paBHOTEXKE CBUX
YBOpPOBA MOAAPBETA, KA0 ¥ IbUXOBE BUCHHE, Ta/1a (PaKTOp paBHOTEXKE KOPEHAa MOKEMO jeJHOCTABHO M3padyyHATH Kao
aTicoTyTHY BPEAHOCT pa3jMKe THX BHUCHHA, a BUCHHY LIEJIOT IpBeTa Kao Opoj 3a jenaH Behu o MakCMMyMa BUCHHE
JIEBOT U IECHOT MOJ/IPBETA.

AHaJm3a cyio:keHoCcTH. 1o IPETIIOCTaBKOM /ia je APBO DalaHCHPaHO, OPOj KOpaka y M3BpLIaBaby OBOT &JITOPUTMA
3agoBosbaBa jeqHaunHy 1'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), unje je pemerse O(n). Yak u kaja ApBO HUje OanaHCHpPaHo,
clIokeHoCT je mHeapHa (jep je pewemse jeanauune 1'(n) = T'(n — 1) + O(1) takohe O(n)).

// izracunava faktore ravnoteze svih cvorova
vold visinaIMaxFaktorRavnoteze(cvor* koren, int& visina, int& maxFaktor) {
if (koren == nullptr) {
visina = 0;
maxFaktor = 0;
return;

}
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int visinalLevo, maxFaktorlLevo;

visinaIMaxFaktorRavnoteze(koren->levo, visinalLevo, maxFaktorLevo);
int visinaDesno, maxFaktorDesno;
visinalMaxFaktorRavnoteze(koren->desno, visinaDesno, maxFaktorDesno);

int faktorKoren = abs(visinalLevo - visinaDesno);

maxFaktor = max({maxFaktorLevo, maxFaktorDesno, faktorKoren});
visina = max(visinalevo, visinaDesno) + 1;

}

int maxFaktorRavnoteze(cvor* koren) {
int visina, maxFaktor;
visinaIMaxFaktorRavnoteze(koren, visina, maxFaktor);
return maxFaktor;

}
3anarak: {ujamerap OMHApHOT ApBeTa

Jedunuimmo qujamerap dOMHApHOT ApBeTa Kao Opoj YBOpOBa Ha IMyTamM M3Mel)y [Ba HajyJajbeHuja yBopa (To he
CUTYPHO OUTH JIUCTOBM), pauyHajyhu u Te uBopoBe. Hanuim nporpam koju yuuTaBa OMHApHO APBO U U3payyHaBa
HErOB AWjaMeTap.

Vaaz: Ilpazno duHapHO APBO ce 3a]aje KapaKTepoM -, a HenpasHo y odmuky [k <levo> <desno>], rae je k ueo
Opoj (BpemHOCT y KOpeHy), a <levo> u <desno> cy JIeBO U IECHO MOAIPBO 3aMUCaHU Y UCTOM opMaTy.

M3na3: Ha crangapaau n3nas ucnmcaTy TpaXeHH AMjaMeTap yUUTaHOT JIpBeTa.

IIpumep

Yaaz Hznaz
(1[6--1[3[2[7-1[8--1]-110[4-1[5--1]1] 6
Objawroerve

VYunraHo IPBO je MPUKa3aHO Ha CIIHLIH.

Cnuka 3.2: [Ipo

Hajgehe pactojame je 6 u oHO ce pocTke u3mel)y yBopoBa 8 u 5.
Pememe

JlBa HajynajbeHja yBopa (JIMcTa) MOry Ja Oyay oda y JIeBOj MOLAPBETY, 00a y JECHOM MOAPBETY WM jelaH MOXKe
Ia Oyze y JIeBOM, a jeslaH y J€CHOM ITOAApBeTy. Y MpBa /Ba Ciiydaja myT n3Mely muXx He cagpku KOpeH, a y Tpehem
ciyvajy myT u3melhy \BHX caipu KopeH. Y IpBa JBa ciIydyaja qujameTrap ApBeTa jeJHaK je AUjaMeTpy JIEBOT OJHOCHO
JIECHOT JIpBEeTa U MOXe OMTH M3padyHaT peKyp3uBHO. Y Tpehem ciyuajy 3HaMO Aa Hajayku MyT caJpXkHu KOpeH
JpBeTa, Kao U IyTeBe Ol KOPEHa JIEBOT JPBETa JO HEKOT IEroBOT JIUCTA U 01 KOPEHa AECHOT APBETa O HEKOT Ber0BOT
JIMCTa, MpU YeMy TH IyTeBH Tpeda aa Oyny wmto ayxu. MehyTum, Hajayku IMyT oll KOpeHa JI0 JIUCTa Y IPBETY je
yIIpaBo BHCHHA TOT JPBETa, Ma je HajayXu MyT KOju Mposa3u Kpo3 KOpeH JpBera 3a jeaaH ehu on 30upa BUCHHA
JIEBOT ¥ JIECHOT TOJ/IpBETA.
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BucuHy npBera J1ako MOXEMO M3padyHaTd IMOCEOHOM PeKyp3WBHOM (DYHKIMjoM (BHCHHA IpasHor apsera je 0, a
BHCHHA HETIPa3HOT JIpBeTa je 3a jeJaH Beha o/l MakcuMyMa BUCHHA JIEBOT U JIECHOT MOAAPBETA).

Ca ¢yHKIIMjoM 32 M3pavyyHaBae BUCHHE Ha pacrojaramy, Jako je nedprHUcaTH peKyp3uBHY (DYHKIHUjY KOja U3-
pauyHaBa nujamerap. [lujamerap mpasHor apBera je 0, a y CyNpOTHOM je MakCUMyM JifjaMeTpa JIEBOT MOJpBETa,
JMjaMeTpa JIECHOT MOJIpBeTa 1 30Mpa BUCHHA THX HOjIpBeTa yBehaHor 3a 1.

AHaJan3a CJ0KeHOCTH. AKO IIPETIIOCTABMMO [1a je JPBO OKO CBAKOT CBOT YBOPA YPABHOTEKEHO Tj. JIa je Y CBAKOM
MOJUIPBETY IMOJIa YBOPOBA JIEBO, a M0JIa YBOPOBA JIECHO OfI KOpeHa, (DYHKIIMja KOja 3padyyHaBa BUCHHY IPBETA Ca 1.
4BOpOBa 33/10BoskaBa jemHaunny 1'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), unje je pemere Ha ocHOBY Mactep Teopeme O(n).
CIOXEHOCT je TakBa M O€3 Te MPETIIOCTABKE (KO je APBO JIETeHEPUCAHO Y JIUCTY, CIIOKEHOCT 3a/I10BOJbaBa jeqHAUMHY
T(n) =T(n—1)+ O(1) unje je pememe takohe O(n)). Yl MHTYUTUBHO je jacHO Aa (pyHKIMja y CBAKOM IIO3UBY
Mopa J1a odulje 1 JIEBO U IECHO MOJCTAdIIO Aa Ou oflpeAnia BUCHHY, TaKo Aa (pyHKIIHMja 0OMIIa3H CBe YBOPOBE (jeTHOM)
M CTOTa je JIMHeapHe CIOKEHOCTH Y OHOCY Ha Opoj uBopoBa cradia.

IMon mpeTnocTaBKoOM J1a je IPBO OKO CBAKOT YBOPA YPABHOTEKEHO, CJIOKEHOCT (pyHKIIM]je KOja MPOHAIa3u JUujamMmeTap
3agoBosbaBa jenHaunHy T'(n) = 2 - T'(n/2) + O(n) 1 weHa je CIOKEHOCT, 3HAMO Ha OCHOBY MAacTep Teopeme,
O(nlogn). Axo je IpBO M3IEreHEPHUCAHO Y JUCTY (IITO Ce MOXE JECUTH Y HajropeM ciiydajy), 1oduja ce na Bpeme
M3BpIIaBaa 3a10Bobaa jemHaunny 1'(n) = T(n — 1) + O(n) umje je pememe O(n?). Peuumo ja KbyuHu
MIpodJIEM HaCTaje ycJle]] Tora IITO Ce BICHHA eJIOBa APBETa N3pauyyHaBa U3HOBA U N3HOBA.

int visina(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;
return 1 + max(visina(koren->levo), visina(koren->desno));

}

int dijametar(cvor* koren) {
if (koren == nullptr)
return 0;
int dijametar_levo = dijametar(koren->levo);
int dijametar_desno = dijametar(koren->desno);
return max({dijametar_levo, dijametar_desno, 1 + visina(koren->levo) + visina(koren->desno)});

}

EdukacHuje pelere ce 1001ja ako ce ymecTo 3aceOHMX (hyHKLMjA 32 U3payyHaBame BUCHHE U JHjaMeTpa, HHAYK-
THBHA XHUIIOTe3a 0javya U AeduHuIe ce (PyHKIMja KOja NCTOBPEMEHO U3padyyHaBa BUCHHY U AHjaMeTap.

AHanm3a caokeHocTH. o mpeTnocTaBKoM ja je ApBO dajlaHCUpaHO, OPOj KOpaka y U3BpIIaBarby OBOT AJITOPUTMA
3agoBobaBa jeaHaunHy T'(n) = 2 - T'(n/2) + O(1), unje je pemere O(n). Yak u kaja ApBO HUje SanaHcHpaHo,
CIIOXKEHOCT je nHeapHa (jep je petuere jeqnaunne T'(n) = T'(n — 1) + O(1) Takohe O(n)).

vold dijametar_i_visina(cvor* koren, int& dijametar, int& visina) {

if (koren == nullptr) {
dijametar = 0;
visina = 0;

} else {
int dijametar_levo, visina_levo;
dijametar_1i_visina(koren->levo, dijametar_levo, visina_levo);
int dijametar_desno, visina_desno;
dijametar_1i_visina(koren->desno, dijametar_desno, visina_desno);
dijametar = max({dijametar_levo, dijametar_desno, 1 + visina_levo + visina_desno});
visina = 1 + max(visina_levo, visina_desno);

int dijametar(cvor* koren) {
int d, v;
dijametar_i_visina(koren, d, v);
return d;

}
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