I'naBa 5

Ilonesm nma BJaajgaj

OCHOBHM MeXaHM3aM KOHCTDYKIMje ajlrophuTaMa je T3B. HMHAYKTHBHO-PEKyp3WBHA KOHCTPYKIIMja TIe CE pellerhe
mpodJeMa CBOAM Ha pelaBame MOTIpodIeMa UCTOT ODJIHKa, T Mamkbe AUMeH3rje. Beoma yecTo je muMeH3Hja moT-
npodJiema 3a jeiaH Marba o] AUMEH3Uje OpUrHATHOT podieMa. Ha mpumep, HU3 ce pasiiake Ha CBOj MPBU €JIEMEHT
1 HU3 eJieMeHaTa 13a mera (Cy(uKe) WIH ce pas3iake Ha eJJeMeHTe KOjU MPEeTXO0/ie MOCIeIhEeM eJIeMeHTY (TpehuKc)
U Taj mocjedmu egeMeHT. Ha mpumep, y anroputMy copTupama celleKIMjoM (selection sort) Ha MPBO MECTO Ce
TOCTaBJba HajMamH eJIEMEHT HU3a, a 3aTHM Ce Ha UCTH HaulH odpalyjy eleMeHTH u3a mera, JJOK Ce y aJrOpUTMYy
copTHpama ymMeTameM (insertion sort) coprupa npedurkc HI3a y KOju ce Ha Kpajy ymehe nocnenmsu enemenT. OBu
AITOPUTMH Cy OITMcaH y 3aaaTKy CopTupare Opojea. OCHM pelaBama HOTIIPOOIeMa, aITOPUTaM OOMIHO CaIPKH
KOpake MoTpedHe J1a ce MoTIpodeM MPUIPEMHU U KOpake [ia ce oJ] pe3yJTaTa MmoTnpodsiema A00ujy pe3yaTaTu mo-
JlasHor npodsiema. Ha npumep, y aJiroputmMy copTHpama CeJeKIjoM MPUIIPEMHU KOopak je oapehuBame nosunuje
MHHHMYMa " HETOBO JJOBOheHme Ha MoUeTak HU3a, JOK je y alTOPUTMY COPTHpara yMEeTamheM HaKOH 00pajie MomT-
npodisemMa (copTrpama npegukca) JoJaTHA KOPaK yMeTame MOCHAeAer eleMeHTa. AKO ce, Kao IITO je TO ciIyvaj y
OBa JIBa IpuMepa, 0dpaga MoTIpodIeMa BPIIY OMJIO Kao IMPBH MITH KAO MOCIIEABH KOPaK aIrTOpAUTMa (aKO HE TIOCTO jH
daza npunpeme wim odpaje pe3yiTara MoTIpodiemMa), Taga UMIUIEMEHTAI]ja MOXe OUTH U UTepaTUBHA.

* AKo ce peliaBa jeJjaH MoTIpodJIEM U aKO ce MpUIipeMa NoTipodsieMa 1 0dpajia pe3yraTa NoTnpodieMa Bpiie
y Bpemeny O(1), y3 yoduuajeHy peTIoCTaBKy [a ce u3Jia3 u3 pekyp3uje rakohe spum y Bpemeny O(1), Bpeme
peluaBama 3a10BosbaBa jepHaunny T'(n) = T'(n — 1) + O(1),T(0) = O(1), unje je peewe T'(n) = O(n).

* AKO ce pelaBa jeIaH MoTHpodJeM U aKO Ce IPUIIPEMa TIOTIIPodieMa i 00paja pe3yTara MoTHpodiemMa Bpiie
y Bpemeny O(n), y3 yobudajeHy IpeTIoCTaBKy Ja ce u3J1a3 U3 peKyp3uje Takohe Bpum y Bpemeny O(1), Bpeme
pemaBama 3a1oBosbaba jeanauuny 7'(n) = T'(n— 1) +O(n), T(0) = O(1), uuje je pemewe T'(n) = O(n?).

Edukachuja periera ce yecto 1o0ujajy TEXHUKOM KOja ce Ha3MBa TEXHUKA pa3naiared, TEXHUKA geKOMIo3uyUje NI
TeXHUKa iogeau-ila-enagaj (enrn. divide-and-conquer). HbeHa ocHOBHa ujeja je To a je yecto epuKacHUje pela-
BaTU HEKOJIMKO MOTHpodJieMa udja je AUMEeH3Mja 1Ba (UM BUIle) [yTa Mama Off AUMEH3Hje MOJIA3HOT MOTIIPodJieMa.
TakBux mpodiema Moxe OUTH JBa WM Buille. Koj n3pasuTo jeqHOCTABHUX MpodiieMa peliewe je Moryhe 1odutu u
pelaBamkeM CaMo jeIHOT TaKBOT MOTIIPoOIeMa, YMe ce Jodujajy N3pa3uTo e(puKacHa pelierna.

OCHOBHHU IIpUMepe TEXHUKE pa3iarama Cy COpTUpame 00jeJubaBambeM (EHIVI. merge sort) u Op30 copTrparke (SHII.
quick sort). U oBu cy asroputmu onucanu y 3agatky Coprupame opojesa. Takobhe, anroputmu odpajae dMHapHOT
JpBeTa crajgajy y oBy rpymy (jep cy noaappeTa NOTHpoOiIeMHu KOjU Cy y cilydajy OalaHCHpaHMX ApBeTa ABa MyTa
MamM OJl JUMEH3H]je MoJa3Hor npodsiema). buHapHa nperpara ce Takohe Moxe yOpojaTu y aaropuram OBOI THIIA,
aJIy, TIOIITO ce KOJI Bhe je/laH MOTIpodIeM MOTIIYHO 3aHeMapyje (IpUMemYje ce OJcename), Ta TEXHUKA Ce TIOHeKa[]
Ha3uBa cmarbu ia enagaj (eHrn. decrease and conquer).

AKoO cy TOTIIpoOIeMH KOjH Ce peliaBajy jeJHaKe AUMeH3Wje (Ba MyTa Mame oJ AUMEH3Hje MOJIa3HOTr MpodiemMa),
noduja ce Heka of cineaehux jemHaunHa (y 3aBUCHOCTH O] TOTa KOJIMKO BpeMeHa je MoTpedHOo 3a MpurpemMy MOTHpo-
Oniema 1 0djeaubaBae pe3ysraTta 100ujeHux nornpodiaema). Pelerwa jeqHaurHa OBOT TUIIA CE MOTY Y€CTO I00OUTH
TIPUMEHOM Mdcitiep itieopeme, a MU heMO y HACTABKY pe3MMHPATH CaMO HEKOJIMKO HajKapaKTePUCTUIHUjHX.

¢ Jepnaunna T'(n) = 2T (n/2) + O(n), T'(0) = O(1) uma petuere O(nlogn).
e Jepnaunna T'(n) = 2T (n/2) + O(1), T'(0) = O(1) uma petuere O(n).
e Jepnaunna T'(n) = 2T (n/2) + O(logn), T(0) = O(1) uma peweme O(n).
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* Jennaunna T'(n) = 2T(n/2) + O(nlogn), T(0) = O(1) uma pememe O(n log?(n)).

Tpeda odparuTi NaxHwy Ha TO A aKO Cy NOTHPOOJIEMH CTAJIHO HEpaBHOMEpHe AMMeH3Hje, Moryhe je na ce noduje
HpoLec KOju ce JiereHepuille y rpolec Koju ce onucyje jeaHauntom I'(n) = (n— 1)+ (n), T'(0) = O(1) u umje je
pemerse (n?) (WTO je, HAa TIPUMEP, CIOKEHOCT HAjrOper Cilydaja y anropurMy quick sort, ako muBoT

V ciydajy anroputama tumna decrease and conguer, peliaBa ce caMo jelaH MOTIpodieM U JoOujajy ce Hajuelrhe
jenHauyMHe ciaeneher Tumna.

e Jemnaunna T'(n) = T(n/2) + O(n), T(0) = O(1) uma petuere O(n).
e Jepnaunna T'(n) = T(n/2) + O(1), T(0) = O(1) uma pememe O(logn).

3anarak: Coprupame OpojeBa

Osaj 3agaitiak je OHO8/bEH Y YUY YEEHCOABArA PAUMUIIIUX TEXHUKA peulasarba. Bugu itiexcit 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agamiax ypaguw kopumheroem iHexXHUKA Koje ce U3Naxicy iy 080M H0inasvy.

Pememe

Bp3o coprupame (QuickSort)

YV cBakoOM KOpaky ajJropuTMa CopTHpama jeJjaH eJeMeHT (0OMYHO Ha3UBaH HUGOIH) ce JOBOAU Ha CBOj& MECTO (I1o-
KeJbHO Oun3y cpeauHe HU3a). [la OM HaKoH Tora, mpodieM Morao dUTH CBeleH Ha COPTUpAIbe ABa Marba MOAHU3a,
MOTPEOHO je MPUIMKOM JI0BOherba MUBOTA Ha CBOj€ MECTO IPYIMCATH CBE eJIEMEHTE Mathe WM jeIHaKe OJ1 khera Jie-
BO O] Iera, a CBe elieMenTe Behe oJ1 mera JecHO Of1 iera (ako ce Hu3 coptupa Heornanajyhe). To nperpynucaBame
eJieMeHaTa HU3a, KOPaK HapiiuyUOHUCarba KJbyIHH je KOpaK aJlrOpUTMa Op30r COTUpama.

Bp30 coprrpatse ce MOXe UMIUIEMEHTHPATH Ha crefiehin HaumH. [Tosus qsort_(a, 1, d) sortira deo niza afl, d].
IMapruimonucame ce BpLIM TEXHUKOM JABa NokasuBaya. CIIMYHAa TEXHMKA je NMpUKa3aHa y 3aganuma JIBodojka u
Tpodojka.

HakoH napTunmoHucame pekyp3uBHO ce COPTUpPajy JieBa U JIECHa M10JI0BUHA HU3a. M31a3 u3 pekyp3uje npeiacraBba
cilydaj Kaja je Hu3 (1j. 1eroB Jeo all, d) mpasaH Win jeHOWIaH (TakaB HU3 je Beh cOpTHpaH).

CII0KEHOCT Hajroper Cilyyaja OBOT airOpUTMa Moke OUTH KBajpatHa Tj. O(n?), ako ce CTalHO Jelasa 1a MMBOT
JeN HU3 Ha JIBe HepaBHOMEpHe lenuHe. Mnak, Moxe ce JOoKa3aTh Ja je MPOCEeYHa CJIOKEHOCT OBOI AJIFOPHTMA
O(nlogn) u 'y npakcu oH HoKa3syje Beoma H0Ope pe3yirare (3a pasjiuKy Of] COPTHpama 00jeInubBambeM He TPOLIN
ce BpeMe Ha ToMeparbe eJeMeHaTa n3Mel)y moMohHor U IJ1aBHOT HU34).

// soritra segment pozicija [l, d] u nizu a
voild quick_sort(vector<int>& a, int 1, int d) {
// ako segment [l, d] jedan ili nula elementa on je vec sortiran
if (L <d) {
// za pivot uzimamo proizvoljan element segmenta
swap(a[l], a[l + rand() % (d - 1L + 1)]);
// particionisemo niz tako da se u njemu prvo javljaju elementi
// manji 1li1 jednaki pivotu, a zatim veci od pivota
// tokom rada vazi [1l, k] su manji 1li jednaki pivotu
// (k, 1) su veci od pivota, [i, d] su jos neispitani
int k = 1;
for (int 1 = 1+1; 1 <= d; 1++)
if (a[i] <= a[l])
swap(a[i], a[++k]);
// razmenjujemo pivot sa poslednjim manjim ili jednakim elementom
swap(a[l], a[kD);
// rekurzivno sortiramo deo niza levo 1 desno od pivota
quick_sort(a, 1, k - 1);
quick_sort(a, k + 1, d);
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// sortira niz a

void quick_sort(vector<int>& a) {
// poziv pomocne funkcije koja u nizu a sortira segment pozicija [0, n-1]
quick_sort(a, 0, a.size() - 1);

}

Bugu gpyiauuja pewerba oeot 3agaiiixa.

3anarak: 30up k Hajoombux

Osaj 3agaiiiax je HOHOB/bEH Y UUDY YBEHCOABAFA PA3MUMUINIUX THEeXHUKA pewasared. Bugu tiiexciil 3agaiiixa.
Ioxkywaj ga 3agaisiax ypagu kopuutheroem MeXHUKA KOje ce U3NANCY Y 080M HOINA8/vY.

Pememe

QuickSelect

Aunroputam 6p3e ceaexyuje (QuickSelect) npeacraBba MoAU(pUKALUjy alrOpUTMa Op30r COpPTHpama. AJITOpUTaM
dpsor coptupama 1 HBeroba MMIUVIEMEHTAMja Cy MpHKaszaHu y 3agatky Coprupame dpojeBa. bpsa cenexumja ce
KOPHCTH J1a Ceé HU3 TOZIeNIU TaKo Ja ce Ha npBux k Mecta Hahe k HajBehmx (MM HajMamMX) eleMeHaTa HU3a, Ja
ce Ha MeCTHMa M3a BUX Hajla3e eJeMEeHTH MamH (WM Behu) o BbUX, IPU YeMy je pelocie]] eleMeHara y CBakoj
o[l Te JBe Ipymne npousBosbaH. IlomTo je pemocnen eneMeHara y rpynama Ipou3BOJbaH, MOXe ce JOOUTH edpuKa-
CHHUjU aJIrOpUTaM OJf OHOTra y KOM OM ce COpTHpao Lieo HU3 (jep pelociies] eleMeHaTa y CBakoj rpylu Moxe OuTh
[IPOU3BOJbAH).

Anropuram dp3e celleK1rje ce 3aCHUBA Ha KOPAKy NapTULMOHUCAbA, MICHTHYHOM Ka0 y alroputMy Op3or copThpa-
1a, KOj! y IMHEapHO] CIIOKEHOCTH eJleMeHTe Hi3a ypelyje Tako Ja ce MpBo y HU3y Hal)y eleMeHTH KOjU Cy MambH Off
HEKOT' J]aTOT eJleMeHTa (T3B. IMBOTA), 1a C& HAKOH HUX HAJIa3M Taj eJIEMEHT U [la HAKOH TOra Clie/ie eJIEMEHTH KOju
cy Behu oz nuBoTta. Penocnen enemeHara y cBakoj Off OBUX I'pyIia je NOTITYHO IPOM3BOJbaH. AKO ce IMBOT jaBiba
BHIIIE MyTa, OCTaA T10jaBJbiBatba MMBOTA MOTY OMTH OHJIO JIEBO, OMJIO IECHO Of] MMBOTA (UECTO Ce y3UMa Jja Ce JIeBO
0]l MMBOTA HaJla3e eJIEMEHTH MambK WK jeJHAKH Off Ihera, a IECHO eleMeHTH cTporo Behu o mera WM o0paTHo).
Kao kop anroputma dp3or copTipama, 3a MapTULHOHNUCAE Ce MOI'Y KOPUCTUTHU TTOCTYILM 3aCHOBAHH HA TEXHULIU
JIBa MOKa3uBayva. [letasbaH ONuC MoCTynmaka OBOT TUMA Jat je y 3ajanuma J[[Bodojka umm Tpodojka.

ITomro ce Y 3aaTKy TpaxXunu 36I/Ip k HajBChI/IX €JIEeMEHaTa y HU3y, jeIIHOCTaBHOCTI/I paagu, HpeTHOCTaBI/IhCMO Ja eJie-
MEHTE HH3a COPTUPAMO Yy OspaTHOM penociieny — KeJanuMo Ja ce k HajBehI/IX €JIEMCHaTa HHU3a Halje Ha HBECroBOM
TIOYETKY.

OCoBHHE aJITOPUTaM je peKyp3vBaH U MapaMeTap peKyp3uje cy rpanure [ u d u Opoj k, 1 3aaTak aJroputMa je aa
Jleo HU3a Ha nosuijama [I, d] peopranusyje Tako ja Ha nmodueTky Oyje k HajBehux ejeMeHara Tor Jiena Hu3a.

W3zna3 u3 pekyp3uje Moxe Outn Kana je k Behe win jegHako on myxkuHe cermenta [I,d], 1j. kagajek > d — 1+ 1
Tajga CBU eJeMEeHTH Hu3a criafgajy Mely npBux k. Ako je y crapty k < n, rae je n Opoj elemMeHarta Hu3a, Taaa k
HuKaja Hehe durtu crporo Behe op nyxuHe cermenra (I, d] (am Moxe SUTH jeIHAKO).

HakoH 1300pa MMBOTA 1 MAPTHUIIMOHKCAHA, TO3HATA je MO3UIIMja Ha KOjOj ce MUBOT Hasla3u. Heka je To Heka mo3uiuja
m (Baxu qa je | < m < d).

* Ako je Opoj eremeHaTa JIeBO Off nMBOTa (BpegHocT m — [) Beha mwim jeqHaka k oHOa je JoBoJbHO Hahm k
HajBehux enemMeHaTa JIeBOr Jejia Hu3a. HamMme CBU ejleMeHTH y JIEBOM Jiesly Hu3a ¢y Behu WM jegaHKu off
[MBOTA M Off eJleMEHATa y IECHOM JIeIy, [1a ce CBUX k HajBehux ejleMeHaTa JeJia Hu3a ca nosuuwja [, d] Hanase
y JIEBOM JieJTy HU3a, HCIIpe] MBOTA. [{akiie, HOTpedHO je M3BPIIUTH PEKYP3UBHY [03MB 3a uHTEpBa ([, m — 1]
u 6poj k Tj. mponahu k HajBehux enemenara y meily Hu3a Ha nosuimjama [I, m — 1].

* V cynpoTHOM ce 3aKJbY9YHO ca IIMBOTOM Hanasu m — [ + 1 ox k HajBehux enemeHaTa HU3a U 3aTO je IOTPedHO
y JIECHOM Jieaty oapenut jour k — (m — [+ 1) HajBehux enemMeHaTa U3 TOT JIENa, TAKO Jia Ce PEKYP3UBHHU TO3KB
BpM 3a uHTepBan [m + 1,d] u dpoj k —m +1 — 1.

ITpumetumo aa y (byHKIUjU IOCTOjU CaMO jelaH PEeKYP3UBHU MO3KB U TO PEMHU, TAaKO Ja CE OH MOXke jeJHOCTABHO
€JIMMUHHCATH.

IMpukaxnmo paj oBOr aJITOpUTMa Ha IPHMeEPY MPOHanaxema S Hajeehux enemeHatauuza b, 9, 6, 3,10,13,1,7, 8,14, 2.
Baxmpajek =5un=11.
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[\

» Hamnouerky je [I,d] = [0,n—1] = [0, 10]. Tocne naprurmonucatma noduja ce a3 9, 6, 10,13,7,8,14, 5,3, 1,
I7ie je IMMBOT 5 3aBpIIMO Ha mos3uiuju m = 7. Ilomro je dpoj enemeHara jeBo of muBota m — [ = 7
Behu ox1 k = 5, peKyp3VBHO IIpoHaNa3uMo 5 HajBehux esleMeHarta y ey HU3a Ha MO3UIjaMa Y HHTepBaLy
[I,m —1] =0, 6].

e TMaprummonuinemo neo Hm3a oapeben ca [l,d] = [0,6]. Tlocie mapruimoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14, 9,6,7,8,5,3,1,2, rae je nmuBorT 9 3aBpmmo Ha nosuuuju m = 3. OBaj myT je dpoj ene-
MeHaTa JIeBO O]l MUBOTa m — [ = 3 cTporo mMamwH of k = 5. 3aro je moTpedHO peKyp3uBHO MoHahu
k — (m —1+ 1) = 1 Hajsehu esiemMeHT y Aeily HU3a Ha nosujama [m + 1,d] = [4, 6]

e TMaprunmonuinemo neo Hu3a oapeben ca [I,d] = [4,6]. Tlocie mapruiMoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14,9,7,8,6,5,3,1,2, roe je muBoT 6 3aBpmmo Ha nosurju m = 6. DBpoj eremenarta yieBo
on muBoTa m — | = 2 u oH je Behu of k, ma peKyp3mBHO Tpaxumo k = 1 HajBehn eneMeHT y Aely Hu3a Ha
nozunjama [, m — 1] = [4, 5].

e TMaprunmonuiiemo jgeo Hu3a oapeben ca [I,d] = [4,5]. Tlocie mapruimoHucama OOOWja ce HU3
10,13,14,9,8,7,6,5,3,1,2, roe je IMBOT 7 3aBpIIMO Ha mo3uiju m = 5. DBpoj eremenarta jeBo
on mmBoTa m — [ = 1 ¥ OH je jemHaKk k, Ia peKyp3UBHO TpaXumo k = 1 HajBehu eJleMeHT y ey Hu3a Ha
nosujama [, m — 1] = [4, 4].

* Tlomrro je xyxuna d — | + 1 unrepsana [I, d] = [4, 4] jennaka k = 1, moctymax je 3aBpiueH. Konauto crame
Hu3a je 10,13,14,9,8,7,6,5, 3, 1, 2. [IpumeTnmo Ja HA3 HUje COPTHPaH onajajyhe, aau cMo CUTYpHH Jia ce
5 HajBehux ejeMeHaTa HA3a caja Hajla3y Ha FerOBOM TIOUETKY.

IMpumeTrnmo U 1a JOKa3UBabe 3ayCTaB/baba AJITOPUTMA HIje CACBUM TPUBHjaIHO. AKO je k 'y cTapTy Behe o nyxkune
HU3a, aropuTaM he ce oqmax 3aycTaBUTH. Y cynpoTHOM he cBe Bpeme U3BpIlIaBamba aIrOpUTMa BaXKUTH MHBapUjaHTa
naje0 <k <d-—1+1(y TpeHyTKy KaJa ce IOCTUTHE TOpa jeJHAKOCT, aropuTam he ce 3aycraButy), ok he ce
BpeaHocT d — [ + 1 cMamMBaTH KPO3 PeKyp3UBHE TO3MBE.

* Ako je k < m — [, usBpumhe ce pexkypsupnu nosus 3al’ = I, d’ = m — 1 u k' = k. Tlowrro je m < d, Baxu
npajem<d-+1 3arojed —l'+1=m—-1—-Il+1=m-I<d—-1+1.

Baxuumpajek' <d —U'+1,jepjek'=k<m-—-Il=d —1'"+1. Baxuupgaje0 < k' =k

* Axo je k > m — [, uspumhe ce pekypsuBan nosuB3al’ = m+1,d' =duk’ =k — (m —1+1). Tana je
d-1I'4+1=d—(m+1)+1=d—m.Howro jel < m,Baxupajed —'+1=d-m <d-1l<d—1+1.

Baxu u na je k' < d’ — I’ + 1. 3amenom jgodujamo na je Taj ycioB ekBuBaneHtan k — (m — [ + 1) <
d—(m+1)+1,1. k+1—1<d, Ho 1O Baxu, jepje k < d—1+1.

Iowro je k > m — |, Baxuupgajek >m—1+1l,majek’=k—(m—1+1)>0.

U3 oBe aHa!mM3e jacHO je M Ja ako je k < m, TaJa yCJIOB 3ayCTaB/baiba alropuTMa (13J1a3 U3 peKyp3uje) Moxe OUTh
Y KaJla HU3 TIOCTaHe MpasaH Tj. Kaja je | — d + 1 mocrane 0. Takohe, ycioB 3aycraBbamba O MOrao OMTH U TO A2 je
k=0.

TMop mpeTnocTaBkoM a hie MMBOT IeJIUTH HU3 Ha JEJOBe KOJU CY OTIPIJINKE jeHAKE BEJINUYUHE, CIIOKEHOCT OBOT
anroputMma ce omucyje jeaHauntom T'(n) = T'(n/2) + O(n),T(0) = O(1), umje je pewewe T(n) = O(n).
JakJte, cloxeHocT aropuTMa op3e cenekuuje je muaeapHa O(n). IIomTo ce 1eo HU3 yUnTaBa U IyBa y MEMODHjU
1 mpocTopHa ciioxeHoct je O(n).

// QuickSelect - odredjujemo najvecih k elemenata niza a tj. niz permutujemo
// tako da se najvecih k elemenata nadju na prvih k pozicija (u proizvoljnom
// redosledu)
vold gsortK(vector<int>& a, int 1, int d, int k) {
if (k>=d -1+ 1)
return;

// niz particionisemo tako da se pivot (element a[l]) dovede na
// svoje mesto, da ispred njega budu svi elementi koji su veci 1li
// jednaki od njega, a da iza njega budu svi elementi veci od njega
intm=1;
for (int t = 1+1; t <= d; t++)
if (a[t] >= a[l])
swap(a[++m], a[t]);
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swap(a[m], a[l]);

if (k <=m - 1)
// svih k elemenata su levo od pivota - obradjujemo deo ispred pivota
gsortk(a, 1, m - 1, k);
else
// mozda su neki kod k najvecih iza pivota - obradjujemo deo iza pivota
gsortk(a, m+1, d, k - (m - 1 + 1));
}

// QuickSelect - pomocna funkcija zbog lepseg interfejsa
void gsortK(vector<int>& a, int k) {

gsortkK(a, 0, a.size() - 1, k);
}

Pauyname 301pa TOKOM NapTHIHOHHUCAKHA

VYMecTo Aa eneMeHTe NMPBO pacnopeguMo Tako jJa k Hajeehux enemeHarta Oyne Ha MOYETKY, Ma TEK 3aTUM Ja MX
cabupamo, (pyHKIHja MOXe ONTH JepMHMCAHA TAKO JJa ICTOBPEMEHO pactiopeljyje elleMeHTe U pauyHa HBHXOB 30Up.
V oBOM cily4ajy 3rofiHO HaM je Ja 3a u3j1a3 U3 peKyp3uje MporiacumMo yciioB k = 0 WM YCJIOB Jia je HU3 Mpa3aH Tj.
najed—I1+1 =0, jepyodaciaydaja ¢pyHKIIHja Tpeda 1a BpaTy 30Up HyJIa, IITO CE BEOMaA jeTHOCTABHO IPOrpamMupa
(ako Om m3nMa3 u3 pexyp3uje Ouo Aa k MoCTaHe jeqHaKo MyKUHH HU3a, MPWIMKOM U3Ja3a U3 peKyp3uje, Tpedaio ou
M3pavyHaTH 30Mp CBHX eJeMeHaTa Hi3a, 1ITO jé Malo KOMIUIMKOBaHHje).

IMomTo je pexyp3uja penHa, OHa Ce JIaKO €TMMUHHMIIIE.

// QuickSelect - zbir k najvecih elemenata niza
int zbirKNajvecih(vector<int>& a, int k) {
int 1 =0, d = a.size() - 1;
int zbir = 0;
while (k !'= 0) {
// niz particionisemo tako da se pivot (element a[l]) dovede na
// svoje mesto, da ispred njega budu svi elementi koji su veci 1li
// Jjednaki od njega, a da iza njega budu svi elementi veci od njega
intm=1;
for (int t = 1+1; t <= d; t++)
if (a[t] >= a[l])
swap(a[++m], a[t]);
swap(a[m], a[l]);

if (k<=m-1)
// svih k elemenata su levo od pivota - obradjujemo deo ispred pivota
d=m- 1;

else {
// sabiramo sve elemente zakljucno sa pivotom
for (int 1 = 1; 1 <= m; i++)

zbir += a[i];

// mozda su neki kod k najvecih iza pivota - obradjujemo deo iza pivota
k -=m- 1+ 1;
l=m+ 1;

}

}

return zbir;

}

budimoreuka pynkiuja

V jesuky C++ Oubsmmoreuka ¢pyHkiuja nth_element Bpim rmopeny Hr3a Tako ja ce Ha MO3ULMjU N Hahe eneMeHT
KOJU Ty W NpUMAaJia y COPTUPAHOM peJocieny, Ja ce MCIpesl Te MOo3MLHje Hal)y eleMeHTH KOji Cy CBU Mambu WIN
jeAHaKH Of Iera, a Ja ce |3a Te Mo3ullyje Hally eleMeHTH KOju Cy CBM Behm win jemHaku of mera. OyHKImju ce
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npociely je uTepaTop Ha IMoYeTaK Jiesa Huza (BeKTopa) Koju ce odpalyje (odmuHo nodujen momohy begin), ureparop
Ha HEeKy MO3HUIM]jy Ha CPeIFHU HI3a U UTEPaTOp KOjH YKa3y je HEMOCPEeJHO M3a Kpaja Hru3a (0OMYHO JoOUjeH moMohy
end). AKO CpeUIIIHbY UTepaTop yKasyje Ha n-Ty MO3ULKMjY Y HI3Y HaKOH IpuMeHe (pyHKIIHje Ha Toj Mo3uLuju he ce
Hahu n-TU 1O BEIMYMHHU €JIEMEHT, IOK he CBU eJIeMEHTH JIEBO Off Hera OUTH Marby WM jeIHAKY OJl CBUX eJieMeHaTa
JecHO of wera. Pervo 1 na nocroju yHkiuja partial_sort koja je ciuHa MpeTxoiHO] any yjeHo eIeMeHTe
ucrpes aate nosuiyje ypehyje (copurpa) o BenmynHy, MehyTHM, y OBOM Cilydajy TO HaM HHUje MOTpedHO U THMe
OU ce caMo HENOTPedHO Irydusio BpeMe.

// niz particionisemo tako da je k-ti element na svom mestu i1 da su
// svi elementi ispred njega manji 1li jednaki od svih elemenata iza
nth_element(a.begin(), next(a.begin(), k), a.end(), greater<int>());

// odredjujemo 1 ispisujemo zbir prvih k elemenata transformisanog niza
cout << accumulate(a.begin(), next(a.begin(), k), 0) << endl;

3anarak: Coprtupame 0OpojeBa

Osaj 3agaitiak je OHO8/bEH Y YUY YEeHCOABArA PAUMUTIIUX HEXHUKA peulasarba. Bugu itiexci 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaimiax ypaguw kopuutheroem wexHuKa Koje ce uaNaicy y 080M ioinasmy.

Pememe

Coprupame 00 jequmaBamem (MergeSort)

AsropuTam copTipama 00jeanbaBambeM eIy HU3 Ha [IBa [e/1a Yrje ce yKHHE pa3ivKyjy Hajuie 3a 1 (YKOJIHKO
je IyXuHa HU3a IapaH Opoj, OHJa Cy OBa JBa Aeja jeHAKUX Ty)KWHA), peKyp3UBHO COPTHPA CBAKH O HbHX U 3aTUM
00jeumbyje copTUpaHe MoJOBUHE. 3a 00jeIumbaBamhe je HEOMXOIHO KOPUCTUTH JOAATHH, TOMONHU HU3, a HA Kpajy
ce 00jeqUIbeHN HU3 KOMHpa y MoJla3HU HU3. M351a3 u3 pekypsuje je ciiyyaj jefHOWIaHOT Hu3a (CiIydaj Mpa3HoT HU3a
He MOXE /1a HACTYIIM OCHM aKo je MOoJIa3HN HU3 TIpa3aH).

Kipyuna onepaipja y 0BOM aJITOPUTMY je omepaliija 0djelnmbaBamba COPTUPAHIX HU30Ba, TEXHUKOM [[Ba [IOKa3MBayva.
Hbena ummiemenTanuja onvcana je y 3aaatky O0jeaumanarme. Ha mpumep, odjenumaBambaM COPTUPAHUX HU30BA d
n b noduja ce coprupanu HU3 c. [IBa Beh copTupana HU3a MOTy ce 00jeqUHUTH Yy TpehH COPTHPaHH HU3 CaMO jeTHIM
MPOJIACKOM Kpo3 HU30Be (Tj. y HeapHOM BpeMery O(m + n) rae cy m U n JUMeH3Hje NOJa3HUX HA30Ba).

a: 1347911 b: 2589 10 12 14
c: 1234578991011 12 14

dyHkuMja copTHpama 00jeanmbaBameM coptupa neo Husa a[l, d], y3 kopumiherse Hu3a tmp kao momohuor. Ilpo-
MEHJbUBA 1. YyBa OpOj eieMeHaTa KOjU Ce COPTUPAjy Y OKBUPY OBOT PEKYP3MBHOT MO3MBA, 4 MPOMEHJbUBA S UyBa
CpeauIIby nHIeKC y Hu3y u3Mely [ u d. Pekyp3uBHO ce coptupa n; = L%J enemeHarta u3mely nosuimja l u s — 1
Hng =n— L%J enemeHaTa u3mel)y nosumuja s i d. HakoH Tora, copTipaHu NOAHM30BU 00jeiibyjy ce y MoMohHH
Huz. [lomTo ce Buille HE 00jeanIbYyjy e HU30BH, Beh NIeJIoBU jeHOr HU3a, (PYHKIM]y 00jeubaBamba MOpaMo

MaJio IPHUJIATOJUTH.
IMomohHM HU3 MOXe ce Ipe MOoYeTKa COPTUPaba AJIOUMPATH U KOPUCTUTH KPO3 PeKyp3UBHE MO3MBE.

JobujeHa pyHKIMja COPTUPAEba MMa FapaHTOBAHY CJIOKEHOCT Hajroper ciydaja O(n logn), MITO 3HaYM 14 je MHOTO
Opa o1 (PyHKIIMja 3aCHOBAHMX Ha COPTHPakby CENEKIMjOM WM COPTHPakby yMETambeM unja je coxkenoct O(n?).

// ucesljava deo niza a iz intervala pozicija [1, m] 1 deo niza b iz
// intervala pozicija [j, n] koji su vec sortirani tako da se dobije
// sortiran rezultat koji se smesta u niz c, krenuvsi od pozicije k
vold merge(vector<int>& a, int i, int m,
vector<int>& b, int j, int n,
vector<int>& c, int k) {
while (1 <= m && j <= n)
c[k++] = a[i1] <= b[j] ? a[i++] : b[j++];
while (1 <= m)
c[k++] = a[i++];
while (j <= n)
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}

c[k++] = b[j++];

// sortira deo niza a iz intervala pozicija [l, d] koristeci

// niz tmp kao pomocni

vold merge_sort(vector<int>& a, int 1, int d, vector<int>& tmp) {
// ako je segment [l, d] jednoclan ili prazan, niz je vec sortiran
if (1 <d) {

}
}

// sredina segmenta [l, d]
ints=1+(d-1) / 2;

// sortiramo segment [l, s]
merge_sort(a, 1, s, tmp);

// sortiramo segment [s+1, d]
merge_sort(a, s+1, d, tmp);

// ucesljavamo segmente [l, s] 1 [s+1, d] smestajuci rezultat u
// niz tmp
merge(a, 1, s, a, s+1, d, tmp, 1);
// vracamo rezultat iz niza tmp nazad u niz a
for (int 1 = 1; 1 <= d; i++)
a[i] = tmp[i];

// moze 1 pomocu biblioteckih funkcija
/*
merge(next(a.begin(), 1), next(a.begin(), s+1),
next(a.begin(), s+1), next(a.begin(), d+1),
next(tmp.begin(), 1));
copy(next(tmp.begin(), 1), next(tmp.begin(), d+1), next(a.begin(),
*/

// sortira niz a

void merge_sort(vector<int>& a) {
// alociramo pomocni niz
vector<int> tmp(a.size());
// pozivamo funkciju sortiranja
merge_sort(a, 0, a.size() - 1, tmp);

}

3anarak: bpoj uaBep3uja

1);

Hamim nporpam koju ozpehyje Koauko y Hu3y uMa uHBepsuja (mosuiuja 0 < ¢ < j < n, TakBUX Ja je a; > a;.

Vaa3: Ca craniapaHor yiiaza ce yHocu 0poj n (1 < n < 10°) u 3aTuM n uesmx dpojesa, CBakM y OCEOHOM pejty.

M3na3: Ha cranpapaay u3na3 UCOMCATH caMo TpaXkeHW Opoj MHBep3uja.

ITpumep

Vaaz Hznaz
5 3

3

1

4

2

5

Pememe
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I'pyda cuia

I'pyOom cumitoMm ce 3agaTak pelaBa Tako INTO ce ToMohy yrHekheHUX MeT/bU UCIIUTAjy CBU mapoBu nosunyja 0 <
¢ < j < n unpedpoje cBU ciyyajeBu Kaja je a; > a; (dpojumo enemente unrpupane cepuje). CnoxkeHOCT 0BOr
alropuT™Ma orosapa dpojy naposa, a 1o je O(n?).

long long broj_inverzija(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
long long broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
if (a[j] < a[il])

broj++;

return broj;

}

IMogesm na Biaagaj - mogucpukamuja asropurma MergeSort

Pa3motpumo kako drcmo mpodseM pemmiu gekommnosuuyjoM. Ilpasan u jeqHounaH HU3 HeMajy MHBEp3Huja. AKO
jé HM3 MOZe/beH Ha [Be IMOJIOBHMHE, YKyNaH Opoj MHBEp3Mja jeJHak je 30upy Opoja mHBep3uja Mely eleMeHTUMa
TIpBE TMOJIOBUHE, Opoja MHBEep3Hja Melly eJleMeHTHMa Jipyre MOoJIOBUHE U Opoja MapoBa eJeMeHara Ijie pBH eJIEeMEeHT
MIpUIa/jia IpBOj, APYTH eJIeMEHT NpHUIaAa APYroj MOJIOBUHY ¥ NpBHU je Behu o apyror. Ilpa aBa dpoja moxemo
OIIPEAWTH PEKYP3UBHO M OCTaje CaMoO NHTame Kako epukacHO oapenutu Tpehu dpoj. [a ducmo nodunm yKynHy
cioxernoct O(nlogn) taj npodriem je notpedHo petmtu y ciokeroctd O(n) TaKo Ja MCIIMTHBAE CBUX MAPOBa
eJleMeHaTa 13 IIpBe U ipyre MOJIOBUHE HE [0JIa31 y 003up. 3ajaTak oM ce MOTrao JIaKIle pELIUTU aKo OU IpBa U Ipyra
I10JIOBKHA OWJie copThpaHe (KJbYYHU YBUJ je 1a COPTUpame eJeMeHaTa TUX MOJOBUHA He Mewa Tpehu Opoj). Taga
MOXEMO MPUMEHNUTH TEXHUKY JIBa MTOKa3MBaya M BeoMa CIMYHO Kao y CIydajy 00jefnmbaBara JBa COpTHpaHa HH3a
oJpenuTH kebeHn Tpehu Opoj. YMecTo 1a copTupaMo MOJIOBUHE 3ace0HO, MOKEMO aJITOPUTAM COPTUPara UHTET PU-
catu ca dpojameM MHBEp3Uja U MPOIIMPUTH MHBApUjaHTy Harlle (byHKIHje (0jayaT MHAYKTHBHY XUIIOTE3Y) TaKO Ja
¢ynxmja Bpaha dpoj MHBEp3Mja U yjeaHo U copThpa HU3. Ha ocHOBY MHBapHjaHTe, peKyp3UBHU NO3MBU he copTu-
partu JieBy U IECHY MOJIOBUHY, a 1a OUCMO je oJpkaii, TOKOM olpehuBama Tpeher dpoja BpiumheMo o0jenumaBame
COPTHPAHMX HU30BA (UCTO Kao y airoputMy MergeSort).

[Nokaxnmo Ha jeJHOM NMpUMEPY KaKO MOXKEMO Jia IpedpojuMo MHBEp3Uje TOKOM 0djeanbaBama. Heka je mat Hu3
1,3,5,4,7,6,2,8. Cee uHBep3uje y wemy cy (3, 2), (5,4), (5,2), (4,2), (7,6), (7,2) u (6,2) u uma ux 7.

ITonenom ce nodujajy mososune 1,3,5,4 u 6,7,2, 8. Pekyp3uBHU MO3UBU COPTUPAjy MOJOBUHE HU3A U Y MPBO]
MOJIOBMHH TIpoHanase unsep3ujy (5,4), a y apyroj nonosuau unsepsuje (7,6), (7,2) u (6,2). Hemocrajy joru
MHBEp3Uje [7ie je IPBH eJIeMeHT U3 TIpBe, a APYrH U3 Apyre MoJoBuHe Hu3a (To cy uHBepsuje (3,2), (4,2) u (5, 2)).
Coptupane nosoBuse ¢y 1,3,4,5u 2,6, 7, 8. 3amoyHrMO 00 jeANHaBabe OBIX HU30BA.

* Ha nouetky ce nopeze enementu 1 u 2. Ilomro je eIeMEHT U3 JieBE MOJIOBUHE MamU, OH ce Ipedallyje y
pesyiaryjyhu Hus. Ilomro je apyra nojoBHMHA COPTHpPaHa, 3HAMO Ja je eJIeMEHT 1 Mamu 0] CBUX eJeMeHaTa
Jpyre MOJIOBUHE, Na OH yuecTByje y 0 uHBep3uja.

» Hakon Tora ce nopegne enemenTtd 3 u 2. OBaj MyT je eJIeMEHT AeCHE MOJIOBUHE 2 MambK O] €IeMEHTa U3 JIeBe
MOJIOBUHE 3, TIa 3aTO Wera mnpedaiyjemMo y pesyiarat. EnemMeHT 2 je MawU Of eleMeHTa 3, a MOoITo je JieBa
TMOJIOBMHA COPTUPAHa, Makby je U O] CBUX eJleMeHaTa 13a lera. 3aTo 3HaMo J1a OH yYecTByje y 3 MHBep3Hje.

» HaxoH Tora ce nopene enementy 3 u 6. Enement 3 je mamu of efeMeHTa 6, 1na ce oH mpedalyje y pe3yJrar.
IMomro ce enevenT 6 Hasla3yW Ha MO3MLMjK 1 y JECHO] TIOJIOBMHH U IOIITO je JECHA MOJIOBMHA COPTHpAHa,
MOJKEMO 3aKJBYUHTH Ja €IeMEHT 3 YUeCTBYje y jeqHOj MHBEP3HjH (TO je OHa ca eJIECMEHTOM 2).

* Hakon Tora ce nopene enemedty 4 u 6. Enemenr 4 je mamwu of] eiemenTa 6, ma ce oH npedailyje y pe3yiarar.
INomro ce enemeHT 6 Hanasu Ha MO3UIMjU 1 y AECHO] MOJOBUHM U MOIITO j€ JECHA MOJOBMHA COPTHPAHA,
MO>XEMO 3aKJbYUUTH J1a eJIEMEHT 4 Y4eCTBYje y jeHO] UHBEP3UjH (TO je OHa ca €JIEMEHTOM 2).

» Hakon Tora ce nopene enementu 5 1 6. EnemenT 5 je Mamu of enemeHTa 6, Ia ce OH mpedaltyje y pe3yirar.
[omto ce enemeHT 6 Hana3u Ha MO3UIMjU 1 y JAECHO] MOJOBMHH U TOIITO j€ JIECHA MOJOBHHA COPTHPAHA,
MOXEMO 3aKJbYUUTH [Ia eJIEMEHT 5 YUeCTBYje y jeJJHO] UHBEP3UjH (TO je OHa ca eJIeMEHTOM 2).

¢ TlomTo cy cBU eIeMEHTH U3 MpBe MOJOBUHE IPENMCAHU Y Pe3yiTyjyhn Hu3, IPenucyjy ce eleMeHTH U3 JIpy-
re nosioBuHe. [lpemnmcyje ce enemenT 6 1 momrTo je oH Behwn o cBUX esleMeHaTa U3 MpBe MOJIOBUHE, OH HE
y4ecTByje HU y jeqHO] MHBep3uju. VicTo Baxu u 3a eneMeHTe 7 U 8.
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Jakie, MpuIMKoM 00 jeiibaBara 32 CBAKH SJIEMEHT MOKEMO Opoj MHBEp3Hja y KOjiMa y4ecTByje (HapaBHO, FOBO-
pYIMO caMo O MHBep3WjamMa u3Mely IBe MOJIOBUHE HU3A).

 Kaga ce y pe3yntyjyhu Hu3 nipenucyje eJeMeHT U3 JIeBe IIOJIOBHHE HI3a OH je CTPOro Behu o1 CBUX ejleMeHaTa
JIeCHe TMOJIOBMHE KOju ¢y Beh mperrcanu (BUXOB OPOj ce JIAKO OPE/IN Ha OCHOBY BPETHOCTH JECHOT OKA3UBa-
Ya), a MarbU WM jeHAK O] OCTAJIUX eJleMeHaTa JIeCHe TI0JIOBUHE, Ia je Opoj MHBep3Hja y KOjUMa OH YYeCTBYje
jeOHaK BPEIHOCTHU JECHOT MOoKa3MBaya (07 Koje Tpeda ofy3eTH HO3ULMjy MoYeTKa AeCHe MOJIOBHHE HU3a, aKO
HBEHU eJIEMEHTH HUCY cMeluTeHu of nosunyje 0). AKo AecHa MOJIOBHHA MOYMIbE Ha TO3ULMjH s + 1, Taga ce
Opoj MHBEp3Mja MOXe OJPEANUTH Kao pg — s — 1.

* Kapa ce y pesyntyjyhn Hu3 mpenmucyje eneMeHT U3 AecHe MOJIOBHHE HU3a, OH je CTPOro MamH of Tekyher
eJIeMEeHTa y JIEBOj MOJIOBUHM U CBUX eJIeMeHaTa n3a mwera. Jlakie, Opoj MHBep3Hja y KOjuMa y4ecTBYje MOXe
Ce U3pavyHaTH TaKo LITO Ce OJ1 YKYIHOT Opoja eleMeHaTa JIeBe II0JOBUHE O/ly3Me ITO3UIM]ja JIEBOT OKa3uBava
(HapaBHO, OIET je MOTPedHO y 0O3UP Y3eTH U MO3ULH]Y Ha KOjOj MOYMbe JIeBa IIOIOBUHA HI3a). AKO ce JieBa
MOJIOBMHA 3aBpIllaBa Ha MO3ULMjU § OHJA ce OpOj MHBEP3Mja MOXe U3pauyyHaTH Kao s + 1 — p;.

VkynaH dpoj MHBEp3Huja ce MOXe M3padyHaTH OMJIO TaKo IITO ce cadepe Opoj MOjeANHAYHNX MHBEP3Hja 32 CBAKU
€JIEMEHT U3 JIeBe MoJIoBHHE (Tajza Opojau yBehaBaMo y TpeHYTKY KaJa ce Impedailyje eJIeMeHT U3 JIeBe MOJIOBHHE) WIIH
TaKo MTo ce cadepe Opoj MojeNMHAYHMX MHBEP3Uja 3a CBAKM eJIEMEHT U3 IeCHe MoJjioBuHe (Taga Opojau yBehaBamo
y TPEHYTKY KaJa ce Ipedallyje eJeMeHT U3 IeCHe MoloBUHe). Moxaa je Majlo jeJHOCTaBHUje cadpaTé UHBep3Hje
CBHX eJIeMeHara y IeCHOj TIOJIOBHHH, jep Taja y a3y mpenucuBara ejJeMeHara peocTajie MoJIoBUHE (Kaja ce jeqHa
TIOJIOBMHA HICIIPIIN) HEMa NOTpede 3a aKyprpareM Opoja MHBep3uja. 3ancTa, ako Cy IPeoCcTaIn caMo eJIEMEeHTH JIeBe
TIOJIOBHHE, 32 CBAKU EJIEMEHT JIeCHe MOJIOBUHE je Beh m3padyyHaT u cadpaH Opoj MHBEP3Hja, a aKO Cy MPENOCTaIN CaMo
eJIeMEHTH JIECHE TI0JIOBUHE, MOLITO CY UCUPIULEHH CBU €IEMEHTH JIeBE TOJIOBUHE, TH MPEOCTa €JIEMEHTH JeCHe
TMOJIOBUHE HE y4YeCTBYjy HU Y jeHOj uHBep3uju. Mmak, momro pekyp3uBHa (pyHKIMja MOpes U3padyHaBama Opoja
WHBep3Wja Tpeda Aa copTHpa HU3, NPeocTalle eJIeMEeHTe MOpaMo MPENHCcaTH y pe3yaTaT (4ak nako Opoj MHBep3Hja
3HAMO U paHuje).

long long broj_inverzija(vector<int>& a, int 1, int d, vector<int>& b) {

if (1 >= d)

return 0;
ints=1+(d -1 / 2;
long long broj = 0;
broj += broj_inverzija(a, 1, s, b);
broj += broj_inverzija(a, s+1, d, b);
int pl = 1, pd = s+1, pb = 0;
while (pl <= s && pd <= d) {

if (a[pl] <= a[pd])

b[pb++] = a[pl++];

else {
broj += s - pl + 1;
b[pb++] = a[pd++];
}

}

while (pl <= s)
bpb++] = a[pl++];

while (pd <= d)
b[pb++] = a[pd++];

copy(begin(b), next(begin(b), d - 1 + 1), next(begin(a), 1));
return broj;
long long broj_inverzija(const vector<int>& a) {
vector<int> tmpi(a.size()), tmp2(a.size());
copy(begin(a), end(a), begin(tmpl));

return broj_inverzija(tmp1l, 0, a.size()-1, tmp2);

}
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3anarak: Cuiyera rpaja

Ca dpopa ce Buze 3rpae Ha odanu Benerpaga. [yx odalie je mocTaB/beHa KOOPAMHATHA OCa ¥ 32 CBaKy 3rpaiy ce
3Ha MO3MIIMja JIEBOT Kpaja, BUCHHA U TIO3UIIMja IECHOT Kpaja. HamucaTul mporpam Koju u3padyHaBa CHUIIyeTy rpaja.

Cuityera je meo-mo-zieo KOHCTaHTHa (yHKIMja 1 ofpeljeHa je MHTepBaIMMa KOHCTAHTHOCTH (—00, o), [Zo,Z1),
[€1,22), ..., [Xn_1,+00), OnpeheHnM Taukama mogeie o < 1 < ... < XTp_1 ¥ BpemHoctuma 0, ho, ..., hp_o u
h ¢pyHKIIFje Ha CBAaKOM OJf MHTEepBaa.

0 ho ha B 0
—00 Xo xr1 T2 ... Tp_o Tn—1 —+00

INonpaszymeBamo a Cy Kpajibe Tauke —00 U 4-00 U []a Cy BpeIHOCTH Ha TUM MHTepBaMa jeHake Hy . [Jakie, geo-
T0-71e0 KOHCTaHTHA (hyHKIIMja ce MOKe IPEACTaBUTH OMohy 1 Tayaka X, . . . Tr,—1 U N— 1 BpeOHOCTH h, . . ., hp—o.
JenHocraBHOCTH paau Mu hiemo oBakBe (DyHKIMje MpeacTaB/baTi oMohy n ypehenux maposa (o, ho), (21, k1), .-,
(zn—2,hp—2)u (x,-1,0). Jakse, Halm aITOPUTaM IpUMa HI3 ypel)eHuX TpojKu KOju OMHUCy je I0jeAMHaYHE 3rpaje,
a Bpaha HU3 ypeh)eHux mapoBa KOju ONHCYje CHIyeTy.

Vna3: Ca cranajapaHor yiasa ce yuuTtaBa Opoj 3rpaja n, a 3aTUM, Y . HApeIHUX JIMHUja 0 TpH Liena Opoja pas-
JIBOjeHa ca 10 jeIHMM pa3MaKoM: JIEBH Kpaj 3rpajie, IECHU Kpaj 3rpaje 1 BUCHHA 3rpaje.

WN3ma3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCITMCATU CUITYETY OIMMCAaHy IMPEKO HMU3a IIPOMEHA BUCHUHA.

IIpumep

Yaaz Hznaz
4 02
144 14
455 46
476 72
092 90
Objaurserve

Ca neBe CTpaHE€ Cy MpUKa3aHe 3rpajec, a ca JeCHE CUIyeTa.

N ow B o~
N W R N

Cnuka 5.1: 3rpage u ciyera

Pememe

OcHoBHa MHAYKTHBHA KOHCTPYKIIMja NOApa3yMeBa Ja yMEMO Ja Hal)leMo CUJIyeTy CBE OCHUM IOCHe e 3rpaje U Ja
Ha Kpajy yMeMo Jia Ty 3rpajy YKJIOMUMO y CHIyeTy OCTaaMX 3rpafa. Jlakie, oduaa3umo 3rpafay Mo 3rpaay u jeqHy
1o jeaHy yodairyjemo y Beh ogpeheHy cuityeTy NpeTXOoJHHX 3rpaja.

Ha ducmo 3rpany ykionw y nocrojehy cuiyery morpedHo HaM je JMHeapHO BpeMe. Hamme, nako ce 1eo cuiyere
y KOjH ce 3rpaja MHTerpuilie Moxe npoHahn OMHapHOM mpeTparoM (To je neo cuiiyete u3Melyy jeBor u JecHor Kpaja
3rpajie), ako ce eJIEMEHTH 4yBajy Y HU3Y, YMEeTame HOBUX eJleMeHaTa Y HU3 U eBEeHTYaJHO OpHcame Moctojehnx
eJIeMEHaTa 3aXTeBa JIMHEapHO BpeMe. AKO IIPOMEHe YyBajd Y IIOBE3aHO] JIMCTH yMECTO y HU3Y, TaJla OUCMO yMeTarme
HOBHX IIPOMeHa U Opucame NPOMEHa M3 CHIIyeTe MOIIM BPIIMTH Y KOHCTAHTHOM BpeMeHy, MehyTuMm, He OucMo
MOIJIM KOPUCTHUTH OMHAPHY NpeTpary. ¥ CBaKOM Cllydajy, ITIOTPeOHO je fa mpoheMo U NPOHAIM3UPAMO CBE eleMeHTe
noctojehe cuityere y aeiy rae ce ymehe HoBa 3rpaga (M3Melly HBeHOT JIeBOT M JECHOT Kpaja), a lbUX MOXe Ja dyne
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MyHO aKO je 3rpaja LIMPOKa U HhHXOBa 0Opajia 3axteBa Bpeme (1), rae je n Tekyhu Opoj enemenara cunyere. To
3Haum 1a he pememse dutu cnokenocru T'(n) = T(n — 1) + O(n), T(1) = O(1), mrro maje cnoxenoct O(n?), rae
je n Opoj 3rpana.

IMogenn nma Biajaj

ITpodaem MokeMo eprKaCHO PEIINTH TEXHUKOM MOJENH-TIa-BJIajjaj, BeOMa CIMYHO aJITOPUTMY COpPTHpama 00jeu-
waBameM (eHr1. merge sort). KibydyHa omacka je To a JBe CHIyeTe MOXEMO 00jeIMHHUTH 3a MCTO BpeMe 3a Koje
MOXeMO O0jeIMHUTU je[iHy 3rpady y cuiyery (y3 MpeTnocTaBKy ja he HOBa cuiyera OUTH CMeIlTeHa Y ToceOHOM
Huzy). IlomTo cy pesynryjyhe cuiyere copTupaHe MOXEMO UX 00jequbaBaTi BEOMa CIUYHO 00jeUbaBamy JBa
copTipaHa Hu3a OpojeBa. Taj je anropuram omnucad y 3agatky OdjennmbaBame.

TokoMm pama anroputMma oap:xkaBahemo nBa MHIEKca (MOKa3uBava) Koju oapehyjy Tekyhe enemente y neBoj 1j. y
necHoj cumyetn. OnpxaBahemMo U iBe IPOMEH/bHBE U y KOjUMa ce UyBa TPEHYTHA BUCHHA JIeBe Tj. JECHE CHUIIyeTe.
AKO je HeKM oJ] IOKa3MBaya CTUTrao JI0 Kpaja, camo heMo MpenucuBaTy Mpeocraie eleMeHTe U3 CUIyeTe Koja joIl
HUje NMOoTIyHOo odpaheHa. Y cynpoTHOM heMo MopeauTH x KoopauHaTe Tekyhux ejleMeHara ode cuiayere. AKO je &
Koop/MHATa TeKyher ejleMeHTa y JIeBOj CHIIyeTH Mama, axyprpahemo Tekyhy BUCHHY JieBe cuityeTe U yBehaTu JieBu
MOKa3MBaY, ako je x KOOpAMNHATa TeKyher eleMeHTa y IECHOj CHIIyeTH Mamba, a)XyprpaheMo BUCHHY JeCHE CHITyeTe U
yBehaT JecHM MOKa3MBay, a ako Cy T KoopAuHaTe TeKyhux ejeMeHaTta ode cuiyere jeqHake, axyprupahemMo BUCHHE
o0e 3rpaze u yBehaBahemo o0a mokasuBava. HaxoH Tora hemo y pe3ynryjyhy cuiyery gogaBaTH T KOOPIMHATY
yIpaBo ojadpaHor ejieMeHTa u npuapyxuhemo joj Behy oj Tekyhux BucuHa aBe cuiyete. [Ipu Tom hemo BoauTu
padyHa J1a y pe3yJTaT He 10[ajeMO HOBH €JIEMEHT aKo je HEeroBa BICHHA jeIHaKa BICHHH ITPETXOJHOT eJIeMEHTa Yy
pe3ynryjyhoj cunyertu.

[prka)xuMO Kako ce BpIIY 00 jeinhbaBake ABE CHIyeTe Ha jeTHOM IpHMeEpY.

®  *

[ % T T - N & I = |
*
i
*

m

1 I
0 * e + &
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cruka 5.2: Tlpumep ABe crityeTe Koje ce 00 jeInbhaBajy

Odjenumasamo cunyere: L : (0,5),(3,0), (4,1),(5,6),(8,4),(10,0)uD : (0,4),(1,3), (4,4), (6,0),(7,7),(9,0).

x HL Hd H dodaje se silueta
0 0

(0,5), (0,4) © 5 4 5 (0,5) (0,5)
(1,3) 1 5 3 5 (1,5) (0,5)
(3,0) 3 0 3 3 (3,3) (0,5),(3,3)
(4,1), (4,4) 4 1 4 4 (4,4) (0,5),(3,3),(4,4)
(5,6) 5 6 4 6 (5,6) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6)
(6,0) 6 6 0 6 (6,6) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6)
(7,7) 7 6 7 7 (7,7) (0,5),(3,3),04,4),(5,6),(7,7)
(8,4) 8 4 7 7 (8,7) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7)
(9,0) 9 4 0 4 (9,4) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7),(9,4)
(10,0) 0 0 0 o0 (10,0) (0,5),(3,3),(4,4),(5,6),(7,7),(9,4),(10,0)

TMomrro ce 0djequmaBabe ABE CHIyeTe MOKE YPaJIUTH y IMHEAPHOM BpEMEHY y OIHOCY Ha YKyTIaH Opoj 3rpajia y ode
cuityete, yKyIHa CJIOKEHOCT ce u3pauyHasa u3 jennaunte 1'(n) = 27 (n/2)+O(n), T(1) = O(1), unje je peiuere
O(nlogn).
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Hanomennmo na OM ce mmIieMeHTanyja Moria yop3aTtu ako oM ce 3a 00jenmbaBambe KOPUCTHO jeJaH MOMONHU
BEKTOp (Y TPEHYTHOj UMIUIEMEHTaIMju ce ofgpeljeHo Bpeme rydn Ha qUHAMHUYKY aJIOKAlFjy eJeMeHaTa pe3yiryjyher
BEKTOPA).

// zgrada je odredjena pocetkom a, krajem b i1 visinom h
struct zgrada {
int a, b, h;
zgrada(int a = 0, int b = 0, int h = 0)
: a(a), b(b), h(h) {
}
3

// silueta je odredjena nizom promena
// svaka promena je odredjena koordinatom x i visinom h
struct promena {

int x, h;

promena(int x = 0, int h = 0)

2 x(x), h(h) {

}

b

// integrisemo promenu (x, h) u postojecu siluetu
vold dodajPromenu(vector<promena>& silueta, int x, int h) {
// ako je siuleta prazna ili ako je prethodna visina razlicita od
// tekuce, dodajemo novu promenu u niz
if (silueta.empty() || h != silueta.back().h)
// dodajemo novu promenu u niz
silueta.emplace_back(x, h);

}

// odredjuje se silueta zgrada na pozicijama [1, d]
vector<promena> silueta(const vector<zgrada>& zgrade, int 1, int d) {
vector<promena> rezultat;

// silueta koja odgovara jednoj zgradi

if (1 ==4d) {
rezultat.emplace_back(zgrade[l].a, zgrade[l].h);
rezultat.emplace_back(zgrade[1].b, 0);
return rezultat;

}

// odredujemo posebno siluete za prvu i1 drugu polovinu zgrada
ints=1+(d-1)/ 2;

vector<promena> rezultat_1
vector<promena> rezultat_d

silueta(zgrade, 1, s);
silueta(zgrade, s+1, d);

// objedinjujemo dve siluete

// tekucéi indeksi i1 visine u levoj 1 desnoj silueti
int 11 = 0, dd = 0;
int HL = 0, Hd = 0;
// dok god postoji neka neobradena promena
while (11 < rezultat_l.size() || dd < rezultat_d.size()) {
// odredujemo novu tacku promene
int x;
// ako smo zavrsili sa levom siluetom samo prebacujemo zgrade iz desne
if (11 == rezultat_1l.size()) {
x = rezultat_d[dd].x; Hd = rezultat_d[dd].h;
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dd++;
// ako smo zavrsili sa desnom siluetom samo prebacujemo zgrade iz desne
} else if (dd == rezultat_d.size()) {
x = rezultat_1[11].x; HL = rezultat_1[11].h;
1l++;
} else {
// odredujemo raniju od tekucih promena leve 1 desne siluete
int x1 = rezultat_1[11].x;
int xd = rezultat_d[dd].x;
if (x1 < xd) {
x = x1; HU = rezultat_1[11].h;
Tl++;
} else if (x1 > xd) {
X = xd; Hd = rezultat_d[dd].h;
dd++;
} else {
x = X1; HU = rezultat_1[11].h; Hd = rezultat_d[dd].h;
1l++; dd++;

// veca od dve tekuce visine
int h = max(HLl, Hd);

// integrisemo promenu (x, h) u tekucu rezultujucu siluetu
dodajPromenu(rezultat, x, h);

return rezultat;

}

// odredjuje se silueta niza zgrada
vector<promena> silueta(const vector<zgrada>& zgrade) {
return silueta(zgrade, 0, zgrade.size() - 1);

3anaTaK: MakcuMaJHu 361/Ip CerMeHTa

Osaj 3agaiiiax je HOHOB/bEH Y UDY YBEHCOABAFA PABMUMUINIUX THEeXHUKA pewiasared. Bugu itiexciil 3agaitixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumheroem liiexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M U0iAasvy.

Pememe

Paznarame Ha noTnpodJeme

JenaH HauUMH Ja pemMo OBaj MPOOJIEeM je 3aCHOBAH Ha TEXHUIM pasjiarama. [leKomrosniyja HaMm cyrepuiie aa je
TO’KEJbHO JIa HU3 MOJEINMO Ha JIBa MOJHU3a jeJHaKe QyKMHE UMja pellerha MOXKEMO Ja KOHCTPYHUIIEMO Ha OCHOBY
UHJIYKTHBHE Xurotese (Hajuemrhe pekyp3MBHMM Mo3uBUMA). ba3dy M oBaj ImyT uMHUM Ciydaj MpasHOr HH3a, KOjU
caJlpKH cCaMo Ipa3aH CerMEHT 4Mju je 30up Hysla. PHUKCUpajMO CpeJUlIBU ejleMeHT Hu3a. CBe CerMeHTe HH3a
MOXEMO Ja IPYIHUILIEMO Y TPY IPyIie: CErMEHTe KOjU CY Y TIOTILYHOCTH JIEBO O] CPEAIUIIEHET eJIEMEHTa, CETMEeHTE KOj!
Cy Y IOTIyHOCTH JECHO O[] CPEAUILELET eJIEMEHTA M CETMEHTe KOju cajipike cpeanimy eaemeHT. Hajsehe 30upose
cermMeHarta y MpBOj U y APYroj rpynu 3HaMO Ha OCHOBY MHAyKTHBHe xumnotesze. Hajsehu 30up cermenta y tpehoj
TPyIU MOKEMO JIAKO OJIpEIMTH aHAJIM30M CBHUX CerMeHaTa: KpeheMo ofi jeJHOWIAHOT CerMEeHTa KOJU capXKu caMo
CPEIUILIHY €IEMEHT U MHKPEMEHTAITHO ce IUMPUMO HaJIeBO 1oJajyhu jeqaH no jeAaH eJleMeHT U pauyHajyhu Tekyhu
MaKCHMyM, a 3aTUM KpeheMo 0] MaKCHMaTHOT CErMEeHTa IPOIIMPEHOT HAJIEBO 1 MHKPEMEHTAJIHO T'a MPOIIHPY jeMO
JEIHNM IO jeAHNM €JIEMEHTOM HaJIECHO, Tpakehin HOBU MaKCUMYM.

Ako ca n o3Haunmo oyxuHy Huza d — [ + 1 u ako Bpeme u3BpiuaBama obesexumo ca 1'(n), Tama Baxu aa je
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T(0) = O(1) mpaje T'(n) = 2T (n/2) + O(n). Haume, BpiLe ce fBa peKyp3MBHA [O3MBA 33 AYIIIO Malbe HA30BE, &
Hajehu 30up cermenara Koju 0OyxBaTajy CpeAHIIBY ENeMEHT n3padyHaBamo y Bpemeny O(n) (LUTO je MPHINYHO
OUHMIJIETHO jep UMaMoO JBE MeT/be KOje ce YKYITHO U3BpIlaBajy n MyTa, a Yrja cy Tela KOHCTaHTHe cioxeHoctH). Ha
OCHOBY MacTep TeopeMe JIako ce 3akibydyje 1a je T'(n) = O(nlogn). [dakie, oBaj airopuram je Marme eduracaHn
anroputama cioxeHoctd O(n), alid je ¥ iajbe MPIINYHO YIOTPed/bUB (M CUTYPHO je MHOTO DOJbH OJI ajlropuTama
rpyOe cuiie KOju Cy KBaApaTHE WM KyOHE CIIOKEHOCTH).

int makszbirSegmenta(const vector<int>& a, int 1, int d) {
if (1 > d)
return 0;
ints=1+( -1/ 2;
int maks_zbir_levo = maksZbirSegmenta(a, 1, s-1);
int maks_zbir_desno = makszbirSegmenta(a, s+1, d);
int zbir_sredina = a[s];
int maks_zbir_sredina = zbir_sredina;
for (int 1 = s-1; 1 >= 1; 1--) {
zbir_sredina += a[i];
if (zbir_sredina > maks_zbir_sredina)
maks_zbir_sredina = zbir_sredina;
}
zbir_sredina = maks_zbir_sredina;
for (int 1 = s+1; 1 <= d; 1++) {
zbir_sredina += a[i];
if (zbir_sredina > maks_zbir_sredina)
maks_zbir_sredina = zbir_sredina;
}

return max({maks_zbir_levo, maks_zbir_desno, maks_zbir_sredina});

int makszZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
return makszZbirSegmenta(a, 0, a.size() - 1);

}

Ojauamwe HHAYKTHBHE XHIIOTE3€

Ha uneju nekommnosuiiyje MoxkeMo U3rpaguty u epukacHuju aaropuram. KibydHu yBuj je aa ce Hajsehu 30up cer-
MEHTa OKO Cpelliber eJieMeHTa Moke H0OUTH Kao 30up HajBeher cydukca HU3a JIEBO OJl TOI €J1eMeHTa U HajBeher
npedMKca HU3a JECHO Of Tor esleMeHTa. MokeMo ojayaTh MHAYKTUBHY XUIIOTE3y W YMECTO ja npedukc u cypukc
padyHaMo y MeT/bH, Y JMHEAPHOM BPEMEHY, MOKEMO MPETIIOCTABUTH 2 3a 00e MOJIOBUHE HU3a npedukc u cydukc
J00MjaMo Kao pe3ysTaT peKyp3uBHOT mo3uBa. To HaM je IOBOJBHO J1a OAPEAUMO MaKCUMAITHU 30up DyHKIHUje, anu
MOpaMmo ,,BpaTUTH Oyr’ ¥ Haula (pyHKIHja cafa Mmope] MaKCUMAaJIHOT 301Mpa CerMeHTa Mopa U3payyHaTU U MaKCH-
MaJIHU 30Up npeduKca 1 MAaKCUMAJIHU 30Up cypuKca Leor Hu3a. MakcuMatHu 30up npedukca Lesor Hu3a je Behu
Opoj o1 MakcuMaTHOT 30Mpa npedukca JeBor Jeaa 1 oj 30Mpa LeJIor JIEBOT Aejla 1 MAaKCUMAaJIHOT 301pa npedukca
JecHor gena. CIMYHO, MaKCUMAaTHH 30Mp cyHKca LieJior Hu3a je Behu 0 MakcUMaJTHOT 30Mpa cy(rkca AecHor aena
1 of1 30Mpa MaKCUMAaJHOT 30HMpa cypuKca JIEBOT Jefla U LEeJIOT JeCHOT Jejia. 3aTo jeé HEOMXOAHO J0JAaTHO OjavyaTH
WHAYKTUBHY XMIIOTE3y M TOKOM PEKyp3uje pauyHaTH U 30Mp LeJIOr HU3a.

IpernocraBumo fa je P 30up MakcMMasTHOT npedukca HI3a, Aa je S 30up MakcumaiHor cyuKca Hu3a, 1a je Z 301p
LeJIoT Hu3a U J1a je M MakcuMasHu 30Mp cerMeHTa Hu3a. O3HaYMMO MHAEKCOM [ Te CTaTHCTHKE Y JIEBO] MOJOBUHU
HH3a ¥ MTHAEKCOM d Te CTAaTUCTKE y JIECHO] MOJIOBMHH HU3a. Tama Baxu:

= 71+ Zy

max (P, Z; + Py)

max (S, S; + Zg)

= max(M;, My, S; + Pa)

S » v N
I

Jennaunna koja omucyje oBy pekyp3ujy je T'(n) = 2T'(n/2) + O(1), na je CI0OXEHOCT OBOT pellierha JTMHEeapHa Tj.

O(n).
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vold makszbirSegmenta(const vector<int>& a, int 1, int d,
int& zbir, int& maks_zbir,
int& maks_prefiks, int& maks_sufiks) {

if (L ==d) {
zbir = maks_zbir = maks_prefiks = maks_sufiks = a[l];
return;

}

ints=1+(-1)/ 2;
int zbir_levo, maks_zbir_levo, maks_sufiks_levo, maks_prefiks_levo;
maksZbirSegmenta(a, 1, s,

zbir_levo, maks_zbir_levo,

maks_prefiks_levo, maks_sufiks_levo);
int zbir_desno, maks_zbir_desno, maks_sufiks_desno, maks_prefiks_desno;
maksZbirSegmenta(a, s+1, d,

zbir_desno, maks_zbir_desno,

maks_prefiks_desno, maks_sufiks_desno);
zbir = zbir_levo + zbir_desno;
maks_prefiks = max(maks_prefiks_levo, zbir_levo + maks_prefiks_desno);
maks_sufiks = max(maks_sufiks_desno, maks_sufiks_levo + zbir_desno);
maks_zbir = max({maks_zbir_levo, maks_zbir_desno,

maks_sufiks_levo + maks_prefiks_desno});

}

int makszZbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int zbir, maks_zbir, maks_prefiks, maks_sufiks;
makszZbirSegmenta(a, 0, a.size() - 1,
zbir, maks_zbir, maks_prefiks, maks_sufiks);
return maks_zbir;

}

3anarak: Hajoaum:xm map tauaka

VY nmatoM cKyIy Tayaka y paBHH OJpeAUTH KOJHKO je pacTojame u3Mely ABe Tauke Koje cy MeljycoOHo Hajomxke.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocH Opoj tauaka n (1 < n < 50000), a 3aTiM y HapeIHHUX 1 PeioBa KOOPANHATE
Tavaka (Ba 1esia dpoja usmehy —10? i 10°, pasmpojena pazmMakom).

HN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCIIMUCATU TPAKECHO paCTOjal-be, 3a0KPYKEHO Ha IIET AelrMaJia.

IIpumep

Vaaz Hznaz

5 1.41421
00

02

20

2 2

11

Pememe

I'pyda cuia

Pelierse rpydoM cHJIOM MojpasyMeBa UCTIMTHBAkE CBUX NAPOBA Tauaka U cIokeHocT My je O(n?).

struct Tacka {
int x, y;

I
double rastojanje(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {

double dx = t1.x - t2.x;
double dy = tl.y - t2.y;
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return sqrt(dx*dx + dy*dy);
}

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {
int n = tacke.size();
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 1+1; j < n; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
return d;

}

HexkoMnmo3uimja

Jeman HauMH fa ce 1o pemera gohe eprKacHuje je Aa ce MpIMEHH JeKOMITO3HIIH]a.

Basnu ciiyyaj rmpesctaBiba CUTyaluja y KOjoj UMaMo Marbe Ofl YeTHPH TauKe, jep HbUX He MOXEMO MOJICJUTH Y JIBe
TIOJIOBHMHE y KOjUMa TIOCTOjH dap MO jefaH Mmap Tayaka (a ako y CKyIly HeMaMmo Oap 2 Tauke, HajMame PacTojarbe
HUje jacHOo JeduHKCaHO). Y TOM Cllyuajy pellierhe Hala3uMo nopehemeM pacTojama CBUX MapoBa Tayaka (ToITo je
Tayaka Majo, oBaj Kopak je cioxernoctu O(1)).

CKyn Tayaka MOEMO jeTHOM BEPTHKAIHOM JIMHUjOM IOJEIUTH Ha JIBE OTIIPUIMKE UCTOOPOjHE MOJIOBUHE. AKO
TayKe COPTHPAMO 10 KOOPAWHATH T, BEPTUKATHA JIMHUja MOXKe OJrOBapaTh KOOPIMHATH CPEIUIbe Tauke. Pekyp-
3uBHO ofpehyjeMo HajMame pacTojame y IMPBOj MOJOBUHU (Te Tadke Ce Hasase JIeBO OJf BEPTUKAIHE JIMHUjE VI
€BEHTYATHO Ha H0j) M y JIPyroj TIOJIOBUHM (Te TaUKe ce Hasla3e JAECHO Of BEepTHKAJHE JIMHUjE WM €BeHTYaJHO Ha
10j). Hajdmoku map je TakaB ga cy (1) ode Tauke y JIeBOj MOJOBUHH, (2) 0de Tayke y JECHOj MOJIOBHHU WK (3)
jeIHa Tauka je y JIeBoj, a ipyra y IeCHOj MoJIOBUHU. 3a IpBa JiBa ciyvaja Beh 3Hamo pelera (Ha OCHOBY pe3yJiTaTa
PEKYP3UBHUX [03MBA) U OCTaje 1a Ce pa3MOTpH camo Tpehu.

Heka je d; MUHIMMaJIHO pacTojame Tauaka y JIeBOj OJIOBUHH, d,, MUHIMAJTHO PACTOjambe TauyaKa y IECHO] MOJIOBUHH,
a d mMame 0]l Ta /IBa pacTojama. AKO BEPTHKAIHA JIMHU]a MUMa £-KOOPAMHATY Z, Taja je Moryhe ondanutu cBe Tauke
KOje cy JIeBO O & — d ¥ JecHO o = + d, jep je BUXOBO pacTojame 0 HajONMKe TauKe U3 CYINpOTHE MOJIOBUHE
curypHo Behe o1 d. TToTpedHO je UCrMTaTH CBE MpeocTalie Tauke, Tj. CBE Tauke U3 nojaca [x — d, z + d|, nposeputn
Ia 1 Mehy BbUMa MOCTOjU HEeKM Tap Tadaka 4yHje je pacTojame CTporo Mame o d M BpeJHOCT d axypupaTH Ha
BPETHOCT HajMamer pacTojama TAKBOT Mapa Tayaka. AKO Cy Tauke HACYMHUYHO pacropeheHe, peaiHo je OueKUBaTu
Ja he BehrHa Tauaka dUTH BaH Tor nojaca. MehyTum, mpodiieM je To IITO y HajropeM cilyvajy y ojacy MOxe OUTH
MyHO Tavyaka (Moryhe je yak M J1a ce CBUX 1 Tayaka Hahe y TOM mojacy) U ako UCIIUTYjEMO CBe MapoBe, J0JIa3UMO
y HajropeM ciydajy 10 oko n?/4 nopehema (ako je mosa Tayaka JieBo, a ToJa IECHO OJl JIMHUje Toaene). Mnak,
MpoBepy je Moryhe opraHM30BaTH TaKo J1a ce MPOBEPU CaMO MaJIM OpOj MapoBa Tavyaka.

JeaHOCTaBHOCTH pajiv ieMO MPETHOCTABUTH Jia HA KCTH HAYMH PA3MaTpaMo CBe TauKe yHyTap nojaca [x—d, z+d], 5e3
003Mpa ca Koje CTpaHe BepTUKAJIHE JIMHMje ce Hanase (yHarpe]] 3HaMo Jia je IIpoBepa Tayaka Koje Cy ca HCTe CTpaHe
BEpTHUKaJIHE JIMHUjE MojieNie HernoTpedHa, ajii He MOXKe HApYILMTH KOPEKTHOCT, 0K IOjl CMO CUT'YPHH Jia Ce Mopejie
Y CBU MOTPeOHHU MAPOBH Tauaka ca pa3inuuTe CTpaHe Te mHuje). CBaky Tauky A U3 nojaca je JOBOJBHO yIOPEeIUTH
caMo ca OHMM TayKama Koje Jiexke yHyTap Kpyra ca HEHTPOM Y TauKd A U MOJMYNPEYHUKOM d, jep Cy CBe Tauke BaH
TOT Kpyra CUTYpHO Off Tauke A ynaseHe Bullle oA d, mTo oMoryhaBa 3HauyajHa ozcenama. MehyTum, nmpunaaHoct
KpYT'y HHje jeTHOCTaBHO MPOBEPUTH U 3aTO YMECTO FEra MOKEMO pa3MaTpaTé KBapaT CTpaHMLIE Oy XUHE 2d, YAju
ce LeHTap HaJla3d Ha MpaBoj y = T, a Ha YUjOj Ce XOPU3OHTAIHO] CpebOj JIMHUjU Hasa3u Tauka A u tauky A
hemo nmopeanTH camo ca TauykaMa yHyTap TOr KBajpara (3HaMo Jia Cy Tauke BaH TOT KBajJparta CUTYpHO Ha pacTojamy
Behem of d). Tume he oncename ONTH 32 HUjaHCY Makbe HETO Y CIydajy Kpyra (jep Cy Heke Tauke YHyTap KBajapara
Ha pactojamy Behem of d), anu he neTekToBame Tayaka Koje Mpurnajaajy ToM KBapary OMTH BeoMa jeJHOCTaBHO —
10 he duTH CBe OHe Tauke U3 Mojaca [z — d, x + d], KojuMa je KoOpAMHATA y y uHTepBay [y4 — d,y4 + dJ.
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Cnuka 5.3: Hajommxu map Tayaka y JJIeBOM I0jacy, JECHOM ojacy u u3Mely mojacesa. Kpyr u kBagpar Koju cajipxe
Tayke Koje ce mopeje ca TaykoM A.

HonatHo cMamere Opoja mopeherma MokeMO JOOUTH aKo MPUMETHMO Ja CBAaKM Map odpalhyjemo nBa myTa (jeqHoM
JOK oOpaljyjeMo Tauke y OKOJIMHHM TIpBe, a jeIHOM JOK oOpaljyjeMo Tauke y OKOJIMHHM Jpyre Tauke). Moxemo jen-
HOCTaBHO 3aKJbYUHTH /@ je JOBOJbHO CBAKY TauKy A MopeauTu camMo ca OHUM TayKama Koje ce Cy U3Ha e (UK Cy
€BEHTYaJIHO Ha MCTOj BUCHHU Kao OHA), Tj. HE Y LIeJIOM KBaJpary, HEro caMo y HheroBoj ropiwoj rnojoBuHu. [akie,
CBaKy Tauyky A je moTpeGHO yHopeauTy camMo ca Taykama duje & KOOpAUHATE Jiexke YHyTap uHrepBana [z — d, x + d)
U udje y KOOPJMHATE JIeXe YHYTap MHTEpBaNa [y4,y4 + d]. TIpBU yCIOB MOKEMO 00€30€MTH TaKO LITO Hpe TI0-
pebema cBe Tauke U3 Mojaca MHPHHE d OKO BEPTUKAIHE JMHHjE TOjelie M3/ABOjUMO Y MocedaH HU3 (32 TO HaM je
norpebHo O(n) nojatHe MeMopHje 1 BpeMeHa). [Ipyru ycioB epuKacHije MOXeMO 00e30eITH aKO CBE Ta4Ke TOT
HOMORHOI HM3a COPTUPAMO IO KOOPMHATH Y (3a To HaMm je noTpedno Bpeme O(n log n) u 3aTum Tauke odpaly jemo
y Heonaajyhiem pemocneny y koopauHaTa. 3a cBaky Tauky A oOpaljyjemMo camo Tauke Koje ce Hala3e HaKOH e Y
COPTHPAaHOM HU3y U odpalyjemMo jesHy MO jeAHy TauKy CBE JOK He HauheMo Ha TauKy udja je KoopauHara y Beha
WM jeJJHaKa Off BpeJHOCTHU Y4 + d (OHa o1 Tauke A He MOxe OMTH Ha MarkbeM pacTojamy oJ d, a KCTO BaXH U 3a CBe
Tauyke y HU3Y 134 1e).

// funkcija pronalazi najblizi par tacaka u delu nizu [1, r]
double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke, int 1, int r, vector<Tacka>& pojas) {
// za manje od 4 tacke, grubom silom odredjujemo najblizi par
if (r -1+ 1<4)({
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 =1; 1 < r; 1++)
for (int j = i+1; j <= r; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
return d;

}

// delimo niz tacaka sa pozicija [l, r] u dve polovine
ints=1+(r -1/ 2;

// rekurzivno pronalazimo najblizi par u levoj i desnoj polovini niza
double d1 = najblizeTacke(tacke, 1, s, pojas);
double d2 = najblizeTacke(tacke, s+1, r, pojas);

// najmanje rastojanje svih parova tacaka
double d = min(d1, d2);

// pronalazimo tacke u pojasu sirine 2d oko sredisnje linije
double dl = tacke[s].x - d, dr = tacke[s].x + d;
int k = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= r; i++)
if (dl <= tacke[1].x && tacke[i1].x <= dr)
pojas[k++] = tacke[i];
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// sortiramo tacke u pojasu po y koordinati
sort(begin(pojas), next(begin(pojas), k),
[J(const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
return tl.y < t2.y;
s

// analiziramo sve tacke u pojasu
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
// svaku tacku poredimo samo sa onim tackama koje su u
// pravougaoniku iznad nje
for (int j = 1+1; j < k && pojas[j].y - pojas[i].y < d; j++)
d = min(d, rastojanje(pojas[i], pojas[jl));

// vracamo najkrace rastojanje
return d;

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {

// sortiramo tacke po x koordinati
sort(begin(tacke), end(tacke),

[J(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {

return tl1.x < t2.x;

s
// pomocni niz (alociramo ga samo jednom, van rekurzije)
vector<Tacka> pojas(tacke.size());
return najblizeTacke(tacke, 0, tacke.size() - 1, pojas);

}

OnpenrMo CII0KEHOCT MPETXOJHOT aNropuTMa. AJITOpUTaM Ce cacToju Of ABa PeKyp3WBHA MO3MBA 32 JBOCTPYKO
Mamy AMMEH3Hjy HU3a Tadaka U (pase 1odmjama Kpajier pe3ysiTaTa Ha OCHOBY pe3yiiTaTta peKyp3UBHUX MO3MBA U
JofIaTHE aHAJM3e Tayaka y nojacy [z — d, x + d]. Beh cMo KOHCTaTOBa/IM /ia M3/Bajatbe TauaKa IICHTPAHOT [ojaca
3axteBa O(n) MeMopHje 1 BpeMeHa U [ja COPTUpare THX Tavaka [0 KOOpAMHATH Yy 3axTeBa gopataux O(nlogn)
kopaka. OcTaje joll Ja ce MPOLEHH CIOKEHOCT YrHek)eHUX NMeTby y KOojuMa ce mopejie Tauke yHyTap nojaca. Mako
Jelyje Jia je CIOXKEeHOCT KBaJpaTHa, eleMEHTApPHUM Te€OMETPHjCKIM Pe30HOBambeM J0Ka3aheMo Ja je CI0XEHOCT TOT
Kopaka sHeapHa Tj. O(n) 1 1a ce y CBAKOM KOpPaKy CIOJbAllibe [ET/be YHYTPAIIba IET/ba MOXKE U3BPIIUTH CAMO
BeoMa Mayy 0poj myTa (Jokazahemo aa je Taj Opoj U3BpIIIaBamka OrPAaHUYEH 0J03r0 ca 7, Majia je y IPaKkCcH OH YeCTO
1 I0CTa MamU O TOTa U 32 HACYMHYHO TeHeprCcaHe Tauke Ta MeT/ba ce Hajuenrhe usspiuana 0, 1 wim eBeHTyanHo 2
yTa).

3a cBaKy Tauky A MOXeMO KOHCTpyHcaTd 8 KBajipara IMMeHsuje d/2, Kao WITo je MPHUKa3aHo Ha CIULM (KBajpaTn
cy ynwmcanu y nojac [z — d, x + d|, y OBa peia o[ 10 YeTHpU KBajpara v Tayka A JIexu Ha J0Hm0] UBUIU JOHKX
KBajpara).

Crnuka 5.4: Hajommku map Tayaka
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Hajsehe pacrojame nzmely ABe Tauke yHyTap HEKOT KBapara ce MOCTHKE KaJa OHM JIeKe y FeTOBUM HACTIPAMHUAM
TEMEHHMa, a TIOIITO je IyXKWHA AMjaroHaje KBajpara CTpaHHIle % jenHaka %‘/5 ~ 0,70711 - d, pactojame u3zmehy
CBaKe JIB€ TauKe YHyTap MCTOT KBajipaTa je cTporo Mame of d. IlomTo cBu KBajpatH Jiexe OMJIO MOTIIYHO ca JieBe
CTpaHe BepTHKaJIHE JIMHUje TToje1e, OWIIO ca ’heHe JeCHe CTpaHe YHYTap CBaKor of] KBajipaTa ce Moxe Hahu HajBuiie
jemHa Tavyka Hamrer ckyma (y cynmpoTHOM Ou ce OWIIo ca JieBe, OWIIO ca JieCHe CTpaHe LIEHTpaJIHe JIMHHje Tojese
HaJIa3Mo Tap TayaKa ca PacTojaeM CTPOro MamuM of d, ITO je KOHTPAJUKTOPHO ca Ne(hUHUIM]OM BEJMIUHE d).
To 3HauM Ja ce n3Haj Tauke A MOXe HaJJa3UTH HajBHIIE 7 TayaKa Koje IpUIagajy OcTaluM KBaJpaTiMa (cama Tauyka
A Beh npumnana jeqHOM oJ] KBaJpara) 1 Jja ce CBe OCTaJle Tauke Koje cy u3Haa A Hajlase M M3Ha]| HalllMX KBajJpara,
IITO 3HAYHM []a UM je pactojame o A curypHo Behe o d (jep UM je BepTHKaHO pacTojame Behe o1 d) 1 HbUX HUje

MOTPEdHO pa3Marparty.

Tauke Koje Cy ca MCTe CTpaHe JIMHU]e Mo/ielie Kao U Tauka A MOXEMO MPOCTO MPECKOUUTH Y Telly YHYTPALIIbE IET/be
Y TaKO YIITEJUTH Ha pauyHaly HBHXOBOI PACTOjama Of] Tauke A, aju eKCliepuMeHTH IMOKa3yjy Jia Ta yiuTela Huje
ocerHa. [lpyra MoryhHOCT 3a MMIUIEMEHTaIM]jy je [a He YyBaMoO CBE Tauyke W3 Iojaca y MCTOM cKyImy, Beh na ux
MOJIEJIMMO y IBa TI0jaca U Jia 3aTHM J1a 00pauMo TPBO CBe TaUKe U3 JIEBOT Mojaca riefajyhu pacrojama y oJHOCY
HA Hape/iHe HajBuIle 4 TauyKe U3 JIECHOT Mojaca, a 3aTUM Ja 0OpaJMMO CBe TauyKe M3 JEeCHOr mojaca rienajyhu pa-
CTOjara y OIHOCY Ha HajBWIIE 4 Tayke M3 JIEBOT Mojaca (jep y CYIpOTHOM IOjacy MocToju 4 KBajapara AUME3Hje
d/2, 3a K0je cMO [JOKa3a/M 1a He MOTY JIa Ca[pXKe JBe TauKe HCTOBpeMeHO). VIMILIeMeHTalMja Ha Taj HAYMH je MaJIo
KOMIUIMKOBaHUja, a EKCTIEPUMEHTH He YKa3yjy Ha 3HauajHe JOOUTKe.

JlakJie, HAKOH PEKYP3UBHUX MO3KBA, 32 IOOUjarbe KOHAYHOT Pe3yJITarta je noTpedHo usspiuntu goaaraux O(n logn)
KOpaKa 1 ICKOMITO3MIIMja 3a10BoJbaBa peKypeHTHy jenHaunny 1'(n) = 27'(n/2) + O(nlogn). Peuieme oBe jeaHa-
4MHe, Ha OCHOBY MacTep TeopeMme, je O(n(logn)?).

CopTtupame 00 jeaumaBameM

CI10eHOCT ce MOJKe MONPABUTH aKO CE COPTUPAE 10 KOOPAUHATH Y BPIIN HCTOBPEMEHO ca MPOHAIAKEHhEM HajOu-
Ker Tapa Tadaka, Tj. ako ce 0jaya MHAYKTHUBHA XMIIOTe3a M aKO Ce MPETIOCTaBH Ja he peKyp3nBHU [T03UB BPaTUTH
pactojame n3mehy HajOmKe ABE TaUuKe U yjEeAHO COPTUPATH JlaTe Tauke MO KOOPAWHATHU ¥y. Y KOpaky odjenumaBa-
1a JIBa COPTUpPaHa HU3a 00jeaumyjeMo y jeaaH. To MoxeMo ypaauTH yoOMYajeHuM aJl'OpUTMOM 00jequibaBama,
3aCHOBaHOM Ha TEXHMIM JBa MOKa3MBaya, KOju 00jerbaBambe BPIIY Y JIMHEAPHO] CJIOKEeHOCTH. VY je3uky C++ Taj
ITOpUTaM je IoCTymaH u momohy Omdmmoreuke pyHKIMje merge. Ha Taj HaumH 10odujaMo anroputam Koju 3a0-
BosbaBa jepHaunny T'(n) = 27'(n/2) + O(n) u cnoxenoctu je O(nlogn). Haracumo ga oBa onTuMu3anuja Huje
PEBOJTYIIOHAPHA, AT MOKe MaJIO IODOJBIIATH e(PHKACHOCT.

Ha HuBOy mMIemMeHTanuje, Majo nodosblliamhe OMCMO MOIVIM JIOOMTH U TaKO IITO OMCMO M30eru ajloKalyje Mo-
MONHOT BEKTOpa YHyTap peKyp3MBHHX MO3MBA M KOJ U3MEHHUTH TaKO /I CE y CBAKOM PEKYpP3MBHOM IO3UBY KOPHCTH
WCTH, YHATIpe]l ayloipad nmoMohHu BekTop. Jour jemHa Moryha onTuMu3aiyja o K0joj O ce MOIJIO Pa3MHUCIHUTH je
CMamUBame Opoja ornepanyja KOpeHOBambAa.

bool porediX(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return tl.x < t2.x;

}

bool porediY(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return tl.y < t2.y;
}

// funkcija pronalazi najblizi par tacaka u delu nizu [l, r] i1 dodatno
// sortira tacke unutar tog dela niza po y koordinati
double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke, int 1, int r, vector<Tacka>& pojas) {
// za manje od 4 tacke, grubom silom odredjujemo najblizi par
if (r - 1+1<4)({
// odredjujemo najblizi par
double d = numeric_limits<double>::max();
for (int 1 = 1; 1 < r; 1++)
for (int j = i+1; j <= r; j++)
d = min(d, rastojanje(tacke[i], tacke[j]));
// sortiramo tacke
sort(next(begin(tacke), 1), next(begin(tacke), r+1), porediY);
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return d;

}

// delimo niz tacaka sa pozicija [l, r] u dve polovine

ints=1+(r -1/ 2;

int x = tacke[s].x;

// rekurzivno pronalazimo najblizi par u levoj i desnoj polovini niza
// sortirajuci te polovine po y koordinati

double d1 = najblizeTacke(tacke, 1, s, pojas);

double d2 = najblizeTacke(tacke, s+1, r, pojas);

// najmanje rastojanje svih parova tacaka
double d = min(d1, d2);

// objedinjavamo dva sortirane polovine (koristimo niz pojas kao pomocni)
merge(next(begin(tacke), 1), next(begin(tacke), s+1),

next(begin(tacke), s+1), next(begin(tacke), r+1),

begin(pojas), porediY);
copy(begin(pojas), next(begin(pojas), r - 1 + 1), next(begin(tacke), 1));

// pronalazimo tacke u pojasu sirine 2d oko sredisnje linije
double d1 = x - d, dr = x + d;
for (int 1 = 1; 1 <= r; 1++)
if (dl <= tacke[1].x && tacke[i].x <= dr)
pojas[k++] = tacke[i];

// analiziramo sve tacke u pojasu
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
// svaku tacku poredimo samo sa onim tackama koje su u
// pravougaoniku iznad nje
for (int j = 1+1; j < k && pojas[j].y - pojas[i].y < d; j++)
d = min(d, rastojanje(pojas[i], pojas[j]));

return d;

}

double najblizeTacke(vector<Tacka>& tacke) {
sort(begin(tacke), end(tacke), porediX);
vector<Tacka> pojas(tacke.size());
return najblizeTacke(tacke, 0, tacke.size() - 1, pojas);

}

3anarak: MHOKeH€ MOJHHOMA

Hanumy nporpam koju ecpukacHo ozpelyje npou3Boj ABa MOIMHOMA.

Vaa3: Ca cranmapJHOr ysiasa ce Hoce ABa MOJIMHOMA. 3a CBaKH MOJIMHOM je Y jeIHOj JIMHUjU AT cTeneH n (11eo Opoj
mmely 1 u 50000), a 3aTUM y HapeaHO | TUHUjU KoeduijeHTH (peaHi OpojeBr 3a0KpyKEeHH Ha jeIHY IelruMalry,
paszBojeny pasmaruma). KoedummjenTr ce 3a1ajy peioM, KpeHyBIIH Of CIOOOIHOT YiaHa Tj. Koeduimjenta y3 0,
Ta 3aKJbYYHO ca KoeUIHjeHToM y3 z".

M3na3: Ha crangapiHu n3nia3 UCIMCATH MOJMHOM IIPOM3BOJ, Y KCTOM (hOpMaTy y KOM Cy 3aJaTH U YMHHUOLIK, OCUM
LITO CBU KOe(DUIMjeHTH Tpeda Ja Oyay 3a0KpYKEHU Ha JBe JeLMalle.

IIpumep

Vaaz Hznaz

2 3

1.0 2.0 3.0 1.00 4.00 7.00 6.00
1

1.0 2.0

312



Pememe

MHoOX)eHe MOKEeMO U3BPIIUTH KJIACUYHUM AJITOPUTMOM MHOKEH-A, KOjU CMO IIPUKA3IIY Y 33/1aTKy APUTMETUKA Ha/Jl
nonuaomuma. CroxeHoct tor aaropurma je O(ny - ng), T Cy 1y M Ny CTEIEHH MOJIMHOMA KOJU Ce& MHOXE.

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2
vector<double> proizvod(const vector<double>& pi,
const vector<double>& p2) {

int nl1 = pl.size(), n2 = p2.size();

vector<double> proizvod(ni+n2-1, 0);

for (int 1 = 0; 1 < n1; i++)

for (int j = 0; j < n2; j++)
proizvod[i+j] += p1[i] * p2[j];
return proizvod;

vector<double> ucitajPolinom() {
int n;
cin >> n;
vector<double> p(n+1, 0.0);
for (int 1 = 0; 1 <= n; 1++)
cin >> p[i];
return p;

int main() {
vector<double> p1 = ucitajPolinom();
vector<double> p2 = ucitajPolinom();
vector<double> r = proizvod(pl, p2);
cout << r.size() - 1 << endl;
for (size_t 1 = 0; 1 < r.size(); i1++)
cout << fixed << showpoint << setprecision(2) << r[i] << ” 7;
cout << endl;
return 0;

}

Hako ce HEKO BpeMe CMaTpaJIo /14 je JI0kha IPAaHUIIA CJI0KEHOCTH MHOKera roimHoma O(n 1 -ng ), Anaroinuj Kapaiyba
je 1960. nokazao na je aekomno3uijoM Moryhe nodutn edpukacHuju aroputam. IlpermocraBumo a je moTpedHo
HOMHOXHTH TONKHOME ¢ + bx ¥ ¢ + dz. [IupektaH npucTyn nogpasymeBa u3padyHaBame ac + (ad + be)x + bd,
ITO NoipasyMeBa 4 MHOema. KapallydrHa Kiby4Ha oIlacka je ja Ce HCTO MOE OCTBAPUTH CAMO Ca TPU MHOXKEHA
(Ha pauyH MaJio Beher Opoja cadupama Tj. 0Jly3UMama, IITO HUje KPUTUYHO, jep ca caduparme U O1y3uMarmhe OOMUHO
BpIIIM Op’ke HEro MHOXEHe, a IITO BaXU U 3a MOJIMHOME, jep je cadupame U oly3uMare MOJMHOMA Omepalyja
nuHeapHe cioxenoctr). Hanme, Baxu na je ad + be = (a + b)(c + d) — (ac + bd). TorpedHo je, nakne, camo
u3pavyHatu npoussoze ac, bd u (a + b)(c + d), a onga mpBa gBa NPOM3BOAA YIOTPEOUTH IO Ba IMyTa (OHHU Cy
MOTPeOHH U TUPEKTHO U 32 U3padyHaBame Mpon3Boaa ad + be).

Nmajyhu oBaj KapamyOmn “Tpuk” y BHIY, JTJaKO MOXEMO HAIIPABUTH aJITOPHTaM 3aCHOBAH Ha JeKoMmosurmju. [la
Ou mIUIeMeHTaIMja Oula jeJHOCTaBHHja Mpe MHOXKEHa MOJIMHOME IOy jeMO HyJlamMa Tako J1a 0da uMajy 2" Ko-
edunmjeHara.

Ha npumep, nBa monmHOoMa creneHa 3 (ca o 4 xoeduipjeHaTa) MHOKHUMO TaKo IITO WX MPeACTaBUMO OMONy Imo-
smHOMA 1 (ca mo 2 KoedunyjeHTa).

(a32® +asx® + a1z +ag) - (b3x® +box® +b1x+ag) = ((azx +az)x® + (a12 +ag)) - ((b3z +bo)z? + (brz +bp))

Cana cy “roedunmjentu” A = azx + agu B = a1x + ag, C = b3z + bo u D = byx + by 1 BPIIK CE MHOXEbE
nomuoma Az? + B u Cx? + D. Ha ocHoBy Kapaiuyousor nocTynka peKyp3uBHO hemo u3padyHaBaTi IIpousBo/e
(A+ B)(C + D), AC u BD, a 1o cy caga notnpodieMu ABOCTPYKO Makbe JUMEH3Hje Of MoJa3He. AHAJIOTHO ce
MOCTYTIA ¥ Ka/Jia je TMMEeH3Hja OmIo Koju Behu cTereH JBOjKe.

TMorrro MHOXee 3a10BobaBa jeqHaunny 1'(n) = 37 (n/2) + O(n). 3aucra, Bplle ce TPH MHOXEHba ABOCTPYKO Ma-
UX MOJIMHOMA, JIOK Ce CBa MoTpedHa cadupama (1 y (pa3u mpurpeMe peKyp3uBHUX IO3MBA 1 Y (pa3u 00 jeumbaBamba
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HWUXOBHX pe3ynTara) Bpue y cioxkeHoct O(n). CioxeHocT anroputMa je 3ato O(n!823).

VMniiemeHTaLujy HajjeSHOCTaBHIje MOXEMO HAIPaBUTH TAaKO J1a CE Y CBAKOM PEeKYP3UBHOM IO3UBY CBH Mehypesyi-
TaTH, KA0 M KPajiM pe3yJITaT CMeNITajy y mocedHNM BeKTopuMma. MeljyTuMm, TakBa UMITIeMeHTanyja je HeeprKkacHa
Y TECTOBH MOKAa3y]jy Ja He JONPUHOCHU MOOO0JbIIIaby e(pUKACHOCTH HAaMBHE Mpolieaype. Kibyunu rpodiiem je To mTo ce
TOKOM peKyp3Hje rpajie BEKTOpH Y KOjuMa ce dyBajy IpMBPEMEHH pe3yJITaTd U Te aJIOKallrje U JealoKallyje Tpole
JAKO MYHO BpeMeHa.

// funkcija mnozi dva polinoma p1*p2 sa po 2’k koeficijenata
vector<double> karacuba(const vector<double>& pi,
const vector<double>& p2) {
// broj koeficijenata polinoma
int n = pl.size();

// polinome stepena @ direktno mnoZimo
if (n == 1)
return vector<double>{p1[0] * p2[0], 0.0};

// delimo pl1 na dve polovine: a i b
vector<double> a(n / 2), b(n / 2);
copy_n(begin(p1), n/2, begin(a));
copy_n(next(begin(p1), n/2), n/2, begin(b));

// delimo p2 na dve polovine: ¢ 1 d
vector<double> c(n / 2), d(n / 2);
copy_n(begin(p2), n/2, begin(c));
copy_n(next(begin(p2), n/2), n/2, begin(d));

// Vazi:
//  (ax+b)*(cx+d) = a*c*x"2 + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d

// rekurzivno racunamo a*c i b*d
vector<double> ac = karacuba(a, c);
vector<double> bd = karacuba(b, d);

// izracunavamo a+b (rezultat smestamo u vektor a)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

a[i] += b[i];
// izracunavamo c+d (rezultat smesStamo u vektor c)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)

c[i] += d[1];

// izracunavamo (a+b)*(c+d)
vector<double> adbc = karacuba(a, c);
// izracunavamo (a+b)*(c+d) - a*c - b*d
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

adbc[i] -= ac[i] + bd[1];

// sklapamo proizvod iz delova

vector<double> proizvod(2*n, 0.0);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
proizvod[n + i] += bd[1i];
proizvod[n/2 + i] += adbc[1i];
proizvod[i] += ac[i];

}

// vracamo rezultat
return proizvod;
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// najmanji broj oblika 27k koji je veci i1li jednak od n
int stepenDvojke(int n) {
int s = 1;
while (s < n)
s <<= 1;
return s;

}

// funkcija mnozi dva polinoma, prosirujuci ih eventualno nulama
vector<double> mnozi_polinome(vector<double>& p1,
vector<double>& p2) {

int s1 = stepenDvojke(pl.size());

int s2 = stepenDvojke(p2.size());

int s = max(s1, s2);

pl.resize(s, 0.0); p2.resize(s, 0.0);

return karacuba(pi, p2);

}

[NaxprBHja aHAM3a MTOKa3yje Aa je Moryhe cBy moMohHy MEMOpPH]y aJIOLUPATH CaMO jeJHOM U OHJJa TOKOM PeKyp-
3Mje KOPUCTUTH CTAJTHO UCTU MOMONHM MEMOpPHjCcKH IpocTop. Benndnua notpedHe nomohue memopuje je 4n (oBa
IyTa I10 1 J1a Ce CMecTe MOJIUHOMHU ¢ + b U ¢ + d 1 joI 2n fa ce CMeCTH BHXO0B pou3Boa). JomaTHa onTuMu3anuja
je Ja ce IpUMETH Ja je 3a MaJle CTelleHe OJIMHOMA KJIaCUYaH aJropuTaM OpiKU HEero aJiropuTaM 3aCHOBAH Ha JI€KOM-
NO3ULMH (OBO je YecT Cllydaj KoJ alropuTaMa 3aCHOBaHMX Ha JAEKOMIO3MIMjH). EKcriepuMeHTalHOM aHAIM30M ce
yTBphyje /1a ce BHIIe NCIUIATH MPUMEHUTH KJIACHYaH aITOpUTaM Kaj rox je n < 4.

// mnoZimo polinome Ci1ji su koeficijenti smesSteni u vektorima

// pl[startl, starti+n) i1 p2[start2, start2+n)

// 1 rezultat smestamo u vektor

// proizvod[start_proizvod, start_proizvod + 2n),

// koristeéi pomocni memorijski prostor u vektoru

// pom[start_pom, start_pom + 4n)

void karacuba(int n,
const vector<double>& p1, int starti,
const vector<double>& p2, int start2,
vector<double>& proizvod, int start_proizvod,
vector<double>& pom, int start_pom) {

// i1zlaz iz rekurzije
if (n <= 4) {
// klasicni algoritam mnoZenja
for (int 1 = 0; 1 < 2*n; 1++)
proizvod[start_proizvod + 1] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
proizvod[start_proizvod + i+j] +=
pl[startl + i] * p2[start2 + j];
return;

}

// Vazi: (a+bx)*(c+dx) =
// a*c + ((a+b)*(c+d) - a*c - b*d)*x + b*d*x"2

// Izracunavamo rekurzivno a*c i smestamo ga u levu polovinu
// proizvoda
karacuba(n / 2, p1, starti, p2, start2,

proizvod, start_proizvod, pom, start_pom);
// Izracunavamo rekurzivno b*d i smestamo ga u desnu polovinu
// proizvoda
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karacuba(n / 2, p1, startl + n/2, p2, start2 + n/2,
proizvod, start_proizvod + n, pom, start_pom);

// Izracunavamo a+b 1 smestamo ga u pomocéni vektor (na pocetak)
for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++)
pom[start_pom + 1] =
pl[startl + 1] + pl[startl + n/2 + i];
// Izracunavamo c+d 1 smesStamo ga u pomoéni vektor (iza (a+b))
for (int 1 = 0; 1 < n/2; i1++)
pom[start_pom + n / 2 + 1] =
p2[start2 + 1] + p2[start2 + n/2 + i];

// Rekurzivno izracunavamo (a+b)*(c+d) 1 smesStamo ga

// u pomoéni vektor, iza (a+b) 1 (c+d)

karacuba(n / 2, pom, start_pom, pom, start_pom + n / 2,
pom, start_pom + n, pom, start_pom + 2*n);

// Izracunavamo (a+b)*(c+d) - (ac + bd)
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
pom[start_pom + n + i] -=
proizvod[start_proizvod + i] + proizvod[start_proizvod + n + i];

// Dodajemo ad+bc na sredinu proizvoda
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
proizvod[start_proizvod + n/2 + i] += pom[start_pom + n + i];

}

// funkcija mnoZi dva polinoma p1*p2 sa po 2"k koeficijenata
vector<double> karacuba(const vector<double>& p1,
const vector<double>& p2) {

int n = pl.size();

// koeficijenti proizvoda

vector<double> proizvod(2 * n);

// pomocéni memorijski prostor potreban za realizaciju algoritma

vector<double> pom(4 * n);

// vrsimo mnoZenje

karacuba(n, p1, 0, p2, 0, proizvod, 0, pom, 0);

// vracamo proizvod

return proizvod;

3anarak: TpumuHu

Heka je mara Tadsa numeHsdje 8 X 8 Ha K0jOj HEOCTaje jeqHO Nobe. 3afaTak je MOIyHUTHU MpeocTana 63 mosba
TpUMHHMMA (ODJMIIMMA KOjU ce TOOUjy Kajia ce U3 KBagpaTa IUMeH3Hdje 2 X 2 N3dalyl jeTHO TOoJbe).

Cnuka 5.5: Tpumunu
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Vaa3: Ca crangapAHOT yia3a ce yunuTaBajy asa mena dpoja usmely 0 u 7, pa3aBojeHa pa3MakoM KOja IIpeicTaBbajy
KOoOpIuHaTe (BPCTY M KOJIOHY) TI0Jba KOje je n3daueHo ca tade.

M3na3: Ha crangapiHu n3nas ucrycaTty MaTpuily Kapakrepa Koja npe/cTaBiba Tadiy peKpruBeHy TpuMuHiMa. Ha
MecTy Hegocrajyher nosba Tpeda 1a dyne ucnucan pasMak, a TPUMHHHM Ce MPEACTaBIbajy pPasIMnuiTHM KapaKTepruMa
(Ha IpUMep, MaJIUM CJIOBHMa eHIVIecke aderiesie). Pemerme HIje jeAMHCTBEHO.

IIpumep

Vaaz Hznaz

35 cceemmoo
cbbemllo
dbffnnlp
ddfan pp
hhjaartt
hgjjrrqt
iggksqqu
iikkssuu

Pememe
3ajaTak ce MOXe PEIITH HapeJIHUM PeKyp3UBHUM MOCTyNKOM. Tabna muMensuje 8 X 8 ce Moxke pa3joxXuTy Ha 4

tadne qumensuje 8 X 8. IlocTappameM jeHOT TPUMEHA MOKeMO MocTuhin 1a y cBakoj of Te 4 Tadne HefocTaje mo
jelaH TPUMUHO.

Cnuxka 5.6: TpumuHu

Haxon Tora, cBaku of 4 notnpodsiemMa periaBamMo pekyp3uBHO. CBaka Tadsa numeHsuje 4 X 4 ce Moxe pa3ioXuTH
Ha 4 Tadne numeHsyje 2 X 2. IlocraBpameM jeJHOT TPUMUHA MOXKEMO MOCTHNY 1a y CBakoj of Te 4 TadJsie HeJocTaje
IO jesiaH TPUMHHO.

Cnuka 5.7: Tpumunu

Ha kpajy, cBaky Tadiy aumeH3uje 2 X 2 K0joj He[ocTaje jeIHO MOoJbe MOKEMO jeTHOCTABHO NOIMYHUTH ITOCTABIhAEM
oxroeapajyher TpuMmuHa.
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Cnuxka 5.8: Tpumunu

Pexyp3uBHOj (DyHKIIH]H je y3 TPEHYTHO CTame Tadjie 1 Opoj HapeAHOT TPUMUHA KOJH Ce TIOCTaBjba (Ta MPOMEHIbIBA
ce npocielyje mo pedepeHiy, jep ce TOKOM peKyp3uje Merma 1 IpeICTaBba yIa3HO-U3JIa3HH MapameTtap (QyHKIIH]je)
Mopajy IpoCIeAnTH apryMeHTH KOjU ONKCYjy MPaBOYTaOHUK KOjU ce TPEHYTHO MOMyHhaBa U MoJioxkaj HejpocTajyher
(Beh momymeHor) nosba. IlpaBoyraoHuk ce onucyje koopauHaTtama (OpojeM BpcTe U KOJIOHE) BeroBOT TOPH-ET JIEBOT
TeMeHa U JMEH3HjOM.

// popunjava se kvadrat dimenzije dim cije je gornje levo teme na
// poziciji (vO, kO) 1 kome je polje na poziciji (v, k) vec popunjeno
// broj je redni broj narednog trimina koji se moze postaviti koji
// se tokom popunjavanja uvecava
vold trimini(int tabla[8][8], int dim, int vO, int kO,
int v, int k, int& broj)
{
// ako je dimenzija kvadrata 1x1 u kome je jedno polje popunjeno,
// tada je ceo kvadrat vec popunjen
if (dim > 1) {
// kordinate 4 polja oko sredista kvadrata
int vsredl = vO + dim/2 - 1;
int vsred2 = vO + dim/2;
int ksredl = k0@ + dim/2 - 1;
int ksred2 = k0 + dim/2;

// odredjujemo kvadrant kome pripada postojeca rupa
bool rupaGoreLevo = v <= vsredl && k <= ksredi;
bool rupaDolelLevo = v >= vsred2 && k <= ksredi;
bool rupaGoreDesno = v <= vsredl && k >= ksred2;
bool rupaDoleDesno = v >= vsred2 && k >= ksred2;

// postavljamo trimino u sredisna polja kvadrata
if (!rupaGorelevo)

tabla[vsredi][ksred1] = broj;
if (!rupaDolelevo)
tabla[vsred2][ksred1] = broj;
if (!rupaGoreDesno)
tabla[vsred1][ksred2] = broj;
if (!rupaDoleDesno)
tabla[vsred2][ksred2] = broj;

broj++;
// rekurzivno popunjavamo 4 manja kvadrata

// uvek ispitujemo da li je u tom kvadrantu stara rupa ili
// Jje nastala postavljanjem novog trimina

// kvadrat gore levo - gornje levo teme mu je na (v0O, k@)
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// a nova rupa mu je u njegovom donjem desnom temenu na (vsredil, ksredi)
if (rupaGorelLevo)

trimini(tabla, dim/2, vO, kO, v, k, broj);
else

trimini(tabla, dim/2, vO, k0, vsredl, ksredl, broj);

// kvadrat dole levo - gornje levo teme mu je na (vsred2, k6)
// a nova rupa mu je u njegovom gornjem desnom temenu na (vsred2, ksredi)
if (rupaDolelLevo)
trimini(tabla, dim/2, vsred2, k0, v, k, broj);
else
trimini(tabla, dim/2, vsred2, kO, vsred2, ksredi, broj);

// kvadrat gore desno - gornje levo teme mu je na (vO, ksred2)
// a nova rupa mu je u njegovom donjem levom temenu na (vsredl, ksred2)
if (rupaGoreDesno)
trimini(tabla, dim/2, vO, ksred2, v, k, broj);
else
trimini(tabla, dim/2, vO, ksred2, vsred1l, ksred2, broj);

// kvadrat dole desno - gornje levo teme mu je na (vsred2, ksred2)
// 1 nova rupa mu je u tom gornjem levom temenu na (vsred2, ksred2)
if (rupaDoleDesno)
trimini(tabla, dim/2, vsred2, ksred2, v, k, broj);
else
trimini(tabla, dim/2, vsred2, ksred2, vsred2, ksred2, broj);
}
}

// triminima popunjavamo tablu dimenzije dim kome nedostaje polje (v, k)
vold trimini(int dim, int v, int k, int tabla[8][8]) ({

// popunjavamo pocetno polje

int broj = 0;

tabla[v][k] = broj++;

// rekurzivnom funkcijom popunjavamo ostatak table

trimini(tabla, dim, 0, 0, v, k, broj);
}
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