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Mpeprosop

VY11deHuK npej BaMa je HaMeeH CTy/IeHTUMa Apyre roguHe MatemaTuukor akynrera YHU-
Bep3muTeTa y beorpany m kopuctu ce 3a mpeameT ,,KoHCTpyKImja 1 aHaim3a ajnropuramMa” Ha
Jpyroj TOOUHU CTyAUjcKOT nporpaMa MH(popmaTuka.

[pernioctapsba ce 1a Cy CTYJICHTH Y paHHjeM IIIKOJIOBAbY YCIIEITHO CaBJIaJajii OCHOBHE eJie-
MEHTe IPOrpaMHpama 1 Ja Cy OBJIaJaJIi OCHOBAMA JITOPUTMUKE (AaCMITTOTCKOM aHAJIM30M
cioxxeHocTd 1 O-HOTAIMjOM, OCHOBHMM TEXHHUKaMa KOHCTPYKIIMje U aHAJIM3€e aJropuraMma u
OCHOBHHUM CTPYKTypaMa IoJlaTaka).

Teopujcku mperyiequ alropurama U CTpyKTypa mojaTaka najy uHpopmaiivje Ha OCHOBY KO-
jux Ou ymranan Tpedaso na dyae y MOryhHOCTH Aa CaMOCTaJIHO Kpeupa UMILIEMEHTAlUjy y
MPOrpaMCKOM je3UKy Koju omadepe. Umak, uiaycrpaiuje paad, aITOPUTMHU CY UMIUIEMEHTH-
paHu y caBpeMeHoM je3uKy C++ y3 MHTEH3UBHO Kopullhewe cTaHaapaHe OMOIMOTEKE TOr
MPOrpaMCKOr je3uKa. 3Harme OBOT je3uKa 1 OMOIMOTEKe ce, cTora, moapasyMmena. lpukaszane
cy (yHKIMje KOje UMIIEMEHTHPAjy OBE aJITOPUTME, [IOK je ITHCakhe IOTILYHUX IPorpaMa Koju
KopucTe oBe (pyHKIIMje MpermymTeHo ynroany. KomieTHa peliema ¢y JOCTyIHA Y OHJIajH
u3Jamy yIIOCHHUKA.

Marepujan U30KeH Y OBOM YIIOGHUKY YBEJHMKO IMpeBa3ujia3d OKBHUPE jEJHOT jeJHOCeMe-
CTPAJIHOT Kypca M Ha HACTaBHUKY je Jja oJadepe MOJACKYI TeMa Koje e 1a 00paau y TOKY
Kypca, uMajyhul y BUIy mprMeHe, MoTpede HapeAHUX KypceBa, ajli U Mpe3Hambe CTyIeHaTa.
Heke Teme ce MOTY ¥ OCTaBUTH CTYACHTHMA 338 CAMOCTAJIHH Paj.

HakoH cBakor noriaespa Jato je HEKOJIMKO 3aJaTaka KOju WIyCTpY]y NPUMEHE OITUCAHUX TeX-
HUKa. T 3aganu npeAcTaBbajy caMo WIyCTpalyjy, a CTyJeHTUMa KOjH jKeJie Ja CTEKHY OoJbe



MporpamepcKke BeIITHHE ce caBeTyje Aa npopaje Behu dpoj 3agaraka Koju ce Mory Hahu y Ha-
MEHCKUM 30UpKaMa 3aJaTaka U3 00JIaCTH aITOPUTMUKE, aJIM U HA MHOTM OHJIajH IIOpTajluMa
noceeheHnM yuewy Nporpamupama (Ha npumep, petlja.org, codeforces.com, leetcode.com,
geeksforgeeks.org UTH.).

Kwura uma u nparehe oHnajH uzgame, JOCTYNHO Ha aapecu http://algoritmi.matf.bg.ac.rs/
kiaa/index.html, y kome ce Hana3ze MHTEPAKTUBHU aTuIeTH KOjU MOTY TIOMOhH CTyieHTUMA y
pasyMeBamy HEKHX TeMa.

3axBamHn cMo Tipodecopy Muoapary JKuekosuhy, KOji je Kpo3 CBOj YIIOEHUK U MpeaBama
yTeMeJbO MPUCTYI U3ydaBamwy anroputama Ha Matemaruukom cakynrery. Ha Beoma ma-
KJPMBOM YHTay M KOMEHTApUMa U CYTeCTHjaMa Koje Cy JOTPHHENE KBATUTETY KIbUTE 3aXBa-
Jbyjemo peuenseHtuMa Muonpary JKuskosuhy, [Ipeapary Januuuhy u Iparany Vpoiesuhy
u xoneruaniy Tujanu [lykunosuh. Takobe ce 3axBajbyjeMo capagHHUIIIMA W CTYAEHTHMA
KOJU Cy CBOjUM KOMEHTapuMa JAOIIPUHENN UCIIPaB/balby YOUEHUX I'pelllaka U MpoITycTa, Mo-
cedHo Maruju JlojoBuhy, Jlazapy JoBanoBuhy, Mapky LiujetnnoBuhy, Kesbky 3ekaBrunhy
u My 3yosmsuh. 3axBannu cMo U Kojier Hukonu Ajzenxamepy Ha nomohu oko rpaduy-
KOT OOJIMKOBama YIIOEHUKA.

Moute ce YnTaoLM [a Ha CBE MPOIIyCTe U €BEHTYaIHE IPELIKe YKAKY ayTOpUMa.

Ayitiopu


http://algoritmi.matf.bg.ac.rs/kiaa/index.html
http://algoritmi.matf.bg.ac.rs/kiaa/index.html

1. HanpegHe CcTpyKType nogataka

VY oBOM MOIIaBby NpUKa3aHa je UMIUIEMEHTAllMja HEKUX HaIlpeJHUX CTPYKTYypa IOjaTaKa.
[Ipernoctapbamo Aa je uuTamal] yrmo3HaT ca KOpUIITNemheM U UMILIEMEHTAINjOM OCHOBHUX
CTPYKTYpa MojIaTaKa: CEKBEeHIMjaJTHUX CTPYKTYpa Mojaraka (H1u3a, jeJHOCTPYKO U IBOCTPYKO
TOBEe3aHe JIMCTe), CTeKa, pefia, pefa ca JBa Kpaja, pela ca IPUOPUTETOM, KAO0 M1 OCHOBHUX
acOIMjaTUBHUX CTPYKTYypa Mojaraka (CKyIa, MYJITHCKyIa W Marle, Tj. peuyHHKa) Kopwuinhe-
BeM xelr-Tadena u OanaHcupaHux ypeheHUX OMHApHUX JpBeTa. 3a pasiiuKy Ol OBUX ejle-
MEHTapHUjUX CTPYKTYpa IoJlaTaka, HarpeTHe CTPYKTYpe IO MPaBIITY HUCY JIe0 CTaHJapAHUX
dubmmoTeka mporpaMcKux je3mka (Ha MpuMep, HUCY YKJbydeHe y Oudnmoteke jesuka C++,
C#, Python, Java) 1 oTpedHO UX je MOCeOHO UMILIEMEHTHPATH (UM IIPEY3€TH HEKY jaBHO
JOCTYITHY UMIUIEMEHTALIU]Y).

Y oBoM nornasby hemo npoyduTH ciesiehe cTpyKType nojaraka.

* IlpedpuxcHo apBo (eHrn. trie) omoryhasa ja ce Ha joul jelaH HAYMH UMILIEMEHTH-
pajy acolyjaTUBHE CTPYKType nojaraka (nopepn ypeheHux OMHapHHUX JpBEeTa U Xelll-
tadena), KOJ KOJUX Ce yMeTare U IpeTpara BpIli Ha OCHOBY KJby4YeBa KOjU Cy OOMYHO
WM HUCKE KapaKTepa WM HHCKe JIeKaJHNX Win OuHapHuX Iudapa. OBa IpBera ce
0OMYHO KOpHUCTE Y MTpUMeHaMa 00pajie TeKCTa, Kao IIITO Cy MpoBepa MpaBoIuca U 00-
pama MpUPOJHOT je3WKa, 3aXBa/byjyhu cBOjoj MoryhHOCTH na epUKACHO CKJIJUIITe
BeJIMKEe PEYHHUKE KOjU CaJipiKe MHOIITBO CJIMYHUX PEUH, MPElU3HUje peud Koje Jiere
3ajeqHUYKe Tpedukce.

* dudoHaUyujeB XU MTPEACTaBIbA jOII jeJaH HAYMH JIa Ce UMIUIEMEHTHpA peJ ca MpHo-
pUTeTOM (ropez Kopuihemwa KJIaCHYHOT OMHAPHOT XUIIa), KOJ KOjer ce, 3a pa3iuKy Of
KJIACUYHOT XUIIa, OIlepalije yMeTama, aJld U CMatbUBakbe IIPUOPUTETa HEKOT eJIEMEHTa
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U Crajarba JIBa XWIa BpIe Y aMOPTU30BAHOM KOHCTAHTHOM BpeMeHY (IIOJCETHMO Ce,
OBE orepalyje ce KoJ KJIaCMYHUX XMIIOBA BPIIE Y JIOTAPUTAMCKOM BPEMEHY).

CTpykTypa 3a npe/icTaB/bam€ JHCjYHKTHHX CKynoBa (eHr1. disjoint set union uim
union find) omoryhasa ia ce ogpkaBajy KOJeKIMje AUCjYHKTHUX CKYTOBa (TI0/ICKYOBa
HEKOT CKyTa), y3 MOTYNHOCT e(prKacHOT MpoHalakera CKya KOMe AaTH eJIeMeHT TpH-
naja v epuKacHOr Criajama IBa CKyIa y jeJaH.

CTpykType 3a e(pukacHo H3BpLIABam-€ YINTA pacnoHa (eHIL. range queries) OMo-
ryhaBajy na ce HakoH ozpeheHe mpenodpase (€HII. preprocessing) HU3a ejieMeHaTa
e(pUKacHO U3BpIIABajy ollepalyje HaJ heroBUM CerMeHTUMa (MOJHU30BUMA y3acTOll-
HUX eJIeMeHara), MOIyT, Ha [IpUMep, U3padyHaBarba 301pa eJleMeHaTa CerMeHTa, MUHU-
MyMa WM MaKCUMyMa eleMeHaTa cerMeHTa uta. Heke o oBEX CTpyKTypa JOIyIiTajy
e(uKacHO KOMOMHOBae aXypupama rnojaraka (IpoMeHy I0jeAMHaYHUX eleMeHarta
WIM aXypupama LEeJuX cerMeHara yBehameM CBUX elleMeHaTa 32 HEKYy BPEIHOCT) U
U3padyHaBarba MOMEHYTHX CTATUCTHKA.

1.1 MpecukcHo apBO

CrpyKTypa mojartaka ca acoIMjaTUBHUM MPHUCTYIIOM (CKYII, Mamna Tj. pe4HHK), KOJ KOoje ce
MIPUCTYTI eJIEMEHTUMA BPIIIY O KJby4y, e(pUKaCHO ce MMILIeMEHTHUpa KopullihemeM ypeheror
SunapHor npeeta wim xem-Tadene’. Kibyd He Mopa 6utn 1eodpojHa BpeaHocT, Beh HucKa
KapakTepa, HUCKa OMTOBa WM HEIITO PYTo.

| Mpumep 1.1.1

Ha cauyu 1.1 dpurxazano je ypehero dunapro gp@o2 Koje cagpacu HUcke ana, at, no¢, noz, da,
dan, duh u duz kao kmwyuese.

Cnuka 1.1: YpeheHno duHapHO APBO YMjU Cy KJbY4YEBU HUCKE.

'Kop aconujaTBHUX CTPYKTypa MojaTaka MpUCTYTI eJleMEHTHMA ce BPIIM Ha OCHOBY BPe/IHOCTH KJbyya, a He

Ha OCHOBY MHJIEKCa, OTHOCHO MO3HIIHje eleMEHTa y CTPYKTypH MofaTaKa.

Tlopen TepMUHa APBO (EHIVL. tree), 4ecTo ce KOPUCTU M TePMUH CTadJIo.
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[TpunukoMm cBux onepauyja ca ypeheHrum OMHapHUM ApBETOM (IIpeTpara, OpUcame, yMeTame)
y CBAaKOM YBOpY ce BpIIH nopeherme KibyueBa (OHOT KOJjH je 3amucaH Y YBOPY U OHOT KOjH ce
oOpabyje) 1 Kaaa cy KJbyuyeBU HUCKE (a1 U HEKM Apyru Behu nogaim), To nopehemwe Moxe
3axTeBaTy JI0CTa BpeMeHa U JIOoIIe YTULATH Ha epdopMaHce.

Jom jemHa cTpyKTypa mojgaraka y BUAy ApBeTa Koja omoryhaBa epukacaH acolldjaTHBHU MPH-
CTYI KaJla Cy KJbyueBH HUCKE je ipegpurcHo gpeo (eHri. prefix tree), Takohe Mo3HATO MOJ €H-
IJIeCKUM Ha3UBOM frie (o7 eHrnecke peun reTRIEval). TlpedukcHo ApBO epUKacHO peraBa
cneaehu npodnem.

MpoGnem

Aepunucaitiu  acoyujaitiueny cripykiiypy #ogamiaka xoja omoiyhasa umitiepghejc
ckyiia/maiie (gogasarve, wpadcerse U OpUcarbe enemeHamia) iy Kojoj cy Kjvyueu HUCKe
UNU HUB08U, a KOja Hogpacasa u egpuKacHo IpoHaNadCere COUX eNeMEeHallia lju KblyUuesu
umajy 3agariu upeguxc.

1.1.1 CTpyKTypa npedMKCHOr gpBeTa

OcHOBHa HJieja OBe CTPYKTYype MoJaTtaka je Aa ce Kibyd NpUIPYKeH YBOpY JoOHja HagoBe3U-
BambeM KapaKTepa KOjU ce Hajla3e Ha rpaHama Oyx IyTame 0J] KopeHa A0 Tor ysopa. Kopen
caJpKu MpasHy pedy, a MpelackoM IPeKo IpaHe ce Ha o Tajaa (popMupaHy ped 37ecHa Ha-
JIOBe3yje jOoIIl jemaH KapakTep, Ila CBAKOM YBOPY OAroBapa Heku npedukc kbyda. [Iputom,
3ajeJHUYKY NpepUKCH Pa3IMUMTHX KJbyueBa Cy MPEICTaB/beH! UCTUM ITyTarbaMa Off KOpeHa
10 TauKe pa3/IMKoBama (YBOpa KOju OAroBapa HajIyXkeM 3ajeIHIUYKOM Npedurkcy). YBopoBu
MpepUKCHOT IpBETa MOTY UMATH Pa3JIMUUT Opoj Aelie, ajli MaKCUMaJIHU Opoj aele ogpeheH
je BeJINUMHOM a30yKe Koja ce KOPUCTH 32 KoJupame KibydeBa. Ako ce momohy npedukcHor
IpBeTa UMILIEMEHTHPA Mana (PEeYHHUK), Ta[a ce CBAaKOM KJbyuy NPUAPYXKYje BpeqHOCT (oja-
TaK KOjU ce YyBa y YBOPY APBETa KOjUM ce KOMILUIETUpA Taj KJby4).

I Mpumep 1.1.2

Cmuka 1.2: Ipumep npepuKCHOT IpBeTa.
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Tpumep apepurcror gpeeitia gaiti je Ha cauyu 1.2. Kwyuesu koje 06o iipegpukcHo gpao uyea
CY uciiu oMU Koje uyea ypeheno ounapro gpeo ca cauke 1.1: ana, at, no¢, noZ, da, dan, duh u
duz (be3 dpugpyocenux iogaimiaka). Behuna xmwyuesa xoje 080 ipedurxcHo gpso uysa ce 3a-
8puiasa y Hexom og auciiosa. Mehywium, o y odwitiem cayuajy He Mopa ga 8axcu: Kjoyu
da ce He 3a8puiasa y auciy. Ciiola je HoipeOHo ga céaku 48op UpepurcHol gpeeitia uyea u
UHgGOpMayUjy o wome ga au ce rUMe KOMIAEUUpPa HeKu Koy Uay He (Wilio ce AaKo umine-
MeHIaupa gogaearbem ogiosapajyhe aotuuie upomervuse y ueop gpeetia). 4eoposu kojuma ce
Komidaemupa Heky Kaoyy cy odojeHu. Haycipayuje pagu, y ueoposuma cy Upukazane o3Hake
akymyaupare go wux usoposa. Tpeba umaiiu y eugy ga ce oHe He UY8ajy eKCHUAUUUIIHO Y

ugopy.

Mana npeukcHOT pBeTa MOe OUTH TO HITO Y3 MOJaTKe KOje YyBa 3ay3uMa 1 IyHO JOo/IaTHe
MeMopHje (3a 4yBarbe MOKa3MBaya) U CTOra je MoeJbHO KOMIIPUMOBATHU Ia. AKO HEKU YBOD
MMa caMoO jeJJHOT MOTOMKA M He IPEe/CTaB/ba Kpaj HEKOI Kibyya, IpaHa JI0 HWera 1 rpaHa ofl
IEra ce MOTY CIIOJUTH y jefiHy, BUXOBU KapaKTepy HaJOBE3aTH, a YBOp eauMuHucatd. Ha
0Baj HAUYMH Cce JoOMja KOMIIAKTHHU]a perpe3eHTalyja npeuKCHOT JpBeTa, o3HaTa u Moj Ha-
3UBOM pagukc gpeo (eHri. radix tree), KoJ KOje CBaKM YHYTpallllby YBOp UMa Oap ABa JeTeTa
(cmka 1.3). 3a pas3nuky of perysiapHor Nnpe@HUKCHOTr JpBeTa, 'paHe PajuKC JpBeTa MOTY
OUTH O3HaUeHEe HUCKaMa, a He caMo INojeIMHaYHIM KapakTtepuma. [IpeaHocTt paguke npeeta
je mpe cBera y ToMe IITO Cy MPOCTOPHO €(UKACHHU]a, IOCEOHO Y ClIydyajy Kajaa ce y JpBeTy
YyBajy Jyradke HHCKe KOje umajy Ayre 3ajeHHYKe TpeduKce.

Cnuka 1.3: TIpumep KOMIIPUMOBAHOT MTPE(OUKCHOT IPBETa, KO/ Kora cy rpaHe O3HaYeHe HU-
cKama.

IMopen Tora Tora mrTo ce NpepruKCHUM APBETOM MOTY UMIIJIEMEHTHPATH OIILITE aCOLjaTUBHE
CTPYKTYpE Kao CKyIl ¥ Mara, NpeuKCHIM JPBETOM MOXKE CE MMIUIEMEHTUPATH U KOHAYHU
PEeYHUK Koju omoryhaBa ayTOMaTckO KOMIUIETHPae WM MIPOBEPY MCIPABHOCTH, OJHOCHO
ayTOMAaTCKO UCTIPaBJbakbe PEUM KOje KOPUCHUK YHOCH Ha padyHapy WM MOOUIHOM TeJiehoHy.

KibyueBr y nmpeduKCHOM ApBETY HE MOpajy OMTH HMCKJbYYMBO HHCKE KapakTtepa. Ha mpu-
Mep, Yy NpeUKCHOM JpPBETY MOXEMO YyBaTHU M KJby4eBe KOjU Cy MPUPOJHU OpOjeBH, Mpu
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4yeMy ce Tafa KOpUCTH HU3 nudapa y BbUXOBOM JIeKaJHOM WM OMHapHOM 3anucy. Tlopen Hu-
CKH, Hajuerhe ce kopucTe OMHAapHE pernpe3eHTaryje dpojeBa (pUKCHe MUprHE (3aMCcaHux
ca (pukcHUM Opojem OuMHapHuX uudapa).

1.1.2 Onepauyuje Hag npedMKCHUM APBETOM

Onepanyje Tpaxema 1 yMeTama eleMeHarta y NpeprKCHO ApBO BpILE ce HAa MPWINYHO OUU-
I7leJaH HAUMH, JIOK je y cilydajy Opucama HeKajaa MoTpedHO OpUcaTH BUIIE O jeIHOT YBOPA.

HcrmtrBame fa m ce HeKa ped Hajla3u y MperUKCHOM JPBETY MOXKE CE PEeaTn30BaTh PeKyp-
3MBHOM (PYHKLIMjOM KOja Kao apryMeHTe MpuMa KOpeH ApBETa U ped KOjy TPaxu y OpBETY
(TOKOM peKyp3UMBHHX T03MBA y IMUTamky je KOpeH ofaropapajyher nmoaapsera npeuKCHOT Ip-
BETa U HEKU Cy(PUKC peuH Koja ce mpeTpaxyje). AKO je peu npa3Ha, OHa ce Hajlas3u y JpBETy
aKO U CaMo aKo je KopeH o0esiexkeH Kao Kpaj Kbyda. AKO ped Hje mpa3Ha, 1a OU ce OHa MO-
[/1a HAJIQ3UTH Y IPBETY NMOTPedHO je Aa MOCTOjU AeTe KOpeHa O KOT Ce CTHXE MPEKO HEeHOT
TIPBOT CJI0BA U TaJ1a MpeTpary HacTaB/baMo PEKYP3UBHO OJ] TOT YBOpa 3a Cy(pHKc peun de3 Tor
IIPBOT CJIOBA.

U onepanyjy ymeramwa peun y npepukCcHO JpBO MOXEMO UMIUIEMEHTUPATH Kao PEKYP3UBHY
(pyHKIIMjy KOja Kao apryMeHTe A0OWja MpUMa JIpBeTa U ped Kojy Tpeda ydanuTH y To ApBO.
AKo je peu npasHa, o0esieskaBaMo Ja ce y KOpeHy Hajla3d Kpaj peur. Y CyImpOTHOM IpoBepa-
BaMO Jla JIM IIOCTOjU JIeTe KOpeHa J0 KOT e CTHXKE IIPBUM CJIOBOM T€ PEUX M aKO He IIOCTOjU
JojajeMo ra. 3aTuM peKyp3MBHO HACTaB/baMO yMETame Ofl TOr YBopa 1 ymehemo cydukc
peun de3 Tor MpBOT CJIOBA.

Bpucame peun n3 npedukcHOr gpBera ce Takohe MOXke MMIUIEMEHTHPATH PEKYyp3HBHOM
(pyHKIIMjOM KOja Kao apryMeHTe mpuMa KOpeH ApBeTa U ped Kojy Tpeda odpucatu (TOKOM
PEKyp3UBHHUX IO3MBa aprymMeHT he OuTm KopeH oaromapajyher moanpseTa mpeUKCHOT
JpBeTa U HeKu cy(bUKC peud Koja ce opuiie). AKO je ped mpas3Ha, 0O3HauaBaMo Aa TeKyhu
YBOp BUIIIE HUje Kpaj peur. AKO ped HHje Ipa3Ha, IPOBepaBaMo Ja JIv IMOCTO U AeTe KOpeHa
J0 KOT C€ CTHkE MPBUM KapaKTEpPOM T€ PeUH M aKO MOCTOjU PEKYP3UBHO OPUILIEMO Cy(UKC
pedn Oe3 IPBOT CJIOBA U3 IPBETa YMjU je KopeH To aete. Ha kpajy pekyp3uBHe (pyHKIIH]je,
MpoBepaBaMo J1a JU TeKyhu 4yBOp MMa [ielle M aKO HEMa U HUje Kpaj peud, OpULIeMO U Taj
YBOp U3 JpBeTa.

V HacTtaBKy Cy AaTe MMIUIEMEHTalllje OCHOBHUX OIepaluja Haj NpeUMKCHUM JIpBETOM Ha
npuMepy (popMupama 1 IpeTpare ckyna pedr Ha eHIJIECKOM je3UKY. Y OBOM IpUMepy KJbY-
YEBH Cy peud (HUCKE KapaKTepa) XU HUCY UM NPUAPYXKEHE HUKAKBE BpeaHocTu. IloTpedHO
je moapxkaTH onepanyjy JoJaBama KJbydeBa y CTPYKTypy NojaTaka U MpoBepe Ja JIM Kibyd
MOCTOjU Y CTPYKTypH. UBOp mpeduKcHOr pBeTa MoXke ce AeprUHUCATH TaKo Ja CaipKu HU3
MOKa3MBaya, YMjUM eJeMEHTHUMa OArOBapajy CBU Moryhu Kapaktepu a3dyke U3 Koje ce ¢op-
MUpajy KJby4eBH (HIIp. TMOIITO CE€ Y OBOM IPUMEPY KOAUPAjy cCaMO pedd KOje ce cacTtoje of
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MaJIMX CJIOBa EHIJIECKe aderiesie, MOXXeMO KOPUCTUTH HU3 MOKa3uBava ayxuHe 26). Mehytum,
e(dukacHmje je y CBaKOM YBOPY UyBaTH UH(OpMaIHje caMo 0 OHUM KapaKTepruMa 3a Koje To-
CTOjH I'paHa U3 TOT YBOPa, OAHOCHO Y OBE CBPXe MCKOPHUCTUTH Mare. Jlakie, y CBaKOM YBOPY
npeduKcHOr pBeTa yyBaMo HeypeheHy (Xeln) Mary Koja KapakTepuMa MpUApYXyje rpaHe
Koje Kpehy U3 Tor YBOpa Ka HeroBoj Jeuy, IpU YeMy KOPHCTUMO OUDJIMOTEUKY UMILIEMEH-
Tarujy xemi-mare (Kjacy unordered_map JIeKJapucaHy y ICTOMMEHOM 3ariaBiby). Onepariuje
yMeTama U IIpeTpare ce MOTy jeJHOCTaBHO MUMIUIEMEHTHPATH OUJI0 PEeKyp3UBHO OMIIO UTEpa-
TUBHO (Y HACTaBKY je MpHKa3aHa peKyp3UBHA UMILIEMEHTAIH]a).

// osnovna struktura cvora prefiksnog drveta - u svakom cCvoru cuvamo
// - mapu koja karakterima pridruZuje pokazivace ka potomcima
// - informaciju o tome da li je u cvoru kraj neke reci
struct cvor {
unordered_map<char, cvor*> grane;
bool krajKljuca = false;
¥

// sufiks koji pocinje na poziciji i1 reci w traZzimo
// u drvetu na ciji koren ukazuje pokazivac drvo
bool nadji(cvor *drvo, const string& w, int i) {
// ako je sufiks prazan, on je u korenu akko je u korenu obeleZeno
// da je tu kraj recti
if (1 == w.size())
return drvo->krajKljuca;

// traZzimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako je nademo, rekurzivno traZimo ostatak sufiksa od pozicije i+1
if (it !'= drvo->grane.end())
return nadji(it->second, w, i+1);

// nismo nasli granu sa w[1], pa rec ne postoji
return false;

// trazimo rec¢ w u drvetu na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
bool nadji(cvor *drvo, const string& w) {
return nadji(drvo, w, 0);
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// umetanje sufiksa koji pocinje na poziciji i1 reci w
// u drvo na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
void umetni(cvor *drvo, const string& w, int i) {
// ako je sufiks prazan samo u korenu beleZimo da je tu kraj reci
if (1 == w.size()) {
drvo->krajKljuca = true;
return;

// trazimo granu na kojoj pise w[i]
auto it = drvo->grane.find(w[i]);
// ako takva grana ne postoji, dodajemo je kreirajuci novi cvor
if (it == drvo->grane.end())
drvo->grane[w[i]] = new cvor();

// sada znamo da grana sa w[i] sigurno postoji i1 preko te grane
// nastavljamo dodavanje sufiksa koji pocinje na poziciji i+1

umetni(drvo->grane[w[i]], w, i1+1);

// umetanje reci w u drvo na ¢iji koren ukazuje pokazivac drvo
vold umetni(cvor *drvo, string& w) {
return umetni(drvo, w, 0);

// brisanje drveta sa korenom u cvoru drvo
void obrisi(cvor *drvo) {
if (drvo != nullptr) {
for (const auto& p : drvo->grane)
obrisi(p.second);
delete drvo;

Kana a30yka kojom ce koaupajy KijbydeBd mMa J{ enemMeHarta W Kajia ce y CBAKOM YBOPY
yyBa HeypeheHa Mama rpaHa, CJIOXKEHOCT olepalyja MpeTpaxuBamba, yMeTamba U Opucarma
eJleMeHTa 13 npepuKCHOr apBeTa je y Hajropem ciydajy O(mK ), tae je m nyxuHa peun
Koja ce Tpaxu, ymehe wiu Opuiue. 3aucra, CJI0KEHOCT Hajroper ciiyyaja mperpare Heype-
hene mane je O(K), a npumkoM odpaje Kibyda JyKUHE 7 BPIIM Ce 1M TAKBUX IPeTpara.
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Ca jipyre cTpaHe, aMOPTH30BaHa CJIOKEHOCT TpeTpare Heypehene mare je O(1), ma je amop-
TU30BaHa CJIOKEHOCT oBUX onepanuja O(m). AKO ce paay ca HUCKama KapakTepa u ako ce
HeypeleHa Mara UMIUIeMeHTHpa oMohy Husa o /X eneMeHara, oHzia je M CIOKEHOCT Haj-
roper ciyvaja O(m). TlpuMeTuMo Ja je TPUIMKOM TpeTpare Opoj orepalyja OrpaHuyeH 1
ITyXUHAMa peuyd Koje ce Hajlase y ApBeTy, 1a ce, MPelH3Huje, CI0KEHOCT MOXKe OrpaHUIUTH
v ca O(min(m, M)), rae je M nyxuHa Hajayke peun Koja ce Hasasu y JpBeTy.

Jodpa crpaHa npedUKCHOT IpBeTa je TO IITO CIOKEHOCT YMETamwa 1 MpeTpare 3aBUCH Of Y-
JKUHE 3a1rca KJby4a, a He o1l Opoja eJleMeHaTa KOju ce 4yBajy y ApBery. MaHa je moTpeda 3a
YyBameM II0Ka3rBaya y3 CBaky 4Bop y Apeery. llraBuie, npocTopHa CIOXKEHOCT Npeduk-
CHor apBeTa y HajropeM ciydajy usHocn O(M N K), rne je ca N o3HaueH dpoj kibyuesa
KOjH ce uyBajy y npedukcHOM IpBerty, a ca M MakcumaiHa aykuHa Kjbyda. Hamme, makcu-
ManHu Moryhu Opoj uBopoBa npedukcHor apeera jeaHak je O(M N) u omroBapa ciydajy
Kajla HeMa HUKaKBOT [IpeKJIanama Kapakrepa Mel)y KJbyueBnuma, 0K je IPOCTOPHA CJIOKEHOCT
cBakor uBopa jearaka O(K) 300r norpede dyBarba Mare y cBakoM uBopy. [Ipumerumo aa
je oYeKMBaHa IMPOCTOPHA CIIOKEHOCT Mama jep he ce y ciydajy peanqHe KOHauHe a3dyke (Ha
NpUMep, eHITIECKe aderieie) MPBO MpeKanamke jaBUTH HajKacHUje HAKOH 26 KIbyueBa.

Cmameme MEMOPH)CKE CJIOKEHOCTHU CE MO3Ke IOCTHNY 1 TAKO IUTO CE CMarby BeJINYMHA a30yKe
(mo neHy moBehamwa AyxuHe Kibyda). Ha mpumep, ymecro 256 paznnuutux 8-OMTHHX Ka-
pakTepa, MOKEMO CBaKM KapakTep MOJeIUTH Ha JBe 4-OutHe monoBuHe. Tako ce camo 16
pasnuuTHX 4-OMTHHX KapakTepa, ajly ce Ay>KMHa CBAKOT KJbyda JjBa IyTa nosehasa.

Kapa du ce ymecTto npedUKCHOr IpBeTa KOPUCTWIO DajlaHCUpaHO ypeheHo OMHapHO IPBO
KOje O UyBajio KOMIUIETHE K/byueBe Y YBOpPOBUMa (ciuKa 1.1), BpeMeHCKa CI0KEeHOCT ore-
paluja npeTpaxuBama, yMeTama U Opucama ou y Hajropem ciydajy owna O(M - log N),
e je ca N o3HaveH yKymnaH Opoj KJbydeBa KOju ce 4yBajy y ApBeTy, a ca M makcuMaiHa
nykuHa Kbyda. [IpocropHa cioxeHoct ose crpykrype je O(M - N).

Kana ce kopuctu xem Tadesna, MpUIMKOM CBake orepalyje yMeTamwa U IpeTpare mMopa ja
Oylle u3padyHara Xelll BPEJHOCT KJby4a KOju ce Tpaku 3a mra je norpedno speme O(M).
¥ 3aBUCHOCTH 0J1 Opoja KOJIM3Mja, Bplie ce nopehema Xell BpeAHOCTH (Y HajropeM ciiydajy
wux O(N), a amopruzoBaro O(1)). Ha Kpajy ce Kbyd KOjU Ce TPaxu M KJbyd CJIOTa KOju
je mpoHaljeH Ha OCHOBY jeIHAKOCTH XeIl-BPeJHOCTH eKCIUIMLMTHO MOpee, 3a ITa je Takohe
norpedHo Bpeme O(M) (a ako mocToje Komsuje 0Bo nopehetse ce BpIK HEKOIMKO MyTa).
3aro je ciokeHoct Hajroper ciyyaja onepaimja O(N + M), a aMopTU30BaHa CIIOKEHOCT
O(M). TomTo K/byd MOpa OUTH 3aIMCaH EKCIUTMIMTHO Y CBAKOM CJIOTY Tabele, IpOCTOpHa
cinoxkenoct je O(M - N).

VY tabemm 1.1 mpukazaHa je (aMOpTH30BaHA) CJIOKEHOCT Pa3HMX HMMIUIEMEHTaldja CKy-
nosa/Mamna. [IpernocraBbamo J1a je AyKHMHA pedu Koja ce odpalyyje m, MakcuMaHa AyKMHa
peun M, dpoj peun y kosnekuuju N, a BemunHa azdyke K.



1.1 MpedmkcHO ApBO 17

Tabena 1.1: CitokeHOCT pa3IMUUTUX UMIUIEMEHTALMja PEeYHHUKA

Xemr tadena  banancupano dunapHo ypeheno agpso  IlpeduxcHo apBo

[perpara  O(m) O(mlogN) O(m)
Vmerawe O(m) O(mlog N) O(m)
Bpucawe  O(m) O(mlog N) O(m)
IIpoctop  O(MN) O(MN) O(MNK)

Jaxie, MOXeMO IPUMETUTH Ja NpehUKCHO IPBO HEMa JIOIIUjY CJIOKEHOCT Of Xell-Tadera,
aJI1 OAIP:KaBa HOBY olepalyjy (IpoHaIakewe CBUX PeUr KOje UMajy aTu npedukc) u crora
ce KOPUCTH MPIJIMKOM pelllaBama MpodsieMa y Kojuma je Ta ornepaiyja KOpUcHa.

3aparak: MNap koju paje Hajsehn XOR

Hanwminm nporpam koju Mel)y yHeTM Heo3HaueHuM OpojeBuMa oapehyje oHaj map Koju gaje
HajBehu pe3ynrar npu onepanuju ekckiy3uBHe aucjyHknmje (XOR) muxoBrx OMHapHUX 3a-
THca.

Omnuc yiaa3a

Ca crargapaHor ynasa ce yHocH opoj 1 (1
npupoaHux dpojesa usmehy 0 u 1018,

< n < 100000), a 3aTum y HapegHOM peny n

Onuc u3iaasa

Ha crangapanHu u3na3 ucnmcaTd MakCUMAJIHY BPEJHOCT KOja ce MOXe JI0OWTH Kajia ce eK-
CKJIy3MBHa JIMCjyHKIIMja MPMMEHH Ha HeKa JIBa yHeTa opoja.

IIpumep

Yaas Hznaz  Objawrverse

5 7 Hajsehu pesynrar 7 1oduja ce eKCKIy3MBHOM AWCjYHKIIMjOM OpojeBa

12345 3 14 (’BUXOBU OMHAPHU 3aIKCH Cy 00. . .0000011 1 000. . .000100). ctu
pe3yaTaT Joduja ce ¥ eKCKIIY3UBHOM JMCjYHKIIMJOM OpojeBa 2 u S (1bU-
XOBU OMHAPHU 3aIUCH Cy 0000..0000101 1 0000. . .00000010).

Pewene

Pememe rpydbom critom mogpa3ymeBa Ja ce Ha CBakM Tap OpojeBa mpuMenu oneparpja XOR
¥ Jla ce WCTIMIIE MaKCUMyM JlodujeHux pesyiitata. CiokeHocT oBor npuctymna je O(n?).

EcdukacHuje pememe MOXEMO JOOUTH MPUMEHOM HANpeIHNX CTPYKTypa mopaTtaka. Iloky-
[1ajMO Ja 32 CBAaKU HOBU YHETH Op0j epuKacHO U3pauyHaMo HajBehu Opoj Koju ce Moxe 10-
ourtn npumenom onepanyje XOR Ha wera u HeKy Off IPETXOAHO YHETUX OpojeBa (y peliemwy
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rpyOOM CHIJIOM, TO ce [ielllaBa y YHyTpaulwoj newbH). IlokymajMo ga Taj dpoj onpeaumo
OUT-10-OUT U TO KpeHyBIIM of] OuToBa HajBehe TexknHe. Ha mecty Ourta HajBehe TexuHe
MOxeMo nodoutu 1 ako Tekyhu 0poj nounme outom 0 U Mehy paHuje yuuTaHUM OpojeBUMa
TIOCTOj1 HEKH KOjU Mouumbe doutoM 1 niam ako Tekyhu dpoj nounse dutom 1 u mely panuje
Y4HATaHUM OpOjeBUMA IIOCTO jU HEKU KO jU ouMibe OuToM 0. ¥V cynpoTHOM, Ha MecTy HajBehe
TeXHHe pe3yiaraTa Mopa outu out 0. HakoH onpehuBama npsor Outa, onpehyjemo HapeaHu,
ayM y ciydajy ga cMo Ha Bozehe mecto pesynrara ynucanu 1, mehy yuutaHuMm HUCKama 3a-
JpKaBaMo caMo OHE Koje cy Ha BojieheM MecTy uMasu OuT cynpotaH Bogehem Outy Tekyher
Opoja (y cirydajy ma cmo Ha Boaehe mecto pesynrara ymucanu 0, Taa cy CBY paHUje yIUTaHU
OpojeBu MOUnbAIM UCTUM OUTOM KOjUM Mouuibe TeKyhu Opoj u cBU ce 3aapxkanajy). Ilo-
CTYIAK caJa IOHABbaMo 32 Jpyru OUT, [IpU YeMy pa3MaTpaMo caMO HUCKE KOje HUCY paHuje
ondaueHe.

I Mpumep 1.1.3
Tpeiuiiociiasumo ga cy gamiu opojesu 1001, 1010, 0110 u ga je imiekyhu 6poj 0010.

* Ha sogehe mecitio pe3yaitiaitia Moxcemo yaucaiiu 1, ipu uemy 3agpircasamo Hucke 1001,
101e0.

e Ha gpyio mecitio pe3yaiuaitia mopamo yiuucaiiu 6, jep cee 3agpicane HUCKe HA MecCily
gpyiot duitia umajy 0, uciio Kao u iexkyhu opoj. Obe HUCKe ce 3agpacasajy.

* Ha iipehe mecitio pe3yniiaitia Moxcemo yiaucaimiu 1 u imiaga 3agpicasamo camo HUCKY
1001.

* Ha kpajy, na ilocnegroe meciio pe3ysnaiia mModxcemo yiuucaiiy 1.

Konauan pesynitiaii je, gaxne, 1011 u on ce goduja ilpumerom oitepauuje XOR na nucke 0010
u 1001.

ITperpary MoxeMo BeoMa jeIHOCTaBHO OPraHN30BaTH aKo CBE yUUTaHe OMHApHE 3aIlice jelaH
T0 jeslaH ynucyjeMo y npedgukcHo apso. IIpunrkom odpane tekyher dpoja, berope durose
MIPOJIa3UMO CJIEBa HAaJECHO, 3a CBakU OUT ce ciymrtajyhu Ha HapeaHu HuBo apeera. Ha cBa-
KOM HUBOY JIpBETAa, Jakje, oapehyjemo jenan Out pesynrara. Ako Ha TeKyheM HUBOY OCTOjU
rpaHa odesie;keHa OUTOM CYITPOTHOM of1 TeKyher durta TpeHyTHOT dpoja, CITyIITamMmo ce hoMe U
y pe3yJITaT YIHuCyjeMo jeIUHUILY, JOK Ce Y CYIPOTHOM CIYIUTaMO I'PaHOM Ha KOjOj ce HaJla3u
ouT jemHak Tekyhem OWTy TpeHyTHOT Opoja Uy pe3ysTar ynucyjemo Hyay. CroymrameM Ha
HapeJHU HMBO JpPBETa YjeJHO eJIMMHHUILIEMO CBE OHE HHUCKE KOje Ha oaroapajyhem mecty
HeMajy noTpedan dut. OBaj MOCTYIAK je WIYCTPOBAH HA HAPEIHO] CIUIIH.
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Tekudi broj: 0010 Tekuci broj: 0010 Tekuéi broj: 0010 Tekuci broj: 0010 Tekudi broj: 0010
Rezultat: Rezultat: 1 Rezultat: 10 Rezultat: 101 Rezultat: 1011
Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske: Preostale niske:
1010, 1001, 0110 1010, 1001 1010, 1001 1001 1001

CroxeHoct oBor anropurMa je O(n), py 4eMy je KOHCTaHTa je/iHaKa Opojy OUTOBA KOjUMa
ce 3anucyjy oOpojeBu (C 003UPOM Ha OrpaHUYEHA AaTa y 3aJaTKy, To je 64).

// cvor binarnog prefiksnog drveta
struct Cvor {
Cvor* grane[2];

};

// kreiranje novog cvora drveta

Cvor* noviCvor() {
Cvor* novi = new Cvor();
novi->grane[0] = novi->grane[1] = nullptr;
return novi;

// ubacivanje broja (njegov binarnog zapisa) u drvo
vold ubaci(Cvor* koren, unsigned long long broj) {
Cvor* cvor = koren;
unsigned long long mask = 1ull << (8*sizeof(unsigned long long) - 1);
while (mask != 0) {
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[bit] == nullptr)
cvor->grane[bit] = noviCvor();
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
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// brisanje drveta
void obrisi(Cvor* koren) {
if (koren != nullptr) {
obrisi(koren->grane[0]);
obrisi(koren->grane[1]);
delete koren;

// maxXOR koji moze da se napravi izmedju elemenata drveta i datog broja
unsigned long long maxXOR(Cvor* koren, ull broj) {
Cvor* cvor = koren;
unsigned long long rez = 0;
// analiziramo sve bitove datog broja
// maska sadrzi tacno jednu binarnu jedinicu i ona se pomera nalevo
unsigned long long mask = 1ull << (8*sizeof(unsigned long long) - 1);
while (mask != 0) {
// tekucil bit datog broja
int bit = (broj & mask) != 0;
if (cvor->grane[!bit] != nullptr) {
rez = rez | mask;
cvor = cvor->grane[!bit];
} else
cvor = cvor->grane[bit];
mask >>= 1;
}

return rez;

int main() {
// broj brojeva
int n;
cin >> n;
// prefiksno drvo
Cvor* koren = noviCvor();

// ubacujemo prvi broj
unsigned long long Xx;
cin >> x;
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ubaci(koren, x);
unsigned long long max = 0;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {

cin >> Xx;

unsigned long long rez = maxXOR(koren, x);
if (rez > max)

max = rez;
ubaci(koren, x);

}

cout << max << endl;

obrisi(koren);
return 0;

1.2 duéoHaumjeB xun

PenoBu ca npuoputeToM ce 0OMYHO UMILIEMEHTHPAjy KOpUIINeweM CTPYKType mojaraka
XUIl. 3a pasjvKy oJf OMHAPHOT XUIIa y KOM Ollepalifja yMeTama eJIEMEHTa UMa JIOTapUTaMCKY
crnoxenoct, PudboHAUMjeB® XU je CTPYKTypa MojlaTaka KOJ[ KOje orepallija yMeTarmba HOBOT
eJleMeHTa MMa KOHCTAHTHY aMOPTHU30BaHy CJIOKEHOCT, IITO je uuHu Opxom. JlomatHo, du-
donaunjeB xun omoryhasa U criajame JBa XUIa y jelaH Kao U CMarbUBarbe BPEAHOCTH KJbyYa
y KOHCTaHTHO] aMOPTH30BaHO] CJIOKEHOCTH, IOK CJI0KEHOCT N3dalyBamba MUHUMyMa OcTaje
norapuraMcka. [Jakie, PuOOHaUMjeB XUl YCIEUIHO pelasa ciaeaehn npodiem.

Mpo6nem

Aepunucaitiu ciupyxiniypy iogamiaxa Koja iogpicasa eghuxkacHo uzepuiagaree (Y amopiiu-
306aHOM KOHCIIAHIIHOM UAU A0TapuitiamcKom epemery) caegehux oilepayuja:

e napravi_hip() - upaeu noeu upasmu xui
e umetni(H, v) - ymehe enemeniii ca epegrouthy Kaoyua v y xuii H
e minimum(H) - 6paha eaemeniti xuila H ca MUHUMAAHOM 8pegHouthy K/oyua

3 Jleonappo IMuzano ®udonaun (ut. Leonardo Bonacci), (oko 1170-1240), utanujaHcku MaTemMaTayap.
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* izbaci_minimum(H) - Opuie enemeniti xuila H ca munumanrnom epegrouthy Kooyua u
epaha 1a kao peyainaii

e unija(H1,H2) - 0og gea xuila H1 u H2 @pasu HOBU XUil KOJU CAgpICU cee enemeHilie
UONA3HUX XUIO08A

e smanji_kljuc(H, x, v) - enremeniuy x xuila H ce peHYymHa 6pegHOCIU KbyUa CMa-
rlje Ha HO8Y gaitly 8pegHOCT v

NmmnemenTanyja onepanuje smanji_kljuc 3axTeBa mamherme MOJATHUX IMOJATAKa Y CTPYK-
TYpH, I1a je UMIUIEMEHTALIMja XUIIa KO jH IMOApKaBa Ty ONEPaLyjy Majo KOMILIMKOBaHM]ja HETO
MMIUIEMEHTaI{ja XUIa KOjU To/IpKaBa CBe OCTalle HaBeJIeHe orepariyje.

AMOpPTH30BaHa CJIOXEHOCT Oepalyja IPaBJbeba XUIla, yMETamba el1eMeHTa, ogpehrBama M-
HUMyMa, [IpaBJbetba YHUjE M CMarbHBarba BpeaHocTH Kibyda je O(1), ok je amoprusoBaHa
CJIOKEHOCT orepanyje dprcarma MUHUMAIHOT enementa u3 xuna O(logn). akie, onepa-
LMje yMeTamwa eJIeMeHTa U IpaB/beha YHUje ce epuKacHUje u3BpIiiaBajy Haja PudoHauuje-
BUM XUIIOM, HETO HaJ KJaCUYHUM OMHAPHUM XUIIOM (IIOJCETUMO Ce, CIOKEHOCT 0JaBamba
enemenara y ounapuu xui je O(logn)).

dudoHauMjeB XU je KOPUCTaH Kaja je Opoj omeparyja dprcama MUHUMAHOT eJIeMEeHTa 13
XMIIa MAJIM Yy OAHOCY Ha ocTajle moMeHyTe onepauuje. Ha npumep, y rpadpoBckum anropur-
MHUMa Kao ITo je oapehuBame pasanumyher (mosesyjyher) gpserta MUHUMAaJHE IieHe (BUAN
norassbe 2.10) wim Hajkpahux MmyTeBa U3 3a4aTOr YBOpa (BUAU Nornasike 2.9), ako je rpad
rycT (CagpXku BeJIMKU OpOj IpaHa), olepalyja CMambiBaba BPEJHOCTH KJbyda Ce MOXE YECTO
jasmaru, Te yopsame ca O(logn) kon dunapsor xuna Ha O(1) kon OudoHauUMjeBOr XUMa
MOJKe JIOHETH OCeTHO yop3ame. Henoctatak PudoHaumjeBor Xuma je To ITO je I0CTa TeXU
3a UMIUIEMEHTAIN]y Of KJIACHYHOT, OMHAPHOT XMIIa, TO IITO 3aXTeBa BHILIE MEMOpH]e, Kao 1
TO IITO j€ CJIOKEHOCT Hajroper ciyvaja HeKUX onepalyja BelIrKa.

dudoHaumjeB XUl je M00MO Ha3WB Mpema PrudoHauMjeBUM OpojeBMMa Ha OCHOBY KOjHUX ce
popMyMille EHTpalHA MHBApHUjaHTa KOja TapaHTyje JoOpy CllokeHOCT omepauuja. OBy
CTPYKTYpy TofaTaka ocMUcHmM cy Majkn ®peaman® u Podepr Taprian® ca Liu/beM Ja ce Tio-
0oJpllla Bpeme u3BpIIaBama JlajKCTpUHOr adropuTMa 3a oapehuBame Hajkpahux myTeBa u3
3ajartor 4Bopa (Buau noriassbe 2.9.2). OHa MMa NpUMeHe U y APYTuM rpaOBCKUM arOpUT-
MHUMa, ronyT [IpuMoBor anropurma 3a padyHambe MUHUMAJIHOT MoBe3yjyher npeeta (BUOU
nornasibe 2.10.2), 3a ogpehrBame MaKCUMATHOT TOKA KPO3 MPEXY, alld U Y IPYTUM JIOMe-
HMMa, [OIyT TeOMETPHjCKUX aJropuTama, odpaje cjaMka 1 MaTeMaTHiKe ONTUMU3ALMje.

“Majkn ®peaman (enrn. Michael Fredman), amepuuku ungopmatiap.
SPobepr Tapuan (enrt. Robert Tarjan), poher 1948. romune, aMepruky nHGOPMATHYAP.
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1.2.1 CrTpyKTypa xuna

dudonauMjeB MUH-XUIT IPE/ICTABIba KOJIEKIINjy MUH-XHUIOBA. CBaKM MUX-XHII j€ IPBO Y KOM
YBOPOBU MOTY UMATH Pa3jIMUUT OpOj HACJIEJHUKA, & BpEOHOCT y CBAKOM YBOPY j€ Marbha WK
jenHaKa BpeTHOCTH y HEeTOBUM HaciegnuimMa. Penocnen npeera y PudoHaunjeBOM XHITy
je npousBosbad. PuOOHAUMjEBOM XUITy IPUCTYNaMO IIyTeM I0Ka3KBaya Ha KOpeH ApBeTa ca
MUHUMAJIHOM BpeaHoIhy y 1iesioM PruOOHAYN]eBOM XUITY — OBAj YBOP 30BEMO MUHUMAAHUM
ugopom PUOOHAUM]EBOT XHITa (aKO ITOCTO U BHIIE YBOPOBA Ca MUHUMAJIHOM BpeHOIINy Orio
KOjU OfI BbUX C€ MOXE MPOITIaCUTH MUHUMAIHUM 4YBopoM). JenaH npumep PudoHaumjeBor
MUH-XUIA NpuKa3aH je Ha cauim 1.5. Kopenu cBux apsera y PUOOHAUMjEeBOM XUILy CE IO-
Be3Yyjy Yy KpPyKHY, JBOCTPYKO MOBE3aHy JIMCTY KOjy Ha3UBaMo sucilla KopeHosa xuma. U cBa
Jena OMIIo Kor 4Bopa cy MelycoOHO noBe3aHa y KpyXKHY, ABOCTPYKO IoBe3aHy ucty. CBaku
4yBOp (d1J10 A2 je KOpeH WM He) CaJp:KU MOKa3uBay Ha JIEBOT M JIECHOI cycela M Ha HEKO
aete (a ako je MOTPedHO BPIIMTH M OTepallije CMambHUBakbha BPEIHOCTH KJbydeBa, OH/IA U I10-
Ka3uBay Ha PoJMTesba M jolI HeKe MoMohHe nojaTke Koje hieMo ormucaty y CKJIOIy oIuca Te
orepanyje). Kopumheme KpykHHUX JricTa oMoryhaBa ymeTame HOBOT YBOpa Y JIUCTY U OpH-
Cambe YBOPa Ha KOjU MMAMO TOKa31Bay (CAMUM TMM M MUHUMAIHOT uBopa) y Bpemeny O(1).
Takobe, 1Be OBakBe JiCTE MOKEMO 00jeqUHUTH y HOBY Jcty y BpemeHy O(1) (Bunehemo
Ja je 0BO OMTHO 3a eUrKacHO u3Bohemwe onepauuje popmupama yauje). E¢pukacHocT oBUX
orepaiyja HaJl IMCTaMa TapaHTyje e(pMKacHO U3BPIIIaBa-e ONepalirja HaJl XUIOM.

Bpoj neue uBopa Ha3mBa ce citieiier ygopa. HaBequmo cajja KIbyuHy MHBapHjaHTy (YCJIOB KOjU
BaXM HAKOH (hOpMUparba CTPYKType 1 HAKOH IIPUMEHe OMJIO KOje oneparnuje 1 3a koju hemo
BUJIETH [ TAPaHTYje CJI0KEHOCT ONeparuja).

HNuBapujanTa (6poj usopoBa mogapsera): Cako nojnpeo OudoHaumjeBor Xxura Iuju
je xopen crenena d caapxku dap F; o 4BopoBa, rie je ca I, osHaueH k-tn dPudonaunjes
6p0] (FO = O, Fl = ]_, Fk‘ = Fk‘—l —+ FkJ—Z)‘

Hakiie, npBo unju je kopeH creneHa 0 uma dap 1 uBop, creneHa 1 uma dap 2 yBopa, creneHa 2

uma dap 3 uBopa, creneHa 3 uma dap 5 yBOpoBa, creneHa 4 nma dap 8 usoposa utx.. Ilomro

1+V5
2

4BOpa KOjHU je KOPeH HEKOT MOJIPBETA Y KOM Ce HaJla3M 11, YBOpoBa Baku m > [y o > o
Tj.d < log¢ m. Jlakiie, Opoj mere cBakor YBopa KOju je KOpeH MOAPBETa ca 1 ejleMeHara

ce nako (MHOyKIMjoM) JoKasyje na je Fy o > 0, e je p = , 3a cTerneH d cBakor

je O(logm). Axo y nieniom ®PubOHAUMjEBOM XHITy UMa 7 €JIEMEHATa, CTENEH OUIIO KOT YBOpa
je O(logn). Make, o ycJIOBOM 1a MHBAPHjaHTa BaXH, JICTE JeLie Cy PEJIATHBHO KpaTKe 1
MpoJia3ak Kpo3 CBE eJIeMEeHTe TaKBe JIUCTE BPIIH Ce Y JIOTAPUTAMCKO] CIOKEHOCTH (Y OTHOCY
Ha YKyInaH Opoj eleMeHarta y XuIy).

dopMynuMMo cajia Ipyrauujy MHBapUjaHTy, KOjy je JIaKlle IPOBEpaBaTH, a Koja aaje ra-
paniyje aa he BaxuTy MHBaprjaHTa O OPOjy YBOPOBA Y MOIJIPBETUMA.
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HNuBapujanTa (cTeneHu jene): 3a CBaKY YBOP T cTerneHa d BaXu Ja Cy CTeNeHu Jetie dap
0,0,1,2,3,...,d — 2.

Nupykuyjom 1okazyjeMo Aa MHBapHjaHTa O CTENIeHUMa JIelle TapaHTy je MHBapujaHTy o Opojy
4yBOpoBa MojyIpBeTa. Ako je d = (), YBOp HeMa Jielie, a Y ’erOBOM IOJUIPBETY ce Hasazu Flyy =
1 yBop. AKO je MHBapHjaHTa O CTETIEHMMA JIeLie UCIyhEeHa, HA OCHOBY MHAYKTUBHE XUIIOTE3e
BaKU JIa IOZIPBETA YMjH Cy KOPEHH JIelia YBopa & cafpike pegoM Iy, Iy, Fy, ... F; uBopoBa,
na, nomro je F, = I} = 1 u F; = 0, Baxu Ja je yKynaH dpoj YBOpoBa y APBETY YMju je
KopeH z jegHak 1+ Fy+ F| + Fy, + F;5 ...+ F; (npBa jequHuna 0J1a3u ofi caMor KOpeHa ).
WupykuujoM ce pyTUHCKM Moske Jokasati 1a je 1 + Fy + Fy + Fo + ...+ Fy = F; 5, nma
VMHBapHjaHTa O CTeIeHUMa JIeIle 3aUCTa TapaHTy je HHBapHjaHTy 0 OpOjy YBOPOBA MOJIPBETA.

Oga uHBapujaHTa Hamehe ogpeheHe crenexe Jelie, aly HUje IPelu3MpaHo Koja aeta Tpeda aa
nMajy TpaxeHe crernene. Jlera ce pazmaTpajy y peaociaeay BbUXOBOT JOAaBaka POJUTEILCKOM
YBOPY M FMIXOBH CTEIIEHH y TOM pe/IoCiey 3a10B0JbaBajy NHBAPHUjaHTY (a He Mo peociieny
KOjUM Cy CMEIITeHH y TUCTY fierie). Jlakiie, yCIioB KOju je JOBOJbaH Aaa Ou xur ono Pudonaun-
jeB je ma cy crereHu aerie y penocieny gogasama 0,0, 1,2, 3, ... Tj. Aa 3a CBaKYM YBOp BaXH
J1a IEroBO JIeTe ca peIHUM OpojeM jJoaaBama ¢ (Opojumo ox Hyse) uMa creneH d;, > ¢ — 1
(mpu wemy je u d; > 0, jep je d; nmpupopaHn 6poj).

Bunehemo yckopo na he npoueaypa ¢oopMuparma xura OUTH TakBa /1a Cy CTETIEHH JeTie CBAKOT
YBOpa JpBETa HETIOCPETHO HAKOH HeroBor MpBor (opmupama 0, 1,2, 3, ... (1mTo je u Burie
HEro IITO ce 3aXTeBa MHBAPUjaHTOM O CTeleHnMa jielle). Ha ocHOBy oBora ce Moxe 10Ka3aTu
J1a CBaKO MOJ/IPBO UMjH je cTereH KopeHa d uma 2% 4BopoBa, MTo Takohe rapaHTy je TIOBOJbHY
CIIOXeHOCT onepanyja. nak, nHBapujaHTa je ocnadibeHa aa ou Omino Moryhe yKiamaTi YBO-
poBe u3 hopMHUpaHOT IpBeTa, IMTO je, BumeheMo, BeomMa BakHO 3a peanu3alifjy oreparyje
CMamMBaba BPeIHOCTH Kibyya (smanji_kljuc).

Cnuka 1.4: JIpso y kom uma 2° = 32 4opa (cTenenu ysopoBa cy pejaom, 0,1,2,3,...).
JpBo y koM uma F’, = 13 uBoposa (crenenu usoposa cy peaom 0,0, 1,2, 3, ...).
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Ha cmuium 1.4 neBo nmpukaszaHo je Hajrymhe Moryhe nonymseHo ApBO (Koje ce Joduja oamMax
HaKOH (POPMHUpama IpBeTa Koje caapxku 2° = 32 uBopa), 0K ce AecHo By Hajpehe Moryhe
JIPBO KOje 3a[10BO/baBa MHBAPUjAHTY M Koje caapxu F5 o, = 13 usopopa. M3baumBamem
OMJI0 KOT YBOpa U3 JIECHOT JpBeTa Oujia OU HapyllleHa MHBapHjaHTa.

[prkaxvMo, HAaMlOKOH, jeJaH KoMIUteTaH npuMep PrdoHaunjeBor Xuma.

I Mpumep 1.2.1

Ha cauyu 1.5 dipuxazan je @udonauujes xuii koju ce cactiioju og 6 mun-xuiiosa. Munumannu
CACMEHTH Y XUTTY e MUHUMYM C8UX KOPEHO8d, d O je eneMenili ca Koyuem 4.

OROEENG ()
ORONONOEENONORNG

) ORONC
) &)

Cmuka 1.5: Ipumep ®PudoHauMjeBOr XUMA.

Lupexitiriom iiposepom ce 1aKo modice lokazaiiu uneapujanilia o ciieiienuma geue. Ona je yeex
wipusujanno uciyroena 3a usopose uuju je civeiter 0, 1 u 2 (jep cy ciuieitenu geye yeex eehu
unu jegnaxu og 0 witio ce uneapujanision mwipaxcu). Heua ueopa 47 umajy pegom citieiiene O,
0 u 1, a geya usopa 4 umajy pegom pegom ciieiiene 0, 1 u 2. Jakne, 3a céaxu ueop jeciiie
3ago6o/peHa UHBApUjaHiia o ciieilenuma geue (ciieilenu geye cy HA HeKUM Meciuiuma eehu
Helo Witio je HopedHo), a OHa lapanitiyje U UHEAPUJaHIIY O eAUMUHAMA THj. YKYIHOM Opojy
ugoposa Mmux gpeeiia. 3auciia, gpeeiiia koja uure Pudonauujes xuii pegom umajy 1, 2, 6, 1, 8,
1 u 1 usop, witio je ionexag u suie og ogiosapajyhux @ubonauujesux dpojesa 1, 2, 5, 1, 5, 1
u 1. Hcitio sadxcu u 3a cea wuxosa noggpseiiid, ua je YeHImpaiia UHEAPUJaHInG 0 6eAUMUHAMA
C8UX gpeeilia 3ag080/beHa.

1.2.2 Onepauuje Hag XMnNom

JenHa o1 OCHOBHMX KapaKTepHCTHKa orepanuja Hax OUdOHAYMjEBUM XUIOM je JISHO U3BP-
IIaBame OTepaliyja, Tj. ocao ce ofjIaxe 3a MTo je Moryhe KacHuje.
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1.2.2.1 YwmeTawe

YMmetame HoBoT eneMeHTa y PudonaumjeB xum (onepanyja insert(H, x)) ce BPIIM TaKO IITO
Ce HOBH €JIEMEHT JI0JIaje Y JIMCTY KOPEHOBA, a)KypHpajyhul MUHIMAJIHU YBOP, aKO je MOTPEdHO,
IITO je KOHCTaHTHE BpEMEHCKe CIOkeHOCTH. Jlakie, ymeTameM k eleMeHaTa y rnpasaH ®u-
donauujeB xun goduja ce PUOOHAUM]EB XUIT YMja JIMCTA KOPEHOBA UMa k eleMeHaTa.

I Mpumep 1.2.2

Yueriaroem enemeniiia ca koyuem 30 y tpeiixognu Pudonauujes xuit goduja ce xuii ipuxazan
Ha cauuu 1.6 (Hosu eneMenini je gogaiti Ha Kpaj AUciiie KOPEeHOB8a, aau Molao je Ouiliu gogait u
Ha 6uno Koje gpyio meciiio, Hajueuthe je Wio HelOCPegHO U3a U UCTPEG MUHUMANHOT 480pd,
Ha Koju, Hogcemiumo ce, ykasyje ilocedan HoKa3ueay).

Cmuka 1.6: YMmerame enemenra 30.

1.2.2.2 YHuja gBa xuna

Vuuja nBa ®udonaumjena xuna H,; n H, (oneparmmja unija(H1, H2)) ce mpaBM Haj0BE3MBa-
HEM JICTH KOPEHOBa 0OBa JjBa XMIIa U oJpehuBambeM HOBOI MUHMMAJIHOT YBOpa (TO je Mamu
0J] B2 MMHMMAaJIHa YBOPA N0J1a3HUX XUnoBa). 1 0Bo je onepariyja KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH.

1.2.2.3 OppehuBatbe MUHUMYMA

OnpebhuBare MUHUMAJIHOT esleMeHTa y PrudoHaurjeBoM xuIy (onepanyja minimum(H)) je Tpu-
BHjaJIHO, C OO3MPOM Ha TO [la C€ y CBAKOM TPEHYTKY 4yBa [IOKa3MBay HA MUHUMAJIHU €JIEMEHT
y cTpykTypu. OBO je Takole onepaliija KOHCTAaHTHE CJIOKEHOCTH.

1.2.2.4 bpucame Hajmak€er efiemeHTa

Omnepanyja izbaci_minimum(H), KOjoM ce dpullle HajMamwy eneMeHT u3 PudoHauMjeBoOr XuIa
MOYUHbE TAKO ILTO Ce Jela MUHUMAJIHOTL eJleMeHTa yMely y JIMCTY KOPEHOBa, U OH ce Opulle
U3 JucTe KopeHosa. [a Ou ce axxypupao MUHUMYM XHIIA IOTPEOHO je MOTEHLUjaTHO Ipohu
KPpO3 LieJTy JIMCTY KOPEHOBa, KOja MOxe OUTH BeoMa Jiyra. 3ato ce [Ipe axypHuparba MUHUMYMa
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BpIIM NoMoliHa orepanyja Koja ce HasuBa KoHcoaugayuja xvna. Hbome ce xum poBoau y
CTare y KOM CBH KOPEHOBU Majy pa3IMiuT CTEMNEH, YMMe Ce FbHXOB Opoj 3Ha4ajHO cMamyje
(Ha OCHOBY paHHUje MoKa3aHe Be3e n3Mel)y cTerneHa KOpeHOBa U BeJIMYMHE APBETa, jacHO je 1a
cy ceu crenenn kopeHosa O(logn), na ux He mosxke ourn Buiie og O(logn)).

KoHcoympanuja ce Bpiu Ha cieaehy HauuH: cBe JOK HEKa [Ba 4BOpa U3 JIUCTE KOPEHOBA
MMajy UCTH CTEIeH BPILHM Ce Cllajame KOPEHOBa UCTOT CTelleHa Tj. paau ce cieaehe:

1. mpoHanase ce iBa YBOpa M Y y JIMCTH KOPEHOBA KOja Cy UCTOT CcTereHa (de3 cMamermha
OMINTOCTY HEKA BAXH Ja je BPETHOCT KJby4a YBOpA & Marba WM jeIHAKA Off BPeJHOCTU
KJby4a 4BOpa )

2. UBop y ce m3dallyje U3 JIMCTe KOPEHOBA M MporyaiaBa ce 1eTeToM yBopa x. Ha oBaj
HAuuH, JIPBO ca KOPEHOM X OCTaje XUII U CTeleH YBopa x ce nosehasa 3a jeman. Ha
OCHOBY MHBApHjaHTe O CTENIEHNMa JieTle 3HAMO /1a BAKH /1A je TOCTIe e JOIaTH Hace -
HUK YBOpa T UMao dap ctereH d — 2, rie je d cteneH uBopa . To 3Hauu 1a Ou HapeaH
Tj. TIOCNEFHY TOJATH HACIEAHNK, IIITO je YIpaBo ¥, MOpao Ja uMa crernen dap d — 1.
MelyTimM, MU 3HaMO Jia OH Ma cTereH d (jep My je CTeleH jelHaK CTerneHy YBopa ),
TaKo Jia je MHBapHjaHTa 3aJI0BOJbEHA, Y3 je/IaH J0JaTHH CTereH ciiodone. Hanme, yak
Y KaJla KJIOHMUMO jeTHOT HacJieTHWKA YBOpa Y, MHBapWjaHTa ocTaje 3ajoBosbeHa. Ca
Jpyre CTpaHe, YKJIamarme JBa HacJAeJHUKA OM HapylIMIO MHBApHjaHTy U TO HE CMEMO
Ja pagumo. OBO je 3HauyajHO 3a onepauujy smanji_kljuc, KOjOM ce CMamyje BpPeaHO-
CTHU KJby4a eJIeMeHaTa XuIa 1 BpaTuheMo ce Ha OBO ITPUIMKOM OIHCa Te ONepalyje.

Harnacumo na je n3dop napa 4YBOpoBa ca UCTUM CTETIEHMMa y CBAKOM KOPAaKy IPOM3BOJbaH
(KOHCOJIMIAIMja ce He MOpa BPIIUTH HU Y KAKBOM MOCEOHOM pefiociey MapoBa YBOPOBA).

OOWYHO ce 32 peann30Bame KOHCOMUIAIMje KOPUCTH TOMONHM HU3 Y KOjU Ce CMEINTajy To-
Ka3MBauyM Ha YBOPOBE M3 JIUCTE KOPEHOBA, TAKO JIa Ce Ha TIO3UIIV]H 7 1yBa MOKa3UBa4 HAa HEKU
YBOp W3 JIMCTe KOPEHOBAa KOjH je cTemeHa ¢. [luMeH3Hja OBOT MOMONHOT HM3a jeJHaKa je
MakcumanHoMm crereny D(n) npousBossHor uBopa y @udoHaumjeBoM xuity — Beh cMo 00ja-
cHum jia je o jennak O(logn), rie je ca n o3HaueH Opoj eemenara xuna. KopeHoBu Koju
Cy MCTOT CTeleHa ce JIETeKTY]jy Ha clieqehn HauMH: 1mpoJjia3u ce peioM Kpo3 JIMCTY KOPEHOBa
Y aKo je TeKyhu KOpeH CTemneHa ¢, a ¢-TU eJIeMEHT HH3a je jOIIl yBeK Ipa3aH, OH ce WHUIIMja-
JIM3yje TIOKa3WBavYeM Ha JaTH KOpeH, a aKo je ¢-TH eJleMeHT Beh mocraBibeH, poHaljeHa cy
JIBa KOPEHA UCTOT CTereHa W OHHU Ce Criajajy.

I Mpumep 1.2.3

Llotnegajmo kaxo ce merba dpeixogHu Xuil HAKOH U3eoherva ollepayje dpucarea enemenitia ca
MUHUMANHOM 8DegHOUtIY Kbyua.

YV fipsom kopaxy ce cea geua ykaoreHoT MUHUMAAHOT ueopa 4 ymehy y HU3 KopeHosd.
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Haixcon wioia uzepuiasamo xonconugayujy (cilajaree gpeemia uuju cy KOpenu Uctiol citieiiena).

e Ilpeo ciiajamo ueopose 8 u 61, koju umajy ciieiien .
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* Kopen godujenor gpeeitia uma ciieiier 1, ono ce ciiaja ca gpsetmiomn uuju je koper 46,

Koju liakohe uma ciiieiien 1.
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* Harxon iiota ciiajajy ce gpeseitia uuju cy koperu 24 u 30 (0da cy ciieitena 0).
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‘TAL

e Jlodujero gpeo ce citaja ca gpseition uuju je koper 69 (oda koperna umajy ciieiier 1).
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e Jlodujero gpeo ce cilaja ca gpseitiom uuju je koper 8 (0da gpeeitia umajy ciieien 2).
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* Ha kpajy ce ciiaja godujero gpeo ca gpseitiom uuju je kopern 47 (oba kopena umajy
citieiler 3). Haxon ot cilajarea, céa gpeeitia umajy pazauuuiiie cilieileHe KOPEHO8d
(crieiienu cy 0, 2 u 4). Tume ce KoHconugayuja 3a6puiasa, Iapaniiosano je ga je 0poj
gpeeiia O(log n) U 3ATUM Ce HOBU MUHUMAAHU 80D MOdice ePUKACHO ogpeguitiu (itio
Jje usop 8).
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AHanIM3MpajMo CI0KEHOCT NIPETXOIHO OMMCAHOT MOCTYIIKA. [lera ce epukacHo, aJIrOPUTMOM
cnoxenoctr O(1) MOry yMETHYTH y JIMCTY KOPEHOBa (pajid ce O criajatby aBe jucte). Hakon
TOra ce BPILM KOHCOJIMIALIN]a, KOja y HajTOPEM Cllydajy MOxe OUTH U JIMHEapHe CIOKEHOCTH
(Hajropu ciydaj je Kaja ce n jeJHOWIAaHMX JpBeTa crhaja). Mmak, Moxe ce Moka3aTH jaa je
aMopTH30BaHa cioxkeHocT koncomaanuje O(log n) — HedhopMaHO, Kajia ce jeHOM U3BPIIM
KOHCOJIMJaluja 1 100Mje ce Manu Opoj BEJIMKUX JPBETa, CBAKM HapeIHU KOpaK M3daliBama
HajMamer eJeMeHTa U KoHcomgauuje duhe npumyno edukacad. Ha kpajy ce nmpoHasasu
HOBM MMHMMAJIHH YBOp, 0OPaJoM CBHX KOpeHoBa. HbHX HakoH KOHconuaanuje Moxe Outu
najsuie O(logn), na je oBo eprkacHa onepanuja.

IIpukaxumo caja jenHy jeIHOCTaBHY MMILJIEMEHTAIMjy OBUX ornepauuja (jeHOCTaBHOCTU
paay, KOPUCTUMO IJI0OQJIHE IPOMEHJBMBE U HE BOJMMO payyHa O YCIEIIHOCTH aJOKalyje,
Kao HU O JleaJIOKaIju MEMOPH]E).

struct Cvor {
int podatak;
list<Cvor*> deca;
Iis

list<Cvor*> hip;

list<Cvor*>::iterator minCvor;

void umetni(int podatak) {

Cvor* novi = new Cvor();
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novi->podatak = podatak;

if (hip.empty()) {
// ako je hip prazan ubacujemo novi cvor u njega i taj novi cvor
// je minimalan
hip.push_back(novi);
minCvor = hip.begin();
} else {
// ako hip nije prazana ubacujemo novi cvor u njega
hip.push_front(novi);
// minimum azuriramo samo ako je novi podatak manji od dotadasnjeg
// minimalnog
if (novi->podatak < (*minCvor)->podatak)
minCvor = hip.begin();

// najmanji element u hipu
int minimum() {
return (*minCvor)->podatak;

// konsolidacija hipa (pomocna operacija kojom se skracuje lista korenova)
void konsoliduj() {
// za svakil moguci broj dece pamtimo jedan koren koji ima toliko dece
// u njemu ce se nalaziti svi koreni novog hipa (i svi koreni
// ce imati razlicit broj dece)
const int MAKS_DECE = 64;
Cvor* pom[MAKS_DECE] = {};
// obradjujemo jedan po jedan koren hipa
for (Cvor* x : hip) {
// dok postoji drugi koren (u novom hipu) sa istim brojem dece kao x
int brojDece = x->deca.size();
while (pom[brojDece] !'= nullptr) {
// spajamo dva korena tako da je manji podatak iznad
Cvor* y = pom[brojDece];
if (x->podatak > y->podatak)
swap(x, y);
x->deca.push_back(y);
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pom[brojDece] = nullptr;
brojDece++;

pom[brojDece] = x;

hip.clear();
for (Cvor* cvor : pom)
if (cvor !'= nullptr)
hip.push_back(cvor);

1.2.2.5 CmamunBaH-€ BPeAHOCTU K/byya

Omnuimmmo caja onepanyjy cMambUBambe BpeJHOCTH KJby4a YBOPY X (onepauujy smanji_kljuc(H,
x, v)). Ilpernocrasbamo Aa je YBOp & KOME Ce BPEIHOCT yMamyje Beh mosHar Tj. Ja je
MO3HAT TIOKAa3WBa4 Ha mera (jep je To ciaydyaj y MHOTHM aJrOPUTMHMAa KOjU KOpHCTe
dudoHaumjeBe Xumnose). AKO HUje, Tj. aKO MPETIOCTaB/baMO Aa je MO3HaTa CaMO BPEAHOCT
KJbyya KOja ce yMamyje, aJld He W YBOP KOjU CaIpKu Ty BpegHOCT (TO je omepariuja
smanji_vrednost(H, k, v)) OHma ce 4BOp k ca BpemHomhy Kbyda k Moxe edHKacHO
npoHahu Tako LITO ce YyBa Malla Koja CJIMKa KJby4deBe y MoKa3uBaue Ha YBOPOBE (JIOBOJbHO
j€ Aa ce BpeAHOCT KJbyYa CJIMKA y MOKa3MBay Ha OUJIO KOjU YBOP KOJU je CaapKH).

Jla du ce oBa onepanyja Moria e(pUKacHO UMILIEMEHTUPATH, TOTPEOHO je YBOPOBE MPOIIH-
PUTH Ca HEKOJIMKO AOJATHHX MoJaTaka, Koje heMo y TeKcTy onucaTy.

CMmamuBame BpeJHOCTU KJby4a Ce U3BOIU Ha ciiefehy HauuH: IpBO Ce JaToM YBOpY Z IIpo-
MEHHU BPEIHOCT KJby4a Ha U, a 3aTUM Ce, aKO T HHUje KOPEH, Ta BPEIHOCT MOpeIH ca BPeJHO-
mhy kiby4a poauresba. Kako du ce MOIIo NpUCTYIUTH POJUTELY, Y CBUM YBOPOBHUMA CE UyBa
uH(OpMAaIFja O POAUTELCKOM YBOpY (OHa He MOpa OuTH AeduHKuCcaHa jeoUHO y KOpeHuMa
IpBeTa). AKO je T KOPEeH WM je BPeJHOCT KJbyda POAUTEsba YBOpA & Mama WM jefHaKa v,
OHJIa YCJIOB XWIIa HUje HApYIIeH Te HICY OTpedHe HUKAKBe /1abe M3MeHe. AKO TO HUje CIIy-
yaj, YCJIOB XMIIA je HapyIIeH Te je XWIl NoTpedHo mpeypeautu. Hajope ce Bpiu ogceyarbe
rpaHe u3Mehy uBopa T U HEroBor pojuTe/ba U MOAIPBO ca KOPEHOM X C€ JIofaje Yy JIUCTY
KOPEHOBA.

INocTaBmpa ce muTame Aa 1M je IPBO U3 KOjer je MCEYEH YBOp X MOTPEedHO Jasbe peypehruBaTy.
OnroBop 3aBHCH OJ] TOTA JIa JIM je U3dAIMBakbeM MOJIPBETA ca KOPEHOM T HapyllieHa WHBa-
pHUjaHTa 0 OpOjy YBOpOBA Y TOM JAPBETY, Tj. Ia JIM je HapyllleHa WHBApHUjaHTa O CTETIEHHMA



1.2 dn6oHaumnjeB xun 33

netie. [logceTnMo ce na cy HaKOH KOHCONMIAIIYje YBOPOBY Y IPBETY OOMYHO TAKBH 13 IMajy
jeIHO JeTe BUIIe OJ] OHOTa INTO OM Tpedasio 1a UMajy Ha OCHOBY MHBApHUjaHTE Tj. 1a UM je
Moryhe yKJIOHUTH jeHO jeTe (Tj. MOAAPBO KOjeM je OHO KOPEH), a Ja MHBapHjaHTa 32 Hero-
BOT poJuTesba U ajbe Oyae 3ai0BosbeHa. Ca Jpyre cTpaHe, yKilamare JBa AeTeTa HapylaBa
VHBapHjaHTy. [lakJe, mocTaBiba ce MUTame Ja JIM CMO POJIUTEIhY YBOpa & Beh yKJIOHMIIN HEKO
JeTe O] TpeHyTKa KajJa je ydaueH y TpeHyTHO ApBo. [la Oucmo To 3HasM, CBaKU YBOP MOpES
nHdOpMaIrje 0 CBOM cTelleHy (Opojy CBOje nere), CalpKu U 03HaKy 11 JIM je ,,A3ryono” neTe
O]l TIOCTIeIihel TPEHYTKA Kajia je MoCTao JieTe HeKOT IPyror YBopa. YBOpOBU ce MHUIIUjATHO
He 03HaYaBajy ¥ CBaKM ITyT KaJa YBOP MOCTaHe AeTe HEKOT IPYTor YBOPpa WA KOPEH, YKOJIHKO
je 0Mo o3HaueH, O3HaKa ce yKJama. AKO jefaH 4BOp U3ryOu ABa JeTeTa, OAceamo U poau-
TeJba U TIOCTYIAK Ce HACTaBJha M0 MCTOM IPUHIIMITY, HaBHITE, Y3 ApBO. [Ipenn3Huje, BpIm ce
cnenehin HU3 Kopaka:

* CmMmamyje ce BpeIHOCT KJbyda 4BOpa I.

* AKO Z HMje KOPEH M aKo je HOBa BPEJHOCT ¥ Marba OJl BPEIHOCTH POAUTEbA YBOPA T,
OJIceria ce IIeJI0 IPBO YHUjH je & KOPEeH, YBOp T Ce JIoJaje ce y JIMCTY KOopeHoBa (UrmMe
TO MOAAPBO IMOCTaje CaMOCTAJTHO JPBO) U YKJIamka ce 03HaKa (YKOJMKO je YBOp T OUo
O3Ha4YeH).

— AKo je poautesb p YBOpa T HEO3HAUEH (HUje My A0 caja OUo 0ICEYEHO HUjeTHO
JIeTe), OH Ce O3HayvaRa.

— V¥ npoTuBHOM, OfCELa ce LeJIO IPBO YMjU jé KOPEH POAUTEIbCKH YBOP P, YBOP P
ce Jojaje y JIMCTY KOpeHoBa (YMMe M TO MOAJPBO MOCTaje cCaMOCTaIHO JIPBO) U
ca mera ce yKjlamba O3HaKa.

— Pexyp3uBHO ce MoHaBJba MPETXOIHHA KOPaK 3a CBE pOAUTEsbe KOjU HUCY Beh Ko-
PEHOBM M KOjUMa Cy [jBa IIyTa OJceveHa Jewa.

I Mpumep 1.2.4

Paszmorpumo xuil ipuxazan Ha HapegHoj cauuu. 1 ope-gecHo og céakol ueopa HallucaH je mpe-
HYTUHU CUieileH 480pa U MUHUMAAHU CULEleH KOjU Y80p MOPA UMATHU HA OCHOBY UHBAPUJAHTUE.
Ha iiouertixy cxopo ceéu ueoposu umajy u éehu citieiler Heio witio je itio iompeoHo.
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e [Ipeftifiociuiagumo ga Heeaumo ga cmarbumo epegrociii kwyua ca 67 na 50. [owitio je
HAKOH THOT CMArbUBARLA 8PegHOCH U gasvbe 6eha 0g 8pegHOCIIL Y POGUITLELCKOM UBODY,
HeMa iloipede 8pUIUTIU gasbe U3MetHe.

1/0

0/0

e Hanmum cmarbusarem epegroctiu kavyua H0 na 30 napywasa ce ogroc epegroctiu y
oM U POgUIiesbCKOM UB0pY, Ha ce 48op ogceua U Ciiaéba Y HU3 Kopenosd. Munu-
mannu usop iocitiaje 30, dowitio je 30 marve og 45. INowitio je poguitiesscku usop 46
HeO3HaueH, Hema Holipede gabe Houpasbaitiy gpeo HAKOH ogceuarba, éeh ce camo pogu-
wesscku ueop 46 osnauasa. Ipumeitiumo ga je reiog citieiien Y 080M WPEHYIKY jegHAK
MUHUMANHO] 8PegHOCTIU CIllelleHa HA OCHO8Y UHBApUjatitie U remy Huje moiyhe gasve
ogceuaitiu geuy, a ga umeapujauita He oyge Hapyutena. Jloduja ce xuil pukazau Ha
cnegehoj cauyu.

0 @ 1 4 ®) 2
®
2!2 0/0 wo
110 /o wo 0/0
0/0 0/0
e Cmaroumo caga spegrociii Kavyuy 92 na 55. Yeop ce ogceya u ciiiasna y HU3 KOpeHosa.
THowitio je kog rwemy poguitiescrkot ugopa 60 focitiojao jegan citieiien crodoge (cilieiien

ot ueopa je 3a 1 eehu og munumanne epegrocitiu) wij. uowttio 60 nuje oznauer usop,
Hema floitipede gasve Mogugburkosailiu gpeo.
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e Cuarumo caga epegroctii kayua 84 na 33. On ce ogceya u citiasna Y HU3 KOPEHOEA.
Towidio je kog u remy poguitiebckol ugopa 18 fociniojao jegaw ciiieiier crodoge wij. io-
witio 78 Huje o3Hauen ugop, Hema Howpede gabe MOGUPUKOBATHU gPEo.

® ®'|®

0/0 1/0

* Ha kpajy, cmarbumo epegrociti kawyua 78 na 25. OH ce ogceua u Ciliasnad Y HU3 Kope-
Hosa. Mehyitium, oeaj dyi UMamo CUiyauiLjy ga je reios poguiilocku usop 46 osnauen,
WO 3HAYU ga je goCIUUIao MUHUMANHU CUelleH, ia ce gogaltiHUM 0gCeuaroem rHelool
geitieitia goduja citieiler Marbit 0g MUHUMANHOT. 3aitio je ioiipedro ogcehu u yeo pogu-
mwescku usop 46. Ebelos poguitiebcki ugop je koper 45, iia nema iiovtipede 3a gaum
Mogugpukauujama u goouja ce xuil 4puxazau Ha cregehoj cauyu (Kopere Hema iioitipede
O03HA4ABAIY, jep FUXO08 CIleileH MOdce OUU IPOU3BObAH THH]. UHBAPUJAHINA He 3aXiliesa
OUN0 Kakey MUHUMANHY 8DEGHOCI 3a Clllellen KopeHa).
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1.3 CTpyKType nogataka 3a npeacraB/batbe AUCjYHKTHUX CKynoBa

IMonekan je y mporpamy noTpedHO OAPKaBaTH HEKOJIMKO JUC]YHKTHUX CKYNOBa (YECTO MOA-
CKyIIOBa HEKOT CKYTIa), PU YeMy je MOTpeOHO YMETH 3a JaTh eJieMeHT euKkacHo mpoHahm
KOM CKYITy pumnafa (Ty oneparujy 30BemMo find Tj. pronadji) U e(pMKaCHO CIIOjUTH [IBa 3a1aTa
CKymna y HOBH, Behu ckymn (Ty omepaiujy 30BeMo union Tj. unija). IlpernocraBuhemo ga je
CBAaKHM CKYIl jeIHO3HAYHO ofipeh)eH HEKOM O3HAKOM (TO MOe OUTH pelHU OpOj CKyma, Ha3uB
CKyIa WM HEKM KaHOHCKH TpeJICTaBHUK CKyIa). ApPryMeHTH olepaiyje unija HE Mopajy
OUTH O3HAKE CKYINOBA YMjy YHHjy TpeDa Kpeuparu, Beh MOory OUTH MpOU3BObHU E€IEMEHTU
THX cKymnoBa. IIpmiukoM n3Bohewa yHMje MoNa3HU CKYIIOBHU Ce YKJIamkajy U3 KoJeKluje, U y
KOJIEKLIMjy ce Jojaje mbuxoa yHuja. [akie, pemasamo ciepehu npodiem.

Mpo6nem
Aedunucainiu ciupyxitiypy iogamiaxa Koja omotyhasa cnegehu unitiepghejc:
e pronadji(x) — epaha o3naxy ckyiia Kom Upuilaga enemeniti x (Wa O3HAKA MOJHCe

OUlliU UNU HEKU UGEHTUUPUKATIOP UNU HEKU KAHOHCKU IpegCiiasHuK ol ckyia);
e unija(x, y) —cilaja ckyil Koju cagpicu enemetili X U CKYil KOju CagpX#CU eAeMeHI .

CrpyKTypa nojaTaka Koja mojpxaBa oBakaB MHTep(ejc ce yecTo Ha3uBa MO €HIVIECKOM Ha-
3uBy union find uma DSU (eHr. disjoint set union), Ipu 4eMy ce MoJ, TUM UMEHOM OOMYHO
nozpasyMeBa u crielguuHa, eprkacHa UMILIEMEHTalLMja (IIpe 1be, y HacTaBKy hemo npuka-
3aTU U JeJHOCTABHU]Y, aJIM Hee(pMKACHU]Y UMILIEMEHTALIH]Y).

Ilomohy oneparnyje pronadji Jako MOXKEMO 3a JIBa €JeMEHTa MPOBEPUTH Ja JIM MPHUIAAajy
WICTOM CKYITy TaKO IIITO 32 CBAKH O] FbUX ITpOoHah)eMOo 03HAKY CKYyIIa KOM ITpUTIaia v TPOBEPUMO
Jla JI Cy OBe O3HAKe jeHaKe.

IMpumeTMO /1 je OBaKBa CTPYKTYypa MojiaTaka KOPHCHA KaJia ToJ] paJuMO ca HEKUM pelialii-
jaMa eKBUBAJICHIMje U Kaja je MOTPedHO MpeICTaBUTH KJilace eKBUBaJIeHIIM]je (KOje Cy IuC-
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JYHKTHH TIOJICKYTIOBH CKyIla Ha KOM je penanuja necdunucana). [Iposepa aa nu cy n1Ba ene-
MEHTA Yy peJlallvjy ce 3aCHUBA Ha MPOBEPH Ja JIM MPHUIAJAjy UCTO] KJIacH, a yCIIOCTaB/babe pe-
Janyje u3Mely Omio koja ABa e1eMeHTa JOBOIM J0 Cliajama BUXOBUX KJIaca eKBUBAJICHUM]E.
Yecro ce ynoTpedsbaBa 3a aHAJIM3Y MOBE3aHOCTH HEKMX esleMeHaTa. Ha npumep, kopucHULIN
IPYIITBEHUX Mpeka ce MOTY IpYyITUCaTH Y KJlace eKBUBAJICHIIMje Ha OCHOBY CBOjHX TIO3HaH-
cTaBa ca JpyruM KopucHHImMa (ako ocoda A mosHaje ocody B, a ocoda B mosHaje ocody
C' cmatpahemo u a ce ocode A u C' mocpeiHo Mo3Hajy) U KopuinhermneM 0BaKBe CTPYKTYpe
MojiaTaka MOXEMO JIAKO YTBPAWUTH Ja JIM Cy CBU KOPUCHHUIM Mel)ycOOHO moBe3aHu (TPEeKo
3ajeIHUYKHX MTO3HAHWKA).

CTpyKType mojaraka 3a paji ca AUCjYHKTHUM CKYTIOBUMA MMajy pa3induTe MpuMeHe. JemHa
0]l Haj3HAYAJHUJUX je OJpKaBame KOMIIOHEHTH MOBe3aHOCTH Y KpackeaoBom ajiroputmy 3a
KOHCTPYKIIHjy MHHUMAJTHOT TIoBe3Y jyher npBerta y rpady (Bugety norsasibe 2.10.3). Mory ce
KOPUCTUTH U 32 CETMEHTAIIU]y CIIMKA, Tj. HApTULIMOHUCAE CJIUKe HA Behu Opoj IUCjyHKTHUX
pErvoHa, Tako J1a Cy CBU MHUKCEJM UCTOT PETFOHA CJIMYHHM Y TOTJIely HEKOT CBOjCTBA Kao IITO
je 060ja, UHTeH3UTET WK TEKCTypa.

1.3.1 HauBHa umniemeHTauuja

Jenna Moryha nmrieMeHTaIMja CTPyKType MmojaTaka ca OBAaKBUM MHTep(ejcoM Moipa3yMeBa
71a ce oJlpKaBa MPeCcIMKaBabe CBAKOT eJIeMEHTa Y O3HAKY CKyIIa KOjeM Npumnaja. AKO MpeTIo-
CTaBUMO JIa pa3MaTpaMo CKYII O/l 7 eJIEMEeHaTa U J]a Cy CBU eJIeMeHTH HyMepUCaHu OpojeBrMa
on 0 1o n — 1, oHOa OBO TMpeCIMKaBamke MOKEMO peaTn30BaTH MOMONY OOMYHOT HU3A TJIe Ce
Ha MO3MIIMjU CBaKOT eJIeMeHTa Hajla3u O3HaKa CKyIa KojeM OH Mpuraaa (YKOJIHMKO eJleMeHTH
HHCY HyMEpHUCaHH OpojeBHMa, MOXEMO YMECTO HU3a JIa KOPUCTUMO Mally KOJOM Ce O3HaKe
eJeMeHaTa MpeciIKaBajy y O3HaKe CKyIa KOM eJleMeHT npurnana). [Ipuvep TakBe pernpesen-
Tallyje MpHUKa3aH je Ha cauuu 1.7.

A B

sy
(S 0 1 2 3 4 5 6 7

[e[afefc]ofa]afr]

Cmuka 1.7: IlpencraBbarme CKyoBa OOMYHUM HU3OM.

Onepauyja pronadji je Taga TpUBUjaIHA: IOBOJBHO j€ U3 HU3a MPOYUTATH O3HAKY CKYIa KOM
esemenT npunaga. CoxeHoct onepanje pronadjt je Taza O(1).

Omneparja unija je MHOTO CIOpHja jep moapa3yMeBa Jja ce O3HaKe CBHUX eJleMeHarTa jeJHOT
CKyIa Meajy y O3HaKe JAPYror, ITo 3aXTeBa Jia ce rnpohe kpo3s 1ieo Hu3. CIOKEeHOCT orepa-
umje unija je taga ©(n).
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Ha ducMo oppeanm aMOpTH30BaHy CJIOKEHOCT (IUTO je BEOMa peieBaHTHO KOJ CTPYKTYypa
rmojaTaka Koj Kojux ce ofpeheHe orneparidje moHaBbajy MyHO IyTa), MOTPedHO je na mpo-
LEHUMO MOTPeOHO BpeMe M3BpIIaBama 1M onepauuja (oA KOjUX je cBaka TWIa unija Wid
pronadji). Omeparmja pronadji ce usBpiuasa y Bpemery O(1), anu je onepanuja unija cio-
xenoctr O(n), rae je n Opoj eleMeHata Koju oapxkasamo. Hajropu ciydyaj Hactyna Kaja
CTaJIHO BPIIMMO YHHMje, 1a BpeMe M3BpIllaBamba H13a Ofl 17 onepalija MOKeMO J1a OLEHUMO
kao O(m - n). Makcumanuu Opoj U3BpIIaBaa yHHUjE PA3IMUMTUX CKYNoBa je n — 1, jep
hie ce HaKOH Tora CBM €JIeMEHTH O0jeqUHUTH Y UCTH CKYIL, 11a je U 32 BEJIMKE BPEJHOCTH 117
YKyITHO BpeMe cBuX ThX orepammja O(n?).

I Mpumep 1.3.1

Haycrapyjmo cilposoherve oilepayuja pronadji u unija Hag OUUCAHOM UMHAEMEHIUAUUJOM
clipyKiuype ilogamaka 3a gucjyHkiiHe ckyiloee Ha jegrnom tpumepy. Ilpetiiociiasumo ga
Jje ioueiino ciliarbe TaKeo ga ceaxKu enemeHill ipuilaga 3aceOHom ckyity. Pazmomipumo Ha
Koju HauuH ce Merba cagpoicaj ogiosapajyhel HU3a HAKOH U38PUABAILA Olepauuja yHuje.
Hzepuasare Hekonuko oilepauuja yHuje upukazano je na cauyu 1.8. Jleso cy ipukazanu
CKYIlO8U,  geCHO HU3 KOJUM CY iU CKYIo8U Upegciiasberu (U3HAY C8aKOT HU3A UPUKA3AaHU CY
ungexcu). Ilpemiiiocitiagbamo ga he dpuaukom uzepuiasarba oilepauuje unija(x,y) o3Haka
HOB0T CKYila Ouitiu 03HAKA CKYIA Kojem Upuilaga enemetin y.

[IpukaxumMo cajga WMIUIEMEHTAIlMjy OBe TeXHUKE (jeMHOCTABHOCTU pPagll KOPUCTUMO
rJ100aJIHe POMEHJbUBE).

vector<int> 1id;

void inicijalizuj(int n) {
id.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
id[i] = 1;

int pronadji(int x) {
return id[x];
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unija(1, 5)

poponnon
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[ofs]s|ss]ofo]7]

Cmuka 1.8: IIpumep npuMeHa orepanyje yHHje.
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void unija(int x, int y) {
int idx = id[x], idy = id[y];

for (int 1 = 0; 1 < id.size(); i++)
if (id[1] == 1dx)
id[1] = idy;

int u_1istom_podskupu(int x, int y) {
return pronadji(x) == pronadji(y);

}

Obpatumo naxmwy Ja ce NPWIMKOM U3Bohema yHHje Mopajy KOPUCTUTH IToMohHe MpoMeH-
JpUBE (Pa3sMUCIUTE 3aLITO je HapeaHa UMILJIEMEHTALja HEUCIIPaBHa).

voild unija(int x, int y) {

for (int 1 = 0; 1 < id.size(); i++)
if (1d[1] == id[x])
id[i] = id[y];

1.3.2 EdwmkacHa nmnnemeHTaymja

Pa3zmoTpumo Hemto apyraynjy MMILIEMEHTALM]y OBe CTPYKTYpe MojiaTaka y Kojoj je onepa-
IIMja unija BpEMEHCKH eprKacHHja.

1.3.2.1 CrTpyKTypa u onepauuje

KipydHa uzeja Ha k0joj ce 3acHUBa e(pUKACHU]E PELICHE je Ja €IeMEHTE He MPeCcIuKaBaMo
y O3HaKe CKyIoBa, Beh Ja CKyNnoBe 4yBaMmoO Yy OOJIMKY JApBeTa (He Hy)KHO OMHApHHX) Tako
Ja CBaKM €JIEMEHT CJIMKaMO y HEerOBOI poauTeba y ApBeTy. CBaku KOPEH IpBeTa CIMKAMO
caMor y cede M cMaTpamo ra NpeIcTABHUKOM CKYyIa MpeACTaB/beHOT TUM APBETOM (HakJe,
MIPEACTaBHUK CBAKOT CKYyIa je KOPEeH HeroBor apeeTa). Harmacumo na cy y YBopoBrMa OBUX
ApBeTa MOKa3MBaYld YCMEPEHH O] el Ka POAMUTEbUMA, 3a PasjvKy OJl KJIACHYHHX JpBeTa
IJie IOKa3MBayy y YBOPOBUMA YKa3yjy OJl poAuTesba Ka AeLH.

Jla ducMo 3a POU3BOJHHU €JIEMEHT Ca3HAM 03HAKY CKYTIa KOM MPUIMA/a Tj. 1a OUCMO MMILIe-
MEHTHPAJIU OTIepaIyjy pronadji, MOTPEOHO je Aa MOYEB OJ] TOT eJieMeHTa IIpoheMo Kpo3 HU3
POUTEILCKUX YBOPOBA CBE JIOK HE CTMIHEMO JI0 KOpeHa. YHHUjy [iBa cKyma (Tj. orepanujy
unija) y OBOM MPHUCTYIy MOKEMO jeIHOCTABHO PeasI30BaTH TAKO MITO KOPEH jeJHOT JpBeTa
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YCMEpPHMO Ka KOpeHY ApYTor.

HaunBHa nmMIiieMeHTalMja Koja je ornvcana y MpeTx0JHOM MOTJIaBJby OATrOBapa CUTYaIUjH Y KO-
joj ocoda koja MpoMeHU aapecy odaBellITaBa CBe Apyre 0code 0 CBOjOj HOBOj alpecH, JOK UM-
IJIEMEHTallMja KOjy TPEHYTHO OITKCY jeMO OJIroBapa CIIeHapHjy y KOMe caMo Ha CTapoj aJpecu
ocTaB/ba MH(pOpMaLKjy o cBOjoj HOBO] agpecu. OBO, HAPABHO, MaJIO YCIIOpaBa JOCTaBY I10-
ITe, jep ce Mopa npehu Kpo3 HU3 IpeycMepaBarba, aji ako Taj HU3 HUje Mpeayrayak, Moxe
duTH 3Ha4ajHO epMKaCHU]e O IPBOT MPHCTYTIA.

I Mpumep 1.3.2
Tpuxasxcumo pag artopuitima Ha jegrnom ipumepy. Cryitoge hemo ipegcitiasbaiiiu gpeemuma.

Ipetuiiocitiasbamo ga cy Ha HOUEKY C8U CKYIHOBU jegHOUNAHU.

ololojololofolo,

e Uzepwasa ce oiiepauuja unija(1, 0). Ilpegciiasnux ckyia kome upuiiaga 1 je 1, ia
ueop 1 fpeycmepasamo ka dpegcitiasnuxy cxyia kome dpuiaga 0, a iio je 0.

f@@@@@@
o

e Uzepwasa ce ouepayuja unija(6, 5). Ipegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 6 je 6, iia
ugop 6 ipeycmepasamo Kka upegcitiagruxy cKkyia Kome upuiaga 5, a wo je 4eop b.

f@@@f@
o o

» Uzeputasa ce oiiepauuja unija(3, 6). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 3 je 3, ia
ugop 3 ipeycmepasamo Ka ipegcitiaeHuky ckyia kome ipuiaga 6, a o je ueop 5.

:@@ 00
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e Uzepwasa ce otepayuja unija(4, 7). Ilpegcitiasnux ckyiia kome dpuiiaga 4 je 4, ia
ueop 4 Apeycmepasamo ka ApegciliagHuka cKyiia Kkome upuiiaga 7, a wo je usop 7.

5 &b

e Uzepwasa ce oiepayuja unija(2, 0). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 2 je 2, ia
ugop 2 upeycmepasamo Ka upegcimiasruxy ckyiia xome upuiiaga 0, a o je ueop 0.

e Uzspwasa ce ouepayuja unija(4, 3). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuitaga 4 je 7, iia
ueop T Apeycmepasamo Ka upegciiiaeHuky cKkyiia Kkome apuiiaga 3, a wo je ugop d.

e Uzepwasa ce oiepayuja unija(2, 6). Ilpegciiasnux ckyiia kome dpuiiaga 2 je 0, iia
ugop 0 tipeycmepasamo ka upegcitiagruxy ckyia xome upuiiaga 6, a wo je ueop b.

N

(2
0101010
O ©

Nako oBako onucaHa CTPyKTypa MojiaTaka UMa JIPBOJIMKY CTPYKTYPY, MOXKEMO je UMILIeMEH-
THpPATU KOPUINEeHEeM CTaTUIKOr HU3a. HauMe, MOITO CBakM eIeMEeHT y APBETY MMa jeIuH-
CTBEHOT POJIUTEba, HA MO3UIMjU HEKOT eJIeMEHTa Y HU3Y MOXKEMO UyBATH MHJIEKC HEeroBOT
poauTtesba. Y ciaydajy Ja je eleMeHT KOPEeH HeKOT JpBeTa, IheroB poauTesb je OH CaM.
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I Mpumep 1.3.3

3a gpeo u3 ipeitixogHot dpumepa, Hu3 poguitiesva uma cregehu cagparcaj:

0 1 2 3 4 5 6 7

[s[ofofs]7[5]s]5]

Nmajyhu y Buy oBakBy penpe3eHTaryjy, KO je MPUIMYHO jeTHOCTAaBHO HamMcaTH (jeaHo-
CTaBHOCTHU Pajiy MPETIIOCTaB/bAMO Jia Ce MOJALM CMEIITajy Y NIOOAJTHUM MPOMEH/bUBUM).

// roditelj svakog cvora u drvetu
vector<int> roditelj;

// na pocetku svaki element pripada zasebnom skupu
vold inicijalizuj(int n) {
roditelj.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
roditelj[i] = i;

// naziv podskupa kome element pripada dobijamo kao oznaku korena tog podskupa
int pronadji(int x) {
// sve dok ne stignemo do korena
while (roditelj[x] != x)
// penjemo se u roditeljski cvor
x = roditelj[x];
return x;

// pravimo uniju podskupova kome pripadaju dati elementi
void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

// x 1y imaju istog predstavnika, pa su vec u istom podskupu
if (fx == fy)
return;

// postavljamo da je koren prvog podskupa sin korena drugog podskupa
roditelj[fx] = fy;
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1.3.2.2 YpaBHOTeXaBat€ ApBeTa

CrnoxeHoct HpeTXOI[HOF MIPUCTYTIA 3aBUCH Off TOTa KOJIMKO CYy JPBETa KOjUMa e TIPE/ICTaBbajy
CKyTOBH ypaBHOTekeHa®. V HajropeM ciyuajy ce ApBeTa MOTY M3/eTeHEpUCaTH y JIHCTe
Taja je CI0KEHOCT Hajroper ciiydyaja cBake oj orepanuja unija u pronadii O(n).

I Mpumep 1.3.4

AKko yeex ipuauxom uzepuiasarba oiepayuje unija(x,y) ycmepasamo mokaueau og upegciias-
HUKA CKYIla Kojem Upuilaga enemeniil T Ka UpegciiasHuKy CKyia Kojem ipuilaga eaemeniu vy,
uzepuiuhe ce HU3 UsMeHa gpeemia Koju je ipuxazan Ha cauyyu 1.9. Yauili kojum ce wwpasicu
ApegciiaéHuK cKyila Kojem ipuiiaga eaementii 4 ce peausyje HU30M KOPAKA KOJUMA ce Apenasu
ipexo enemenaitia 3, 2, 1, 0 u y cayuajy sehet dpoja enemenaitia ce goduja seoma HeegpukacHa
UMIHNEMEHINAUUJA TPOHANANCERHA HPEGCIUABHUKA (A cCaMUM UM U YHUJe, Ujad UMITNeMEHIHAa-
yuja ogpasymesa upoHanadcerse ipegcimasHuKa).

ONONONONO
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Cnuka 1.9: Nnycrpanyja n3BpiaBamba HA3a orepanyja unija(x,y) Kajga ce yBek MoKa3uBay
O]l MpeACTaBHUKA CKyIla KOMe MpuIaja eJeMeHT & ycMepaBa Ka MpeJCTaBHUKY CKyIla KoMe
NIPUIAJA €JIEMEHT Y.

TpeHyTHU anropuram, AaKjie, HAje Y HAjrOpeM cilydajy e(pUKaCHUjU Ol HAUBHOT IPUCTYIA.
Hanme, y HAMBHOM TIPUCTYILy Ce MpOHAJAKere MpeAcTaBHuKa Bpiun y Bpemeny O(1), amm
yHHja yBek 3axteBa Bpeme O(n), JIOK OBJie U oreparyja pronadji MOXe UMATH CJIOKEHOCT

®Tlojam ypaBHOTE)EHOT [pBeTa MOXe Ce TIPENU3HO JeDMHMCATH Ha pa3He HauumHe. Y OBOM TekcTy hemo
YPaBHOTEKEHOCT pa3MaTpaTy caMmo HehpOPMATHO: APBO CMATPaMO YPABHOTEXEHHjUM IITO je PacTojame JIUCTOBA
0J1 KOpeHa yjeJHaueHuje.
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O(n). ClOKeHOCT TPEHYTHOT AITOPUTMA CE MOXE MONPABUTH aKO Ce CBE BPEME JIPBETA OJIp-
’kKaBajy ypaBHOTexkeHUM. [lokazahemo 51a je y TOj BapHjaHTH CJIOXKEHOCT HAjroper ciaydaja
cBaKe oj] orepanyja unija u pronadii jemnaka O(logn). Tume ce mocTuke 1a je Bpeme
M3BpIIIaBakha HU3a OJ1 1M OIepalyja TUMa unija WK pronadji y Hajropem ciaydajy jemHaKo
O(mlogn) (IOK je y HAMBHOM TIPKCTYITy BpPEMe M3BPIIaBatha OBOI HU3a OIepallyja, y Ciy-
Jajy Kaza je Opoj oneparmja Tuna unija O(m), jexnako O(mn)).

[MprkoM npassbera YHUje IMaMo c10001y n3dopa KopeHa Kor hemo ycMepuTH rpema Jipy-
T'OM KOPEHY M YPaBHOTEKEHOCT Ce MOCTHKEe TUME IITO Ce OBa €1000/ja Ha HEKM HAYMH HCKO-
puctu. Ilocroje nBa yoOMyajeHa HauvHa BpILUEHa YHU]E: YHUJA HA OCHO8Y paHia (eucure) U
YHUja Ha ocHO8Y Opoja enemeHaria (8eauuune).

YHuja Ha OCHOBY paHra (BUCHHE)

OcHOBHa uzieja BplIliewa yYHije Ha 0CHO8Y paHia (eucure) je na ce MPUIMKOM U3MeHa (a OHe
ce BpIIle caMo Y CKJIONy oriepaliuje yHuje), ako je Moryhe, 0be3dem fa ce BUcMHa’ pBeTa
KOjUM je MpeAcTaB/beHa yHUja He noBeha y OJHOCY Ha BUCHHE MOjeIMHAYHUX ApPBETa KOja
MpeCTaBibajy CKyIOBe uMja ce yHHja mpasu. [IpernmocrtaBuhemo 1a cBakOM 4YBOpPY ApBETa
NpUIPYKyjemMo Opoj KOjH MPEACTaB/ba BUCHHY TOT YBOPA Tj. APBETA Ca KOPEHOM Y TOM YBODY.
Taj 6poj hemo HazBatu pant (enri. rank)® u panrose cBux uBoposa hemo ozipskasatn y noced-
HOM HHU3Y rang. AKO ce yBeK n3adepe Jja KOpeH JpBeTa Mamber paHra ycMepaBaMo Ka KOpeHy
JpBeTa Beher WM jeMHaKor paHra, Taja ce paHr yHuje nmoBehara camo ako cy oda gpBeTa Koja
YHUPaMO KCTOT PaHra.

vector<int> roditelj;

vector<int> rang;

vold inicijalizuj(int n) {
roditelj.resize(n);
rang.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
roditelj[i] = i;

"BucuHy 4BOpa MOkeMoO Je(pUHICATH Kao OpOoj IpaHa Ha MyTakM Of TOT YBOpA 0 HAjyJa/beHHjer JUCTa y
HOJIPBETY Ca KOPEHOM Yy JJaTOM 4YBOpY. BuchHy sipBeTa pauyHaMo Kao BUCHHY HErOBOT KOpEHa.

8Y nornaemy 1.3.2.3 noceeheHOM caxuMary MyTesa, BiuieheMo 1a Kaaa ce BpIie ONTUMU3AIHje, PAHT He MOpa
na Oyzne yBeK jefHaK BHCHHH, aJli YBEK IPEJCTaBba HEeHY FOpiY I'PaHUL Tj. OpOj O KOT Ta BUCHHA CUTYPHO
Huje Beha.
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rang[i] = 0;

void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

if (fx == fy)
return;

if (rang[fx] < rang[fy])
swap(fx, fy);
roditelj[fy] = fx;

if (rang[fx] == rang[fy])
rang[fx]++;

}

[MpumeTnMo fa cy HaM 3a U3BONEE onepalyje YHUje pejieBaHTHEe CaMO BPEIHOCTH paHra
MpeACTaBHUKA CKYIIOBA.

Jloka:XuMo JieMy KOja TapaHTyje CJI0KEHOCT.

Kaga ce ynuja epuwu na ocrosy pania, y ceaxom gpeeitiy uuju je pani h nanasu ce dap 2h
ugopoaa.

Joxaz. TBphemwe nokasyjeMo MaTeMaTUIKOM HHAYKITH]OM.

* baza mHAyK1mje onroBapa rmoja3sHoOM CTamkby Y KOMe je CBaK{ YBOP CBOj NMPEICTABHUK.
PanroBu ceux apeeta cy Taga O u ca apseta umajy 2° = 1 uBop, ma TBpheme BaKu.

¢ TMokaxumo Ja orepariyja yHHje oJpkaBa OBy HHBApUjaHTy. [0 MUHAYKTUBHOj XUMIOTE3U
3HAMO J]a aKO J[Ba JpBeTa Koja MpeCcTaBibajy CKYIOBe KOjH Ce YHUPAjy UMajy paHroBe
7| U Ty, OHIA je Opoj UBOpOBa y WHMa peloM Oap 2"1 u 2”2 yBopoBa. YKOJHUKO ce
YHHUpamkeM paHr He nmoBeha, MHBapujaHTa je TPUBUjaTHO OUyBaHa jep ce Opoj YBOpoBa
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yBehao, a paHr je ocrao UCTU. JeouMHU ciyyaj Kaja ce yHHpameM noehaBa paHr je
Kaja je 7y = 7o U TaJa yHUPAHO ApBO UMa paHr r = 7; + 1 = ry, + 1 u dap
2" 4272 = 2" 4 2" = 2.2 = 217! = 2" ypoposa.

Tume je TBphewe T0Ka3aHo. O

Hake, panr apeerta koje uma n uoposa je O(logn). AKo je oH yBek Behu WM jelHak oj
BHCHHe, 1 BrchHa apBeTa je O(logn), ma je CIoKeHOCT onepalyje MpOoHaNa)ea MPeiCTaB-
HUKA y CKYITy OJ] 72 YBOPOBA, KOja JUPEKTHO 3aBKCH 0J] BUcHHe apBeTa, peaa O(logn). Tlonrro
YHHpatbe HAKOH MPOHAJIaXe ha NpecTaBHrKa Bpu joru camo O(1) oneparnuja, 1 CI0KEHOCT
yHupama 18a ckyna je O(logn). [dakie, onpkaBarmbe BUCHHA JPBETA MO/l KOHTPOJIOM HaM ra-
PaHTYyje JIOrapuTaMCKy CJIOKEHOCT orlepalyja pronadji ¥ unija ¥ BpeMe M3BpLIaBamba HU3A
OJ1 ™M TaKBKX OIlepalyja je y Hajropem ciydajy jensako O(mlogn).

YHuja Ha ocHOBY 6poja eniemeHata (Be/iMunHe)

VY npucryny yuuja na ocnosy opoja eaemenaiia (6eauuurie), YMECTO BUCHHE CE Y3 CBaKU O]
CKyIIOBa O/Ip:KaBa M OPOj HErOBUX eJieMeHarta TOT CKyma (Tj. y CBAaKOM YBOPY JApBETa UyBa ce
uH(popmalyja o dOpojy YBOpPOBa APBETA KOjEM j€ Taj YBOP KOPEH).

void unija(int x, int y) {
int fx = pronadji(x), fy = pronadji(y);

if (fx == fy)
return;

if (velicina[fx] < velicina[fy])
swap(fx, fy);
roditelj[fy] = fx;

velicina[fx] += velicina[fy];

}

AKO yBeK ycMepaBaMo IIpeJCTaBHUKA CKyIla Ca MambiM OpojeM eJleMeHaTa Ka IpeJCTaBHUKY
cKyma ca BehumM dpojeM eneMeHaTa, IOHOBO J100MjaMO JIOTapUTaMCKY CJIOKEHOCT Hajroper
ciyyaja 3a 00e ocHOBHe oreparije. OBO BakH 3aTO IITO M OBAj HAUMH MPaB/beha yHUjE ra-
paHTyje 1a He MOXXEMO UMAaTy BUCOKO JIpBO ca MaiuM Opojem uBopoBa. Havme, 3a nodujame
JpBeTa BucuHe 1, moTpedHa cy dap nBa apeeta BucuHe ), 0qHOCHO dap 2 yBOpa; 3a APBO BU-
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cuHe 2 noTpedHa cy dap nBa JpBeTa BUcHHE 1 Koja nMajy dap mo 2 yBopa, Tj. IpBO BUCHHE 2
uma dap 4 yBopa, uta. JJokaxumo OBo.

Kaga ce ynuja iipasu na ocrnosy opoja enemenainia, y gpeeiily uuja je sucuna h nanasu ce
bap 2" ueoposa iij. 3a ceaxu kopen T gpeeriia sucune h ca s ueoposa éaxcu s > 2",

Jloxaz. Jlokaxumo oBo TBpherme MaTeMaTUUKOM MHIYKIIHjOM.

* V noueTky je Opoj YBOpoBa y cBakoM JipBeTy § = 1, a BucuHa cBakor apeerta je h = 0,
na Baxu s = 2"

* IIpernocraBumo ja TBphemwe Baxu Ipe Criajama JBa JpBeTa UMjU Cy KOPEHU 7] U Tq,
KOjH MMajy pelioM S; U S, eleMeHaTa, BucuHe h; u hy. Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XHIIO-
Tese 3HaMo Ja je §; > 21 m s, > 2"2. TIpetnocraBumo ma ce ApBo 75 MPUAPYKYje
IpBeTy 7y (IITO 3HA4M Jia JPBO ca KOPEHOM 7'y UMa Mambe WIH jeJHaKO YBOPOBA HETO
OHO Ca KOPEHOM 7'; Tj. fia je S5 < §7), YnMe ce JoOMja APBO ca S YBOPOBA BUCUHE h.

— AKO JIpBO ca KOPEHOM 7'y MMa Behy BICHHY O OHOT €a KOPEHOM Ty, Tj aKo je h; >
hy, HAKOH crajara ce BUCHHA JIPBETA Ca KOPEHOM 7'; HE Mamba, a OPOj YBOPOBA
My ce nosehasa, 1a TBpheme JieMe TPUBHjaIHO HACTABba 1A BAXH. 3auCTa, BaXU
5 =5, + 8y > 8, > 20 =2

-y CYIIpOTHOM C€ BUCHHA IPBETA Ca KOPECHOM APBETA 7°¢ nosehapa u HOCTaje 3a
jeHaH Beha Ol BUCMHE JpBETa Ca KOPEHOM 7'y Tj. Baxu h = h2 + 1. TaI[a BaxXu
3281+3222'3222'2h2 :2h2+1:2h.

Tume je TBphewe T0Ka3aHo. O

U3 oBe JieMe CJIie/in Jia Cy My OBOM TIPKCTYITy BUCHHE CBUX jpBeTa yBek peaa O(logn), mro
rapasryje e(pMKacHOCT 00e omnepaluje.

1.3.2.3 Caxumare nyteBa

Naxo je ciioxkeHOCT NpeTXOIHO OMUCAHUX BapUjaHTH aJIrOpUTMa CACBUM IPUXBAT/bUBA (CJIO-
JKEHOCT U3BpIlaBarba m orepanuja yauje je O(m logn)), oHa ce MOKe JOAATHO MOOOJBIIATH
BEOMa j€JHOCTAaBHOM TEXHUKOM TO3HATOM KaO caxcumarbe iyiiesa Ui Komipecuja iyimesa
(eHr. path compression). Hanme, npuinkom npoHanaxemwa MpeIcTaBHUKA MOXEMO CBE UBO-
pOBe KpO3 KOje Mposia3uMO YCMEpHUTH Ka KopeHy. IlpumervMo na Taga mopen orepariyje
unija U omepanyja pronadji Memwa CTPYKTYpPY JpBETa KOjUM je MPeACTaB/beH Taj CKyIl. JemaH
HAayYMH Ja ce TO Ypaad je Jla ce HaKOH MpOHaJaXemha KOPeHa, MMOHOBO Mpohe Kpo3 Hu3 efe-
MEHaTa U CBU IOKa3uBauu ycMmepe Ka kopeHy (ciuka 1.10). Ha oBaj HauuH ce moctuxe Aa
Oynyhe omnepariije HaJ TUM CKyIioM Oyay edukacHuje.
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Cmuka 1.10: MnycTpanuja mocTynka caxumara IyTeBa y J1Ba MpoJjia3a HaKOH TpaXerma Mpe/l-
CTaBHMKa CKyIa KOMe npumnaa ejement G.

int pronadji(int x) {
int koren = x;

while (koren != roditelj[koren])
koren = roditelj[koren];

while (x != koren) {
int tmp = roditelj[x];
roditelj[x] = koren;
X = tmp;

}

return koren;

3a cBe YBOpOBE KOjU ce 0dMIa3e 0J1 OJIa3HOT YBOPa JI0 KOpeHa, Iy KUHE ITyTama 10 KopeHa ce
cMamyjy Ha 1, a ckpahyjy ce U myTame BHUXOBHX IIOTOMaKa. AKO ce BPIIIY YHUPAHE HA OCHOBY
dpoja enemMeHara, IPUIIMKOM CakMMarba Ce He Merhajy OpojeBH eJleMeHaTa IpBeTa, Ia Mojamny
MpUAPYKEHN YBOPOBHMA OCTAjy KOPEKTHU. AKO BPIIMMO YHU]Y Ha OCHOBY paHra 1 TyMauumo
PaHTOBe Kao BHUCHHE JIPBETa, IPUJIMKOM Ca)KMMara HU3 PaHTroOBa MocTaje HeaxypaH (jep ce
HEeKe BIUCHHE CMamyjy, a PAHTOBU ce He axypupajy). Mnmak, H1 y OBOM ciydajy HU3 He MOpa
Ia ce axypupa. Hanme, momTo ce mpuiMkoM caXuMmara BUCHHE CMamyjy, a PaHTOBU CE He
MeHajy, PAHTOBU He TPEJICTaB/bajy BUIILIC BUCUHE YBOPOBA, aJIH MPEJICTABIbA ]y HBUXOBE TOPHE
rpaHuUIle — BHCHHA YBOPA j€ YBEK Marba WM jeJHaKa Off BPEAHOCTH HheroBor paHra. Jlako ce
MOKa3yje la ce OBUM He HapyllaBa CJIOXKeHOCT orepanja. Haume, nomro ce yHUja U 1ajbe
BpIIIA HA OCHOBY paHra, M JaJbe BaKW MHBApHjaHTa rapaHToBana jieMoMm 1.3.1 aa ce y cBakoM
JIpBeTy KOje MMa panr h Hamasu dap 2 usoposa. TIomTo je BHCHHA yBeK Marba WIH jeIHaKa
O]l paHra, B! U Jia je BUCHHA CBAKOT JPBETa KOje CaJpXku 1 YBOPOBa HajBuIle log n, mTo
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rapauryje cioxeHoct Hajroper ciaydaja O(logn) 3a ode onepauuje (Buaehemo na je ycien
CakMMarba aMOPTU30BaHa CJIOKEHOCT jOII HIXKA).
V nperxonHoj uMIuieMeHTauuju pyHKIMje pronadji ce Ba MyTa Mposia3d Kpo3 MyTamby Of
yBopa x 110 kopeHa. CimuHe niepdopMaHce ce MOTY JIOOUTH M 'y caMO jemHoM Tpoia3y. [lo-
CTOje JjBa HAUMHA Ha KOJU CE OBO MOKE YpaguTH.
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Cnuka 1.11: Mnycrpauyja [Ba HaYMHA CaXMMaka IyTeEBA y jJeHOM IIPOJIa3y TOKOM TPakKera
Mpe/ICTaBHUKA CKyIla KOjeM Npumnaja eaeMenT / (JIeBO je Mona3Ho APBO, Y CPEOUHH IPBO KOje
ce 1oduja MPBUM AJTOPUTMOM, a JECHO JPBO KOje ce A00Mja IPyruM aJrOpUTMOM).

ITpBu HauMH je fa ce cBaku YBOP KPO3 KOjH CE MPOJa3y TOKOM ITPOHANIAXEha IPeICTABHIKA
(ocuM JeTeta KOpeHa) yCMepH Ka POJUTEIbY CBOT pOJuTe/ba. 3a CBE YBOPOBE KOjU ce oduiaze
(Ha yTy OJ OJIa3HOT YBOPA [0 KOPEHA), Iy )KUHE IyTama 10 KOPEeHa ce HAKOH OBOTa CMambyjy
aBocTpyko (cnuka 1.11, cpeauHa), MITO je JOBOJBHO 32 OJUIMYHE MepdopMaHce.

int pronadji(int x) {
int tmp;

while (x !'= roditelj[x]) {
tmp = roditelj[x];

roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
X = tmp;
}

return x;

}

Jpyru HauuH nojxpasyMeBa ja ce, IPUIMKOM IIPOJIacKa Ofl YUBOpa Ka KOPEHY, CBaKH APYrH
YBOP Ha MyTamkM YCMEPH Ka poauTesby CBOT poautesba (ciauka 1.11, necHo).

int pronadji(int x) {
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while (x !'= roditelj[x]) {

roditelj[x] = roditelj[roditelj[x]];
x = roditelj[x];
}

return x;

[TprmeTumo 11 je Ha OBaj HAYMH J0[aTa CaMoO jeJHa JIMHHja KoJa Y MPBOOUTHY UMILICMEH-
Talujy onepanuje pronadji.

Kaga ce mpuvenun Onjio Koju of TpU HaBe/eHa OOJIMKA CakMMarba IyTeBa, aMOPTH30BaHA

CJIOXKEHOCT onepaunja HOCTaje roTOBO KOHCTaHTHag.

3apartak: MpBU NyT KPO3 MaTpuLy

Jlornuka Martpuia JUMeH3Hje 12 X 1y IOYeTKy CaJpKu cBe HyJie. HakoH Tora ce HacCyMU4HO
Jojaje jeaHa no jenHa jeaquHuna. Kperamwe no MaTpuny je moryhe camo no jeqMHunaMa u
TO caMo Ha J10JIe, Ha rope, Ha JeCHO U Ha jieBo. HamumcaTtu porpam koju yunrtaBa JUMEH3H]y
MaTpulle, a 3aTUM MO3ULIK]y jeJHE MO jeAHe jeAUHUIIe U oApel)yje HAKOH KOJIMKO HhUX je IIPBU
nyT moryhe cuhu o Bpxa 10 JHa MaTpuLe (Ca IPOU3BOJBHOT I0Jba NIPBE BPCTE KOj€ CaapKU
jeIUHUILY A0 MPOU3BOJBHOT I0Jba MOCIEAHE BPCTE MATPHLIE KOj€ CalpKU jeANHHULLY).

Omnuc yiaa3a

Ca crangapaHor yiasa ce yuutapa quMmensuja marpuie 1 < n < 200, 3atum Opoj moska m
(1 < m < n?)ykoje ce ynucyje jeMHAIA, a 3aTHM Y HAPEIHUX 77 PEJIOBA KOOPMHATE THX
nosba (Opoj Bpcte u O6poj kosone o 0 1o n — 1, pa3aBojeHu pa3MakoMm).

Onuc usiasa

Ha cranmapanu n3na3 ucnmcat HajMamy Opoj MOJAaTHUX je[MHUIIA HAKOH KOJjUX je MOCTaJIo
Moryhe ctuhu of1 Bpxa 10 JHa.

TlpenmsHuje, aMOPTH30OBaHA CJIOKEHOCT OMEpalMja Kajga ce MPUMEHH CaXUMAambe IMyTeBa jeflHAKA je
O(a(n)), rie je (n) Tako3Bana nHBep3Ha AkepMaHoBa (DYHKLHMja KOja jaKo criopo pacre. AkepMaHoBa (hyHK-
[Mja je Mo3HaTa [0 TOME LITO jako Op30 pacte. OHa je neduHucana pexypeHtHuM penamjama: A(0, n) = n+1,
A(m+1,0)=A(m,1),Aim+1,n+1) = A(m, A(m+1,n)). Oyakumja «(n) je naBEp3HA PYHK-
uuja dyskimje A(n, n) 1 OHa jako Cropo pacte. 3a SWIo Koju Opoj 1 KOjH je Marbu o Opoja aToMa y LenoM
yaueep3ymy (oko 1080) Baku ma je a(n) < 5, Tako ja je aMOpPTH30BaHA BpEMeHCKa CIIOKEHOCT Ofepallyja
MPAKTUYHO KOHCTAHTHA.
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IIpumep

Yaaz Hznaz  Odjawrverse

4 8 ITocne 8 yuuranux nosba, MaTpuiia ocraje
9 1100

00 0101

01 1100

11 1001

33 Y BPX U JIHO TI0CTajy CIOjEeHH.
13

20

30

21

2 2

Pewene

OcHoBHa npieja je aa ce popMHpajy CBH MOJICKYIIOBU T0J/ba MaTpHIle n3Mel)y KOjUX IMOCTOjr
nyT (oHM (hopMUpajy Kilace eKBUBAJICHIIM]e T3B. KOMIIOHEHTe IoBe3aHoCTh). CBaku MyT Kajia
ce YCIOoCTaBY Be3a m3Melly Heka JiBa 1ojba MaTpHIle, OJCKYIIOBH KOjMa OHA MPHUIIaajy ce
crnajajy. [IpoBepa ja M MocToju myT u3mel)y JiBa Mojba MaTpHIle CBOJM Ce OHJIA Ha TIPOBEPY
713 JIM OHA MPUMAafajy UCTOM IOJCKYITY.

[MyTama oz Bpxa 4o AHA MOCTOjH aKO U CaMO aKO IOCTO U MyTara Of OUIIO KOT 10Jba Y MPBOj
BPCTU MaTpHLE [0 OUIO KOT IoJba y MOCIEAR0j BpcTU MaTpuue. MehyTtum, He Mopamo y
CBAKOM KOpaKy MOpaMo J1a IPOBEpaBaMo CBe MapoBe eJieMeHaTa U3 MpBe U MOCIehe BPCTe.
Honahemo BemTauky NOYETHU YBOP (HA30BUMO I'a U3BOP) U CrojuleMo ra ca CBUM YBOPO-
BHMMa y NPBOj BPCTU MaTpULE U 3aBPILHU YBOP (HA30BUMO ra yihe) Koju hemo crojutu ca
CBMM YBOPOBHUMa Y TIOCJIE/Ilb0j BPCTH MaTpulie. Taja ce y cBakoM KOpaKy MOXe IIPOBEPUTH
caMo Jia Jii ¢y U3BOp U ymihe CIojeHu Tj. Ja i Npunaaajy uctom noickymy. IIpumernmo
Ja Cy JI0JaBambeM OBUX IOMONUX YBOpPOBA CBU €JIEMEHTH IIPBE BPCTE MaTpULIEe 00jeAUbEeHU
Y MCTH HOJICKYII MAKO Y BbUMa MHILE Hysle, MeyTum, To He HapylaBa KOPEKTHOCT.

INoxckynose MoxeMO 4yBaTH MOMONY CTPYKType IojlaTaka 3a IPe/ICTaB/bambe JUCjYHKTHUX
MOZICKYIIOBA.

int n;

cin >> n;

vector<vector<bool>> a(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i].resize(n, false);



1.3 CTpyKType nogataka 3a npegcraBr/bate AUCjYHKTHUX CKynoBa 53

N\

KomroHeHTe noBe3aHOCTH cy 000jeHe pasnuauTuM dojama. Ilomto cy u3sop u ymihe ucro
000jeHH, TIOCTOjH YT Of BpXa A0 JTHa.

// svakom polju matrice (x, y) dodeljujemo jedinstveni redni broj (kod)
auto kod = [n](int x, int y) { return x*n + y; };

// dva dodatna vestacka cvora
const int izvor = n*n;
const int usce = n*n+l;

// inicijalizujemo union-find strukturu za sve elemente matrice
// (njih n*n), izvor 1 usce
inicijalizuj(n*n + 2);

// spajamo izvor sa svim elementima u prvoj vrsti matrice
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
unija(izvor, kod(0, 1));

// spajamo sve elemente u poslednjoj vrsti matrice sa uscem
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
unija(kod(n-1, 1), usce);

// broj jedinica
int m;

cin >> m;
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int korak = -1;

for (int k = 1; k <= m; k++) {
int x, y;
cin >> x >> y;

if (a[x][y]) continue;

a[x][y] = true;

if (x > 0 & a[x-1][y]D) unija(kod(x, y), kod(x-1, y));
if (x + 1 < n && a[x+1][y]) unija(kod(x, y), kod(x+1, y));
if (y > 0 & a[x][y-1]) unija(kod(x, y), kod(x, y-1));
if (y + 1 < n && a[x][y+1]) unija(kod(x, y), kod(x, y+1));
if (pronadji(izvor) == pronadji(usce)) {

korak = k;

break;
}

cout << korak << endl;

1.4 Ynuntu pacnoHa

Hexke cTpykType nogaraka cy nocedOHO OrofHe 3a MpooJieMe y KOjuMa ce TPaXH J1a ce HaJ eJie-
MEHTHMMa HM3a U3payyHaBajy CTaTUCTUKE (HIIp. 30Mp, MUHUMYM, MaKCUMyM) HEKHX Cerme-
HaTa Tj. PacloHa y3aCTOITHUX eJleMEeHaTa HU3a. 3axTeBe TOT THIA Ha3UBaMO Yilitiu pAcHoHa
(enrn. range queries). Ciliaiiuuku yiumiu pacilona (€HIIL. static range queries), OIMUCAHU y
norasby 1.4.1, nogpasymeBajy Ja ce HU3 jeJHOM MHMLIM]jAIU3Yje U HAKOH TOra HE MEma,
JOK guHamuuku yaumiu paciona (eHri. dynamic range queries), ONUCAaHU y Morasiby 1.4.2,
omoryhasajy na ce HU3 Mewa u3Mely n3padyHaBamwa cTaTucTuKa. OBe CTPYKType nojaraka
00MYHO NoAIpkaBajy Heke ofl ciaefehux BpcTa ynura:

* opehuBame eJeMeHTa HU3a Ha JAaToj NO3ULUjU (EHIVL. point query),
* ofpehuBame CTAaTHCTHKE eJieMeHaTa y JaTOM CerMEHTY Hu3a (€HIJL. range query),
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* aKypupame eJeMEHTa HU3a Ha JaTo]j MO3ULUjU (€HIIL. point update),

* axXypupame eJleMeHaTa Hu3a y JaTOM CEIMeHTY (eHIL. range update), 0OUIHO U TAKO
IITO CE CBU €JIEMEHTH IIOCTAaBE Ha HEKY JaTy BPEIHOCT MM TaKO LITO Ce CBU €JIEMEHTH
yBehajy 3a gaTy BpeiHOCT.

[Ipumerrmo ma moryhHocT edukacHor oapehuBama 30upa ejleMeHaTa MPOU3BOJBHOT Cer-
MEHTa HM3a rapaHTyje yjeaHo U MoryhHoCT oapehuBama eleMeHTa Ha 1aToj No3uuuju (jep
ce BPEJHOCT TOT' eJeMEeHTa MOXEe OAPEIUTH Kao 30Mp jeHOWIAHOT CerMeHTa KOjUu CaJpxku
camo Taj enemeHT). CiM4HO, MOTYhHOCT €(pUMKaCHOT aKypUparba MPOU3BOBHOI CETMEHTA
rapaHTyje MoryhHoCT epuKacHOr axypupama I0jeIMHAYHUX eJeMeHaTa H13a.

* Hu3 36upoea iipepurca (enri. prefix sum array) omoryhasa epykacHO padyHarme cTa-
THCTHKA CerMeHaTa M BPeJHOCTH T0jeIMHAYHOT eJleMeHTa (range query, point query).

* Huz pazauka cycegrux enemenaitia (eHri. difference array) omoryhasa epukacHo axy-
pypame cermMeHara (range update).

» Ceimenitino gpso (eHrI1. segment tree) u Pensuxoso gpso (eHri. Fenwick tree) omoryha-
Bajy e(pMKaCHO M3BpINIaBake CTATUCTUKA CErMeHarta U oJpehuBame BpeJHOCTH eleMe-
HaTa (range query, point query), Kao 1 aXXypyuparmbe BpeTHOCTH 110 jeIMHAYHOT eJIeMeHTa
(point update), nipu yemy ce PeHBUKOBA JIpBETa KOPUCTe OOUYHO CaMO 34 pauyyHame
30upa, IOK ce CerMeHTHA APBETa KOPKUCTE 3a IUPH CIIEKTap CTATHCTUKA.

* Jlero ceimentiiro gpeo (eHri. lazy segment tree) omoryhaBa epuKacHO M3BpIIaBame
CBE YEeTHPH HaBeJeHe BPCTe YIUTa.

Naxko hemo cBe cTpyKType HojaTaka MpUKa3aTh y jeTHOAUMMEH3UOHOM OOJIMKY, Y peaTHUM
MpYMEeHaMa ce BeOMa YeCTO pa3MaTpajy ABOJMMEH3MOHANHA, N1a M TPOAUMEH3MOHAJIHA YOIl-
mrema. Ha mpuMep, y JBOAMMEH3MOHAHOM Cliy4ajy Moryhe je epuMKacHO OYMTaBaTH 301-
POBE MPOU3BOJLHUX MTPABOYTAOHKUX CErMEHATa MaTpHIIE.

1.4.1 CTtaTVyKu ynutu pacrnoHa

3a noyverak hemo pazMaTpaTu CTaTHUKe YIUTE PacloHa, KoJ KOjUX je 3ajaTak omoryhuru
e(pUKacHO M3BpILABAKE MOTEHLMjaTHO BEJIMKOI OpOja pa3InuuTHX YIUTA HaJll CErMEHTUMA
JaTOT HU3a, TIPH YeMy ce BPEJHOCTH Y HU3Y HE MeHbajy.

1.4.1.1 36upoBwu npecumkca

Mpo6nem

Ledbunucainiu ciupyxinypy tiogaiiaka xoja ooezdehyje edpuxacro uspauyrasarbe 30uposa
celmeHaria gamol Hu3a (ceimeniti ogpehen osuyujama [a, b] ce cacmoju og Y3actonHux
enemenaitia Hu3a og mosuyije a go iosuuuje b, yrwyuyjyhu u rux).
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V pelewy rpyOOM CHJIOM ce CBY €JIEMEHTH CMEIITajy Y HU3 & ¥ [IPU CBAKOM YIIUTY ce U3HOBA
pauyHa 30up enemenara ojroeapajyher cermenta [a, b]. VKynHO Bpeme ja ce CBH ynuTH
usspie je pena O(mn), tae je ca m o3HaYeH Opoj ynuTa, a ca n JyKMHA HU3a, IITO je y
ClIydajy Ayraykux HU30Ba M BEJMKOT Opoja yImuTa HeoIyCTUBO HeedukacHo. U cinoxeHoCT
HAjTOper Cilyyaja i aMOPTH30BaHA CIIOKEHOCT U3BPIIaBatba jesHor ynura cy peaa O(n).

JEeIHOCTABHO pellerbe je 3aCHOBAHO Ha MIEjH /1a YMECTO /ia UyBaMO eJIEMEHTE HU3a T, 4yBaMO
Hu3 36uposa ipedpuxca umza Py = 0, P | = ZZ:O z,3a0 < ¢ < n. Jakie, 30up P, uyBa
30Mp IIPBUX % ejleMeHaTa Hu3a (IIOIUTO Opojame Mo3ULMja IOYHIbE OJ HyJle, 30Up esleMeHaTa
Tg,...,T; cagpxu ¢ + 1 cabupak u jenHak je P, ;). 30up elnemeHara CBaKOI CErMeHTa
[a, b] oHa MOKEMO Pa3IIOKKUTH Ha Pa3IMKy npedrKca HU3a T 10 eleMeHTa b 1 npedukca 10
eremMeHTta a — 1:

b b
E $k:§ Ty — Ty = Py — B,

Cau 36upoBu npeduikca P, HU3a T MOTy ce W3pavyHaTd alropurMoM cioxenoctd O(n) u
CMECTHTH Y JIOJAaTHH (a aKko je ymreaa MeMopuje OWTHA, OH/Aa YaK M y OPUTHMHAJHU) HU3.
HakoH oBakBe npenodpaje, 30Mp CBakor cerMeHTa ce MOXe M3payyHaTH aJrOPUTMOM CJIO-
xernoctr O(1), ma je ykynHa coKeHOCT U3BPLIABAA 17 YIIUTA pauyHama 301pa eJleMeHara
HEKOT cerMeHTa Hu3a = jeqHaka O(n + m).

[Tona3Hu HU3 T ce MOXe PEKOHCTPYHCATH padyHareM HHU3a pas3jMKa CyCe[HHX eJleMeHaTa
Hu3a npeduxca P: r; = P; 1 — P;3a0 <1 < n.

ABoAuMEH3NOHaJTHU 36upoBU npedmkca

V IBOAMMEH3HOHATHOM CIIydajy ZOBOJBHO je 3a CBAKH SJIEMEHT MaTPHLE Ha HO3ULMju (v, k)
naMTUTH 301p P, j, 1 €leMeHaTa IPABOYTaOHOr CETMEHTA KOJEM j€ TOPHbE JIEBO TEME I10Jbe
(0,0), a more mecHo (v, k), npu yemy ce y Bpctr 1 Kosonu 0 Hamase Hyste. Tama ce 30up
IIPOM3BOJBHOT CErMEHTa OJpel)eHOr TOPUM-JIEBIM TeMEHOM (U, k1 ) U JOBUM-IECHUM Te-

MeHOM (v, ko) Moxke m3pasutu kao Py, oy 1 — Py 1, — Py o1+ Py k-

I Mpumep 1.4.1

30up eaemenaitia y upeerom UpasoyiaoHury nese mamipuue ca cauxe 1.12 jegnax je 87— 30—
32 + 11. Bpoj 87 je 36up eaemenaitia mammpuue 0g rerol Ioproel 1e0T Yind, go gorbel gecHor
yina upeenot UpasoyiaoHuKa, wij. 30up enemeHaiia y 3eAeHOM, HCYIoM, UAABOM U UPBEHOM
geny mamipuye (dc+3+i+uy). bpoj 30 je 30up eremenaitia maviipume og reeHol Ioproel 1e601 Yina
go gorbel gecHol yina inaeol pasoyiaonuxa, wij. 30up enremenaiiia y 3eAeHoM U Aaeom geny
martpuye (3+i). bpoj 32 je 30up enemenartia mamipuye og roeHol 10proel 1e601 Yina go gorbel
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o(jojofojo0|0j0|0O]|O
11312 |3|2|3]|1]1 0|1[4[6 |9 |11/14|15|16
413|114 |2|4|2]3 0|5 [11(14|21|25/32|35|39
112 |11|3|2[3|2]4 0| 6 (1418 28 34|44 |49 |57
114,123 |2|1]|3]|1 0|7 [19]25|38 (46|57 | 65|74
3|2|4|(3|2[2 2|2 0 |10 |24 |34 |50 |60(73 |83 |94
41212 |1|4(1|3 |4 0 |14 | 30|42 |59 | 73| 87 [100(115
11314 |1]2]2]|1]3 0 |15|34 |50 68 |84[100(114(132
1132433 |4]2 0 (16|38 |56 |78 |97|116|134(154

Cnuka 1.12: [IBoOMMEH3UOHAIHU NMpedUKCHU 30MPOBU 32 MATPUILy JIEBO Cy NMPUKA3AHU Y
MAaTPHIIU JIECHO.

geCHOT Yina 3eneHOl UpasoylaoHuKa tij. 30Up enemeHaiiia Y 3eAeHOM U HCYIOM HUpasoyiaoHuKy
(3+a1c). Bpoj 11 je 36up enemenaitia mamipuye 0g rweHol loproel ne8oT Yina go gorbel gecHor
yina 3eneHol UpagoyiaoHuka iij. 30up eaemeHamia y 3eneHom ipasoyiaouuxy (3). Hspazom
87 — 32— 30 + 11, ce gakne, pauyna (3+auc+i+uy) - (dc+3) - (A+3) + 3, Witio je jegHaxo u.

30upoBu npedukca (M jeTHOAUMEH3NOHY U BUIIEAMMEH3UOHN) IMajy pa3InduTe MPUMEHE Y
aHaJIM3| TIoJaTaka, 00paay rojaraka, GUHAHCH]CKOj aHAIM3H U JIp. Y 0Opaau CIMKa ce JBO-
AVMEH3MOHAJIHU 30MpOBH MpepuKca KOPUCTE 3a U3pauyHaBambe Pa3IMuUTUX [IpopadyHa Haj
pEerroHrMa ciaMke Koju oMoryhasajy pa3He oreparyje HaJl CJIMKOM IOIMyT AeTeKIIYje UBUIIa,
3amyhema U Jpyrux.

1.4.1.2 Pa3nuKe cycegHMUX enemeHara
HoHekte cponal mpodsieM je u cieaehu.

Mpo6nem

Aepunucaitiu ciupyxiypy flogaiiaka koja omoiyhasa egurxacro uzgpuiasare yiuuiia
obauka ([a,bl, ¢), koju dogpasymesajy ga ce ceu eremenitiu HU3A T HA HOSUUUJAMA U3
ceimeniia [a, b] yeehajy 3a epegrociu c. Tlomipedho je ogpeguitiu cagpircaj Hu3a T HAKOH
U36PULABArA COUX YIUTIA.

JupeKTHO pelieme 01 3a CBaKU yIUT y eT/bU yBehaBasio cBe eJleMeHTe HU3a T Ha [I03ULMjamMa
U3 cerMeHTa [a, b]. CioxeHoct Tor HauBHor npuctyna je O(mn), rie je ca m o3HaueH Opoj
yIIUTA, a ca 1. Iy’KWHa HU3a.

MHoro eguKacHHje pellemhe ce MOKe JOOUTH aKO Ce YMECTO eJleMeHaTa HHU3a MaMTH Hu3
pasnuka ceéaxka gea cycegna enementia nusa: Ry = xy, R, = x, — x; ;| 3a cBako i u3-
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mehy 1 un — 1. Tokom yBehaBara CBHX eJleMeHaTa cerMeHTa [a, b] Hu3a T 3a BpeaHOCT
¢, Memajy ce caMo pasiuke u3Mely eremeHara Ha nosunjaMa a U @ — 1 (pasiuka I, ce
ysehasa 3a ¢) kao 1 usmel)y enemenata Ha nosunujama b + 1 u b (pasnuka Ry, | ce ymamyje
3a ¢), ma je usMeny moryhe usBpumty y Bpemery O(1). Ako 3HamMo CBe eeMeHTe HH3a,
Tajga HU3 pa3jdKa CyCcelHUX ejieMeHaTa MOXKEMO BeoMa jeHOCTaBHO M3padyHATH alrOpUT-
MoM croxkeHoct O(n). Ca apyre cTpaHe, ako 3HAMO HU3 Pa3/iMKa HEKOT HU3a, TaJa Taj HU3
MOKEMO Takohje BeoMa jeTHOCTAaBHO PEeKOHCTPYyHCATH, U3pauyHaBajyhu 30upoBe mpedukca
Hu3a pasnvka, y Bpemeny O(n). Ha Taj HauuMH, Ha OCHOBY pa3iMKa ejeMeHaTa (PUHAIHOT
HI3a, MOKEMO JIAKO PEKOHCTPYHCATH Taj (PUHATHU HU3.

AKO He JKeJIMMO J]a y UMIUIEMEHTALUj | IIPBU U MOCTIE b1 €JIEMEHT Hi3a TPETHPAMO Apyraunje
Ol OCTAJIMX, MOKEMO IPETIOCTABUTH Ja OYETHN HU3 U HU3 Pa3jUKa MPOIIMPYjeMOo ca Mo
JEeZHOM HyJIOM ca JieBe U iecHe cTpane (Taja je R, = x;,; — x;, 3a cBako 7 og 0 jo n — 1).

OpurvHaIHA HU3a ce PEeKOHCTPYHIIEe N3pavuyHaBambeM NMpepUKCHUX 30MpoBa HH3a pasiiiKa
CyCeJJHUX eJieMeHara, IITO yKa3yje Ha qyOoKy Be3dy u3Mel)y oBe [IBe TeXHUKe. 3arpapo, pa-
3JIMKE CyCeIHUX eJieMeHaTa IIpeICTaB/bajy ofpeheHu AUCKPETHN aHAIOTOH H3BOoa (PyHKITH]E,
JOK TpepUKCHUA 30MPOBU OHJA TIPEACTaBIbajy aHAIOTOH ojpeheHor uHterpaia. M3pauyHa-
Bambe 30Mpa cerMeHTa Kao pasfmke ABa 30upa npedukca oaropapa Hbyra-JlajoruiioBoj gop-
MYJIHL.

1.4.2  [QUHAMUUKU yNUTU pacrioHa

3a pa3nuKy of NMPeTXOJHMX, CTAaTWYKMX YNHUTa HaJ pacroHMMa, opje hemo pasMaTparu
T3B. JUHAMUYKE YIMTE HajJ paclioHMMa KOjU A03BOJbaBajy Ja Ce HU3 ME€Hma TOKOM Bpe-
MEHa, TaKo Aa je MOTpedHO pa3BUTU HAIpedHHje CTPYKType mojaaTaka Koje omoryhapajy
M3BpIlIaBahe 00a TUMA YIUTA (UUTakhe U aXypupame) e(puKacHo.

Hanve, a3 30mpoBa mpedukca omoryhaBa erkacHO M3pauyHaBame 30MpoOBa cerMeHara
HHU3a KOJl HU30Ba YMjU ce cajpkaj He Mewa. Ca apyre cTpaHe, HU3 30MpoBa Npedukca He
omoryhapa euKacHO axypupame ejieMeHaTa HHU3a, jep je MPH CBaKOj W3MEHU HEKOr ejie-
MeHTa HU3a MOTPEedHO aXypupaTH U 30upoBe NpedurKca, IMTO je HAPOUUTO HeepUKACHO Kajia
ce akypupajy elleMeHTH O3y ToYeTKa Hu3a (CIIoKeHOCT Hajroper ciydaja je O(n)), na ce
He MOT'y IPHMEHUBATH Y CUTYaljaMa y KOjuMa Cy YIIUTH U3pauyHaBama 301poBa cerMeHaTa
UCTIpeIUIeTeH! ca YIUTHMA aXypuparma BpeIHOCTH eJleMeHaTa HU3a.

CM4HO, HU3 pa3jiMKa CYCe[HUX eJieMeHara JOMYIITa CTAHA aXyphpama eleMeHara HU3a.
MehyTrM, U3BpIABabE YITUTA KOjUMa ce 3aXTeBa ojipeuBarbe eJieMeHaTa Hu3a noapasyMeBa
PEKOHCTPYKIIM]jy Cajipkaja HU3a Ha OCHOBY HHM3a pasivka, mrto je cnoxkerocrd O(n). Crora
HU3 pa3jivKa HUje MOXeJbHO YIoTped/haBaTh y cUTyalldjaMa Kajia cy ynuTu yeehaBama cer-
MeHaTa U OYMTaBaba BPEIHOCTH eleMeHaTa HU3a UCIperIeTaHM!.

[Tpodsemu koje hemo pazMaTpaTH y OBOM IOTJIABIbY Cy CHEM(PUIHH 110 TOME IITO oMoryha-
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Bajy Jia ce YIUTHU aKypUpara HU3a U OUMTABaha berOBUX CTATHCTUKA jaBJba]jy UCTIPEILIETAHO.
3a moyeTak pa3sMOTPUMO MAJIO jeTHOCTABHU]H MTPOOIIEM.

Mpo6nem

Aedunucaitiu ciupyxinypy iiogaiiaxa xoja ooezdehyje epuxacro uspauyrasarbe 30uposa
celmeHaria gamor Hu3a ogpehenux wozuyujama [a, b] (camum wum u iojeguHauHUx eneme-
HAlA HU3a), Kao U eOUKACHO MetbArbe 8PegHOCTIU HOJeqUHAMHUX eNeMEeHATA HU3A.

Bupnehemo 1a Heke CTpyKType nojaTaka JOIyLLITajy Ja ce yMecTo 301pa KOPHUCTE U HEKe Apyre
orepanyje. Y HapeJHUM IMorJlaB/bMa heMo pa3MOTpPUTH U CJIOKEHUjU MpodeM y KoM he
dUTH IOIYIITEHO aXypUpambe CerMeHaTa Hu3a (a He caMo NOjeMHAYHUX eJIEMEeHATa).

JlakJe, 3a moyeTak MpeTrnocTaB/baMo /1a IMaMo JaT HU3 Of 171 oleparyja off KOjuX je cBaka
WM M3pavyHaBambe 301Mpa HEKOT CerMEeHTa WM aXyprpame 10jeAMHAYHOT eJIEMEeHTa HU3a U
Wb je MUHUMM30BaTH YKYITHO BpeMe M3BpIllaBama OBOT HU3a orepalyja. ¥ OBOM CIIydajy
HaM HUje O] KOPHUCTU CTPYKTypa MojaTaka KoJ Koje ce jeqHa Of OBe ABE Olepaluje U3Bp-
maBa epuKacHo, a Ipyra Hee(pMKacHO jep ce MOXe JeCUTH Ja je BehuHa (Wi cy cBe) ol m
Jatux onepanuja daw tor apyror tuna. HapasHo, Tpeda y3eTu y 003up U BpeMe MHULIM]aIH-
3alMje CTPYKType nojaraka, MeyTyM, MoiTo ce MHUIMjaIu3alyja BpLUIM caMo jeJHOM, 3a
Pa3IMKy Off YIIUTA 3a KOje MPEeTHOCTaB/baMo Ja ce N3BpIIaBajy IyHo IyTa, hokycupahemo ce
Ha CJIOKEHOCT BpeMeHa W3BplIaBaba YIuTa.

V HacraBky hemo pa3sMOTpPUTH [Be pa3jiMuuTe, ajld JAOHEKJE CIMYHE CTPYKType Mnojaraka
Koje Jajy epuKacHO pelllere MPEeTXOAHOT U BbeMy CIMYHUX IPodJIeMa: CelMeHiliHO gpeo U
Densuroso gpeo. Uneja 0de oBe CTPYKType MoJaTaka Ha HEKM HAYMH HAJIMKY je KopUllhewy
MpedUKCHUX CyMa: 4yBajy ce 30MpOBU HEKMX YHAIPeJ IMOTOAHO U3a0paHUX CerMeHaTa i OHU
ce KOpHCTe 3a e(bMKACHO pauyyHarbe 301pa MPOU3BOJBHOI CEIMEHTA.

1.4.2.1 CermeHTHa gpBeTa

JemHa cTpykTypa mojaTaka Koja oMoryhaBa MpuIndHO jeJHOCTABHO U e(PUKACHO peliaBame
MPETXOAHO OMUCAHOr NpodieMa je ceimenitino gpeo (eHrn. segment tree). CIMYHO KA0O KOJ
HU30Ba npeduKca, TokoM (paze mpeaodpajae u3pauyHanajy ce 30MpOBU cerMeHara Moja3Hor
HHU3a, a OH/Ia Ce 30Mp ejeMeHarTa IMPOU3BOJFHOT CErMEHTa IMOJIA3HOT HH3a M3pakaBa MyTeM
THX YHaIpe] U3payyHaTux 30upoBa. Pasnuka je To mTO ce He u3pauyHaBajy 30MpOBH CBUX
npedukca, Beh camo nocedHo ogadpaHux cermMeHara, Kao 1 TO IITO ce 30Mp MPOU3BOJHHOT CeT-
MeHTa Yy OIIIITeM CJIy4ajy U3pavyyHaBa 00pajioM HEKOJIMKO 30MpoBa cerMeHara (He camo JBa).
CermMeHTHa JIpBeTa ce He KOpUCTe caMo 3a pauyHame 30upa eleMeHara, Beh ce Mory Kopu-
CTUTH U 3a JIpyre CTAaTHCTHUKE CerMeHaTa Koje ce U3pavyyHaBajy acollMjaTUBHUM OIlepalijama
(Ha mpuMep 3a ofpehrBambe MPON3BOA, HajMabEr WM HajBeher enemMeHTa, H3/1-a UM H3C-a
CBHX eJleMeHarta U cauyHo). [lo uctom npuHnumny aeduHncaHe Cy CTPYKTYype MojaTaka 1o
HA3UBOM Keéag-gpeettia (eHr1. quad tree) u okili-gpeeitia (EHIJ. Oct tree) Koja mpeacTaBbajy
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ABOAVMCH3MOHAIHA U TPOAUMCH3HUOHAJIHA YOIIIITEHkhA CCTMEHTHUX JPEBCTA.

CerMeHTHa ApBeTa UMajy MPUMEHY Y 00JIaCTU pauyHapCKe reOMeTpHje, 3a mpodiieMe KOoju ce
pelaBajy TEXHUKOM MOKPETHE MpaBe, Kao IITO je MPOHANakemhe IPEeCeYHNX Tadyaka u3melhy
Oy’KW Y PAaBHU, UCIIMTHBAaE IPUIAJHOCTH TAUKE CKYIly HHTepBaJla, U3pauyHaBabe IOBPLIVHE
TIOKPUBEHE CKYIIOM IPaBOYraoHMKa y paBHU U cJl. KopucTe ce 1 y Apyrum odactuma, mormyT
oOpaze ciuka u reorpad)cKux HHGOPMALMOHUX CHCTEMA.

OmnuimmmMo npouec KOHCTpYKIKje cerMeHTHOr apeeta. [IpeTnocraBumo fa je oy:KuHa HH3a
crenieH Opoja 2; ako HUje, HU3 ce MOKe JIOIYHUTH JI0 HajOJIMKer cTeneHa Opoja 2, y ciaydajy
padyHama 30upopa Hynama'’. UnaHOBM HM3a Ipe/ICTaBIbajy JTMCTOBE JApBETa. I pynmmemMo
7IBa I10 [IBa CycelHa YBOPa U HA CBAKOM IPETXOJHOM HUBOY JpPBETa YyBaMO POAUTEIbCKE YBO-
POBe KOju cajp:ke 30MpOBE CBOja JBa JIETeTa.

| Mpumep 1.4.2

CelMeHIIHO gpeo Kojum ce epuKacHo Moty pauyraitiu 30uposu ceimenaiiia nuza 3, 4, 1, 2, 6,
5, 1, 4 apukazano je na cauyu 1.13.

Cnuka 1.13: TIpumep cerMeHTHOT ApBeTa.

[lomro je ApBO MOTITYHO, HAajjeAHOCTaBHMja UMILJIEMEHTAIMja MOpa3yMeBa Ja ce dyBa M-
IUIMLUTHO Y HU3Y (CJAMYHO Kao y ciydvajy xuma). IlpernocraBuhemo na enemeHTe ApBeTa
CMelITaMo o To3ulyje 1, jep je Taga apuTMeTHKa ca MHAEKCHMMa Mo jeJHOCTaBHHUja (elie-
MEHTH T0JIA3HOT HU3a MOTY OMTU UHJEKCUPAHU U yoOUUajeHo, KpeHyBIH ol HyJie). Kopen
ce CMeIlTa Ha MO3KLH]jy 1, IeroBa /iBa JeTeTa Ha osuuyje 2 u 3, ’hUXoBa Jela Ha MOo3ULHje
4,5,6u 7 urn.

Ha nonymena mecta Tpeba ynucaTi HeYTPATHU €JIEMEHT 3a OTEpPalIujy Koja Ce CIIPOBOIM, Tj. e/IEMEHT 1. KOjH
3a CBako & 3a0BoJbaBa Aa je f(x,n) = x. Ha npumep, ako ce CErMEHTHUM APBETOM pauyyHajy MPOM3BOAU
cerMeHara, HU3 ce MOXe JIOIYHWTH JIO CTelleHa JBOjKe jeMHUIIaMa, aKo ce padyHa MAaKCHMyM, HU3 ce MOXe
JOIYHHUTH BPEAHOCTHMA — OO, aKO C€ pauyHa MHHMMYM HU3 CE MOXe JOMYHUTH BPEAHOCTUMA OO, aKO CE payyHa
HajBehy 3ajeJHUUKH AeNnIall, HU3 ce MOKe IONYHUTH HyJlaMa, a aKo Ce pauyHa HajMarby 3ajeAHIYKH caJipKaail,
HU3 Ce MOXe JIOIYHUTH jeANHUIIAMa.
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I Mpumep 1.4.3
/lpeo u3 tperixogHot iipumepa ce ipegcitiasma cregehum nuzom (ipeu peg cagpoicu nosuyuje,
a gpyiu enemenitie ot HU3A):

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M 12 13 14 15
‘-‘26‘10‘16‘7‘3‘11‘5‘3‘4‘1‘2‘6‘5‘1‘4‘

Kopen apeera je cMernteH Ha MO3uiMju 1. AKO MOJNa3HA HU3 CAIPKU N elleMeHaTa, OHaa
ce y CErMEHTHOM JIPBETY €JIEMEHTH TOJIA3HOT HU3a Hallase ce Ha rnosuimjama [n, 2n — 1.
EneMeHT Koju ce y TOJIAa3HOM HUM3Y HaJla3u Ha MO3UIIUjHU P, C€ Y CETMEHTHOM JIPBETY HaJla3u
Ha TO3UNHjU p + 1. JIeBo JieTe YBOpa Ha MO3UIMjU Kk Hajla3u ce Ha O3UIMjU 2k, a JeCHO Ha
nosutmju 2k + 1. Jlakiie, Ha MapHUM MO3UIMjaMa ce Hajla3e JieBa Jiella CBOjUX POJUTEsba, a
Ha HeMapHUM JiecHa. Pojtitesh YBopa k Haa3u ce Ha MO3ULMjH L%“J

I Mpuwvep 1.4.4

Ha cauyu 1.13 na xojoj je iipegcitiasmerno ceimeHiiHO gpeo 3a HU3 0og 8 enemenaitia Moicemo
youuiiu ga ce enementiu HoaazHoi nuza naaase na iosuyujama [8,15]. Jleso geitie usopa
ca apegrowhy 10 xoju ce nanazu na dosuyuju 2 je ueop ca epegrnoutuy 7 Koju ce HaAA3U HA
dosunuju 2 - 2 = 4, a gecro geitie je usop ca epegrowhy 3 Koju ce Hanazu Ha HOUUUTU
2.2+ 1 = 5. Poguitiess u usopa na iosuyuju 4 u ueopa Ha TO3UUUU D je U8op KOju ce HANA3U
na dosuyuju || = 2] = 2.

dopmmpare cerMmeHTHOr gpBeTa
dopmMupame CerMEHTHOT APBETa HA OCHOBY JAaTOT HU3A je BEOMa jeIHOCTaBHO.

NTepaTuMBHM NocTynak

Hajmpe ce enemeHTH moia3HOT HA3a MPEKOMUPajy Y IPBO, KPEHYBIIU O] MO3UIH]je 12 3aTUM
ce CBY YHYTpAIIllb1 YBOPOBH ApBeTa (011 ro3unje 1 — 1, ma yHa3aj 1o rno3uiyje 1) momyma-
Bajy Kao 30MPOBH CBOje jietie (Ha MO3WIK]y k yITUCyjeMo 301p elleMeHaTa Ha rmosuijama 2k
u 2k + 1). KopeKTHOCT OBOT OCTYIIKA JIAKO Ce 0Ka3yje MHAYKIjOM.

vector<int> formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a) {
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<int> drvo(2*n, 0);
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copy(begin(a), end(a), next(begin(drvo), n));

for (int k = n-1; k >= 1; k--)
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];
return drvo;

}

CroXeHOCT OBE OIepallije je OUMINIEHO JUHEeapHa Y OJHOCY Ha My KUHY HU3A 7.

[Mperxonuu mpuctyn opMUpa JPBO 010310 HaBHILE (IIPBO ce MOMYyHe JIUCTOBH, A OHJIA YHY-
TpaIlbU YBOPOBH CBE JIOK ce He j1ohje 10 KopeHa).

PeKyp3uBHM nocTynak

Jom1 jemaH HauWH A ce CErMEHTHO APBO (POpPMHUpa j€ PEKyp3UBHO, 0A03ro HaHmxke. Hako
jé OBa MMILJIEMEHTalMja KOMIUIMKOBaHUja M MaJlo HeepuKacHUja (I0gyIle He aCUMIIOTCKH)
yciesl peKyp3uBHUX [1031BAa, IIPUCTYII OJI03r0 HAHIIKE j€ y HEKUM KaCHUjUM ollepalyjama He-
n3dexkaH, ra ra WiIycTpyjemo Ha OBOM jeJHOCTaBHOM npuMepy. CBaku YBOp OpBeTa MpecTa-
BJba 30Mp ofpeleHor cerMenTa mo3uityja moyia3Hor Hu3a. CerMeHr je jeqHo3HauHo onpeheH
NO3MLIMjOM K Y HU3Y KOjU OJiroBapa CerMEHTHOM JPBETY, ajli Ja OUCMO OJIAKIIAIM MMILIe-
MEHTaIIMjy, TPaHWIIe TOT CerMeHTa MOXEMO Kpo3 peKyp3ujy mpociiehuBaT Kao mapamerap
dyHKIWje, 3ajeHo ca BpeaHowhy k (Heka je To cermeHT [x, y]). Ha comum 1.14 3a cBaku
YBOp CETMEHTHOT ApBETa JaT je HEeroB MHIEKC y oAroapajyhem HU3y drvo W TpaHMIIE Cer-
MEHTa KOje Taj YBOp NOKPHUBA.

[0.7]

[2,3] [4,5]

[0,0] 111  [22] [33] [44] [55] [66] [7.7]

Cimka 1.14: YHyTap cBakor 4Bopa je NprKas3aH HberoB MHAEKC k y HU3Y KOjUM je JpBO Mpel-
CTaBJbEHO, a TOPE]] YBOPA je MPUKA3aH CErMEHT |2, Y| KOju Taj YBOp MOKpPHBA.

JIpBo Kpehemo na rpaaumo o kopena rie je k = 1 u [z, y] = [0,n — 1]. Ako poaurebcku
YBOp IOKPUBA CETMEHT (2, Y], Tala JeBo jieTe MOKpuBa cermeT [z, | 232, a necHo nerte
nokpusa cerment || £3¥ | + 1, y]. JlpBo nomymaBaMo peKyp3UBHO, TAKO LITO HjIIpe MOIy-
HUMO JIEBO MOJJIPBO, 3aTMM JIECHO TOUIPBO M Ha KPajy BPEIHOCT Y KOPEHY M3pauyHaBaMo
Kao 30Up BPEHOCTH Y JIEBOM H JIECHOM JeTeTy. M3nma3 u3 pekypsuje IpecTaBibajy IMCTOBH,
KOje Iperno3HajeMo Mo TOMe IITO TOKPUBajy CerMeHTe MTyXHuHe 1, U y BUX CaMO KOTIPamo
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eJleMeHTe ca oropapajyhux Mmos3uimja nojasHor HA3a.

// od elemenata niza a sa pozicija [x, y] formira se segmentno drvo i
// elementi mu se smesStaju u niz drvo krenuvsi od pozicije k
vold formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a, vector<int>& drvo,
size_t k, size_t x, size_t y) {
if (x ==y)
// u listove prepisujemo elemente polaznog niza
drvo[k] = x < a.size() ? a[x] : 0;
else {
// rekurzivno formiramo levo 1 desno poddrvo
ints=x+y) /[ 2;
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 2*k, x, s);
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 2*k+1, s+1, y);
// izracunavamo vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// na osnovu datog niza a duzine n u kom su elementi smesteni od
// pozicije 0 formira se segmentno drvo i1 elementi mu se smestaju u
// niz drvo krenuvsi od pozicije 1
vector<int> formirajSegmentnoDrvo(const vector<int>& a) {
// niz implicitno dopunjujemo nulama tako da mu duzina postane
// najblizi stepen dvojke
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<int> drvo(n * 2);
// krecemo formiranje od korena, koji se nalazi u nizu drvo
// na poziciji 1 i1 pokriva elemente na pozicijama [0, n-1]
formirajSegmentnoDrvo(a, drvo, 1, 0, n - 1);
return drvo;

BpeMEHCKY CII0KEHOCT MPETXO/IHE PEKYP3UBHE MMIUIEMEHTAIIM]E MOKEMO OIUCATH HADE/-
HOM pekypeHTHOM jenHaunHom: T'(n) = 2T (n/2) + O(1),T(1) = O(1). HbeHo pewiere
ce JI0duja IMPEKTHO U3 MacTep Teopeme 1 u3Hocu O(n), ITO je MCTO Kao U y Ciydajy urepa-
THBHOT (DOPMHUPAFba CETMEHTHOT [PBETA.

PauyHare 36Mpa enemeHara cermeHTa

W 30up enemeHaTa MOXEMO U3padyHATH OUJIO UTEPATUBHUM, OWJIO PEKYP3UBHUM MOCTYIIKOM.
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NTepaTMBHM NoCcTynak
NnycrpyjMo utepaTvBHY MOCTYNAK (KaXEMO M TIOCTYIaK O/I03/10 HaBHIIE) TOMONy HEKOJMKO
npuMepa.

I Mpumep 1.4.5

Pazmottipumo karxo ducmo nawiau 36up eaemenaiia nuza 3,4,1,2,6,5, 1,4 na aozuuujama
u3 ceimeniuia [2, 6], wj. 36up enemenammia 1,2,6,5u 1. V cetmeniinom gpeeitiy iiaj ceimenii je
cmewtien Ha osuyujama uz ceimenitia |2+ 8,6+ 8] = [10, 14] (cauka 1.15). Jacno je ga ne
wipeda uhu go aucitiosa u pegom cadupaiiiu enemeniiie, éeh Ha Hameiman HauuH UCKOPUCTIUIAN
eeh uspauynailie 3upose cetmenaia Koje ce Hanase y gpeeiiy.

3oup iipea gea enemenitia 1, 2 (koju cy na tosuyujama 10 u 11) ce nanazu y ueopy usnag roux
(Ha dozuuuju 5), 36up Hapegra gea eaemenaiiia 6 u 5 (koju cy na wozuyujama 12 u 13) ce
Hanasu wakohe y ueopy uznag roux (Ha iosuyuju 6), gok ce y poguitiesoCKom 460pY enemeniia
1 (koju je na dozuuuju 14) nanrazu rweiog 30up ca enemenition 4 (koju je na dozuyuju 15 u koju
He fpuiiaga celmeHity Koju cadupamo). 3aiio 30up enemeHamia Ha Ho3UUUjama u3 cetmeHiid
[10, 14] Y CEIMEHIUHOM gPEeittly MONCEMO PANONCUTHU HA 30UD eneMeHatiia Ha Ho3UUUama U3
ceimeniia [5, 6] u enementiia na osuuuju 14 koju ogmax 3acedno gogajemo na mwpadxyceru 30up.
Ha oeaj nauun iierbemo ce Ha HUGO usnag mmexyher (gonasumo go poguitiesa wux 460poaea) u
HAactiagbamo nociiyilak pavyrajyhu 30up enemenaimia Ha HOUUUJAMA U3 CeTMEHTIA [5, 6].

Ha dosuuuju 5 nanazu ce enemeniii 3, a Ha dozuyuju 6 enemeniti 11. 'Y poguitiessckom ueopy
enemeniiia 3 (Ha Ho3uuuju 5) Haaazu ce 30Up ca enemeHIlioM 1e0 0g rbeld, Koju He upuiiaga cel-
MeHiy Koju iipeda ga cadepemo. Cauuro, y poguitiebckom ueopy eaementia 11 (na dosuyuju
6) nanazu ce 30up 0807 enemeHilia ca enemeHition gecHo 0g Feld KOoju He Upuilaga ceimeHiiy
uuju 36up pauynamo. Ciioia ooa enemeniiia 3 u 11 gogajemo 3acedno na 36up u octiiajemo ca
HPA3HUM CETMEHTOM, UMe ce HOCTUYIaK pauyyHarea 30upa gamior cetMeHta 3a6puiasd.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4.7]

k=4,[0,1] k=5,[2,3] k=6, [4,5] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
[0,0] 111 221 331 [©B4 [65 [6.6 (7.7

Ciuka 1.15: PauyHare 30Mpa eeMeHara U3 cermMeHta |2, 6] npucTynom o030 HaBMILE.
[Nonedspanu Cy JIMCTOBY KOjU OATOBAPAjy TPAKEHOM CETMEHTY, a 000jeH! Cy YBOPOBH UHje
ce BPEAHOCTHU Cadupajy.
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I Mpumep 1.4.6

Pazmomipumo Kako ducmo pauynasu 36up enemenaiia Ha iozuyujama uz ceimeniia [3,7],
wj. 30up enemenamia 2,6,5,1,4. 'V celmenitinom gpeeiiy wiaj cetmenii je cmewitien Ha Ho-

suyujama [3 4+ 8,7 + 8] = [11, 15].

Y poguiiiesockom usopy enemeniiia 2 (koju je na iosuyuju 11) nanasu ce reios 30up ca ene-
Menition 1, ne6o og reia koju He fipuiiaga cetmeninty koju cadupamo. Citiola enemenit 2 ogmax
gogajemo Ha 30up.

3ouposu enemenaiia 6 u 5 (na wozuyujama 12 u 13) u enemenaitia 1 u 4 (na aozuyujama 14
u 15) ce nanaze y usoposuma uznag rux (Ha osuuujama 6 u 7), ia ce upodrem ceogu Ha
uspauyrasarbe 30upa enemenaiiia na fosuyujama 6 u 7.

Taj 36up je seh uzpauynaii, uznocu 16 u nanazu ce na ozuyuju 3, Waxo ga je camo UompedHo
ga u rweia gogamo Ha 30up.

[axne, pesyniwiaiti ce goduja cabuparvem enemenitia 2 na iosuuuju 11 u eaemenitia 16 na
Hozuyuju 3.

I'enepanHo, 3a CBe yHyTpaIllbe €JIEMEHTE CETMEHTA YMjH 30Mp pauyHaMO CMO CUTYPHH Jia ce
HUXOB 30Mp HaJla3u y YBOPOBUMA M3HAJ HUX. JeIMHM U3y3eTak MOry Ja Oy/y eleMeHTH Ha
KpajeBMMa CETMEHTa.

* AKO je eJIeMeHT Ha JIEBOM Kpajy CerMeHTa JIEBO JieTe (IITO je eKBUBAJIEHTHO TOME Jia ce
HaJla3W Ha NMapHOj TO3ULMjH) Tala Ce Y HEroBOM POAUTEILCKOM YBOPY HaJla3u HErOB
30Hp ca eJIeMEHTOM JIECHO OJ] Fhera KO jU Takohe prmaja CerMeHTy KO ju Tpeda cadpatu
(OCUM €BEHTYAJIHO Y CIy4ajy JeJHOWIAHOI CETMEHTA).

* V cynpoTHOM (@Ko ce HaJla3W Ha HEMapHO | TO3UINjH), Y BeTOBOM POAUTEIHCKOM YBOPY
j€ BeroB 30Up ca eJEMEHTOM JIEBO OJl Hera, KOju He MpUIaga CerMEHTY KOju cadu-
pamo. VY Toj cuTyaliju, Taj ereMeHT hemo MocedHo 10JaTH Ha 30Mp U UCKJBYUUTH U3
cerMeHTa Koju cadupamo nomMohy poIuTesbCKUX YBOPOBA.

* AKO je eJleMeHT Ha JIECHOM Kpajy cerMeHTa JieBO JeTe (aKo ce Hajla3u Ha MapHO]j To-
3ULIUjH), TAJla CE Y BerOBOM POJUTEILCKOM UYBOPY HAJla3U HETOB 30Up ca eIeMEeHTOM
JIECHO O]l Ihera, KOju He TpUIlajia CeTMeHTy Koju cadupamo. W y Toj cutyarmju, Taj
eJeMeHT heMo mocedHO AOoAaTH Ha 30Mp U UCKJbYUMTH U3 CErMEHTa KOju cadupamo
noMohy poIUTE/bCKHUX YBOPOBA.

* KoHauHO, aKo ce Kpajibu IECHU eJIEMEHT HaJla3d Y IECHOM YBOPY (aKO je Ha HEeMapHO]
HO3ULIMjH), Taa Ce Y BeTOBOM POJUTE/bCKOM YBOPY HaJla3U HEroB 301p ca eJIEMEHTOM
JIEBO O Hera, KOju Mpumaaa CerMeHTy Koju cadupaMo (OCUM €BEHTYAIHO Yy claydajy
JEOHOWIAHOT CETMEHTA).
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// izracunava se zbir elemenata polaznog niza duZine n koji se
// nalaze na pozicijama iz segmenta [a, b] na osnovu segmentnog drveta
// koje je smesteno u nizu drvo, krenuvsi od pozicije 1
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
a+=n; b +=n;
int zbir = 0;
// sve dok je segment neprazan
while (a <= b) {
// ako je levi kraj segmenta desno dete, dodajemo ga posebno u zbir
if (@ % 2 == 1) zbir += drvo[a++];
// ako je desni kraj segmenta levo dete, dodajemo ga posebno u zbir
if (b % 2 == 0) zbir += drvo[b--];
// penjemo se na nivo iznad, na roditeljske cvorove

a /= 2;
b /= 2;
}
return zbir;

TMomiTo ce y CBAKOM KOpaKy Jy’KMHa CErMeHTa [a, b] MooBH, a OHA je MHUIMjAJTHO CUTI'yPHO
Marba WK jeIHaKa N, CII0keHOCT oBe onepaiwje je O(logn).

PEKyPSVIBHVI nocrynak

[MperxomHa MMIUIEMEHTAIIMja BPIIIY U3payyHaBame 0J03/10 HaBuile. 1 3a OBy orneparujy Mo-
’KEMO HAIIPaBUTH PEKYP3UBHY MMILUIEMEHTALM]y KOja BPIIM M3pauyyHABambe OJI03r0 HAHWIKE.
dyHKIIMja Ka0 apryMeHT IpuMa 4Bop apBeta (Koju je oapeheH mo3uimjoM k 1 KOju Caipxu
30Mp eJleMeHaTa Ha MO3MIMjaMa 13 CerMeHTa [, y|). V omurreM ciy4ajy, HeKU eleMeHTH Ha
NO3MIMjaMa CerMeHTa [a, b| uuju 30up enemMeHara padyHaMmo Cy JIeBO o Tekyher 4Bopa, a
HEKH JIECHO (MJIM Cy CBH JIEBO WJIM CBH JIECHO). 3a CBaKH YBOP Y CETMEHTHOM JIpBETY (DyHK-
1Mja Bpaha KOJIMKY je AOTNPUHOC CETMEHTA KOjU OJroBapa TOM YBOPY U H-eTOBUM HaCJIeTHU-
IMMa TPaXEHOM 30Mpy eJleMeHaTa Ha Mo3HIjaMa U3 cerMenTa [a, b| y nmonastom uusy. Ha
MOYeTKY KpeheMo o1 KopeHa v pauyHamo JIONPUHOC 1IeJIOT JpBeTa 30upy eneMeHara u3 cer-
MeHTa [a, b]. Tloctoje Tpu pasinuura Moryha oaHoca usmely cermenra [x, y| Koju oarosapa
TekyheM 4BOpY U cermMeHTa [, b] umju 30up eseMeHaTa TpaKuMo.

* AKO Cy CerMeHTH JMCjYHKTHH, Tj. aKo je y < @ W je x > b, nonpuHoc Tekyher
4BOpa 30Mpy cermMeHTa [a, b| je Hyna.

* AKO je CerMeHT [z, y| y MOTIIYHOCTH cajpkaH y cermMeHty [a, b], 1j. ako je a < z u
y < b, Taja je IOMPHUHOC MOTIIYH, Tj. IE0 30Up cerMenTa [, y| (a To je dpoj ymucan y
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HU3Y Ha M03ULKjK k) JONPHHOCH 30Mpy elleMeHaTa Ha MO3ULjaMa U3 cerMenTa [a, b].

* V cympoTHOM, CEIrMEHTH Ce CeKy W Taja je JONPHHOC TeKyher 4Bopa jemHak 30mpy
JIOMPUHOCA FHETOBOT JIEBOT U JICCHOT JICTETA.

N3 oBor pasMaTpakba CJIean HapeHa I/IMHHCMEHTaHHja.

// 1zracunava se zbir onih elemenata polaznog niza, koji se nalaze na
// pozicijama iz segmenta [a, b] 1 koji se ujedno nalaze u delu
// segmentnog drveta ciji je koren u nizu drvo na poziciji k (taj deo
// drveta pokriva elemente na pozicijama segmenta [x, y] originalnog niza)
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int a, int b) {

// segmentl [x, y] 1 [a, b] su disjunktni

if (b < x || a > y) return 0;

// segment [x, y] je potpuno sadrZan unutar segmenta [a, b]

if (a <= x && y <= b)

return drvo[k];

// segmenti [x, y] 1 [a, b] se seku

int s =(x+y)/ 2;

return zbirSegmenta(drvo, 2*k, x, s, a, b) +

zbirSegmenta(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

// 1zracunava se zbir elemenata polaznog niza na pozicijama iz
// segmenta [a, b], na osnovu segmentnog drveta smestenog u nizu drvo
int zbirSegmenta(const vector<int>& drvo, int a, int b) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1, koje
// pokriva elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
return zbirSegmenta(drvo, 1, 0, n-1, a, b);

I Mpuwmep 1.4.7

Pazmoitipumo kaxo ce osum ipuctiiyiiom ogpehyje 30up enemenamia Ha do3uyujama u3 cei-
MeHa [2, 6] Y OpUIUHAAHOM HU3Y (Y celmeHiliHOM gpeeilly Upuxazarom Ha cauyy 1.16, iiu
enemenitiu cy na iosuyujama [2 + 8,6 + 8] = [10, 14])

e Uzepwasarve kpehe og kopena. Ceimeniu [0, 7] ce ceue ca ceimenition [2, 6] iie he 36up
ouitiu jegnax cymu goipuroca ceimenaiia [0, 3] u [4, 7).

o Ceimenini [0, 3] ce ceue ca ceimenition [2, 6| itie oiieiti ipasumo gea pekyp3ueHa io3uéa
3a ceimeniie [0, 1] u [2, 3].
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Cetmenini [0, 1] je gucjynxisian ca ceimenition [2, 6] iia je roeios goapuHoc Wpaxtcenoj
cymu 0.

Ceimenini 2, 3] je cagpocan y ceimeniniy [2, 6] itie je roelos goipuroc womiyr — jegnax
Je spegrocitiu 3 Kojy thaj usop uyed.

C gpyte ciupane, ceimeniti [4,7] ce ceue ca ceimenition |2, 6| iwie oieini ipasumo gea
pekyp3uena iiosusa 3a cetmentie [4,5) u [6, 7).

Ceimeniti [4, 5] je y iomiaynociiu cagpcan y ceimenitiy [2, 6] iie je roeios goipuroc

domiyn u usrocu 11.

Ceimeniti [6, 7] ce ceue ca cetmenition (2, 6], iia us mweia ciiapiiyjemo gea pekyp3uena
iosusa: 3a cetmenite [6,6] u [7,7].

Ceimenini [6, 6] Jje y HomiiiyHOCHY cagpican y ceimenily uuju 30up pawyHamo, iie je
Hel08 goupuroc dotiyr u uzrocu 1.

Ceimenii 7, 7] je gucjynitian ca ceimenizion uiju 30up pauyHamo, ia je welog goiupu-
Hoc jegnak Hyna. [lakae, ykyiHa epegrociti cyme ceimenitia ouhe jeguaka 3+ 11+1 =
15.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] /E\ k=3, [4,7]
k=4, [01] 10\5 [2,3] k6[4i]/16\k7[67]

SHE0B0E b

k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
[00] 11 221 [33] 44 [65 [66] [7.7]

Cimka 1.16: PauyHare 30upa efieMeHara u3 cermenta [2, 6] npucrynom oosro Haumxke. Ky-
TOM 00jOM M MOJBYYEHUM OpOjeBUMA Cy O3HAYEHH YBOPOBU KOjU OATOBapajy CerMEHTHMa
KOjH Ce CeKy ca TpakeHUM CerMEeHTOM, IIPBEHOM O0jOM U MCKOIIEHUM OpOjeBUMa YBOPOBU
KOjH Cy IUC]YHKTHH, a 3eJIeHOM 00joM U oJe0/baHuM OpojeBUMa YBOPOBU KOjU OroBapajy
CEerMeHTHMa KOjU Cy y TIOTIIYHOCTH CaIp:KaHU Y CETMEHTY KOju ce cadupa.

U oBa umruieMeHTanuja uma cioxenoct O(logn ). JJokaxumo To.

Tpuauxom pexyp3usHor 00UNACKa CETMEHTIHOT gpaeilia, 3a C8AKU HUBO CEIMEHIHOT gpaeiid
odunaze ce Hajeuute o uermupu 48opa.
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[0,15]

O —— T By
[0,3]/ \[4,7] [8,11]/

[0,1]/ \[2,3] [4,5] [6,71 [8,9]/ [10, 11] [12,13]
‘bgugodos

[0,0] 111 [22] [3.3] [4.4] [65] [66] [7.7] [8.8] [9,9] [10,10] [11,11] [12,12] [13,13] [14,14] [15,15]

[12,15]

[14,15]

Cnuika 1.17: PauyHatbe 30upa enemenara u3 cermenta |1, 8] npucrynom ogosro Hanmxe. Ky-
TOM OOjOM Cy O3HA4Y€HM YBOPOBU KOjU OArOBapajy CErMEHTUMA KOjU CE CEKy Ca TPaXCHUM
CErMEHTOM, IIPBEHOM 00jOM YBOPOBU KOjU CY AUCjYHKTHH, a 3eJIEHOM O0jOM YBOPOBU KOjU
OJIrOBapajy CerMEHTHMA KOjH Cy Y TIOTITYHOCTH CaJpKaHHW y CETMEHTY KOju ce cadmpa.

Joxas. Jlokaxxumo O0BO TBphere MPUHLIMIIOM MaTeMaTH4Ke HHAYKLIHjE.

Ha mpBoMm HEBOY ce mocehyje camo jegaH 4Bop, KOpeH IpBeTa, Tako Ja ce Ha OBOM HHUBOY
nocehyje Mamwe oJ] YeTHUpHU YBOpa U Oa3a MHAYKLHjEe BaKu.

PazmoTpumMo cajia Ipou3BOJbHY HUBO ApBETa: IpeMa MHAYKTUBHO] XUIIOTE3M Ha HEMYy Ce
nocehyje HajBulIlle YeTUPU YBOpA.

* Ako ce rocehyje HajBuIIIe ABa YBOpa, Y HAPETHOM HUBOY ce rocehy je HajBHIIe YeTHpu
YBOpa jep CBaKM YBOP MOJKE J1a MPOU3Be/ie HajBUIIE /IBa PeKyp3UBHA MO3KBA.

* [IpernoctaBuMO ja ce Ha Tekyhem HUBOY nocehyjy Tpu uin yetupu yBopa. OHU MOTY
dutu cycennu (cnuka 1.16, HUBO 2), a1 He Mopajy (cnuka 1.17, Huso 3). Ilomro
YBOPOBH HA jeJHOM HMBOY CETMEHTHOI APBETa CaApKe CyMe JUCjyHKTHUX CerMeHaTa,
jeIMHM YBOPOBH U3 KOjUX CE€ MOT'Y IOKPEHYTH PEKyP3UBHU ITO3MBU Cy OHU KOjH calipike
rpaHuIie CerMeHTa Yijy CyMy pauyHamo (CHBM YBOPOBHU Ha CJIMIM): OCTAJIM CETMEHTH
he OuTy MM y MOTIYHOCTH CaApsKaHU WM AUCjYHKTHH Ca CETMEHTOM 4Hjy CyMy pauy-
HaMo (WJI 3eJIeHH, UJIM LIpBeHH Ha cuiy). CTora, Ha CBaKOM HMBOY IIOCTOj€ caMo JBa
YBOpA U3 KOJUX C€ MOTY HAlPaBUTH PEKYP3MBHU MMO3MBH, TaKo Ja he v HapeaHu HUBO
3aJJ0BOJbABATH MOJIA3HO TBpHEme.

O]

[omiro je Bucuna cermentror apeera O(logn), ykymHo ce nocehyje Hajsuiie 4 log n 4Bo-
pOBa CErMEHTHOT JIpBeTa, Te je CIOKEHOCT ollepallyje u3pauyHaBamba 30upa cerMeHTa Mpu-
crynom ofo3ro Haumxke takohe O(logn).
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AXypupare BPeHOCTU eleMeHTa
N pyHKIHMjy 3a axKypupame CErMEHTHOT APBETa IPH aKypHpParby BPEJHOCTH HEKOT eJIeMEHTa
MOJIA3HOT HU3a MOKEMO UMIUIEMEHTUPATH UTEPATUBHO U PEKYP3UBHO.

NTepatuBHM NnocTynak

[MpuMkoM axxyprpara HeKOT eJleMeHTa MOTPEOHO je aKypHrpaTH CBE YUBOPOBE Ha IMyTaHbH OJ1
TOr Jmcta 70 kopeHa. C 003UpOM Ha TO Jja 3HAMO TO3MIIUjy POUTEIha CBAKOT YBOpPA, OBA
oreparyja ce MOXe BeoMa jeTHOCTABHO UTEPATUBHO MMILIEMEHTHUPATH.

| Mpumep 1.4.8

Ha cauyu 1.18 je na jegnom ipumepy apuxazaro Koje ceée ugopoee je ompeoHo axcypupaiiiu
HAKOH U3MeHe eneMeHiiia Ha Ho3Uuyuji 2 Y OpuiuHAAHOM HU3Y.

k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4,7]

k=4, [0,1] k=5, [2,3] k=6, [4.9] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k-13, k=14, k=15,
oo MMl @221 B3 @44 [B5 66 [77]

Cnuka 1.18: Axypupame eleMeHTa Ha TIO3UIUjH 2 y TI0JIa3HOM HU3y. YBOpOBU umje ce
BPEIHOCTH aXXypUpajy cy 000jeHHu.

// aZurira segmentno drvo smesSteno u niz drvo od pozicije 1
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije 0, nakon sto se na poziciju i polaznog
// niza upise vrednost v
vold upisi(vector<int>& drvo, int i, int v) {

int n = drvo.size() / 2;

// prvo azuriramo odgovarajuci list

int k =1 + n;

drvo[k] = v;

// aZuriramo sve roditelje izmenjenih cvorova

for (k /= 2; k >=1; k /= 2)

drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

IMomro ce k MmooBM y CBaKOM KOpaKy IeT/be, a Kpehe ofi BpeHOCTH HajBumie 2n — 1, u
croxeHoct oe oneparuje je O(logn).
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PeKyp3uBHM NocTynak

U oBy oneparujy MoxkeM0O NUMITTIEMEHTHPATH OJI03T0 HaHIKE.

// azurira segmentno drvo smesteno u niz drvo od pozicije k,
// koje sadrzi elemente polaznog niza a duzZine n sa pozicija iz
// segmenta [x, y], nakon sto se na poziciju i1 niza upise vrednost v
void upisi(vector<int>& drvo, int k, int x, int y, int i, int v) {
if (x ==y)
// azZuriramo vrednost u listu
drvo[k] = v;
else {
// proveravamo da li se pozicija i1 nalazi levo ili desno
// 1 u zavisnosti od toga aZuriramo odgovarajuce poddrvo
int s=(x+vy)/ 2;
if (x <= 1 & 1 <= s)
upisi(drvo, 2*k, x, s, i, v);
else
upisi(drvo, 2*k+1, s+1, y, i, v);
// posSto se promenila vrednost u nekom od dva poddrveta
// moramo aZurirati vrednost u korenu
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// azZurira segmentno drvo smeSteno u niz drvo od pozicije 1,
// koje sadrZi elemente polaznog niza a duZine n u kom su elementi
// smesteni od pozicije 0, nakon Sto se na poziciju i polaznog
// niza upise vrednost v
vold upisi(vector<int>& drvo, int i, int v) {
int n = drvo.size() / 2;
// krecemo od drveta smestenog od pozicije 1 koje
// sadrzi elemente polaznog niza na pozicijama iz segmenta [0, n-1]
upisi(drvo, 1, 0, n-1, i, v);

CJIOKEHOCT TIPETXO/HE MMILUIEMEHTAIMjE MOKEMO OIMCATH PEKYPEHTHOM jeJHAUYMHOM:
T(n) = T(n/2) + O(1),T(1) = O(1) u weHo pemewe uznocu O(logn). Haume,
Iy)KMHA MHTEpBala [T, Y] ce y CBAaKOM HApEJHOM II03MBY CMaimbyje 1Ba IyTa, a Hheropa
MOYEeTHA AyXUHA j& jeTHaKa n.

Ymecto pyHKIMje upisi yecTo ce pazmarpa (pyHKIMja uvecaj KOja eJIeMEeHT Ha MO3UIHjH 1
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MoJIa3HOT HM3a yBehaBa 3a JIaTy BPEIHOCT v U Y CKJIaJly ca TUM a)Xypupa CerMEHTHO JpPBO.
Caaka of1 oBe 1Be (PyHKITHje ce jeTHOCTABHO M3pakaBa MPEKo OHE JpyTe.

Apyre onepauuje

OcuM 3a npoHaaxerwe 301pa, CETMEHTHO JIPBO Ce MOXeE KOPUCTUTH U 32 MHOTe Jpyre aco-
uyjaTuBHe onepauuje. Hajuewrhe cy To nmpoHanaxewme MUHUMyMa WM Makcumyma, H3 ]I
wm H3C cBux eneMeHaTa cerMeHTa W CIMYHO. Y TUM ClIydajeBUMa C€ Ha CBUM MECTHMa
y KOfly orepanyja cadupama Mema ojarosapajyhoM duMHapHOM acoLMjaTHBHOM OIEPALjOM
(min, max, nzd, nzs U can4Ho). [IpuTOM, aKo ce HMU3 AOMyHaBa JI0 LyKUHE KOja je CTeleH
opoja 2, ymecto BpegHoctu (), KOpHCTe ce HEyTpaIHU eIeMEeHTH OAroBapajyhux orepanuja
(Ha mpuMep, 3a min TO je BpeOHOCT +00, 3a max TO je —00, 3a nzd To je 0, a 3a nzs 1o je 1).

Hexke mano Hanpeanuje moaugukanyje omoryhaBajy U u3BpllaBame CJA0KEeHUjUX ynura. Ha
MpuMep, MOXEMO JIa HAIIPaBUMO JAPBO KOje 32 CBaKU CErMeHT ojpel)yje MakCUMaHy Bpe-
HOCT TOT' CErMEHTA U YjeHO Opoj MojaBsbuBamba Te MaKCUMaJIHE BPEAHOCTU Y TOM CETMEHTY.
Tapa ce y cBakoM 4BOpy 4yBa map (771, 1) cauribeH Off Te JBEe BPEJHOCTH. Y JIMCTOBUMA Jp-
BeTa ce yyBa ypeheH nap esemenTta Hu3a u Bpegaocty 1. ITaposu ce komOuHyjy Ha ciegehu
HauuH. AKO je BPEIHOCT y JIEBOM JeTeTy 4Bopa (1, n;), a y aecHoM (m, ny), Taa, ako
jem; > my, Baxu (m,n) = (my,n;), ako je my > my, Baku (m,n) = (my,ny), a
ako je m; = my, Baxu (m,n) = (my, n; + n,). Ao AyKuHA HU3a HUje CTeleH Opoja 2,
HU3 Ce JI0MyHaBa BpeqHocTuma (—oo, 0), jep je —0o HeyTpa 3a oneparujy max, Ipd Yemy
ce Ta BpeJHOCT 3alpaBo He jaBjba Y HU3Y (aKo ce 3Ha /1a Cy CBU €JIEMEHTH HU3a HEHEeraTHBHY,
YMECTO —0O Ce MOXe KOpUCTUTU BpeaHocT 0).

Hapegumo joun Heke TMIM4YHE omnepatje: oapehuBame dpoja egeMeHara y CErMEHTY KOju
3a70BOJbaBajy AaTH YCJIOB (Ha mpuMep, oipehuBame Opoja Hysna y CBaKOM CETMEHTY WIH
Opoja mapHux OpojeBa y CBAKOM CErMEHTY), ofipeluBarbe mosuipje k-Tor rmo peay ejeMeHTa
y CEIMEHTY KOjH 3a/I0BOJbaBa IaTU YCJIOB, oipehuBambe 03uLKje IPBOT eJIEMEHTa Yy CETMEHTY
Koju je Behu of gate BpeAHOCTH, ofipehuBame MpBe MNO3UIKje y CETMEHTY HIU3a KOjU Caapku
caMo HEHeraTHMBHE BPEJHOCTH TaKBe Aa je 30Mp mpeduKca cerMeHTa 0 Te nosunuje Behn
WM jeTHaK O[] JaTe BPEAHOCTH U CIUYHO.

HaromeHnMoO Ja ce HeKe Ojfi OBHX Olepaliija MOr'y peajn30BaTi MOMONy OOMYHOI CErMeHT-
HOT JJpBETa 1 OMHAPHE MpeTpare Tako Ja UM je CJI0KEHOCT O(log2 n), a npuIarohaBambeM cer-
MeHTHOT JipBeTa cioxkeHoct nocraje O(logn). Ha npumep, y HU3y HeHEraTMBHUX OpojeBa
3a 1aTu cermMeHT oapeheH nosuimjama ([, d|, SuHapHoMm nperparom uxTepBana (1, d| Moxemo
OJIpe/INTH HajMmatby BpeaHoct k € [I, d] tako na je 3oup npedukca oapeheHor nosunyjama
[1, k] Behn opy nate BpenHoctu . Bunapha nperpara 3axtea O(log (d — [ + 1)) = O(logn)
KOpaka, a y CBaKOM KOpaky 30Mp cermenTa onpehenor nosurmjama [l, k| Moxemo oxpehu-
BaTh TIoMohy cermenTtHor npseta y Bpemeny O(logn) (jep je mpeduke oapehen nosunm-
jama [l, k] cermenta oxpeheror nosuimjama ([, d] yjenqHo cermeHT opurnHaiHor Husa). Ca
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Apyre cTpaHe, MOXeMo Je(rHUCaTH PeKyp3uBHY (PYHKIMjy KOja Y jeIHOM HPOJACcKy Kpo3
CEerMeHTHO JIPBO MPOHAIA3U TpaxeHy BpeaHocT k. Hamme, ako je BpeaHOCT JieBOI jeTeTa
(30upa enemMeHara y JIEBOj MOJOBUHU TPEHYTHOT CErMeHTa) Beha Wiy jeiHaka oJl BpeJHOCTU
Z, OHZA Npe(UKC PeKyp3UBHO TPaXXUMO Yy JIEBOM JETETY, a aKO je Mama OJ BPEeJHOCTU Z,
OHJIa Y JECHOM JAETEeTy TpaXkuMoO Hajkpahu npedukc uuju je 30up Behu wim jeqHak of pa-
3JIMKe BPEAHOCTU X U BPEIHOCTH JIEBOT JeTeTa (IUTO je 30Up esleMeHaTa y JIEBOj MOJOBUHU
TpeHyTHOT cermenTa). Tume ce ynut usBpinasa y Bpemeny O(logn).

1.4.2.2 deHnBukoBa gpseTa (BIT)

Pasmotpumo cania jour jemHy CTpyKTYpy NojiaTaka koja omoryhaBa e(pUkacHO pauyHame CTa-
THCTHKA CETMEHaTa HU3a U aXypUpame MojeMHAYHNX eeMeHaTa: To cy Peneukosa'' gp-
eemia (enrn. Fenwick tree), Tj. ounapno ungexcupana gpeeiia (eHri. binary indexed tree,
BIT). Bumehemo na ce oHa Mayio jeHOCTaBHUje MMIUIEMEHTUPAjy O CETMEHTHUX JPBETa,
KOpPHUCTE MaJI0 Make MEMOpPH]je 1 MOTY Jia Oyay MaJio Opika of] X (MaKO Cy UM M BpEMEHCKa
Y IIPOCTOPHA CIIOKEHOCT ACUMIITOTCKH jefnake). C apyre cTpaHe, 3a pa3jiyKy Of CETMEHTHUX
IpBeTa, Koja Cy TOroJiHa 3a pa3inunte ornepanuje, PeHBUKOBa JIpBeTa Cy CIelHjaIn30BaHa
camo 3a acollMjaTHBHE Olepalldje Koje umMajy oarorapajyhe nuasepsHe (CynpoTHe) ornepariyje
(HITp. 30Wp WM MTPOM3BO]] eJleMeHaTa CerMeHara ce Moxe Hana3utu y3 momoh ®eHBUKOBUX
IpBeTa, jep cadupamy OJroBapa oy3MMarme, & MHOXKEHY Je/beHhe, aJll He 1 MUHUMYM, Haj-
Behu 3ajegHnuku genuiail v cinuHo). [lotpedy aa 3a pa3marpaHny ornepariyjy nocTtoju uHBep-
3Ha onepaiyja hemo eTabHMje JUCKYTOBATU Kajla OyIeMO TOBOPUIM O peau3aliiju caMux
orreparja. CerMeHTHa ApBeTa MOTY /1a ypaje cBe mTo 1 PeHBUKOBA, JOK 0OPATHO HE BAXKH.

CnmyHO Kao LITO je cydaj KOA CErMEHTHHX JIpBeTa, Mako ce Ha3uBa ApBeToM, PEeHBHKOBO
JPBO 3aIlpaBo MpeAcTaB/ba HU3 BPEIHOCTH 30MpOBa HEKMX MAMETHO M3adpaHMX cerMeHara
OpUT'MHAJIHOT HU3a a. M300p cerMeHaTa je y TeCHOj Be3U ca OMHApHOM pPEIpe3eHTaljoM
unpaekca. Kibyuna denBukoBa uzeja je cieneha:

Kao wiio ce ceaxu iipupogan dpoj modxce goduitiu caduparbem ciiieilena geojke, ogpeherux
Fel08OM OUHAPHOM pelipe3enitiayujom (ceaxa jeguHuya y OUHapHoj peiipeseHtuauuju ogpehyje
HeKU ciieilen geojke), WaKo ce U C8aKu UpeibuKc HU3a Modce gOOUTU HAGOBE3UBAHEM HEKUX
ceimenartia, ogpeheHux SUHApPHOM pelipe3eHtnayujom Iparuye ot ceimeniia (ceaka jeguHuua
Y OUHapHOj peilpeseHttauuju ogpehyje jegan maxkae cetmeHii).

IMoHoBo hemo, jeIHOCTAaBHOCTH pajy, MPETIIOCTABUTH /1A Ce BPEIHOCTH CMEITAjy OJ MO3H-
mje 1 (Bpeanoct Ha mo3uumju O je UpeseBaHTHA) U TO U Y MOJA3HOM HU3Y O, U Y HU3Y Y
KoM ce cmeinTa PeHBukoBo ApBo. [IpmnarohaBame Koga CUTyalldju y KOjoj €y Y MOJa3HOM
HU3Y €JIEMEeHTH CMEIITEHH O]l TIO3WIMje HyJla BeoMa je jeJHOCTAaBHO, CaMo je Ha MOYETKY
cBake (pyHKIMje KOja pajau ca JpBETOM MHJEKC MOJIA3HOT HU3a MOTpedHo yBehaTtu 3a jenan

'Crpykrypy je unummjanso npemnoxuo Bopuc Pujabko, a ume je noduna no IMurepy densuky, nagopmaru-
yapy ca YHusep3urera Oxuang y Hosom 3enenny.
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npe gambe odpaje. JaKie, ako je MoJa3sHu HU3 [yKUHE 71, EIEMEHTH IPBETA CE CMEINTA]Y
nocedan HU3 Ha nosuwje [1, n|.

Hedunuimja eHBUKOBOT ApBeTa je cieaeha:

V gpeeiiiy ce na iosuyuju k uyea 30up spegroctiu ona3HOT HU3A €A HOBUUILIA U3 UHITEPEANA
(f(k), k), ige je f(k) bpoj koju ce gobuja og bpoja k wwiako witio ce y durnaprom 3aiiucy dpoja
k dipea jegunuua 3gecra 3ameHu HYAOM.

I Mpumep 1.4.9

oV ®ensuxosom gpseiiiy ce na iosuuuju k = 21 3aiucyje 36up eremenainia worazrot
Huza ca iosuyuja uz uniiepsana (20, 21). Haume, bpoj 21 ce bunapno saiiucyje kao
(10101), u 3amernom iipse jeguruue 3gecha HYAOM Y FeIOBOM OUHAPHOM 3AIUCY Joduja
ce ounapnu zaiuc (10100),, @j. 6poj 20 (eaxncu f(21) = 20).

* Ha io3uuuju 20 y @ensuxosom gpeeiily HANA3U ce 30Up eremMenaiiia Hoa3Hol HU3A c¢a
iosuyuja uz uniepeara (16,20], jep ce dpucarvem Kpajrwe gecre jegunuue u3 reio-
6ot dunapnoi saituca (10100), goduja éunapru saiuc (10000), @j. 6poj 16 (eaxnu
f(20) = 16).

e Ha iozuyuju 16 y @ensurxosom gpeeriy uysa ce 30up enemeHariia HONA3HOT HU3A Cd
aosuyuja uz unimepsana (0, 16], jep ce dpucarvem kparve gecre jegunuye u3z dUHapHOT
saituca dpoja 16 goduja 0 (eaxncu f(16) = 0).

Ha ciuim 1.19 je 3a Hu3 nyxuse 16 npruka3aHo Koju ce 30MpOBM cerMeHaTa MoJIa3HOT HUu3a
4yyBajy Ha CBakoj of nosuuuja y denBukoBoM apeery. [IprumMeTrMo fa HenapHe No3uLyje oA-
roBapajy cerMeHTHMa JyXuHe 1, a a 3a cTeneHe dpoja 2 cerMeHTH IPe/ICTaBbajy pedukce
TOJIa3HOT HU3a /IO Te TIO3HIIHje.

I Mpumep 1.4.10

Pazmotipumo nuz a ca epegrociiuma 3,4,1,2,6,5,1,4.

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 k

0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 K éunapro

0000 0000 0010 0000 0100 0100 0110 0000 f(k) bunapro
o o0 2 0 4 4 6 0 fk

(0,1 (0,2] (2,3] (0,4] (4,5] (4,6] (6,7 (0,8] unimepsan
3 4 6
3 7 6

1 2 ) 1 4 Hnuza
1 10 11 1 26  Densuxoso gpeo
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Cmuka 1.19: Tlpukas cermMeHata 4uju Cy 30MpOBU eJeMeHaTa CMeIlTeHy y eneMeHTuMa DeH-
BUKOBOT JIpBeTa ayxuHe 16. Ha mHy je mpukasaH mosia3HU HU3, CETMEHTH CY O3HAYEHH Ipa-
BOYTaOHMIIMMA, a 30Up ejleMeHaTa CBAaKOT CErMEHTa je MPUKa3aH y CUBOM KBaJIpaTy KOju ce

HaJIa3¥ Ha TIO3MIMjU Ha KOjOj je Taj 30up cMermTeH y PeHBUKOBOM JIPBETY Kajla ce OHO Mpe-
craBu omohy Hu3a.

Ha cimm 1.20 npuka3zaHa je 3aBUCHOCT 30MpOBa cerMeHara ojl ’bUXOBHUX IMOJICerMeHara, ojia-
KJIE C€ JaCHO BU/M /Ia j€ 3auCTa y INTamy APBOJIMKA CTPYKTypa (0TyzAa u notnye HasuB Pen-
BUKOBO JIPBO). Y JIMCTOBUMA OBE CTPYKTYpe Hajiase Ce eJIeMEHTH MOJIA3HOT HK3a, JIOK Ce Y
YHYTpaIllibIM YBOPOBUMA Hasla3e ejeMeHTH PeHBUKOBOT ApBeTa.

Cnuka 1.20: OpBonuka cTpykTypa PeHBUKOBOT IpBETA.

MmrnemeHTanmja pa3Hux ornepauyja Hajg PeHBUKOBUM IPBETOM je BEOMa jeIHOCTaBHA, aKoO
ce 3Ha Ha4MH []a ce U3 OMHApHOT 3amuca Opoja YKJIOHH MpBa jeJUHHUIIA 3/IeCHA Tj. Aa ce 3a
natu Opoj k uspauyna BpeaHoct f(k). O3naunmo ca b(k) duHapHu OPOj KOjHU Capku camo
jemHy jeMHUILY ¥ TO Ha MECTY TIOCTIe/Iibe jeIMHUIIe Y OMHApHOM 3amucy Opoja k. Baxu na

je f(k) =k —b(k).

[Toj NpeTInoCcTaBKOM J1a Cy OpOjeBH 3alliCaHy Y TIOTIYHOM KOMILIEMEHTY, BpeaHoct b(k) ce
MOJXe M3payyHaTy u3pasoM k & -k. Omy3uMameM Te BpeAHOCTH of Opoja k Tj. u3pa3om k -
(k & -k) modujamo edpexaT Oprcama TMOCTIEAbE jeTUHNIIE Y ONHApHOM 3amucy opoja k u To
npecTaB/ba UMILIEMeHTanjy pyHkimje f.
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| Mpumep 1.4.11

bpojy k = 20 ogiosapa bunapnu saiuc (00010100),, a 6pojy —k bunapnu 3aiuc
(11101100),, e je k & -k jegraxo (00000100), u ipegcimasva bpoj Koju cagpicu camo
Jegny Jequnuuy u 1o Ha Mecily Hocaegrbe jequHuue y 3aiucy opoja k. Ogysumarcem
oee epegrociiu og Opoja k gobujamo 6poj 16 kome ogioeapa bunapna peiipesenitiauija

(00010000)s.

JloKa)XMMO MCIIPAaBHOCT ollepalidje yKJIamame MOCIene jelUHulle U3 OMHApHOI 3amlmca
opoja.

3a buno koju neosraueru Surnapru 6poj k eehu og nyne uspasom k & -k ce uspauynasa o6poj
b(k) iij. bpoj koju ce cacimioju camo og iiocregroe jequruye y dunaprom 3aiiucy opoja k, a
uspazom k - (k & -k) ce uspauynasa opoj f(k) godujen og dpoja k bpucarvem iiocaegroe
Jeguruye u3 relogoi OUHApHOT 3aituca.

Jlokas. TloTmyHu KoMIIeMeHT Opoja k ce 100uja Tako IITo ce Opojy k UHBEPTY]y CBU OUTOBU
1 1odujenHu pe3yJrar ce yBeha 3a 1. Heka 6poj k uma CBOjy mocie/iiby jeAMHUIY HA TIO3UIIH]U
P (axo MMa OUTOBA JECHO O[] MO3ULIM]jE P, OHU Cy CBU HyJie). Kana ce Herupajy durosu 1oduja
ce Opoj Koju UMa Hy/y Ha MO3UIMjU P U3a KOje OO Kpaja ciele jeAuHuIle (aKo UX yOIITe
nMma). Cadupamem ca 1 moduja ce Opoj Koju Ha IO3WIMjU p UMa 1 W3a Jera ce Hajlase HyJIe.
Hakne, neBo ox nosuuuje p outoBu Opoja k u —k cy CynmpoTHH, Ha MO3UIMjH P 00a UMajy
JjEIUHUIIE, a IECHO OI TTO3UIMje P 00a uMajy Hylsie. ButoBcka KOHjyHKIMja OpojeBa k u —k
naje pesyntar b(k) Koju UMa camo jejiHy jeAMHUILY U TO Ha TIO3ULIMH P (TO je jeNUHO MECTO
rie u k u —k umajy BpegHocrt 1). O

Jlpyru Haun 12 ce uspauyHa BpeaHoct f(k) jecte pauyHarem BpeqHOCTH u3pasa k & (k-1).
HcnpaBHOCT OBOT M3pasza ce Takohe Moxke jeMHOCTaBHO Ioka3aTh. Hamme, Opoj k-1 uma cBe
ucTe OUTOBE OJ] Kpajiber JIEBOT JI0 MO3MIIKje MOCIeAhOr MOCTaB/beHor ouTa y Opojy k, a cee
WHBEPTOBaHEe OMTOBE IMOCIIE KPajiber JECHOT MOCTAB/LEHOT OuTa y Opojy k.

I Mpumep 1.4.12

Bunapru zaituc dpoja k = 20 je (00010100),, a dpoja k—1 = 19 je (00010011), u uspasy
k & (k-1) ogiosapa dunapru saiuc (00010000)s.

Wnak, m3pas k - (k & -k) ce yemhe kopucTH, 300T CIMYHOCTH ca m3pazoM k + (k & -k),
KOjHU ce KOPHUCTH HNPWIMKOM M3pauyHaBawa (PyHKLHMjEe g KOja je NedHUHUCAHA y MOINIaBJby
1.4.2.2 mocBeheHOM a)KypHparmy BpeTHOCTH eJeMeHaTa Hu3a.
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PauyHawe 36Mpa enemMeHaTa cermeHTa
30up enemenara y 0110 KOM MpeUKCy MOJIA3HOT HIU3a MOXKeE Ja ce I00Hje Kao 30p HEKOJIHKO
enieMeHara 3anucanux y MeHBUKOBOM JIPBETY.

| Mpumep 1.4.13

HUninepsan iozuyuja (0, 21] ). ipedurc nusa go iosuyuje 21 ce goduja nagosesusaroem
unitiepsana (0, 16], (16, 20] u (20, 21].

OBe uHTEepBaJe je jeqHOCTaBHO oapeauTd. Ha mosunmju k ce Hamasu 30up eremeHaTa ca
nosurmja u3 untepsana (f(k), k|, va nozumju f (k) 30up enemeHara ca Nosuiumja U3 UH-
tepsana (f(f(k)), f(k)], uta. Hocrynak ce HactaBiba cadupajyhu enemente ca nosuumja k,

f(k), f(f(k)), f(f(f(k))) ua., cBe 10K ce He mohe 10 Mo3MIWje HyIIA.

Bpoj enemenara ®eHBUKOBOT APBETA YHJUM CE CAOMPAEM J0OU]ja 30Up HpeduKca Noaa3Hor
uu3a je O(logn). Haume, y cBakoM Kopaky ce Opoj jeavHuna y SuHapHOM 3anucy Tekyher
MHIIEKCA CMatby je, a Opoj n ce dMHapHO 3anucy je ca Hajsuine O(logn) OUHAPHUX jeIMHULA.

306up enemenara npedukca Ha nosunjama u3 untepsaia (0, k] mojasHor HU3a @ CMEINTEHOT
y DEeHBUKOBO JAPBO drvo MOKEMO OH/IA U3paYyHATH HAPEAHOM (DYHKIHjOM.

int zbirPrefiksa(const vector<int>& drvo, int k) {
int zbir = 0;
while (k > 0) {
zbir += drvo[k];
k -= k & -k;

}

Kaga ymemo na m3pauyHamo 30upoBe mpeduKca MoJIa3HOT HU3a, 30WMp MPOU3BOJBHOT Cer-
MeHTa ofpeheHor nosunujama [a, b| moasHOr HU3a MOKEMO U3pAIyHATH Kao pasiuKy 301pa
npedukca onpehenor nosuimjama (0, b] u 3oupa npedukca ogpeheror nozurmjama (0, a—1].
[Momiro ce oda npedukca pauyHajy y Bpemeny O(logn), v 30Mp CBAKOT CErMEHTa MOKEMO
m3pauyHaru y Bpemeny O(logn). HcrakHMMO Ha OBOM MecCTy Jia je 300r OBe omeparije
Ba)KHO J1a aCOIMjaTHBHA OTepalyja Koja ce Kopuctu y DeHBUKOBOM [IpBETY MMa WHBEP3HY
omepaijy (y OBOM Cly4ajy, MOIITO Ce pagu O OINepalyju caduparma, 1a OUCMO MOINIU JAa
Ofy3MMam-eM JIBe BpeHOCTH MpedHKca J0OUjeMo 301p IIPOU3BOJLHOT cerMenTa'?).

1206parumo naxmy ja ako ce PeHBUKOBUM JIPBETOM PauyHajy POM3BO/IM CETMEHATA, EIEMEHTH JIPBETA MO-
pajy dutm paznmuuTH oA HyJIe, 300T oneparuje 1e/berba.
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AXypupare BPeHOCTU eleMeHTa

Wnejy pauynarma 301pa enemMeHaTa Mpon3BOJFHOT CErMEHTa Kao pa3JvKe [Ba 30upa rpedukca
cMo BuIeaH Beh paHMje, KaJa CMO y Te CBpXe OJpKaBajld HU3 CBHX 30MpoBa mpedukca.
OcHoBHa ripegHOCcT PEHBUKOBUX JIPBETa Y OMHOCY Ha HU3 CBUX 30MpOBa MpeduKca je TO MTO
ce Mory epukacHo axypupaTtu. Hanme, axypupame jeaHOT eleMeHTa MOJIa3HOT HH3a MOXe
pe3yaTOBaTH MU3MEHOM BPEJHOCTH BEJIMKOT Opoja MpeUKCHUX 30MpOBa, HAPOUUTO aKoO je
€JIEeMEHT KOjU MehaMo OJM3y MoveTKa Hu3a (y HajropeM ciydajy Opoj 30upoBa Koje je Imo-
TpedHo axypuparu je O(n)). Crora je ornepanuja axypupama eleMeHTa KajJa ce KOpUCTe
npepUKCHU 30MPOBH Y HajropeM citydajy ciokeHoct O(n).

Pasmorpumo ¢pyHKIMjy Koja axypupa PeHBUKOBO APBO HAKOH yBehamwa ejeMeHTa y noJja-
3HOM HU3Y Ha TO3UIUjU k 3a BpeaHocT x. Taza je 3a x morpedHo yBehatu cBe OHe 30MpoBe y
JPBETY Y KOjuMa ce Kao cadbupak jaBiba U elieMeHT Ha nosuiuju k. TlorpedHo je axypuparu
CBE OHE TO3UIIMje 1M YHjU MPUAPYKEHN CETMEHT CaJPKU BPETHOCT K, Tj. CBEe OHE TO3UIIHje
m takBe 1a je k € (f(m), m], 1j. nozunmje m 3a Koje Baxu

fim)<k<m (1.1)

Te no3unyje ce M3padyHaBajy BeoMa jeJHOCTAaBHO KPEHYBIIH O] MOJIa3He Mo3ulje K, CTMIHO
Kao y MpeTX0AHOj (GyHKIHMjH, C THM IITO Ce yMECTO Jia ce o1 opoja k oxy3uma Bpeatoct b(k),
Opoj k ysehasa 3a Bpeqnoct uspasa b(k). Odenexumo ca g(k) dpoj k+b(k), koju ce noduja
o1 0poja k Tako 1mTo ce k cadepe ca dpojeM KOju UMa camo jeiHy jeANHUILY Y CBOM OMHAPHOM
3aMucy W TO Ha TIO3WIIMjH Ha KOjOj ce HaJla3| MocyeIha jeAMHUIa Y OMHAPHOM 3amucy Opoja
k. V ummemenrauuju ce dpoj g(k) mako mosxe u3padyHartu o ¢opmyim k + (k & -k).

| Mpumep 1.4.14

3a dpoj k = (101100), eaxcu g(k) = (101100)5 + (100), = (110000)s,.

Jlokazahemo fia je MOTpedHO U JOBOJBHO AKypUPATH BpeAHOCTH Ha nosuimjama k, g(k),
g(g(k)) utn., cBe noK ce He gohe /10 Mo3MIKMje Koja je cTporo Beha Off AyKUHE HU3a 7.

I Mpumep 1.4.15

Axo du ce y ipettixogHom Upumepy enemenill Ha Hosuuuju 3 y ionasnom Huzy yeehao 3a epeg-
Hocit 4, duno 6u notmipedro nosehaitiu 3a 4 epegrociiiu enemenaiia PensurKosor gpeeiia Ha
dosuyujama 3, 4 u 8. JJo nuza oeux dozuuuja Sucmo moiau ga gohemo Ha caegehu HauuH.

¢ Ipsa iiosuuuja je 6poj k = 3.
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* Hapegny iiozuyujy g(3) godujamo imiako witio bunaprom 3aiucy opoja 3 Koju usrocu
(0011),, gogajemo dpoj 1 (8poj b(3) Koju cagpcu wauno jegny jeguruuy Ha wo3u-
yuju flocaegroe jequruye Yy OUHApHOM 3aiiucy gaiiol opoja) u godujamo OUHApHU 3aiuc
9(3) = (0100), koju ogiosapa dpojy 4.

* Hapegny iiosuuujy g(g(3)) = g(4) bucmo gobuau iwiaxo witio bucmo épegrocii 4 ca-
opanu ca (0100),, (6pojem b(4) koju cagpocu iwauno jegny jeguruuy y céom Gunaprom
3aiucy u o Ha Hosuyuju ocregroe jeguruye), uume ducmo goduau g(4) = (1000),
(Ounapru 3aiiuc dpoja 8). Osge ce ipouegypa 3a6puiasda HoWio cMo CIRUIAU o Hocaeq-
roel enemenitia y PeneuKxo8om gpeeiiy.

C 0031poM Ha T0 j1a ce 5poj n duHapHo 3ammcyje ca O(log n) HutoBa U 1a ce y CBAKOM KOPaKy
Opoj Kpajmux HyJa y 3anucy Opoja mopehapa (Mako y cBakOM KOpaKy BPeIHOCT Opoja pacTte),
yKynas 0poj kopaka je jennak O(logn). Jlakie, 6poj enemenara GeHBUKOBOT JIPBETA UMje
je BpeaHoctr norpedHo usmenntu usHocu O(logn).

voild uvecaj(vector<int>& drvo, int n, int k, int x) {
while (k <= n) {
drvo[k] += x;
k += k & -k;
}
}

HOKa)KI/IMO KOPEKTHOCT OIMCAHOT MOCTYIIKA. erHI/IMO Ol HapE€HE JIEME.

3a ceaxo x usmehy 1 un, najmareu dpoj m koju 3agosomasa ycos f(m) < x < m je
9(x).

Jokas. Tlokaxumo Hajipe na g(x) 3an0oBosbaBa oBaj ycioB. Ounriento Baxu x < ¢(x).
[ourro g() uMa cBe HyJle OJ] MO3UIIK]jE MOCIEIHE jEMHUIE Y OUHAPHOM 3alucy Opoja x
(YKJbyuyjyhu 1 1Y), T1a 10 Kpaja, OprcameM HheroBe Mociehe jeIMHAIIE Tj. N3padyHaBambeM
Bpearoctd f(g(x)) ce curypHo 1oduja dpoj KOju je CTpOro MarbH Of .

TMokaxumo cazia 1a je g(x) Hajmamu Opoj crporo Behu o & Koju 3a10B0JbaBa IaTH yCJIOB,
OJIHOCHO 71a HujesiaH Opoj m usmelly x u g(x) He Moxe 1a 3anoBosbM ycloB f(m) < x.
Haunwme, cBu dpojesu u3 untepBaia (x, g()) ce nokianajy ca dpojem x Ha CBUM MO3MIIMjaMa
IIpe KpajibuX HyJla, a Ha MO3ULIMjaMa KpajihuX HyJ1a Opoja & uMajy dap HeKy jeAUHULlY, YUjUM
ce OpucameM odHja Opoj Koju je Behu wim jeqHak x. O
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I Mpumep 1.4.16

V dpeiixogro pazmaitiparon apumepy 3a k = (101100),, xao witio cmo eeh eugeau
eaxcu g(k) = (110000)y u jegunu dpojesu usmehy k u g(k) cy (101101),, (101110), u
(101111),. Bpucarwem itocaegroe jegunuye y dunapHom 3aiucy oéux épojesa godujajy ce
pegom dpojesu (101100),, (101100), u (101110)5 u céu onu cy éehu uau jegnaxu og k.

JlokaxxuMo 1 Ipyry moMohHy Jemy.

3a ceaxo 1 < x < neaxncu f(g(x)) < f(z).

Joka3. PyHKUUjOM g ce MPBU HU3 Y3aCTOIHUX jeAMHULIA Ha KO U Ce HaWIa3y 3[eCHa Y 3aIucy
Opoja x Mema HyJlama, a HyJia UCIIpell ’BbUX Meha Y jeIUHUILy, KOja ce 3aTHM IPUMEHOM
¢dbynkiwje f Bpaha Ha Hyny. C apyre cTpaHe, ako je Taj HU3 jeIMHUIA dyKd o 1 mpruMeHOM
¢dyskumje f Ha Opoj x octaje Heka o Tux jemuHuna, ma je f(g(x)) < f(x). Ako je Huz
HajjlecHUjuX jequuuna ayxune 1, noduja ce f(x) = f(g(x)).

Popmano, paxi ma je f(g(x)) = glz)—b(g(z)) = a+b(z)—b(g(x)) u f(z) = z—b(x).
3arto je 10BosbHO joKa3ati na je x + b(x) —b(g(x)) < z—b(x) 1j. na je 2b(z) < b(g(x)).
Hexka b(z) uma jemuuuiy Ha nosuimju p. Bpoj 2b(x) uma jeauuuiy Ha nosuumju p + 1
(Opojano 31ecHa). Bpoj g(x) curypHo uma cBe HyIie o[ TIO3HIIHMje P 10 Kpaja, Ta ce Hherosa
nocJieiha jeAMHULA HAJIa3y WK Ha TO3ULIUjU P + 1 WK JIeBO Off e, Ha OCHOBY Yera JIako
cJle Jia je oH Behu WM jeqHak of1 2b(x), KOju MMa jeIMHHILy Ha MO3ULuju p + 1. O

JlokaxxuMo cajia ¥ rIaBHO TBphewe.

Teopema 1.4.1

Hus3 epegnociuu k, g(k), g(g(k)), winig. xoje cy marve unu jegnaxe og gyoicure Huza n
ogpehyje cee épegrociiu M wakee ga éaxcu k € ( f (m), m] wj. imakee ga eaxcu jegua-
xocti (1.1).

Jokas. Jemnakoct (1.1) He MOXe 1da Baxu 3a OpojeBe m < k, a CHTYpHO Baxu 3a Opoj
m =k, jep je f(k) < k xanma je k > 0 (a mu npernocrasbamo fa je 1 < k < n). Jlakie
NpBa MO3MIMja y IPBETY KOjy Tpeda axypuparu je nosuruja k.

3a cBe dpojeBe m > k, CUI'ypHO Bakd JIECHA HEjEHAKOCT U jeJIMHO je MOTPEedHO YTBPAUTH
jia i Baku JieBa Tj. n1a i je f(m) < k. Ha ocHoBy npumene sieme 1.4.3 Ha Opoj k 3Hamo
na je g(k) Hajmaru 6poj m crporo Behu o k 3a koju Baxu f(m) < k.
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Mawe, Ha ocHOBy mpumene Jieme 1.4.3 Ha dpoj g(k) 3Hamo ma je Hajmamu Opoj Behu of
g(k) 3axoju Baxu f(m) < g(k) dpoj g(g(k)). On 3anoBosbasa ycnos (1.1). 3aucra, Baxu
k < g(k) < g(g(k)). Ha ocroBy seme 1.4.4 npumemsere Ha g(k) Baxu je f(g(g(k))) <
f(g(k)) < k. Bpoj g(g(k)) je n najmarsu dpoj koju Behu ox g(k) Koju 3a50BOIbaBA YCIIOB
(1.1). Ako du nHeku dpoj m uzmehy g(k) u g(g(k)) 3anoBossuo ycnos (1.1), Bakuio ou ja
je f(m) < k < g(k), mrro je y cynporsoctu ca tume aa je g(g(k)) Hajmamu dpoj m Behu
on g(k) Takas ma je f(m) < g(k).

Jlokas ce nasbe HacTaBjba M 3aBpIIIaBa 110 MOTITYHO MCTOM NPHHIMITY (IITO ce Moxe (popmanu-
30BaTy MHAYKLH]OM). O

[Iperxomna TeopeMa rapanTyje Ja Cy jenuHe MO3UIMje Koje Tpeda axypupaT y IpBeTy MpH-
JIMKOM aXypUparba eleMeHTa Ha MO3UIMjU K y MOJa3HOM HHM3Y YIPaBo MO3MIIUje U3 cepuje
k, g(k), g(g(k)), uta., cBe IOK Cy OHE Matrbe WM jelHAKE N, 114 CY MPETXOJHH TTOCTYIAK U
HErOBa UMITIEMEHTAIMja KOPEKTHU.

dopmupare PeHBUKOBOr ApBeTa

Ocraje joul muTame Kako MHULKjaIHO (popmupatit PeHBUKOBO IpB0. POpMUpaLE ce MOXKe
CBECTU Ha TO JIa Ce Kperpa APBO MOIMYyHkEHO caMo HyJjlaMma, a Jia ce 3aTuM yBehaBa BpeaHOCT
JEOHOT MO jeHOT eJleMEeHTa HU3a MPETXOAHOM (DYHKIH]OM.

vector<int> formirajDrvo(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
fill_n(drvo + 1, n, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
uvecaj(drvo, n, k, a[k]);
return drvo;

I Mpumep 1.4.17

Pazmorsipumo ipodaem chopmuparea Pengurosor gpeeiiia 3a nusz epegrociiu 3, 1,9, 4,6, 6,2, 7.
Kpenysuwiu og nuza koju cagpaicu camo nyne, yeehasamo jegar io jegarn enemenisi Hu3d, KaKo
Jje ipukasaro Ha cauyu 1.21.

OBa UMIUIEMeHTalja 1. yTa no3uBa (yHKIWMjy uvecaj Koja je crnoxenoctu O(logn), te
je ykymHa cinokeHoct osor ainroputva O(nlogn). Mehyrum, nokasyje ce Ja MOKeEMO U
0ospe o oBor. Haume, cBaku eslemeHT PEHBUKOBOT JpBETa CaAp:KU 30Mp €JIeMEeHaTa HEKOT
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2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|0|0|0|0|0|0|0|0|

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|3|0|3|0|0|0|3|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|0|4|0|0|0|4|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|13|0|0|0|13|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|4|9|17|0|0|0|17|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|17|6|6|0|23|

|3|1|9|4|6|6|2|7|

|3|4|9|17|6|12|0|29|

2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 8

|3|1|9|4|6|6|2|7|
2 3 4 5 6 7 8
e [T+ TeTeT2]7]

|3|4|9|17|6|12|2|31|
2 3 4 5 6 7 8
|3|4|9|17|6|12|2|38|

|
|
|
|
| |3|1|9|4|6|6|2|7|
|
|
|
|

Cnuka 1.21: ®opmupame PenBukoBor apeeta. OpUTHHAIHYA HU3 je TPE/ICTaB/beH JIEBO, a
deHBHKOBO APBO AECHO.

CErMEHTa MOJIA3HOT HU34, 1A 32 M3pavyHaBare enemMeHata OeHBUKOBOT JPBETa MOKEMO HC-
KOpUCTUTH 30MpoBe npedukca. Hanme, enemMeHT Ha no3uimju k y GeHBUKOBOM JPBETY J10-
dujamo kao pasauky 30upa npedukca (0, k| u 30upa npeduxca (0, f(k)], ako je f(k) > 0,
1ok ako je f(k) = 0 exement Ha nosuumju k duhie jennak dam 36upy npeduxca (0, k.

vector<int> formirajDrvoPrefiksneSume(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
vector<int> sume_prefiksa(n+1,0);
sume_prefiksa[1] = a[1];
for (int k = 2; k <= n; k++)
sume_prefiksa[k] = sume_prefiksa[k-1] + a[k];

fill_n(drvo + 1, n, 0);

for (int k = 1; k <= n; k++) {

int f k =k - (k & -k);

drvo[k] = sume_prefiksa[k] - (f_k > 0 ? sume_prefiksa[f_k] : 0);

}
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return drvo;

MspavyHaBarme 30MpoBa CBUX MpeduKca MoJa3HOr HU3a je BpeMeHcke crnoxkeHoctd O(n),
aJlv ce HAKOH Tora eneMeHTH PeHBUKOBOT ApBeTa pauyHajy y Bpemeny O(1), Te je ykynHa
BpPeMeHcKa clioxeHocT oBor npucryma O(n). OBa UMIUIEMEHTalMja NaK 3axTeBa JOJATHH
MeMopujcku rpocTop BenrmurHe O(n) 3a cMenITabe NpeUKCHIX 30MpoBa.

[MpumeTrMO J1a Cy 3a U3pavyHaBame k-Tor ejgemMeHTa PEeHBHKOBOT JpBETa MOTPEOHU CamMo
eJleMeHTH Hu3a NpeUKCHUX 30MpoBa Ha mo3uiijama j < k. OBo omaxarhe oMmoryhaea na
KOPHUCTHIMO CaMO jeJJaH HU3 KOju heMOo WHUIMjaTn30BaTh Ha HU3 Mpe(UKCHUX 30MpOBa, a
3aTHM [OYEB Of MOC/IEIbEr eleMeHTa Hi3a uayhu Ka pBOM el1eMEHTY MEHaTH €JIEMEHT 110
eJIEMEHT ca MpeUKCHOT 301pa Ha ejeMeHT PeHBUKOBOT ApBeTa.

vector<int> formirajDrvoPrefiksneSumeOpt(int n, const vector<int>& a) {
vector<int> drvo(n+1);
fill_n(drvo+1, n, 0);

drvo[1] = a[1];
for (int k = 2; k <= n; k++)
drvo[k] = drvo[k-1] + a[k];

for (int k = n; k >= 1; k--){

int f k = k - (k & -k);

if (f_k > 0) drvo[k] -= drvo[f_k];
}

return drvo;

OBa MMIUIEMEHTALHja aIropuT™a 3a hopmuparme GEHBUKOBOT APBETa je BPEMEHCKe CIIOKe-
noctu O(n), a gogatre npocropue cnoxerocta O(1).

r 1

3apgarak: MakcumasiH1 NoACErmMmeHT
Hat je Hu3 nenux opojeBa. Harmmcatu mporpam koju omoryhasa u3BpiaBame cienehe aBe
BpCTE YIUTA:

o V3pavyHaBarme MaKCHUMATHOT 30Mpa HEKOT TIOJICETMEHTA JIATOT cerMeHTa ojpehenor
nosunmjama [a, b] (mogcermeHt je wim npasan Wi je oapehen nosunmjama [a’, b’
takBum 1a je a < a’ < b < b).

* [IpomeHa BpeqHOCTH eJ1eMeHTa Hu3a Ha HEKO] JaTo] MO3UIIH]H.
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Onuc yaaza

Ca cranzapHor yiasa ce yunrasa speasoct 1 (1 < n < 10°), a 3atum n nemix opojeBa
u3 unreppaita [—100, 100], koju npeacrapibajy moveTHe BpeAHOCTH HU3a. HakoH Tora ce
yuutasa npupogas opoj ¢ (1 < g < 10°) koju mpencTapmba 5poj ynura Koje je moTpedHo
oOpanuTtu. HakoH Tora ce yuntasa q ynurta. YIuTH MOry Outu cieneher odmka:

* s a b—moTpedHO je oapeauTh MAaKCUMAIIHY BPEIHOCT 30Mpa HEKOT MOJICETMEHTa Cer-
MeHTa ofpeheror nosuimjama [a, b],3a0 < a < b < n.

* p k v—IOTPEdHO je eJleMEeHTy HHU3a Ha MO3UIIUjU K JoaenuTy BpeqHoct v, 3a 0 < k <
n 1 eo 0poj v uamehy -100 u 100.

Onuc usiasa

3a cBaKkM YIHUT TUIA s HA CTAHAAPAHU U3Ja3 UCIMCATH MAKCUMAJIHY BPEIHOCT 30Kpa JaTor
MOZICETMEHTA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
9 6
-21-34-121-54 4

5 8
s08 8
s14

p41

s 08

s 26

Pewene

KapaHoB anroputam

Pemewse rpydom cuiiom roapasymeBa Jia 3a CBAKM CETMEHT U3 MOYETKA PauyHaMO BPEAHOCT
MaKCHMAJTHOT 30Mpa HEKOT HerOoBOr MojcerMeHTa. Yak u Kajga ce 3a TO KOPUCTH HEKH edu-
KacaH airoputaM (Ha npuMep KagaHoB), oBO pellierwe je Beoma Hee(hUKacHO. AKypUpambe
BPEIHOCTH HK3a Bpiu ce y BpemeHy O(1), anu ce MakCMMaIH# MocerMeHT oapelyje y Bpe-
meny O(n), na je cinoxenoct Hajroper ciyuaja O(qn).

CermeHTHO ApBO

Eduxkacno periewe ce Moxe 100UTH MOMONY CETMEHTHOT JIpBeTa. AKO ce HEKU CEerMEHT Io-
JIeJId Ha JIBa Mamba MOJCETMEHTA, HerOB MAaKCUMAJTHU MOJICETMEHT MOXe OUTH 11e0 caapKaH
y JIEBOM MOJACErMEHTY, LIeO CaipKaH y AECHOM MOACEIMEHTY WM Ce CacTojaTy O MaKCUMa-
HOT cy(prKca JIEBOT U MAaKCUMAaJTHOT TIpehrKca IECHOT MOICErMeHTa. MaKCUMaTHU peuKC
LIEJIOT CEIMEHTA je WM MaKCUMAJIHU NPeUKC BEroBOr JeBOI OACErMEHTA WX CaPKH LIEO
JIEBH TIOZICETMEHT ¥ MaKCUMAITHU TIpedUKC AecHOr nojacermMenTa. CIUYHO, MAKCUMAJTHU CY-
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(pukc mesor cerMeHTa je WM MaKCUMaTHU Cy(DHKC HeTOBOT IECHOT MOICETMEHTA MU CaAPKH
LIEO IECHU TIOJICEIMEHT U MAKCUMAJIHU Cy(UKC JIEBOI IOJCEIMEHTa. 3aTO CETMEHTHO JPBO
OPraHu3yjeMo Tako Aa CBAKW YBOP CaJp:KU HapenHa 4 mojarka:

* 30Mp CBHX eJleMeHara cerMeHTa KOjU O/IroBapa TOM YBOpY;

* MaKCHMAJIHU 30MP HEKOT MOJICErMEHTa CErMEeHTa KOj! OJIroBapa ToM YBOpY;
* MakCHMaJHM 30up MpedrKca cCerMeHTa KOju oJroBapa TOM YBOpY;

* MaKCUMAJIHU 30Hp cy(duKca cerMeHTa KOju OJIroBapa TOM YBOPY.

®opmupatrbe cerMeHTHOr jpBeta je cnoxkeroctu O(n). OnpehuBarbe MaKCUMATIHOT 30Mpa
TOJICErMEHTA 3 JaTH CErMEHT 3aXTeBa je/laH MpoJia3 Kpo3 JApBo u ciokeHoctd je O(logn).
Takohe, u axxypupame eleMeHTa 3axXTeBa jelaH ImpoJia3 Kpo3 ApBO (003110 HABHIIE) U CJIO-
xenoctu je O(logn). Hdakie, cnoxenoct osor npucryna je O(n + qlogn).

typedef struct {
int zbir;
int maksSegment;
int maksPrefiks;
int maksSufiks;
} Cvor;

Cvor nula = {};

Cvor kombinuj(const Cvor& 1, const Cvor& d) {
Cvor c;
c.zbir = l.zbir + d.zbir;
c.maksSegment = max({l.maksSegment, d.maksSegment,

1.maksSufiks + d.maksPrefiks});

c.maksPrefiks = max({l.maksPrefiks, 1l.zbir + d.maksPrefiks});
c.maksSufiks = max({d.maksSufiks, d.zbir + l.maksSufiks});
return c;

Cvor list(int v) {
Cvor c;
c.zbir = v;



86 1 HanpepgHe CTpyKType nogaraka
c.maksSegment = max(v, 0);
c.maksPrefiks = max(v, 0);
c.maksSufiks = max(v, 0);
return c;
}

// formira segmentno drvo na osnovu datog niza
vector<Cvor> formirajDrvo(const vector<int>& a) {
int n = stepenDvojke(a.size());
vector<Cvor> drvo(2*n, nula);
for (int k = 0; k < a.size(); k++)
drvo[n + k] = list(a[k]);

for (int k = n-1; k > 0; k--)
drvo[k] = kombinuj(drvo[2*k], drvo[2*k+1]);
return drvo;

// rekurzivna funkcija koja odredjuje doprinos cvora k u segmentnom
// drvetu (koji pokriva segment [x, y] u originalnom nizu) maksimalnom
// zbiru podsegmenta segmenta [a, b]
Cvor maksPodsegment(const vector<Cvor>& drvo,
int k, int x, int y, int a, int b) {
// segmenti [x, y] i1 [a, b] su disjunktni pa ne doprinosi nista
if (b<x|[]a>y)
return nula;
// segment [x, y] je ceo sadrzan unutar [a, b] pa se ceo uracunava
if (a <= x && y <= b)
return drvo[k];
// segmenti [x, y] 1 [a, b] se preklapaju, pa se segment [x, y] deli
// na dve polovine
ints=(x+vy)/ 2;
return kombinuj(maksPodsegment(drvo, 2*k, x, s, a, b),
maksPodsegment(drvo, 2*k+1, s+1, y, a, b));

// na osnovu segmentnog drveta odre]uje se maksimalni z
int maksPodsegment(const vector<Cvor>& drvo, int a, int b) {
// pozivamo pomocnu rekurzivnu funkciju krenuvsi od korena drveta
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int n = drvo.size() / 2;
Cvor c = maksPodsegment(drvo, 1, 0, n-1, a, b);
return c.maksSegment;

vold azurirajDrvo(vector<Cvor>& drvo, int k, int v) {
int n = drvo.size() / 2;

drvo[n+k] = list(v);

int r = (n+k) / 2;

while (r > 0) {
drvo[r] = kombinuj(drvo[2*r], drvo[2*r+1]);
r=r/ 2;

3apgartak: Bpoj nHBep3uja

Hanummm nporpam koju ogpehyje Koamko y Hu3y uma uaBep3uja (mosunmja 0 < ¢ < 5 < n,
TaKBUX Ja je a; > aj).

Omnuc yiaa3a

Ca cranpapaHor yiasa ce yHocu 6poj n (1 < n < 10%) u 3atum n nenmx Spojesa, CBaku y
MOCEOHOM pefy.

Onuc usjiaasa

Ha cranmapaau v3ina3 ucnucaty camo TpakeHu Opoj UHBEp3Hja.

IIpumep

Vaaz Uznaz
5 3
31425
Pewene

Jenan HauMH 12 ce 3aaTak e(pUKACHO eIy je a OipKaBaMoO CTPYKTYPY MojaTaka y Kojy
ce epuKacHO MOXe YMETHYTH HOBU €JIEMEHT U K0jOj ce epUKacHO MOXke JOOUTH OJITOBOP HA
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MUTakbEeM KOJIMKO je eleMeHaTa y CTPYKTYPH CTPOTrO Mame Of JJaTe BpeJHOCTH. AKO UMaMO
OBAKBY CTPYKTYpy TOJaTaka Ha pacrojiaramy, MHBEP3Uje MOKEMO MpedpojaTtu Ha cienehu
HauuH. Hu3 y kome OpojuMo nHBEp3Mje 00UIa3UMO ca JECHOT Kpaja, fogajyhu y CTpyKkTypy
jenaH Io jeJlaH eJEeMEHT, HaKOH 1ITOo ra odpanumo. To 3Hauu Ja he y TpeHyTKy 00pase Ouito
KOT eJIEMEHTa CTPYKTYpa cagpXaTu TAYHO OHE eJIEMEHTE KOjH Cy Y OPUTMHATIHOM HU3Y AECHO
O]l Bera. 3a CBaKM eJIEMEHT ITPOBEPABAMO KOJIMKO je eJeMeHaTa y CTPyKTypH Mame O] Iera,
yBehaBamo Opojau MHBEp3HUja 3a Taj Opoj ¥ HAKOH Tora ymeheMo eJleMeHT y JpBO.

Jemna TakBa cTpykTypa je PEeHBUKOBO APBO HAJ HU30M KOjU HA MO3UIMjU T YyBa OpOj IMo-
jaBJbUBama BpEeTHOCTH T Y CTPYKTypu. Bpojame enemeHara MamuX Ol T ce OHOA CBOJIU Ha
u3padyHaBame npeuKCHe cyme 10 T — 1, a loJjaBame eJleMeHTa & ce CBOAM Ha yBehaBame
BPEIHOCTH Ha MO3UIMjH x 3a 1 (M axypupame oarosapajyhux 30uposa y npeety). Hamome-
HHUMO JIa CE y OIKMCAHOM aJTOPUTMY HU3 OOWJIA3U 3[ieCHa HaJleBO, jep HaM PEeHBUKOBO JIPBO
jeAHOCTaBHUjE Jaje OATOBOp Ha TO KOJIMKO je eJleMeHaTa Marbe OJf 1aTe BPeJHOCTH, HETO KO-
JIMKO je enieMeHaTa Behe oj qate BpeqHOCTH.

Iomro BenmmurHa PEeHBUKOBOT JIpBeTa (I1a 1 MEMOPH]CKa, ajlil ¥ BpEMEHCKa CJIOKEHOCT OIle-
palyja) 3aBHMCH Of] BpeIHOCTH HajBeher ejeMeHTa y BheMy, a Hama 3a Opoj MHBEp3uja HUCY
Ba)kKHE aTiCOJyTHE BPEIHOCTY eJleMeHaTa, Hero camMo lBIXoB MeljycoOHHM oJHOC, TTpe IpuMeHe
ITOPUTMAa MOKEMO CBaKU €JIEMEHT 3aMEHHTH Ca FheT'OBUM PAHTOM Y COPTHUPAHOM HU3Y (UCTU
eJIeMEHTH MOTyY Ja uMajy uctu panr). OBo je moryhe ypaawWTtu, Ha MpUMep, TaKO IITO COp-
THpPaMO HU3, a 3aTUM OMHAPHOM IPETPAroM 3a CBaKU eJleMeHT MpoHaljeMo MpBy MO3UIIUjY
FbETOBOT T10jaBJ/bUBAha Y COPTHPAHOM HU3Y.

long long brojInverzija(vector<int>& a) {
int n = a.size();

vector<int> b = a;
sort(begin(b), end(b));
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
a[i] = distance(begin(b), lower_bound(begin(b), end(b), a[i])) + 1;

vector<int> drvo(n+1, 0);

long long broj = 0;
for (int 1 = n-1; 1 >= 0; 1--) {

broj += zbirPrefiksa(drvo, a[i]-1);
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dodaj(drvo, a[i], 1);
}

return broj;

3apgartak: K-t napHu 6poj

Hamnucatu nporpam koju omoryhasa a ce y HU3y IPUPOJHHUX OpojeBa KOjU je Ha TOYETKY
UCIYEEH HyJlaMa, aJIi YMjU ce €JIEMEHTH YeCTO MeHa]jy TOKOM M3BpIlaBama nporpama egu-
KacCHO MpOHAaJIa3M Mo3MIrja k-Tor mapHor dpoja Mo pey.

Onuc yaaza

Ca cranpapaHor yna3a ce yuutapa ayxuHa Huza 1 (1 < n < 50000), a 3atum u Opoj ynura
m (1 < m < 50000). UzBpmaBameM yruta odnuka v p  ce y Hu3 Hanosuijy 1 < p < n
ynucyje dpoj , I0K ce yIUTOM ¢ k Ha CTaHAApAHH U3J1a3 UCIIHMCY je TO3UIIrja Kk-TOT MapHOT
Opoja y Tekyhem caapxkajy Hu3a (nosuuuje ce opoje o 1).

Onuc u3aasa

Ha crangapaHoM m3nasy npHvKasaTd pe3yJTaTe U3BpIIaBamba YIUTa c. AKO Y HEKOM CiIydajy
y HU3Y UMa Makhe NapHuX OpojeBa o BpeAHOCTH k, TaJia yMECTO MO3HUIIMje UCTIUCATH -.

IIpumep

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

5 5 * Hu3 Ha movyeTKy cagpxu 5 Hysa

8 4 » HakoH u3BpIlIaBame yrura u 3 1 HA3 CaApkKU eJeMeHTe @ 0 1 0 0.
u3il 4 * VoutoMm c 4 ce u3pauyHaBa NO3MLIMja YETBPTOI MapHOr Opoja y
c4 - HU3Y U TO je 5.

ul? * Haxkon m3BpmiaBama ynuTta u 1 7, Tla 3aTUM M u 2 5 cajipikaj HU3a
u?2 je7 510 0.

c1 * YromTom c 1 ce u3pauyHaBa MO3HUITHja MPBOT MAPHOT Opoja y HU3Y
uil? uTo je 4.

c?2 * Hakon m3BpiaBarma ynura u 1 2 capkaj Hu3a je2 5 1 0 0.

c4 * YoutoMm c 2 ce u3padyHaBa MO3ULIMja IPYror NapHOT Opoja y HU3Y

u 1O je 4.
* VIOuToM c 4 ce W3pauyyHaBa MO3WIMja YETBPTOr MapHOr Opoja y
Huzy. OH He nocToju (Hu3 caapxku 3 mapHa opoja: 2, 0 u 0).
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Pewere

JIMpeKTHO pellierhe TopasyMeBa Ja Ce eJeMEHTH YINCY]y Y HU3 U [ia Ce MO3MIHja k-Tor
napHor ofpelyje NpUMEHOM JIMHeapHe IpeTpare. AKO IMaMo 111, Ollepalyja aXXypupama 1
M OIepalyja IpeTpare CJIOKEHOCT TaKBOI pellenha je O(ml + mg - n) IITO MOXe OUTU
MPWINYHO Hee(pUKaCcHO.

Moxemo opMrpaTi HA3 HyJla M jeAWHHIA TaKaB J1a ce jeAWHHIE Hajla3ze Ha MECTy map-
HUX eJieMeHaTa y NoJia3HoM Hu3y. Taja je mo3uiija k-Tor mo peay mapHOr dpoja HajMarba
MO3MIIMja TaKBa Jia je 30Mp CBUX jeAMHMIA 3aK/bYYHO Ca TOM MO3UIMjOM jeaHak k. Ako
HU3 HyJa U jeJuHHULA oApkaBamMo y PEeHBUKOBOM WJIM CErMEHTHOM JPBETY, BPJO eduKa-
CHO MOKEMO J1a U3payyHaBaMo 30MpOBE CBaKOr (pUKCUpaHOTr npedukca. 3axBasbyjyhu um-
HBEHULIM J1a cy 30UpoBHU Npedrkca MOHOTOHO Heonajajyhu (kaga ce mpedukcH npogyxa-
Bajy), TpaXkeHy MO3UILIM]jy MOKeMO e(prKacHO OPeANTH aIrOpUTMOM OMHapHe npeTpare. AKO
UMaMo 1M, Ollepalyja aXypupamwa U 1., Olepaluja nperpare yKylHa cjaoxkeHocT he duru
O(my logn 4 mylog® n), 1j. O(mlog® n).

int prefiksK(const vector<int>& drvo, int k) {

int 1 = 1, d = drvo.size() - 1;
while (1 <=d) {
ints=1+(d -1 / 2;
if (zbirPrefiksa(drvo, s) < k)
1l=s+1;
else
d=s - 1;

return 1;

int main() {
int n;

cin >> n;

vector<int> drvo(n + 1, 0);
for (int k = 1; k <= n; k++)
dodaj(drvo, k, 1);
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vector<int> niz(n + 1, 0);

// broj upita
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
char c;
cin >> c;
if (c == '"u') {
// upit upisa elementa u niz
int p, x;
cin >> p >> x;
if (x % 2 == 0 & niz[p] % 2 != 0)
// upisan je novi paran element na poziciju p
dodaj(drvo, p, 1);
else if (x % 2 !'= 0 && niz[p] % 2 == 0)
// upisan je novi neparan element na poziciju p
dodaj(drvo, p, -1);
niz[p] = x;
} else if (c == 'c") {
// upit odredjivanja k-tog parnog elementa
int k;
cin >> k;
// trazimo najkraci prefiks ciji je zbir jednak k
int p = prefiksK(drvo, k);
// proveravamo da li takav prefiks zaista postoji

if (p <= n)
cout << p << "\n";
else
cout << "-" << "\n";
}
}
return 0;

r 1

3agartak: Bpoj pasnuunTux enemeHara y cerMmeHTMMA

Hanwim nporpam koju ofapehyje Opoj pa3IuuuTUX eleMeHaTa y CBaKOM O[] 17 TaTHX CerMe-
HaTta HU3a O[ 71 eJIeMeHarTa.
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Onuc yaaza

Ca cranpapaHor ynasa ce yuurasa opoj n (1 < n < 50000), a 3atum n 1eamux dpojeBa
ay, ..., a,, aaje cy speqnoctu usmehy 1 u 100000. Hakon tora ce yuurasa dpoj m (1 <
m < 50000) a 3aTM y HapefHUX 770 PeioBa JieBa M JIeCHa TPpaHHMIA 3aTBOPEHOT CerMeHTa
[l;,d;], pasnojene ca o jenrnm pasmakom (1 < I, < d; < n).

Omnuc usiasa

Ha cranpapanm usnias vcnucatu m OpojeBa o/ KOjUX CBaKH MPECTaBba OpOj pasiIMyUTUX
eJleMeHaTa y CerMeHTy a; , ..., Gy -
1

i

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 3
11213 2

3 3

15

2

35

Pewere

Pememe rpydoM cuioMm mogpa3ymeBa fia 3a CBaKM CErMEHT M30p0jUMO pa3IunTe eIeMeHTe
(Ha mpuMep, KopulheweM CTPYKType MojaTaka CKyI), IITO je MPUIMYHO HeepUKACHO.

OcHoBHa Hjieja epUKaCHOT pelerba 3a/1aTKa je 1a je Opoj pa3InuuTuX eleMeHaTa Hu3a jel-
HaK Opojy MocJekuX M0jaB/bUBaKa TUX eleMeHaTa. MoXeMO KperpaTy OMHapHU HU3 KOjU
capXkM jeJUHUIIE HA MEeCTHMa Ha KOjUMa ce eJIEeMEHT jaBJba MOCJEIHH MyT U HyJle Ha Me-
CTUMa Ha KOjUMa Ce Hajla3e eJIEMEHTH KOjU Ce Yy TOM CerMEHTY jaBjbajy U KacHHje U Opoj
Pa3IMUNUTHX eleMeHarta TOT Hu3a JOOUTH cabupameM TOr OMHAPHOT HH3A.

I Mpumep 1.4.18

Ha iipumep, axo je gaitio 10 enemenaitia nuza 3,4,1,3,2,5,4,7, 2, 2, dwiaga modicemo naipa-
suitiu ounapru nuz 0,0,1,0,0,1,1, 1,0, 1. 36up rweiosux eremenaitia je 5, witio 3nauu ga y
OPUTUHAAHOM HU3Y HOCTHOJU D PA3AUMUTIUX eNeMeHaild.

JlopiaTHO, 3a CBaKM CErMEHT TO3MLMja 00JKKa [/, 1), Tj. 3a cBaKH Cy(pUKC HU3a, OPOj pasiu-
YUTHUX eJIeMEeHaTa y TOM Cy(pHKCY MOXEMO JOOUTH M3pavuyHaBambeM Opoja jeJHUIIA y OJIro-
Bapajyhem cygukcy OMHapHOT HM3a. 3aucCTa, 3a CBaKy I'pyIy jelHAKUX eJeMeHaTa MOCTOjU
camo jellHa jeJIHUIIA W CBAKU €JIEMEHT Ce OPOju caMO jeTHOM. 3a CBaKU €JIEMEHT KOjH TpH-
nazna cyukcy ogpeheHom nosuimjama [1, n) nocroju dap jeqHa jeAMHHUIA Y TOM CETMEHTY
KOja My oAroBapa (aKko je TpeHyTHO I10 jaBJbHBambe eJIEMEeHTa MOCTIeibe, OHA je jeIMHMIIA Ha



1.4 Ynutun pacnoHa 93

HErOBOM MECTY, a aKO HHje, OHJ]a CUTYPHO ITOCTOjH jeIMHUIIA HEeTJle 13a Ibera Koja My OJIro-
Bapa). [IpumeTnMo a To He MOpa J1a BaXKU 32 CETMEHTE KOjU Ce He 3aBPINaBajy Ha MOCe b0 |
MO3ULIUjU Y HU3Y.

| Mpumep 1.4.19

3oup iiocnegroa TpY enemenitia Yy OUHAPHOM HU3Y U3 UPElixogHOT Upumepa je 2, Wiio 3Hauu
ga y oputuHaaiom Huzy doctioje 2 pazauuuita enemenita (o cy 7 u 2).

brHapHu HU3 MOXKEMO KpeupaTy HHKPEMEHTAIHO TOKOM IIPOJIackKa MOJIa3HOT HU3a CjleBa Ha-
aecHo. Hauwme, 3a cBaku HOBHU €JIEMEHT IOJA3HOT HU3A HA Kpaj HU3a A0JAjeMO jeIMHULLY
(OBO HETOBO M0]jaB/BUBAE j€ CUTYPHO Tociiehe). JlogaTHo, MpoBepaBaMo Jia JIM ce Taj eJie-
MEHT paHHUje M0jaBbIBA0 U aKO jecTe MPOHAIA3MMO MO3ULH]Y HErOBOT PaHUjer MOC/IEeIHEr
TN0jaBJbUBaba M MEHAMO je y Hyy. [lo3uiyje nocaeam X Mo jaBbiBamka eJeMeHaTa MOXeMO
YyBaTH y 3aCEOHOj Marlu.

OBo HaM yKa3yje Ha TO J1a Ou JOOpO OWJIO YHEeTe CerMEHTe COPTUPATH Ha OCHOBY JAECHHUX
KpajeBa 1 odpahuBaTu ux y Tom penociieay. Hus Hysa v jeaunuiia moxemo 4yBatu y PeHBu-
KOBOM WJIM CETMEHTHOM JIPBETY, IITO HaM oMoryhasa fa epukacHO axxyprpamo 1o jeTUHAYHE
BpeIHOCTH M ojpeljyjemMo 30upoBe meroBux cydukca.

| Mpumep 1.4.20

Tpukaodicumo Kako ce uzepuiasa upumep u3 Hocimiaexke 3agaitika. Yiuitie oopahyjemo y copitiu-
PAHOM pegocaeqy Ha OCHO8Y gecHOT Kpaja.

e Ilpso ce obpahyje yiuii [2,4). To 3nauu ga ce Kpeupa SuHApHU HU3 3AKYUHO €A HO3U-
yujom 4 uz opuTUHAAHOT HU3A.

- Jogajemo enemenini 1 (ca dozuyuje 1) u bunapnu nus je [1].

- Jogajemo enemeniui 1 (ca iosuyuje 2) u bunapru nus iocimaje [0, 1].

- Hogajemo enemeniui 2 (ca iozuyuje 3) u bunapnu nus iocimaje [0, 1, 1].

- Jogajemo enemeniti 1 (ca iozuyuje 4) u bunapnu nus iocimaje [0, 0, 1, 1].

Yiauiu ce uzspuiasa cadbupajyhu enemeniiie ca iosuyuja [2, 4] Y OUHAPHOM HU3Y, YUMe
ce goouja peyamiaiu 2.

e Caga ce obpahyje yituii [1,5]. Oeo 3axiiesa ga ce y dunapnu nu3 goga u enemenii ca
io3uyuje 5 u3 OpuiUHAAHOT HU3A.

- Jogajemo enemeniti 3 (ca iozuyuje 4) u bunaphu nus iocimaje 0,0, 1,1, 1].

Yiauiu ce uspwasa cadupajyhu enemenitie ca ozuyuja [1, 5] Y OUHAPHOM HU3Y, YUMeE ce
goduja peyrinaii 3.
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* Ha xpajy ce odpahyje yiui [3, 5]. Bunaphu nus je éeh iipowupen go iosuyuje 5.

Yauiu ce uspwasa cadupajyhu enemenitie ca ozuyuja [3, 5] Y OUHAPHOM HU3Y, YUME Ce
goduja peynitai 3.

Ha kpajy uciiucyjemo pesyaisiaitie yiuinia y pegocaegy y KoM cy yHewiu (a He y pegocaeqgy y
KoM cy odpaheru).

IMpumeTHMO J1a CMO O/ITOBaparbe HA YIUTE OJJIOKUIIH 33 Kpaj Mmporpama, ITo HaM je OMOTY-
hwio ma cBe ynmute yuyutamo u 3aTuM coptupamo. OBa TEXHHMKA ce HeKajJa Ha3uBa oghidajH
obpaga yiuina (enrn. offline queries) ¥ nako ce MOHEKaaa MOXe yITOTPeOUTH 3a e(hUKacHO
peliierbe 3a/1aTKa, y peaTHUM CUTyaljaMa OHa HUje YBEeK MpUMerbHBa (y HeKMM MprMeHama
C€ OJITOBOP Ha CBAaKM YIUT TPaXU OJIMAaX UMM C€ YIIUT MOCTaBM).

// ucitavamo elemente u niz a (od pozicije 1)
// ...
// ucitavamo broj upita i upite
struct Upit {
int 1, d, 1;

};

int m;

cin >> m;

vector<Upit> upiti(m);

for (int 1 = 0; 1 < m; 1+4+) {
cin >> upiti[i].l >> upiti[i].d;
upiti[i].i1 = 1;

// sortiramo upite po desnom kraju
sort(begin(upiti), end(upiti),
[J(const auto& ul, const auto& u2) {
return ul.d < u2.d;

i9H

// prethodna pozicija na kojoj se javlja data vrednost iz niza
unordered_map<int, int> prethodna_pozicija;

// Fenvikovo drvo

vector<int> drvo(n + 1, 0);

// za svaki upit se cuva rezultat upita
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vector<int> rezultat(m);
int tekuci_upit = 0;
for (int 1 = 1; tekuci_upit < upiti.size() && 1 <= n; i1++) {
auto it = prethodna_pozicija.find(a[1]);
if (it !'= prethodna_pozicija.end()) {
dodaj(drvo, it->second, -1);
it->second = 1i;
} else {
prethodna_pozicija[a[i]] = 1;
}
dodaj(drvo, 1, 1);
while (tekuci_upit < upiti.size() && upiti[tekuci_upit].d == 1) {
rezultat[upiti[tekuci_upit].i] =
zbirSegmenta(drvo, upiti[tekuci_upit].l, i);

tekuci_upit++;

1.4.3 AxXypupaHe cermeHaTta

U cermentHa u ®eHBUKOBA JpBETa MOAPXKaBajy e(pUKacHO U3padyHaBamwe 30MpoBa oxpehe-
HHUX cerMeHara Hu3a (€HIVI. range query), fla caMuM TUM U oJpehuBambe 10 jeJUHAYHUX Bpea-
HOCTH HU3a (€HIUI. point query), Kao 1 axypupame '’ 1ojeuHaunux eneMeHaTa Hu3a (€HIL. po-
int update), TOK a)XypHpame IeJIMX cerMeHaTa Hu3a OfijeJHOM (eHrJ1. range update) HUje Au-
peKTHo noapxaHo. Harmme, ako ce OHO cBefie Ha TI0jeJMHAYHO aXypHparbe CBUX elleMeHaTa
YHyTap CerMeHTa, Joduja ce JIoIIa CJI0XKEHOCT (Y HajropeM Cilydajy BpIIU ce N aKypupamba
Koja umajy nojemuHauny cnoxesoct O(logn), na je ykynsa cioxenocr O(nlogn)). Ca
Jpyre CTpaHe, UyBame HU3a pasivka omoryhaBa eMKacHO axypupame LEelUX cerMeHara
(eHry1. range update), Ta caMuM THM | TI0 jeIMHAYHUX ejleMeHarta (eHII. point update), anu He
U eprKkacHO oApehrBame NojeAMHAYHUX eJIeMeHaTa Hy3a (€HIUI. point query) HUTH 30UpoBa

cerMeHara (eHIJ. range query).

BIMon axypuparmeM ce mojipayMeBa Wi NMOCTaB/bakbe BPEHOCTH eleMeHTa Ha JaTy BPEeJHOCT WK yBehare
TPEHYTHE BPEJHOCTH €JIEMEHTA 3a JaTy BpeAHOCT. Y HacTaBKy hemo pa3smaTpaTu camo yBehame TpeHyTHE Bpejl-
HOCTH.
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point query range query point update range update
Pasznuke gome / O(n)  nome/O(n)  modpo/O(1)  modpo/O(1)
CyCeHHUX
eJleMeHarta
IpedukcHn modpo/ O(1)  pmodpo/O(1)  nome / O(n) nome / O(n)
30UpoBU
®eHBUKOBO APBO  J0OpO / nodpo / nodpo / Jore /
O(logn) O(logn) O(logn) O(nlogn)
CermenrHo apBo  m0dpo/ O(1)  modpo/ Jodpo / Jome /
O(logn) O(logn) O(nlogn)

V HacraBky heMo BUJIETH HEKOJIMKO HauMHa Jla ce HalpaBe CTPYKType Koje epukacHo noap-
’KaBajy CBE HaBelleHe oreparyje.

1.4.3.1 [pBO Haf HA3OM paznuka

Mpo6nem

Aepunucaitiu ciipyxitiypy ilogaitiaka koja odezbehyje epuxacto axcypuparbe cetmeHama
gaiiol Huza ogpehenux Hozuyujama [a, b] (range update), ia camum WwWum u adxncypu-
parbe fojeguHaunux eaemenaiia Husa (point update) yeehasarbem ceux enemenailia 3a
gaiily 8pegHOCIl, KAo U ehuKacHo ogpehusarbe 8pegHOCIU H0jegUHAUHUX eneMeHAllia HU3a
(point query).

IIpumetnMo Ja ce He 3axTeBa MOryhHOCT epuKacHOr ofpehuBama CTaTUCTUKA CerMeHaTa
(range query).

OcHOBHa HJieja pelliema je 1a ce OpKaBa HU3 pa3jivKa CyCeIHUX eeMeHaTa MojIa3Hor HUu3a
U J1a ce Taj HU3 pa3inKa 9yBa y PeHBUKOBOM JPBETY (WIIH, aHAJIOTHO, Y CETMEHTHOM JIPBETY).

* VBehaBame CBHX eJleMeHaTa cerMeHara MoJjla3HOI HU3a 3a HEKy BpeIHOCT U, CBOJIH ce
Ha IPOMEHY /IBa eJIeMEHTa HU3a Pa3JIMKa, IITO CE y3 OAPKAaBabe APBETa MOXKE YPaJUTH
y Bpemeny O(logn).

* PekoHCcTpyKIMja eneMeHTa MoJIa3HOT HI3a Ha OCHOBY HU3a pa3jiMKa CBOAM Ce Ha U3pa-
yyHaBame 301pa oaropapajyher npecuxca, mro ce noMmohy ®eHBUKOBOT APBETa MOKE
ypauutu Beoma eprkacto, y sBpemeny O(logn).

Ha oBaj HauuH, 1 a)xypHpame LeIMX cerMeHaTa Hu3a O/1jeJHOM U OUHMTABAE 10 je JUMHAYHUX
esleMeHara Moxemo nocruhu anropurmuma croxerocru O(logn), mro Huje duno moryhe
camo y3 Kopuinheme Hu3a pa3ivka (yBehaBama CBUX ejleMeHaTa HEKOI CerMeHTa je Taja
oo cnoxeroct O(1), amm je ounTaBame BpeAHOCTH U3 HU3a Owmio cioxerocta O(n)).
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Hakne, ako PEeHBUKOBO WM CETMEHTHO JPBO M3IPAMMO HaJ HU30M pa3jiMKa YMECTO HaJ
OpPUIMHAJIHAM HU30M, I'yOMMO MOTYRHOCT e(DUKaCHOT M3payyHaBama CTATUCTUKA CerMeHaTa
(range query), anu nod1jaMo MOryhHoOCT axypuparma cermMeHara (range update).

point query range query point update range update
JpBO pasiuka Jodpo / Jome / Jodpo / Jodpo /
O(logn) O(nlogn) O(logn) O(logn)

1.4.3.2 JBa gpBeTa pasnuka
Ha xpajy, ormucahemo HEKOJIMKO CTPYKTypa MmojaTaka koje oMmoryhasajy epukacHO U3BpITIa-
Babe CBE YETUPH BPCTE YITUTA.

Mpo6nem

Aepunucaitiu citipyxitiypy iogaitiaka koja odezdehyje epuxacho axcypuparse cetmeHama
gaiior Huza ogpehenux dosuuujama [a, b] (camum UM u axcypuparee HojeguHauHUX ene-
MeHaiia Hu3a) yeehasarbem ceux enemenamia 3a gaily 8peguocil, Kao u egpukacto ogpe-
husaree 30uposa ceimenaitia ogpehenux wosuuujama [a, b] (camum wum u ogpehusarve
8PegHOCTY 10 jegUHAUHUX eNeMEeHallia HU3A).

EdukacHo yBehame CBUX ejeMeHaTa y JaTOM CEerMEeHTy 3a WCTy BPEIHOCT U M3pauyyHa-
Bame 30MpoBa cerMeHara Moryhe je MMIUIEMEHTUpPATH ofipkaBameM jaBa PeHBUKOBA WU
CerMeHTHa JIpBeTa.

IIpBo ox wux he dyBaTH pa3nvke OpUrHHAIHOT HU3a 1 oMoryhuhe Ham fa epukacHo yBeha-
BaMO CErMEHTE U U3pavyyHaBaMo I10jeAMHAaYHE €JIeMEHTE OPUTHHAIHOT HU3A.

AKO je OpUIMHAIHA HU3 MHULV]/IM30BaH Hy/1aMa, HAKOH yBeharba CBUX eJIEMeHATa ca T03u-
1Mja M3 CErMeHTa [a, b] 3a BpeIHOCT ¥ JOOMjaMO HU3:

KOjI/I C€ MOXKE NPEACTaBUTH HAU30M pa3JjIMKa:

a b b+1
o .. 0» 0O ... 00 —v .. 0
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CadupameMm npedurkca HU3a pasvuKka MOXEMO JOOUTH OWJIO KOjU MOjeIMHAYHU eJIeMEHT IO-
YeTHOT Hu3a (aKo je HU3 pas3ivka y PeHBUKOBOM WM CETMEHTHOM JPBETY, CJIOKEHOCT OBOT
nocryrka je O(logn)).

Hums HaM je ma uspauyHamo npedukcHe 30MpoBe OPUTMHATHOT HU3a (Hhera He MOXeMO 4y-
BaTU y PEHBUKOBOM WM CETMEHTHOM JIPBETY, 3aTO IIITO HAM je MIOTPEOHO aKypHUPAIbe Hhero-
BUX CErMEHaTa, a He TM0jeIMHAYHUX eJleMeHaTa).

[TpedukcHM 30MPOBK OPUTHMHAITHOT HU3A CY:

a b
0 .. 0 v 20 ... (b—ajw (b—a+1w (b—a+1lv .. (b—a+1)

* IIpedukchu 30upoBu P;, Ha nosuijama k sieo ox nosuuwje a (1j. £ < a) jeaHaku cy
HyJ1 (jep cy BpeqHOCTH A, OpUrMHAIHOr HU3a JIEBO O/ Te MO3MIIUje je/THAKH HYJIH).

* IIpedukchu 30uposu Pj, Ha no3unujama k usmely a u b (1j. a < k < b) jennaku cy
(k—a+1)-v,rme jev = A, BpeHOCT KOja Ce HAa3H Ha TIO3UIUjH Kk Y OPUTHHATIHOM
HHBY.

* IIpedukchu 30uposu P, Ha nosuiwmjama k gecHo ox nosuumje b (1j. k > b) jeanaku
cy(b—a+1)-v

Haxie, Baxu:

k 0 k<a
Pk:ZAi: (k—(a—1)-v a<k<b
i=1 b—a+1)-v k>b

KipydHa ugeja je nja ynopeauMo oBe TpakeHe 30MpoBe ca BpeJHOCTUMA HU3a KOjU Ha CBAKO]
no3unuju k canpxu BpenHoct k - A, 1j. 1a pasmorpumo pasiuke X, = kA, — P;.
* YV npBom ciyvajy (kama je k < a) je A, = P, =0,majeu X; = 0.
* V npyrom ciydajy (kama jea < k < b)je P, = (k—a+1) A, maje X, =
kA, — (k—a+1)A;, = (a—1)A,.
* V tpehem ciyuajy (kama je k > b)je P, = (b—a+ 1) - v, nok je A;, = 0, na je
Xk:—(b—a—Fl)U

Jlpyrum peurma, cBaku 3oup npedukca P, cMo pas3noxuiu Ha pasiuky kA, — X

k k-0—0 k<a
Po=) A=k -A—Xy=4 k-v—(a—1)-v a<k<b
i=1 E-O—(—(b—a+1))-v k>0
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Huz X k» AAKJIE, HAKOH aXXypHUpakba OpUTrMHAIHOI' HU3a UMa CHe,I[ChC BpEJHOCTU:

a b
0 ... 0 (a—=1lv ... (a=1)w (a—1)w —(b—a+1l)v .. —(b—a+1)v

AKO OMCMO y CBaKOM TPEHYTKY MO3HABAIN BPEAHOCTU y HU3Y X, Taja OUCMO BPEAHOCTU
Py, nako mormm u3pauyHatu nomohy dopmyne P, = kA, — X,. Bpemnocru A, naxo
u3payyHaBamo nomohy DeHBUKOBOT MM CETMEHTHOT JpBETa y KOME YyBaMO PasjMKe TOT
Hu3a. MebhyTum, n HU3 X, je TakaB ia My ce IIpU CBAaKOM aXypUparby MOBE3aH! CEIMEHTH
yBehaBajy Tj. yMamyjy 3a UCTY BPEIHOCT, TAKO Jia CE U OH MOXKE JIAKO PEKOHCTPYMCATH aKO
Ou ce meroBe pasymke yyBaje y apyrom OeHBUKOBOM HJIM CErMEHTHOM apBety. Haume, HU3
pasjiMKa OBOI' HA3a CE MEHha OBAKO:

a b b+1
0 .. 0 (a=)v 0 ... 00 —bv 0O .. O

Haxue, onpxkasamo 1Ba apsera: [ 4 y Kome dyBamo pasimke Huza A u D5 y KoMe 4yBaMo
pasnuke Hu3a X . [IpBO MHMIMjAIM3y jeMO pasiuKama Hu3a A, a pyro Hyiama.

Oneparmja yBeharsa CBHX eJIeMEHaTa ca o3HIuja 13 [a, b] 3a BpeJHOCT v ce CBOAM Ha ciiesiehie
orepaiyje HaJl ApBeTHMA:

o uvecaj(D 4, a,v)

* ako je b < n onpa uvecaj(D 4,b + 1, —v)
 uvecaj(Dy,a,(a — 1)v)

* ako je b < n onpa uvecaj(Dy,b+ 1,—bv)

Oreparyja n3padyHaBarbe BpeAHOCTH HU3a A Ha nos3uiuju k T1j. BpeHocT A, ce CBOM Ha
U3pavyHaBare nperKCHOTr 301pa npBux k eaemenara ®eHukoBor apsera D 4.

o A, = zbir_prefiksa(D 4, k)

Ornepanyja n3pauyHaBama 30upa npedukca eremenara Husa A qyxune k ce cBoau Ha u3pa-
YyHaBame BPEIHOCTU

e P.=FkA, — X, = k- zbir_prefiksa(D,, k) — zbir_prefiksa(D ., k)

Onepariyja u3payyHaBama 3Upa cerMenTa [a, b] Hu3a A ce CBOIM Ha M3paYyHABAHE BPEIHO-
CTU:

¢ Sab:Pb_Pafl
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ITpu Tom je F, = 0.

JlakJe, Ha oBaj HAYMH MOXeMO MOCTHh J0OPy CIOKEHOCT 3a cBa 4 THIIa OTepalyja.

point query range query point update range update
JlBa apBera Jodpo / nodpo / Jodpo / Jodpo /
pasimka O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)

| Mpumep 1.4.21

Tpuxascumo jegan iipumep yilomipede oge cilipykitiype ilogaiiaxa. Ilpeitiiocitiagumo ga Hu3
A uma 10 eaemenaitia u ga cy y iwouemwiky ceu jegnaku Hyau. Y apoipamy ou ce ogpicasana
camo gpseiia Hag nuzoeuma D 4 u D ., a unyciiipayuje pagu mu hemo dpuxazaiiu u cagpicaj
nuza A, reiosux ipegpurcrux cyma P u iomohnot nuza X. Enemenitiv opuiunaanoi nusa (Kao
U HU3084 pA3UKa) cmewtiiienu cy Ha iosuyujama og 1 go 10.

0

D, -
Dy -
A -
kA, -
X -
P 0

10

OO OO OO |
OO OO OO
OO OO OO | W
OO OO OO
DD DO DODO | L
OO OO OO
OO OO OOV
OO OO O O|
OO OO OO |
O OO O oo

Yeehajmo enemenin A5 3a 4. To ce modxnce ceecitiu Ha yeehasarbe enemenailia CeIMeHna
[a,b] = [5,5] 3a v = 4.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b, - 0000 4 -4 0 0 0 0
Dy - 0 0 0 0 16 —20 0 0 0 0
A -0 0 0 0 4 0 0 0 0 0
kA, - 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0
X - 000 O0 16 -4 —4 —4 —4 4
P 0 00 0 0 4 4 4 4 4 4

Vmaroumo cee enemenitie nuza A 3a 1. To ce modice ceeciiu Ha yeehasarbe enemenaitia cei-
meniua [a,b) = [1,10] 3a v = —1.
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0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

D, - -1 0 0 0 4 —4 0 0 0 0
Dy - 0 0 0O 0 16 —20 0 0 0 0
A - -1 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 -1
kA,
X
P

- -1 -2 -3 -4 15 -6 -7 -8 -9 -10
- 0 0 0 0O 16 —4 —4 —4 —4 -4
o -1 -2 -3 4 -1 -2 -3 —4 -5 —6

Ogpegumo S (3,7] Wlj. 30Up enemenaiia Hu3a y ceimeniiy [3, 7). Badwcu ga je S 3,71 = Pr— Pa,
ia je iowtipedro ga ogpegumo Py u P,.

P, ce ogpehyje iwiako witio ce tiomohy Pensuxosoi gpeeiia eguracro ogpegu A7 =
2bir_prefiksa(Dy,7) = —1, samun X; = zbir_prefiksa(Dy,7) = —4 u na xpajy ce
uspauyna TA; — Xo =7+ (—1) — (—4) = —3.

P, ce ogpehyje iwiako witio ce tiomohy Peneuxosoi gpeeiia epuracno ogpegu A2 =

zbir_prefiksa(D,,2) = —1, samum X, = zbir_prefiksa(Dy,2) = 0 u na pajy
ce uspauyna 24, — Xo = 2 - (—=1) — 0 = —2. Tpagxcenu 36up ceimenimia je onga
—3 — (=2) = —1. Jacno je ga je imio wmauan pesymait, jep ce y wWom ceimeniy Hara3e

enemeniiiu [—1,—1,3,—1,—1].

1.4.3.3 Jlek-0 axxypupaH-e cerMeHTHOr ApBeTa

OnmumMo caja joul jeAHO pellierhe MPEeTXOJHOr MpodiemMa, Tj. jol jeJHy CTPYKTypy Ho-
Jataka Koja omoryhaBa e(HKacHO M3BpIIaBale CBE YETHPH BPCTE YNUTA. 3a PasjMKy Of
MIPETXOJHE, OBa CTPYKTypa oMoryhasa 1 U3padyHaBambe HEKMX JAPYTUX CTATUCTUKA (HE camo
30Mpa ejieMeHara).

IMoxacernmo ce, cerMeHTHa ApBeTa oMoryhasajy e(uMKacHO axypupame MojeIMHAYHIX elle-
MeHaTa 1 u3padyHaBame 30MpoBa cerMeHaTa (caMuM THM W ofpehuBame BpeIHOCTH Toje-
IOVHAYHUX eJleMeHaTa), Meljytum, He omoryhaBajy e(uKacHO akypHpame CBHX ejleMeHaTa
jiaTor cermMeHta [a, b| (tj. BUXoBO yBehare 3a JaTy BPEJHOCT WM FHUXOBY 3aMEHY JAaTOM
BpeaHonihy). OBo ce moske nocruhu y Bpemeny O(logn) ako ce Ha CETMEHTHO JPBO MPH-
MEHU TEXHUKA serve ipoiaiayuje (eHri. lazy propagation). OHa je mpuMep cTpaTeruje JemHor
M3BpLIABaka KOJUM ce U3padyHaBamba OJIAXy CBE JOK OAroapajyhe BpeIHOCTH HUCY HEOI-
xozaHe. TexHuKa Jierwe Mpornaralyje ce JOCTa Ocjama Ha pajl ca CeTMEHTHUM JIPBETOM OfI03T0
HaHWXKe. JeIHOCTaBHOCTH pay, TeXHUKY heMo IpeacTaBuTy Kpo3 npuMep ynuTa ypehabama
cermMeHaTa 3a J1aTy BpeJHOCT.

CBaku 4BOp y CETMEHTHOM JPBETY UyBa 30Mp HEKOT CErMeHTa OPUTHAHOT HU3a. AKO ce
Taj CErMEHT y LIEJIOCTH CaAPKH YHyTap CerMeHTa KOju ce aXKypupa, MOXKEMO yHarpe[ u3pa-
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YyHATH 3a KOJMKO ce noehaBa BpeIHOCT y ToM 4Bopy. Hamme, ako ce cBaka BpeqHOCT y
cermMeHTy moBehaBa 3a v, Tajla ce BPEIHOCT 30Mpa Tor cermenTa moeehasa 3a k - v, re je
k ©poj enemenara y ToM cerMeHTy. BpeaHoct 30upa y ToM 4BOpYy THMe OMBa axypHpaHa y
KOHCTAaHTHOM BpPEMEHY, aJld BPEIHOCTH 30MpOBa YHyTap MOAAPBETa KOjUMa je Taj YBOp KO-
peH (yKibyuyjyhu v BpeIHOCTH Y JIMCTOBUMA KOj€ OAroBapajy BpeJHOCTHMA NOJIa3HOI HU3a)
U Jajbe ocTajy HeaxypHe. FbUxoBo axypupame 3axTeBano O JIMHEapHO BpeMe, IITO je He-
JomycTtuBo cKyno. KibydHa uzeja je ma ce axypupame THX BPEJHOCTH OJJIOKH U [ia ce OHe
He axypupajy oaMax, Beh caMo Kaja 3aTpedajy TOKOM HEKOT HaKHAJIHOT YIUTA, Tj. TOKOM
HeKe KacHHje rmoceTe THM YBOPOBMMa (KOja ce WHaue BPIIM y CKJIONY TOT KaCHHjer yIuTa, a
He TIocedHO y IMiby axkypuparma BpeiHocTH). Hanme, He xenuMo aa te yBopose nocehyjemo
camo 300T OBOT axXypupama, Beh hemo axypupame ypaguTy yCIyT, TOKOM HEKe Jpyre moceTe
THM YBOPOBHMA KOja O ce CBaKako Mopajia IECUTH.

IlocTaBmba ce nMuTame Kako Ja CUTHAIM3HUPaMO Ja BPEIHOCTH 30MpOBa y HEKOM MOJJIPBETY
HHCY aXypHE ¥ JOJATHO OCTAaBUMO YIYTCTBO Ha KOjU HAUMH UX Tpeda axypupaTd. Y TOM
UJBY Y CBAKOM OJ] YBOPOBA MOPE BPEAHOCTH 30Mpa cerMeHTa 4yBaMo 1 JOJATHU Koehuuit-
Jenini nervbe tipoiiaiayuje. AKO IPBO Y CBOM KOpPEeHY MMa KOe(pHITHjeHT Jiekhe Mporiararje ¢
KOJH je pa3JIM4YMT 01 HyJIe, TO 3HAUM Jja BPEAHOCTU 30MPOBa y LIEJIOM TOM JIPBETY HUCY aKypHE
M J1a je CBaKM OJ1 JINCTOBA TOT JIpBeTa MOTpedHO moehaty 3a ¢ M 'y OIHOCY Ha TO aXXypHpaTu
Y BPeIHOCTH 30MpOBa y CBUM YHYTPALIHUM YBOPOBMMA TOT JIpBeTa (YK/by4yjyhu U KOpeH).
AXypuparme ce MOKe OJjlaraTv CBe JJOK BPEIHOCT 30Mpa y HEKOM YBOPY HE MOCTaHE 3aKcTa
HEOIXO/IHa, a TO je TeK NMPUJIMKOM YIHTa U3padyHaBarba BPEAHOCTU 301Mpa HEKOI CErMeHTa.
Nnak, BpenHocty 30upoBa y 4yBopoBUMa hemo axypupaT U yemhe ¥ TO 3alpaBO MpPUIH-
KOM CBaKe I10ceTe YBOpY — OWJIO y CKJIOIY onepaiyje yBehamwa BpeJHOCTH U3 HEKOT CErMEeHTa
TMO3ULIMja MOJIa3HOT HU3a, OWJIO y CKJIOITY YITUTA M3payyHaBamwa 301pa Hekor cermMeHTa. Ha ro-
YeTKy 00e peKyp3uBHE (DyHKIIMje MOKEMO IIPOBEPUTH /1 JIU j€ BPEIHOCT KOe(DUIIMjeHTA JIeHhe
npormnaraiyje Tekyher 4sopa pasjiunTa off HyJle ¥ aKo jecTe, aXypupaTy BpeaHOCT 30upa y
TOM YBOpPY Tako ImTo hemo ra yBeharu 3a mpousBoj Tor KoeduIjeHTa 1 Opoja eaeMeHaTa
KOjH Taj YBOP MOKPHUBA, 3aTUM KOepUILIMjeHTe JIelhe Mpomaraiyje oda keropa ierera ypehatu
3a Taj KoepUITHjeHT, a KOe(PUITHjeHT JIeHhe MpoTIararyje Tor YBopa MOCTABUTH Ha HyITy (THMe
KOPEH JIpBeTa KOju TPeHyTHO nocehyjeMo mocTaje axkypaH, a lbeTOBUM MOAAPBETUMA CE Aaje
YIIyTCTBO Kako uxX y OyayhHocTu axypuparu). Ha oBaj HaumH ce n30deraBa axxypuparme 1es1or
JIpBETa OjeIHoM, Beh ce axyprpa camMo KOpeH, o je onepanuja ciokenoctd O(1).

Pa3zMoTpumMo Kako ce Moxke axypupaTH YBOp JIpBeTa HaKoH yBehamwa CBUX eJleMeHaTa HeKOT
cerMeHTa. VIHBapujaHTa je Jja CBM YBOPOBH y JPBETY WJIH CaipKe aXXypHE BPeJHOCTH 301poBa
WM Cy MCIIPaBHO O0eJie’keH! 3a KacHUja axkypHupara (peko KoeHLUjeHTa Jembe mpornara-
nje). HakoH mporieca axxypupama cerMeHTa, YBOp KOje ce TpeHyTHO axypupa he campxaTtu
aKTyeJHy BpeaHoct 30upa. HakoH novyetHor ode3dehuBama Aa Koe(pUIUjeHT Jee nponara-
nyje y rekyhem yBopy nocrane HyJa, Moryha cy Tpu cieneha ciydaja.
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* AKO je cerMeHT y TeKyheM UBOpYy JUCjyHKTaH Y OQHOCY Ha CErMEHT KOjU Ce axypupa,
Taja cy CBM YBOPOBH Yy MOJJIPBETY KOjEM je OH KOpPeH WM Beh akypHU WM UCIIPAaBHO
olenexeHu 3a KaCHUje aXXypHUpame U HUje MOTPEOHO HUIITA YPATUTH.

* AKO je cerMeHT Koju ofiroBapa TekyheM 4Bopy MOTIYHO cajipkaH Y CETMEHTY UHjU ce
enemeHTH yBehaBajy, Tajia ce lheropa BpeTHOCT axypupa (yBehaBamwem 3a k - v, e je
k ©dpoj enemeHara cerMeHTa KOju oaroBapa tekyheM 4Bopy, a v BpeaHocT yBehama), a
HEroBOj A€l ce Koe(pULMjeHT Jehe nponarauyje ysehasa 3a BpeAHOCT V.

* Ha kpajy, ako ce oBa JIBa CerMeHTa CeKy, Tajia ce MpeJia3y Ha peKyp3uBHY 00paay oda
nerera. HakoH u3BpmaBama (hyHKIIMje HaJl lbUMa, CUTYPHH CMO a hie CBM YBOpOBU Y
JIEBOM M JIECHOM ITOJI/IPBETY 33JJOBOJBABATH YCJIOB MHBapHjaHTe U Ja he KopeHu 1 JieBor
U JIECHOT TIO/IJJPBETA UMATH a)KyPHE BPeJHOCTH. AJXYypHY BPEJHOCT Yy KOpeHY 1001jaMo
caOMparmeM BPeAHOCTH HEroBa J1Ba JeTeTa.

Jlewo cermeHTHO JipBO uyBahieMo kopuiiheweM JiBa HU3a: drvo, y KOM ce 4yBajy eJleMeHTU
CErMEHTHOT JIpBeTa 1 lenjo, Y KOM ce UyBajy KOepUIIjeHTH Jiekhe TIporaraiiyje.

// azurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija iz segmenta [x, y]
// nakon sSto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uvelani za vrednost v
vold promeni(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int k, int x, int y,
int a, int b, int v) {
// azuriramo vrednost u korenu, ako nije aZurna
if (lenjo[k] !'= 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
// ako nije u pitanju list, propagaciju prenosimo na decu
if (x '=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
// vrednost u korenu je sad aZurna
lenjo[k] = 0;
}
// ako su intervali disjunktni, nista nije potrebno raditi
if (b < x || y < a) return;
// ako je interval [x, y] sadrZan u intervalu [a, b]
// vrsimo uvecanje cvora za k * v
if (a <= x & y <= b) {
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drvo[k] += (y - x + 1) * v;
// ako nije u pitanju list, propagaciju prenosimo na decu
if (x I=y) {
lenjo[2*k] += v;
lenjo[2*k+1] += v;
}
} else {
// u suprotnom se intervali seku,
// pa rekurzivno obilazimo poddrveta
ints=(x+y)/ 2;
promeni(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b, v);
promeni(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b, v);
// azurnu vrednost u korenu dobijamo kao zbir vrednosti dece
drvo[k] = drvo[2*k] + drvo[2*k+1];

// azZurira elemente lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata originalnog niza sa pozicija iz segmenta [0, n-1]
// nakon Sto su u originalnom nizu svi elementi sa pozicija iz
// segmenta [a, b] uvecani za vrednost v
voild promeni(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int n,
int a, int b, int v) {
promeni(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b, v);

}

CnoxeHocT (pyHKIHUje axypupama CBUX €JIeMeHaTa JAaTOT CerMEHTa Y JIEHhOM CErMEHTHOM
npeery usnocu O(logn). Hanme, kao u y ciiydajy onepaije padyHara 30Mpa cerMeHTa y
CErMEHTHOM JIPBETYy, Ha CBAKOM HHMBOY Ce pa3MaTpa HajBuile 4 yBopa, Te je MaKCHMaJIHU
dpoj uBopoBa koju ce nocehyje jeaHak 4 logn.

I Mpuwmep 1.4.22
Tpukasxcumo pag 06e pyHKyUje Ha UPUMeEPY NerO0T CeiMeHIIHOT gpeeitia ca cauke 1.22.

Tpukasxcumo kaxo ducmo cee enemenitie u3 ceimenitia (2, 7) yeehaau 3a 3.

e Kpehemo og kopena xoju iokpusa cetmenii [0, 7). Ceimeniiu [0, 7] u [2,7] ce cexy, ita
cioia axcypuparee Upeuyumnamo gey U HaKoH HwUXoeot a)icypupared, upu uoepaiKy
U3 pexyp3auje 8pegrHocili KOpeHa ogpehyjemo Kao 30up axicypupanux 6pegHociiiy reiose
geue.
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k=1, [0,7]

k=2, [0,3] k=3, [4,7]

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7,[6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4.4] [5,5] [6,6] [7,7]

Cnuka 1.22: Jlew0 CErMEHTHO JpBO: y CBAKOM YBOPY 4yBaMO BPEJHOCTH 30Mpa 0JroBapajy-
her cermenTa 1 KoepUIMjeHTa Jiee Tpornaramnuje. VIHAIjaHo ¢y BpeJHOCTH CBUX Koeu-
LMjeHaTa Jieke Mpomnaranyje jeqHaku HyJa.

- Ha sesoj ciupanu ce ceimenii [0, 3] ceue ca ceimeniion [2, 7] ita u on ipeiywitia
axcypuparee HacAegHUUAMA U aXiCYpupa ce ek ipu Ho8patuKy u3 pekyp3uje.

— Ceimeniu [0, 1] je gucjynxiian y ognocy na ceimeniui (2,7 u iy onga nuje
HOMpeOHO HUMIA PagUuiiiu.

— Ceimeniti (2, 3] je cagpacan y ceimeniiy [2, 7], u 3a rweia gupexino 3Hamo
Kako ce 30up yeehaea: HOWIO 08aj Y0P HOKPUBA GEA eNeMEHINA U CBAKU Ce
yeehasa 3a 3, 30up 0601 celmenitia ce yeehasa ykyino 3a 2 - 3 = 6 u ocia-
enva ce Ha 9. 'Y 06om tpenyiKy uzderasamo axcypuparee ceux 8pegHOCIiiu Y
gpeeitiy Yy KoM je iaj enemeniti Koper, 6eh camo HacAegHUUUMA YHUCY jeMo ga
Je tiotipedno iponatupaiiu yeehare 3a 3, aau camy upouaiayujy 0gaaxncemo
3a WpenyiiaxK Kaga oHa Uoctiane HeouxogHa.

— Y iospaitiky u3z pexypsuje, epegrociti 10 adxcypupamo u Hosa pegHOCI je jegHaxa

749 =16.

— Iliwo ce wmuue gecnol iioggpeeinia, ceimenini |4, 7] je cagpacan y ceimeniny (2, 7],
a4 MOJNCEMO GUPEKITIHO UBPAUYHATHU HOBY 8PegHOCT 30upa Yy oéom ueopy. Haume,
dowitio ce 4 enemenitia yeehasajy 3a o 3, yxyiiar 30up ce yeehasa za 4 -3 = 12,
3aitio ce epegrociti 16 merwa y 16 + 12 = 28, [lpoiiaiauujy asxcypuparea kpo3
[#0ggpeo ca KOPEHOM Y 0BOM HBOPY OGAANCEMO U CAMO Hel080] geyuu deaexcumo ga
Je yeeharbe 3a 3 HOWPEOHO U3BPUIUITL i HEKOM KACHUjeM TUPEHYTIKY.

e [lpu fiospaitiky u3 pexypsuje pegHociti y Kopery axcypupamo ca 26 na 16 + 28 = 44.

Haxon uzepwasarsa osux oiiepayuja gooduja ce gpso ipuxazano Ha cauuu 1.23. 0o nervo
cetmeniiino gpeo ogiosapa nuzy 3,4,4,5,9,8,4, 7.
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k=4, [0,1]

k=3, [4,7]

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4.4] [5,5] [6,6] [7,7]

Cimka 1.23: Jlew0 CEerMEHTHO JPBO HAKOH a)ypHUparba CBHX eleMeHata cermMeHTa [2, 7] 3a

BPEIHOCT 3.

Tpetwitociiasumo ga je y gooujeHom ceiMeHIlHOM gpeeiily HOTUPeOHO enemenitie U3 CeiMeHitia
[0, 5] yeehasaiiu 3a epegrociu 2.

¢ Ilonoso ce kpele 0g Kopena nerwol ceimeHIlHOT gpeeiiia U Kaga ce YCIlanosu ga ce cei-
meniti [0, 7] ceue ca cetmeniion [0, 5] asxcypuparse ce tpeiywitia geyu u épegrocii y
KOpeHy ce ajicypupa ek upu iospaiixy u3 pexypsuje.

— Ceimeniui [0, 3] je cagpocan y cetmeniny [0, 5], ita ce epegrociui 16 yeehasa 3a
4 - 2 = 8 uitocimiasma na 24. Ioggpeeitia ce ne axcypupajy ogmax, éeh ce camo
FoUXOBUM KOPEHUMA YIUCY je ga Je c8e 8pegHOCIiu HOPeOHO axcypupaitiu 3a 2.

-V gecrom itoggpeeitiy ceimenini [4, 7] ce ceue ca [0, 5], iia ce pexypsueno odpabyjy
oggpeerua.

— Ipu obpagu usopa ca spegrouthy 11, iipumehyje ce ga je on wipebano ga dyge

adxNcypupa jep je reioe Koepuuijeriti Aerbe upoiaiayuje paauuuit og Hyad,
Mehyium jow Huje, ia ce HAjiipe rbeloda epegHOCHll axcypupa u yeehasa 3a
2 -3 uca 11 merwa na 17. Hbeiosu Hacregnuyu ce He axCypupajy ogmax u
FUMA Ce CaMO YUucy je aerba pegrociil 3.

Harxon iwota ce yinephyje ga ce ceimeniu [4,5] cagpocu y ceimeniny [0, 5],
ia ce spegrocii 17 yeehasa 3a 2 - 2 = 4 u iiociiaswa na 21. Hoggpeeiiia
ce He adxcypupajy ogmax, éeh camo o Hoipeou HaKo Wilo ce Y HUXoeUM
KopeHuMa fociiasu 8pegrociil neroi koedpunujeniia. Ilowitio je y rouma éeh
yiucana epegrocii 3, ona ce caga ysehasa 3a 2 u iociiasa Ha b.

— Caga ce iipeaasu Ha oopagy oggpseiia y uujem je KOpeHy 8pegHoCill D u

HOWIHO OHO HUje adXCYpHO, Hajilpe ce épegHocii D yeehasa 3a 2 -3 = 6 u
doctmiasna Ha 11, a wetosoj geuu ce aervu Koedbuuujeriti iocitiasba Ha 3.
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Haxon iioia ce iipumehyje ga je cetmeni [6, 7] gucjyxian ca [0, 5] u ne pagu
ce Huutiua.

e YV iloepaitixy Kpo3 pekyp3ujy ce adcypupajy epegHoCiiu poguillesbCKUX 480poeal.

Harxon osux oitepayuja goouja ce gpso ipuxazano Ha cauuu 1.24. 080 nerbo ceiMeHIHO gpeo
ogiosapa Huzy 5,6,6,7,11,10,4,7.

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Ciuka 1.24: Jlew0 cerMeHTHO JJpBO HaKOH yBeharba CBUX elleMeHata u3 cermenta [0, 5] 3a 2.

dyHKIMja M3padyHaBama BPEAHOCTH 30Mpa CerMeHTa OcTaje MPAaKTUYHO HENpOMEHCHa,
OCHM IIITO C€ MIPH YJIaCKy Y CBaKHM YBOP BPIIM HETOBO aXypHpame, ako je morpedHo. Crora
¥ BeHa CJIOKEHOCT 0CTaje HerpoMetbeHa u usnocu O(logn).

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno
// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije k u kome se cuvaju zbirovi
// elemenata polaznog niza sa pozicija iz segmenta [x, y]
// izracunava se zbir elemenata polaznog niza
// sa pozicija iz segmenta [a, b]
int saberi(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int k, int x, int vy,
int a, int b) {
// aZuriramo vrednost u korenu, ako nije azZurna
if (lenjo[k] !'= 0) {
drvo[k] += (y - x + 1) * lenjo[k];
if (x I=y) {
lenjo[2*k] += lenjo[k];
lenjo[2*k+1] += lenjo[k];
}
lenjo[k] = 0;
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// intervali [x, y] 1 [a, b] su disjunktni
if (b <x || a >y) return 0;
// interval [x, y] je potpuno sadrZan unutar intervala [a, b]
if (a <= x && y <= b)

return drvo[k];
// intervali [x, y] 1 [a, b] se seku
int s =(x+y)/ 2;
return saberi(drvo, lenjo, 2*k, x, s, a, b) +

saberi(drvo, lenjo, 2*k+1, s+1, y, a, b);

// na osnovu lenjog segmentnog drveta koje je smesteno

// u nizove drvo 1 lenjo od pozicije 1 u kome se cuvaju zbirovi

// elemenata polaznog niza sa pozicija i1z segmenta [0, n-1]

// izracunava se zbir elemenata polaznog niza sa pozicija
// 1z segmenta [a, b]
int saberi(vector<int>& drvo, vector<int>& lenjo, int n, int a, int b) {

}

// racunamo doprinos celog niza,
// tj. elemenata i1z intervala [0, n-1]
return saberi(drvo, lenjo, 1, 0, n-1, a, b);

IIpumeTrMo Aa ce y 0BOj (byHKIIMjU JPBO MOXE MEHATH, I1a apryMeHTH (PyHKIIMje HE CMejy
OWUTH KOHCTaHTHW (MaKO Ce CYIITHMHCKHM BPEJHOCTH Y NPBETY HEe MeHajy, HheroBa MHTepHa
penpe3eHTalyja, Tj. pacmojesna nogaTaka usmel)y Hu30Ba drvo u lenjo ce MOXe MEHATH).

| Mpumep 1.4.23

Tpuxascumo pag tpeitixogHe pynxyuje Ha itlekyhem ipumepy. Paszmoitipumo xako ce 3a gpeo
ipukasano na cauyu 1.24 uspauynasa 36up enemenaina uz cetmeniua 3, 5).

¢ Kpehemo og kopena gpeeitia koje cagpaicu cymy cetmentia [0, 7]. Cetmeni [0, 7] ce ceue
ca [3,5], ita ce pexypsusro odpahyjy geua.

— ¥ sesom iioggpeeiny ceimenii [0, 3] iwiaxohe uma iipecex ca [3, 5] ita iiperazumo
HA HAPegHUL HUBO PeKyp3iLje.

— Tpuauxom iioceitie usopa y uujem je Kopery epegrociii 7 dpumehyje ce ga
Hel06a 8PegHOCI HILje AdICYPHA, 1A ce KOPUCIEU HPUAUKA ga ce OHA adcypupa,
waxo witio ce yeeha 3a 2 - 2 = 4 u iociiaje 11, a nacreguuuuma ce nerou
Koegbuuujenini ocimiasna Ha 2.

Howitio je ceimenii [0, 1] gucjynxitian ca [3, 5], epaha ce epegrocia 0.
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— [lpuauxom tioceitie usopa y uujem je kopemy epegrocii 9 ipumehyje ce ga
Hel08a 8PEgHOCII HULje AdCYPHA, 1A ce KOPUCIU BPUAUKA ga ce OHA aXxcypupd,
waxo witio ce yeeha 3a 2 - 2 = 4 u iocmaje 13, a Hacreguuyuma ce nervut
Koepuuujeriti ysehaea 3a 2, ogHocHo ioctiaje 5.

Cetmeniti [2, 3] ce ceue ca [3,5), iia ce pexypsueno épuu obpaga iioggpeeiua.

- Bpegnocii 1 ce tipso ascypupa wwiako witio ce tioseha 3a 1 -5 = b u
iociaje 6, a onga, dowitio je [2, 2] gucjynxitino ca [3, 5] epaha ce épeg-
roci 0.

- Bpegrociii 2 ce iwiaxohe fipeo axcypupa imiako witio ce iosehazal-5 = 5
u iociuaje 7, a dowito je ceimeniti |3, 3| dowmityro cagpycan y 3, 5]
epaha ce epegrociii 7.

- ¥ gecnom itoggpeeiny je ueop ca epegrnouthy 32 asxcypan, ceimenini [4,7] ce ceve
ca [3,5), iia ce ipenasu na obpagy nacregruka.

— Yeop ca epegnowhy 21 je axcypan, ceimenini [4,5] je cagpocan y [3, 5], ia
ce epaha epegrocii 21.

— Yeop ca epegnowhy 11 je waxohe axcypan, anu je ceimenit [6, 7] gucjymr-
wan y ognocy na |3, 5], ia ce epaha epegroci 0.

e Jlaxne, usoposu 13 u 24 epahajy epegrocit 7, ueop 32 epaha eépegrociu 21, iia usop 56
epaha epegnocini 7T + 21 = 28.

Haxne, 36up cetmenitia [3, 5] y mwexyhem gpeeiy je 28. Ciiarse gpéeitia HAKOH U36PUABAHA
yiuitia je ipuxazano Ha cauu 1.25.

k=5, [2,3] k=6, [4,5]

k=4, [0,1] k=7, [6,7]

k=8, k=9, k=10, k=11, k=12, k=13, k=14, k=15,
[0,0] [1,1] [2,2] [3,3] [4,4] [5,5] [6,6] [7,7]

Cmka 1.25: Jlew0 CerMeHTHO APBO HAKOH pauyHarsa 30Kpa eJleMeHara u3 cermMenta [3, 5).

JlakJie, y JelOM CETMEHTHOM JIPBETY He MOXEMO aHAIM30M I10 jeJMHAYHOT YBOpa (HIp. JIH-
CTa) 3aK/bYYUTH KOja je TauHa BPEIHOCT TOT YBOpa, MehyThM, Kaga Ham Oyze Ovsa moTpedHa
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BPEAHOCT HEKOT YBOPA y JPBETY, MU ieMO ce 01 KOpeHa CITyCTUTH 10 TOT YBOpa U, uayhu Tom
MyTaOM, CBE BPEAHOCTH Ha TOj MyTamwu axypupatu. Ha Taj HaumH, Kaja OyAeMo CTUIIIU JO
KeJbEHOT' YBOPa, MMaheMO HEroBy aXypHY BPEAHOCT, IITO je jeJUHO U BaKHO.

point query range query point update range update

Jlewo cermenTHO  [10OpO / no0opo / noodpo / nodpo /
JIPBO O(logn) O(logn) O(logn) O(logn)




2. N'padoBCKM anroputmu

I'pacpoBu Ccy jemHa of HajKOPUCHHUjUX CTPYKTypa nojataka. Of JaBHMHA Cy KOpHIIheHH 3a
IIpe/ICTaB/babe Mpeka IIyTeBa nu3Mely rpasosa u oarosapajyhux marma, Koje cy IyTHULU HO-
CWJIM ca COOOM TOKOM IyToBama. [Io3HAT je ciyyaj Komuje mare U3 IeTor BeKa Koja je caap-
’Kasa Mpexy myTeBa PuMckor napcTBa ca Ha3MBMMa IpaJioBa U [y )KMHAMa IyTeBa n3mehy \ux,
KOja je mpyxaja A0BOJpHO MH(pOpMalMja NOTpedHUX Ja ce npoHahe Hajkpahu myT usmehy
JBa rpajga. Jomr jegaHa o KJIacHYHUX MpUMeHa rpadoBa (CIEIMjaaHo ApBETa) je MmpeacTa-
BJbambe reHeasiornja. Hanme, mopoanyHa cradia cy BeKoBuMa KopuiihieHa y CBpXe 0OAroBopa
Ha [TpaBHa NUTama MOMYT MUTaka JO3BOJbEHUX OpaKoBa, HAcJAeCTBA U HacliehBama BIacTH.
HapagHo, ocToju MHOTO APYrUX MO3HATHX NpUMepa NpuMeHa rpacdoBa, Kao IITO ¢y IpeJicTa-
BJbaIbE CTPaHa U MBUIIA NOJIMENApa, KOMyHUKAIIMOHE MpPekKe, eJIeKTPUYHA KoJla, CTPYKTYpHE
(opmyne mMonekyiia, APYIUITBEHE UTPE, TPAXKEHE M3/Ia3a U3 JJABUPUHTA, a y JaHAILbE BpeMe
BeoMa IMoIyJlapHa MPUMeHa je 3a MOAIEJIOBahe OHOCA KOPHCHUKA Ha JPYIITBEHUM Mpekama.

YV oBoM noriasby heMo Npoy4uTH BeMKH Opoj rpapOBCKUX ajlropUTama.

* V moyeTHOM TOMIaB/by yro3HaheMo ce ca mojMom rpadpa u HaUMHAMA Ha KOje ce OH
MOXe MpeICTABUTH y padyyHapy.

e 3atuM hemo ce yIo3HaTH U ca OCHOBHUM rpadoBCKUM ajaroputMuMa. Hajmpe hemo
Pa3MOTPUTH IBa OCHOBHA aJITOPUTMa 3a 0dusIa3ak rpada: odmjaaszaxky xyOuHy 1 oom-
Jla3aK y MIHPHUHY, Ka0 U KapaKTepuCcTHUKe rpadoBa y oiHOCy Ha ibuX. HakoH Tora daBu-
hemo ce nurameM noBe3aHoCTH rpada: pasmoTpuheMo aaroputMe 3a oapehuBame
KOMITOHEHTH ITOBE3aHOCTH Y HEYCMEPEHOM, OJJHOCHO KOMITOHEHTH jaKMX TMOBE3aHOCTH
y yemepenoM rpady (TapnanoBum u KocapanyoBum anropuTMom), Kao U ajlropuT-
MHUMa 32 ofpehrBambe MOCTOBA U APTHKYJIAIMOHHUX TayakKa (To Cy TpaHe OJHOCHO
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2 N'pacpoBCKM anropuTmun

YBOPOBU UMjUM U3DALMBAEM MOBE3aH rpad MOCTaje HeMOBE3aH).

Buhe peun u o anropurmuMa 3a yrBphrBame aa m y gatom rpacdy nocroju Ojiaepos
NyT, OJHOCHO XaMHJTOHOB NYT (WM LIUKJIYC), Tj. MyT (LMKIYC) KOjU KPO3 CBaKy
rpaHy rpaga, 0JHOCHO Kpo3 CBaKY YBOp rpaca npoJsia3u TauHo jeqHoM. JletasbHo hemo
omucati XUPXO0JLepPoB aaropuram 3a oapehusame OjaepoBor myTa (WM HUKIYyca).

* PasmotpulieMo cBOjcTBa aUKJIMYKHAX ycMepeHnx rpadpoBa, Kao U aJiIrOpuTMe TO-

MOJIOLIKOT copTupama rpacga — KaHoB ajaropuram u airoputaM 3aCHOBaH Ha
npeTpasu y AyOouHy.

Baeuhemo ce, Takohe, pa3nauuuTiM npodieMuMa HaJl TeXKMHCKIM rpacgoBuma, npe
cBera onpehuBamem Hajkpahux myreBa. Bunehemo kako ce mo3HaBarbe TOMOJIOMIKOT
copTHpama MOKe UCKOPUCTUTH 3a eukacHo oapehuBame Hajkpahux myTeBa of jea-
HOT JI0 CBHX OCTaJIMX YBOPOBA y alMKJIMYKOM rpady. Onucahemo 3atum [lajkcTpun
aNIropuram 3a oapehuBame Hajkpahux myreBa ol jeAHOT (PUKCUpaHOr YBOpa y rpady
y KOM Cy TeKMHE CBUX I'DaHa HEHEraTHBHE, a 3aTuM U Beaman-®opaos ajiropuram
KOjU ce MOe MPUMEHUTH 3a ofipehuBame TakBUX IIyTeBa y IIporu3BoJbHOM Ipacdy. Ha
Kpajy hemo onucaru 1 ®Jio ja-BapmaJioB airopuram 3a pauyHame Hajkpahux myTeBa
u3Mmelhy cBaka aBa uBopa y rpady. IIpmkazahemo u kako ce mpodieM mpoHaAIakeHha
TPAH3UTHBHOT 3aTBOPEHA CBOJIM Ha MPOOJIEM CBUX HajKpahux myTeBa.

KonauHo, mprkazahemo anroputMe 3a KOHCTPYKIIHM]y MEHHHMAJIHOT moBe3yjyher ap-
BeTa gator rpacda: IIpumos anroputam n Kpackeaos aixroputam.

2.1 OCHOBHU/ NOjMOBMU

®opmaiHo, ipagh G = (V, E) ce cacroju ox ckyna V' ugoposa v ckyna E ipana (o3nake V' u
FE cy noueTtHa C/ioBa EHIVIECKMX PEYM 3a TEME Tj. YBOP — vertex u rpaHy — edge). I'paHa Hajue-
mihie ofroBapa nmapy pa3JMUUTHAX YBOPOBA, Maja Cy MOHEKa/l J03BOJbeHE U ielli/be, OTHOCHO
rpaHe Koje BOJe O/1 YBOpa Ka eMy caMoM. ['pad Moxe OUTH Heycmeper Tj. Heopujeritiucan
WU ycmepeH Tj. opujenitiucan. I'pane ycmepeHor rpada cy ypehieH! mapoBH YBOPOBa U KOJ
BUX je pefociie]l YBOpoBa KOje rpaHa Mmope3yje outan. Ako ce rpad npeacTaBiba rpahuik,
OHJIa Ce TpaHe yCMepeHOT rpada IpTajy Kao CTpesulle yCMepeHe O jeJHOT YBopa — MoYeTKa
Ka JIpyroM 4Bopy — Kpajy rpate (ciuka 2.1, neBo). I'pane HeycmepeHor rpada cy Heypehenn
MapoOBU YBOPOBA: OHE CE LIPTajy Kao OOMYHE JIMHUje, Oe3 ycmepema (ciuka 2.1, 1ecHO).

Cycegom uBOpa 1 Ha3BaheMo CBaKM YBOP ¥ JI0 KOT IOCTOjU I'paHa U3 YBOpa U.
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VAN SRNAN

Cmuka 2.1: ITpumep ycmepeHor rpada (JieBo) 1 HeycMepeHor rpada (aecHo).

I Mpumep 2.1.1

Cycegu usopa c y neycmeperom ipagpy ca cauxe 2.1 (gecro) cy ugsoposu a, d u e, gok je y
yemeperom ipagy ca cauke 2.1 (aeo) jegunu cyceg ueopa c ueop d. Ipumeiniumo ga je y
ipagpy dpuxazanom Ha cauyu 2.1 (nego) ueop c iosezan u ca ueoposuma a, b u e, mehyimum,
OHU HUCY cycegu ueopa ¢ jep cy ogiosapajyhe ipane ycmepere og ueoposa a., b u e ka ueopy c.

Citieiien d(v) uBOpa v y HeycMepeHoM rpady je 6poj rpaHa cyceHIX YBopy v (OAHOCHO Opoj
rpaHa Koje 4BOp ¥ MOBE3Yjy Ca HEKUM JIPyI'MM YBOpPOM). Y ycMepeHOM rpady pasjiuKkyjeMo
yaa3Hu citieiler YBOPa U, KOjU je jeAHak Opojy rpaHa 3a KOje je YBOp U Kpaj, U U31a3HuU CilieileH
YBOpa vV, KOJH je jeMHaK Opojy rpaHa 3a Koje je YBOp ¥ IMOYeTaK.

I Mpumep 2.1.2

Citieiien ugopa c y Heycmepernom ipagby ca cauxe 2.1 (gecho) je 3, gok je yrazuu citieiier uopa
¢ yemepenol ipagpa ca cauke 2.1 (neso) jegrnak 3, a uznaznu ciieiier 1.

Ilyiw o 1BOpa v, [0 YBOpA V), je HU3 YBOpoBa rpada (v, vy, ..., V), ) MOBE3AHUX TPaHAMa
(v1,0g), (U, V3), «.ey (V_q, V). TIyT je dipociti ako ce CBaKM YBOP y HeMy I0jaBiby je CaMo
JEOHOM. 3a YBOp U Ce Kaxe Aa j€ gociiudcar U3 YBopa 1 ako IOoCToju MyT (yCMEPEH, OTHOCHO
HeyCMepeH, 3aBUCHO of rpada) ox u a0 v. Ilo gepuHunMju cBaku YBOp v je JOCTHXKAH U3
cede. Luxayc je myT uMju ce IPBU U HOCJeJbU YBOp Nokanajy. Lukiyc je ipocit axo ce,
CeM MPBOT ¥ NOCJe el YUBOPa, HU jeflaH APYTH YBOP Y HeMy He jaBsba /ABa MyTa.

I Mpumep 2.1.3

Husz usoposa (a, b, ¢, d, e) y ycmepernom ipagpy ca cauxe 2.1 (ne60) iipegciiasna jegar apocii
ayin y wom ipagpy, gok iy (b, c,d, e, c) nuje iipoci. Yeop e ipagpa ca cauxe 2.1 (ne60)
gocimuxican je uz ueopa a jep ioctmoju iy (a, ¢, d, e) og ueopa a go usopa e. Huz usoposa
(c, d,e, c) iipegcitiasoa UPOCHl UUKAYC U Y GATOM YCMEPEHOM U Y Gaitiom HeycmepeHom ipagy.
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VYcemepeH rpad y koMe HeMa LIMKITyca HasuBa ce ycmeper ayukauuky ipagh (eHn. directed
acyclic graph, DAG). Heycmepenu obaux yemepenor rpada G = (V, E) je ucru rpad, oe3
CcMepoBa Ha rpaHama (Tako Jia cy naposu uyBopoBa y F Heypehenu). 3a HeycmepeH rpad ce
Kake Jia je iogezan aKko MOCTOju myT usMelly mpon3BosbHa J1Ba YBOpa y rpady. 3a ycMepeHe
rpagoBe pasiMKyjemMo nojam cjaade U jake NOBE3aHOCTU: YCMEpPEeHHU rpad je crado iosezan
aKO Y HeTOBOM HEYCMEPEHOM OOJIMKY MOCTOjU MyT u3Mely cBaka ABa uBopa y rpady (Tj. y
NOJIa3HOM rpadyy HOCTOjH MyT KOjU MOJKE Ja IPOJIa3y IPaHe U y MOrPELIHOM CMeEpY), a jako
fiose3amn aKo 3a CBaKa [Ba YBOpa U M v y rpady MOCTOjU YCMEPEH MyT O[] YBOPa U IO YBOPA U
Y YCMEpEH TyT OJ] YBOpa v JI0 YBOpa U.

I Mpumep 2.1.4

Heycmepen ipagh ca cauxe 2.1 (gecro) je iiosezan. Ycmeper ipach ca cauxe 2.1 (aeso) je crado
doee3an, anu Hije jako ogesan: og ueopa b, na apumep, nuje moiyhe ciiuhu go usopa a. C
gpyie ciipane, ipagh ca cauxe 2.2 je jako iiose3at.

()
‘ '
G—@—
Cmuka 2.2: [Tpumep ycMmepeHor rpada KOju je jako TmoBe3aH.

Heycmepenu rpad je wiyma ako He cagpxu IMKiIyce (cimvka 2.3, jeBo). /Ipeo je moBe3aHa
uryma (cnuka 2.3, gecHo). lllyma canpku jeqHO WM BUILIE IPBETA.

Q © Q ©

®
& & & ® 2

Cmuka 2.3: ITpumep rpada Koju je nryma (JieBo) u rpaca Koju je ApBo (IecHO)

®
9

Ipap G' = (V',E'), E" C V' x V', je iogipagh rpada G = (V,E), E C V x V ako
ucrospemeno Baxu V' C V u E’ C E. Ha npumep, rpad ca ckynom usoposa {a, b, ¢, d}
u ckynom rpana {(a,b), (a,c), (c,d)} je jeman moarpad ycmepenor rpada ca ciuke 2.1
(meBo). Ilosesyjyhe gpso neycmepenor rpada G je mweros nmoarpacd KOju je ApBO U CaapKu
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cBe yBopoBe rpada G. osesyjyha wyma neycmeperor rpada G je weros noarpad koju je
IIyMa 1 caipiu cBe uBopose rpacda G.

I Mpumep 2.1.5

I'pane jegnot ilogesyjyher gpeemia Heycmepenol ipagpa ca cauxe 2.1 (gecno) cy upu-
Kazane inagom Oojom Ha cauyu 2.4: OHO cagpoicu cee ugopoge ipagha u ckyi ipama

{(a,0),(a,¢), (¢, d), (¢,e)}.

Cmuka 2.4: Heycmepen rpad u jeqHo meroBo mose3yjyhe qpBo (udje Cy rpaHe mpuKazaHe
UCHPEKUAHO).

Heycmepenu rpad G = (V, E') koju HUje NOBE3aH ce MOXE Ha jeJIMHCTBEH HAUMH Pasiio-
KUTH y CKYII MOBE3aHUX MoArpad)oBa, YMju CKYMOBU YBOPOBA MPEACTaBbajy Kjlace eKBUBa-
JIEHIIMje 3a peJiallijy JOCTHKHOCTH M KOjU Ce Ha3uBajy KomiloHenitie iosesarociiu rpada G.

| Mpumep 2.1.6

Ha cauuu 2.5 apuxazan je ipagh ca 5 komitonenaitia io8e3anociiu (480poeu ceaxe KOMIUOHeHIe

CY ApUKA3amu 3aceOHom dojom).
®@ P
(®
7 Q.
0

Cnuka 2.5: KomnoHeHTe noBe3aHOCTH rpada.
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2.2 MpepctaBmame rpaca

YO6I/I‘-Iaj€Ha Cy /1Ba Ha4rHa IpeaCTaB/bakba FpaCl)OBa: MaTpuIiOM MOBE3aHOCTU U JIMCTaMa
IIOBE€3aHOCTH.

2.2.1 Martpuua noBe3aHOCTU

I'pad ce Moxe MpeICTaBUTH MAUPULOM HOBe3AHOCTHU, OTHOCHO Maipuyom cycegciiea rpada
(enri. adjacency matrix). Heka je |V | =nuV = {vy, vy, ..., v,,_; }. Marpuua nosesato-
cru rpada G je kBagparHa marpuna A = (a; j) pena n, ca eJIeMeHTHMA ; ; KOJU Cy jeHAKH
1 (1j. T) ako u camo ako (v;, vj) € E, o1HOCHO aKo MOCTOjH I'paHa Off YBOpa v, 10 YBOpa
V3 OCTAJIN €JIEMCHTH MaTpHLIe A wmajy Bpeanoct O (1j. ). Bpcra i oBe Marpurie je, 1akie,
HU3 Jly’KMHE 7 9Mja je j-Ta KOOpAMHATA jefiHaka 1 ako 13 YBOpa v; BOLM IPaHa Ka IBOpY v,
OJHOCHO () Y TPOTUBHOM.

I Mpumep 2.2.1

TIpumep peipesenitiayuje jegnol ycmeperol ipagha Mamtipuyom Ioee3anociiu je UpuKasau Ha
cauyu 2.6. Yeoposu cy nymepucanu dpojesuma og 0 go 4. Ha iipumep, na iosuyuju (1,0) y
Maimpuyy Hoge3anoctiiu Haaasu ce epegrocii 1 jep iocimioju tpana uz ueopa 1 xa ueopy 0, gox
ce Ha Ho3uyuju (0, 1) nanazu 0 jep y ipagpy He HOCTOJU CYAPOTIHO YcMepeHa Ipand.

0 ) | 1 2 3 4
0 oflo]1]o
tf1fo]o]o]o
21 |t]o]1]1
3lolo]o]o]l

3 NG 4lof1fofofo

Cmuka 2.6: Ipencraspame rpada MaTpUIIOM TTOBE3aHOCTH.

Ako je rpa¢ HeycMmepeH, MaTpuiia A je ciMeTprJHa.

Henocrarak npejcTaBbamba rpada MaTpUIIOM TIOBE3aHOCTH j€ TO IITO OHA YBEK 3ay3UMa IIpo-
ctop Bemmumre 12 1j. O(|V|?), HezaBucHO on Tora KomKo rpana uma rpad. Ako je 5poj
rpana y rpady Maim, BehrHa ejleMeHaTa MaTpHUIIE OBE3AHOCTH je jeaHaka Hyaa. CII0KeHOCT
orepanuje IojaBama rpate y rpad, OJHOCHO orepaliyje yKiamara rpane u3 rpada je O(1).
Takobe, 1 ucIMTUBaLE [ JIK Cy 1Ba YBOpa y rpady nose3aHa rpaHoMm je cioxenoctd O(1).
[Tponasak Kpo3 CBe YBOPOBE CyCeHe JaToM YBOpY je cioxenoctu O(|V|).
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V jesuky C++ MaTpHily MOBE3aHOCTH MOXEMO JieKJIapucaTu Ha ciefichu HaunMH (KOHCTaHTa
MAX Tpe/ICTaB/ba MaKCUMAJIHU OpOj YBOpoBa rpada):

bool matricaPov[MAX][MAX];

Axo Opoj UBOpOBa Ca3HAjeMO TeK y BpeMe M3BpILIaBamba IporpaMa, MOXeMo YIOTPedUTH Iu-
HaMMYKe CTPYKType MojaTaka (Ha mpumep, vector) U ynoTpeduTu cieaehy penpeseHTarmyjy:

vector<vector<bool>> matricaPov(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
matricaPov[i].resize(n);

2.2.2 JlucTte noBe3aHOCTUN

VMecTo z1a ce ¥ cBe HerocTojehe rpaHe eKCIIMIMTHO NPeACTaBbajy, LITo je cIydaj ca MaTpH-
LIOM TIOBE3aHOCTH Tpada, Mory ce popMUpaTy NOBE3aHe JIMCTe Ol peJHMX OpojeBa KOJIOHA
jemwauIia U3 i-Te Bpcre, ¢ = 0, 1,...,n — 1. OBaj HauUMH TIpeacTaB/bamba rpada Ha3MBa ce
JAuciie #068e3aHociiiu, OTHOCHO aucitie cycegciiiea (eHri. adjacency list). CBakoM 4BOpy npu-
IpPYXyje ce MoBe3aHa JIMCTa Koja cafpKu CBe YBOPOBE 0 KOjUX MOCTOjU rpaHa U3 TOT YBOPA.
Jlucra moxe dutH ypehena nmpema perHuM OpojeBMMa YBOPOBA Ha KpajeBUMa HEHUX TpaHa.
I'pa¢ je mpencrappen HU30M Jricta. CBakd €eMEHT HU3a CagpXy MMe (MHIEKC) YBopa U
MOKa3MBay Ha HETOBY JIUCTY Cycea.

I Mpumep 2.2.2

Tpumep iipegciiaswarea ipagha aucitiama iosesanociiu je upukazan Ha cauyu 2.7. Jlucitia
apugpyaicera usopy 1 je gyscurne 1 jep uz usopa 1 ionasu miauno jegra ipana. Cauuro, auciia
foge3anoctiiu upugpyicena usopy 2 je gyacure 4 jep uz ueopa 2 iionrasze ueiniupu ipare.

Mako Ha3MB Tako cyrepuiie, UMIUIEMEHTALlMja OBAaKBe perpe3eHTaluje rpada He Mopa duTH
3aCHOBaHa Ha NMOBE3aHMM JIMCTaMa, Beh ce yMecTo MoBe3aHUX JIMCTH MOKE KOPUCTUTH AMHA-
MUYKY NPOIIMPUB HU3 (BEKTOp), WM HEKa perpe3eHTaluja cKyna (dajJjaHCupaHoO OMHAPHO
JPBO WU XeIll Tadena).

V jesuky C++ ce rpad npe/icTaB/beH JIMcTaMa MOBE3aHOCTH, TIPY YeMy Ce JIUCTE MOBE3aHOCTH
MMIUIEMEHTHpPAjy KOpuIhemeM BEeKTOpa, AeKJIapuile Ha cieaehn HauuH:

vector<vector<int>> listaSuseda(n);
Ha npumep, ycmepenu rpag ca ciuke 2.7 npeacraBuheMo Ha cienehu HauuH:

vector<vector<int>> listaSuseda {{3}, {0}, {0, 1, 3, 43}, {4}, {1}};
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o[ >[5 ] P>e 03]
L [0 | b 1 |o]
2 Plo [ P3[4 [ oo 2[o]1]3T4
3| 4| 3|4
a1 ]| 4 [1]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12

|5|6|7|11|12|3|0|0|1|3|4|4|l|

Cnuxka 2.7: TlpencraBibame rpada JucTaMa roBe3aHOCTH (JIeBO Cy IPUKa3aHe MOBe3aHe JIUCTE,
JIeCHO HU30BH, a JIOJIe CTaTHYKa UMIUIEMEHTAIT’ja y3 TIOMON jeIHOT Hu3a).

Bpoj uBopoBa rpaga MoxeMo JOOUTH Kao OpOj eeMeHaTa y CIOJbAIlleM BEKTOPY:

int brCvorova = listaSuseda.size();

Hogy rpany (cvor0d,cvorDo) MOXeMO J0aTH y ycMepeH Trpad Ha cnenehu HaumH:

listaSuseda[cvor0d].push_back(cvorDo);

HoBy rpany (cvorA, cvorB) MOX)eMO JOJIaTh y HeycMepeH rpad Ha cieaehn HauuH:

listaSuseda[cvorA].push_back(cvorB);
listaSuseda[cvorB].push_back(cvorA);

Kp03 CB€ CyCeI€ YBOpa MOXKEMO UTEpUPATH HaA CJ'[C,[[ChI/I Ha4yuH:

for (int cvorDo : listaSuseda[cvor0d])

Axo je rpad ciiaiiuuky, OTHOCHO aKO HUCY JO3BOJbEHA YMETamha U Oprcamba YBOPOBA U IPaHa,
OHJIa Ce JIMCTE MOBE3aHOCTH MOTY IPEICTABUTH CTATHIKUM Hu3oM a ayxuHe |V| + |E|y
ciyyajy yemepesor rpada (ogHocHo aykude |V| + 2|E| y ciyvajy HeycmepeHor rpada).
[peux |V | wianoBa HU3a cy IpUIpyKXeHn YBopoBuMa. EjleMEHT HU3a @ Ha NO3ULMjH &, § <
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V] je nppmpyx(ex-[ YBOPY U; M CaJIpAKU UHIEKC MOUETKA CIUCKA YBOPOBA CYCEJHUX UBODPY U;,
1 =0,1,. — 1, g0k ce Ha mo3uuMjama i, HaJlaze I/IHcpopMauH]e
0 cycequMma qBopOBa. Hauwme, cycenu uBopa v; 3a 0 < % < n — 1 Haymaze ce y HU3Yy @ Ha
nosummjama [a;, a;, ), JOK Ce CyCeay YBopa v,,_, Hajase Ha Mosuimjama ox a[n — 1] mo
Kpaja Hu3a (cnuka 2.7, none). Ipumernmo aa ce Ha no3uimju 0 y HU3Y @ HaJla3u BPEAHOCT
KOja oaroBapa dpojy uBopoBa y rpady.

I Mpumep 2.2.3

Tpumep iipegciiasroarea ipagpa ca cauxe 2.7, iope, CIRATHUUKUM HUBOM je UPUKAZAH HA CAUUU
2.7, gone. Ha iosuyuju O nanasu ce epegrociii 5, a na tiozuyuju 1 epegrocini 6, witio ykasyje
Ha o ga ce Ha Hozuyujama [5,6) y osom nuzy nanaze cycegu usopa 0 —y oéom cayuajy o
je camo usop 3. Cycegu usopa 2 nanase ce na iosuyujama [7,11) u o cy pegom 0,1, 3 u 4.

Ca marpuiiaMa NoBe3aHOCTH je jeqHocTaBHUje paguti. C apyre cTpaHe, JUCTe OBE3aHOCTU
Cy IpOCTOpHO ehrKacHUje 3a TpachoBe ca MaJMM OpOjeM rpaHa: ’BUXOBa MEMOPH]jCKa CIIOKe-
nocr je O( ), 32 PasiMKy OJ] MATPHUIIA IOBE3AHOCTH UKja j& MEMOPH)CKA CIIOKEHOCT
O(|V|?). ¥V npakcu ce 4ecTo paau ca peidixum rpadoBUMA KOjU UMajy 3HATHO Mabe TpaHa
o1 MakcuMastHor Moryher Opoja, mto je n(n — 1)/2 3a neyemepenu, oqnocno n(n — 1) 3a
ycMepeHH rpad ako UCKIbyunMo nembe (oaHocHo n(n — 1)/2 +n = n(n + 1)/2 rpaxa 3a
HeycMepenH, onHocHo 1(n — 1) +n = n? 3a ycmepenn rpad ako 03BOTMMO MeT/be) ¥ Ta/a
je eduKacHje KOPUCTUTH JICTE TIOBE3aHOCTU. Y Ciydajy Kaja ce 3a UMIUIEMEHTAlH]y KO-
PUCTe NIOBE3aHe JIMCTe, UCIIMTUBAE Ja JIU Cy Ba YBOpa y Ipady NMoBe3aHa, Kao U YK/Iambarmbe
rpate u3 rpada je y Hajropem ciyuajy cinoxenocru O(|V|). ¥V cnyyajy kaga ce 3a umruie-
MEHTAIIH]y JIMCTa TIOBE3aHOCTU KOPHCTEe Xell Tadesie, OUYeKHBAaHO BpeMe M3BpIIaBama OBUX
onepauuja je O(1). Tposasak Kpo3 cBe YBOPOBE CyceHe uBopy v je cioxkenoctu O(d(v)),
rie je d(v) creneH YyBopa v y ciydajy HeycMepeHOr rpada, OQHOCHO U3JIa3HH CTENEH YBOpa
v ako je rpad ycMmepeH. JlomaBame HOBOT YBOpa y rpad je jeJHOCTaBHHUjE HEro y ciyvajy
penpeseHTanyje rpada MaTpUIIOM ITOBE3aHOCTH.

Tpeda nmomeHyTH Ja mocToje U Ipyru HAUMHM 3a NpeicTaBibarbe Tpada: rpad ce, Ha mpuMep,
MOJKe YyBaTH M Ka0 HU3 IPaHa, TJIe Ce 3a CBaKy rpaHy 4yBa MH(OpMaIyja ca KO juM YBOPOBHMA
j€ MHLIUJEHTHA.

VY HapemHuM anropuTMuMa cMatpahemo 1a je rpad ca KOjuM paguMo JWHAMWYKY U [1a je,
aKo HHje Apyrauvje HaBejIeHO, 3a/1aT JIMCTaMa MOBE3aHOCTH.

2.3 Oo6bwunna3sak rpacpha

ITpBu npodieM Ha KOjU ce HaWIa3u MPH KOHCTPYKIIMJU MPOU3BOJLHOT alrOPUTMA 3a 00pajLy
rpada je kako mperienaTu rpad, Tj. BEroBe YBOPOBE W I'paHe. 3a pa3jMKy Ofl, Ha MpUMep,
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HU30Ba I7ie je Taj IpodJieM TPUBHjaJiaH 300T jeIHOAMMEH3MOHAIHOCTH Yyiia3a (HU30BU CE MOTY
JIAKO IIperie/laTy CeKBEHLIMjaIHUM IIPOJIACKOM KPO3 eJIEMEHTe), Iiperiiejame rpaca, OfHOCHO
HEIroB 00UAa3aK, HUje TPUBUjaJIaH MPOOJIEM.

MpoGnem

Jepurucaitiu ariopurtiam Koju KpeHysuiu og 3agaiiol usopa ipagha iiocehy je (na ipumep,
Uciiucyje, 03HaAUA8a UAU HA HeKu gpyiu Hauur odpahyje) cée usopose gociiudicHe U3 ot
usopa. Ceaku ueop tipeda ga 6yge iocehen WauHo jegHom, a usoposu Moty ga oygy ioce-
henu y iipoussomtom pegocaegy.

PazmoTpumo ciydaj naBupuHTa y 0OJIMKY [TPaBOYraoHe Mpeske Mojba, TAKBUX Ja Ce Ca CBAKOT
MoJba Moske Tpehrt Ha HeKO Off YeTHpPH CyCceJHa Mojba: AEeCHO, JIEBO, Jojie u rope. Melhytum,
HeKa OJ] TI0Jba JIABUPUHTA CaJipke 3U0BE U Ha HUX ce He Moxke npehu. JlaBupuHT cagpxu
IBa moceOHa T0Jba KOja Ha3WBaMmo yia3 u m3na3. [lorpedHo je mpoHahw myT KojuM ce of
yJIa3HOT M0Jba MOXe CTUNY [0 U3JIA3HOT TI0Jba Y JIABUPUHTY.

OBaj npodseM MOKeMO MpPeACTaBUTH Kao IpaOBCKU MPOOJIEM: CBaKOM IOJbY JIABUPUHTA
KOje He caipKy 3uJ MPUAPYXKYjeMOo jemaH 4Bop rpada, IOk rpana u3Mmehy aBa dBopa mo-
CTOjH aKo Cy oarosapajyha nosea nmpaBoyraoHe Mpexe cyceaHa. Ha oBaj HauuH ce mpodiiem
MpPOHAJIacKa MyTa Kpo3 JJABUPUHT CBOJIM Ha Tpakeme MyTa Kpo3 rpad of yJaa3HOT YBOpa JO
W3J1A3HOT YBOpA.

ITocroje nBa ocHOBHA aNropuT™Ma 3a o0UIa3ak rpada: odurazax y gyouny u 0OUNA3aK y wu-
pury. YMECTo TepMUHA ODMJIa3aK YeCTO ce yIoTpedibaBa v TEPMUH Upeiupaia.

V omnmtem ciyvajy, alroputamM oOWIacKa Tj. IpeTpare rnope3aHor rpacda U3 4Bopa r MOKe
uMaTu cienehy cTpykTypy:

Auroputam 1 Odumnazak rpada

1: procedure ObilazakGrafa(pocetni ¢vor )
2 dodaj ¢vor r u kolekciju K

3 while K nije prazna do

4 uzmi ¢vor v iz K

5: oznaci ¢vor u

6 po potrebi izvrsi obradu ¢vora u

7 for all grana (u, v) do

8 if ¢vor v nije oznaCen then

9 ubaci ¢vor v u K

MexaHu3aM O3HavYaBara YBOPOBA HAM Jiaje rapaHiidje Aa he ce aaroputam 3ayCTaBUTH —
cBaku 4yBOp Ouhe o3HaueH (1. moceheH u odpahen) HajBuie jenHom. [IpermocraBba ce aa
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Cy Yy TIOYETKY CBM YBOPOBU HEO3HAuYeHH. Y 3aBHCHOCTH OJI TOra Koja ce Kojekija K ona-
depe, m0dUjajy ce pa3IMUUTU AJTOPUTMH OOUJIACKA KOJU Ce MOTY IIPUMEHUTH 32 PelllaBambe
pasIMUUTHX MpodisiemMa (3a Heke npodsieMe je OUTHO KOju ce oduiia3ak NpuMemyje, JOK 3a
HEKe Huje).

* Vkonuko 3a kosiekuujy K ogadepeMo cTek, 10drjamMo HeKy BPCTY aJITOPUTMa 0OUAACKA
y gybuny'.

* Axo je kosekija K pen, 100UjaMo airOpuTaM 0OUNACKA Y WUpuny.

* Ako je konekigja K peq ca MPUOPUTETOM JOOHjaMO 0OUAA3AK Hpema UpUoputiieiiiy.
AKO MpHOpHTET YBOpa MpEACTaBba TEXKMWHA IPaHe KOja ra craja ca YBOpOBHMa Koje
CMO MPETXOJHO OOUIIUTH JOOMjaMO MUHHMAJHO MoBe3yjyhe qpBo naTor rpadga, a ako
NPUOPUTET YBOPA IpeicTaBiba Hajkpahe 10 Taga ogpeljeHO BEeroBo pacTojame O MoJa-
3HOT YBOpa, 100MjaMo Hajkpahe myTeBe o/1 MoJyIa3HOT YBOPa JI0 CBUX OCTAJIMX YBOPOBA
y gatoM rpady. O TeXMHCKUM rpaoBUMa U OBUM aJIrOpUTMUMa Ouhe BUIlle pedd y
noryasiby 2.8.

2.3.1 O6unasaky ayouHy

PazMoTpuMo NpeTxoAHO pa3MaTpaHd IpodJieM Tpakema IyTa Kpo3 JaBUpUHT. OBaj Mpo-
dJieM MOKeMO PEeLIMTH Tako INTO U3adepeMo HEeKy MyTawy y JaBUPUHTY (110 HEKOM yHarpe[
AerHUCAHOM IIPaBUITy) ¥ IPATHMO j€ CBE JOK He CTUTHEMO JI0 W3J1a3a I JOK He 10heMo 10
M0Jba U3 KOr'a He MOKEMO Jlajbe — y TOM ClIyuajy ce BpahaMo yHa3az 1 Ha MPBOj MPETXOJHO]
PACKPCHUIM WIEMO HEKMM ajiTepHaTHBHUM IyTeM. OBO je upaeja T3B. oduracka y gyouny,
OIHOCHO #peripaie y gybéury (eHrn. depth—first—search, DFS). Oduna3ak y nyduny je nmpak-
THYHO WCTHU 332 HEyCMepeHe U ycMepeHe rpagose. MehyTum, NOIITO KeIMMO Ja UCITUTAMO
Heke ocoOuHe rpacdoBa Koje HUCY HCTe 3a HeyCMepeHe M ycMepeHe rpadoBe, pasMarparme
oOmiacka y 1yOMHY je TmoJeJbeHO Ha JIBa Jiesla: Ha 0OMIa3ak HeyCMepeHUX M 0OMIa3ak ycMme-
penux rpagopa.

2.3.1.1 HeycmepeHu rpacdoBu

Heka je mar rpadp G = (V, E'). Kemumo jia u3Bpiumumo odmiaszak rpacda Tako Ja yBeK Kaja
je To moryhe unmemo masbe (y IyOMHY) IIpe HEero IITo ce BpaTUMO y YBOP Y KOM cMo Beh omm.
Ogaj npuctyn 30Be ce oourazax y gyoéury (DFS). OcHOBHM pa3nor KOpUCHOCTH oduiacka y
IyOWHY JIeXKH Y HeTOBO] jeIHOCTABHOCTU W JIAKOM PEKYpP3WBHOM OMUCY. VIMIuiemMeHTarmja
MOKe Takohe OUTH UTepaTHBHA, a YMECTO CHCTEMCKOT CTeKa KOjU ce KOPUCTH TIpU peasn3a-
[IUjU peKyp3uje, MOKe Ce eTMMUHUCATH PEKYP3Hja TaKO IITO e KOPUCTH IMOCEDaH CTeK — TaKBa
MMIUIEMEHTaIja ce yKJIara y OIIITH OIKC alropuTaMa oduiacka Tj. oduiasak rpadoBa gat
Ha MOYeTKYy OBOT IOIJIaBJba.

!Kako he y HacTaBKy 6UTH NOKa3aHO, MaJIu JIETa/bi y MMILIEMEHTALIUjH MOTY yTULIATH HA IPOMEHY pejiociieNia
oduIacka YBOPOBa /MM MEMOPHUjCKUX 3aXTeBa aJITOPUTMA, TAKO JIa OBAKO UMIIJIEMEHTHPAH aJropuTaM He Mopa
J1a ce MOKJIONHU Ca OCHOBHOM aJITOPUTMOM IIpeTpare y AyOuHy Koja ce AeUHHIIE PEKYP3UBHO.
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PeKkyp3vBHa UMniemMeHTaumja

IIperpara y nyOuHy ce jeqHOCTaBHO JepuHMIIE peKyp3uBHO. PazmoTrpumo nmpodiem odua-
cka rpacda y 1ydouHy Kaja je rpad 3amaT JucTamMa OBE3aHOCTU U Kaja je Jat 4Bop r rpada
U3 KOra ce 3alounmbe odnIazak. VIHWIMjaIHO Cy CBU YBOPOBHU HeosHauveHu. UBopose hemo
o3Hauasawiy y TPEHyTKy KaJa X 110 IIPBHU ITyT oceTuMo. OOMYHO ce MPUIMKOM O3HAYaBamba
YBOpa BPILM HEKa eropa odpaga (Maza hemo BuaeTu a odpaja MOXe Aa ce BpIIM U Ha
IpyruM MecThMa). Asroputam (pyHKLIMOHHIIE TaKO IITO O3HAYM MTOYETHH YBOP, a 3aTUM Ce
PEKYP3MBHO IIPMMEHM Ha CBE HEroBE HEO3HAUCHE Cycele.

Aaropuram 2 Odunasak y n1ydrHy — pekyp3uBHa popMyJianmja

1: procedure DFS(¢vor u)

2 oznaci ¢vor u

3 izvrsi ulaznu obradu ¢vora u

4 for all sused v ¢vora u do

5: if ¢vor v nije oznaCen then
6 DFS(v)

7 izvrsi izlaznu obradu ¢vora u
8

9:

DFS(pocetni ¢vor 7)

JaxJe, cBaku 4BOp  3a Kora ce no3usa pynkiuja DFS ce o3nauaBa kao nocehen. 3atum ce
Mmely cycemuma uBOpa U IpOHaIa3U MIPBU HEO3HAYEHU Cyce[ Uq, I1a Ce U3 YBOpa Uy PEKyp-
3MBHO Nokpehe o0miasak y nydouHy. 3aTuM ce npeliasy Ha ciaeaeher Heo3Ha4eHOT cycena Uy
Y U3 Bera ce pekyp3uBHO mokpehe odmnazak y ayouny. [loctymak (TpeHYTHHM peKyp3WBHU
MO3UB Tj. 00pajia YBOpa 1) ce 3aBpllaBa KaJa Cy 03HaYeHH CBU CyCeIy YBOpa .

I Mpumep 2.3.1

Pazuomipumo neycmepenu ipagh iipuxazar Ha cauyu 2.8: Heka je oH ipegciliasber AUCiamd
cycegciiiea Waxo ga cy 48oposu Y ceaxKoj MUCIiU Hagegenu aexcukoipagcku paciiyhe. Axo ce
Ha iwom ipaghy HoKpere 0OUNA3aK Y gyOURY U3 U80pa C pegom ce 0ou1aze ugoposu ¢, a, b, d, e
(cruxa 2.9 neso), wako witio ce pegom iponrasu ipanama (c,a), (a,b), (¢,d) u (d,e). Axo
ce odunazax y gyduny ioxperne uz usopa b, odbunaze ce pegom ueoposu b, a, c, d, e (cauxa 2.9
gecHo), wako witio ce pegom apoaasu ipanama (b, a), (a,c), (¢,d) u (d,e).

Odunazak rpagpa ce yBek BpILH ca HeKUM LiwubeM. Kako Ou ce pa3innyure NpuMeHe YKJIONuIe
y oduiaszak y ayouHy, MOCeTH YBOpa WM IpaHe MPUIPYKY]y ce ABe BpcTe odpaje, y1a3Ha
obpaga M uznaszua odpaga. YnazHa o0paja BpILM Ce Yy TPEHYTKY O3Ha4yaBama 4sopa. V3na3na
oOpaja BpIM ce Ha Kpajy, Kaga cy odpaljeHu CBU cycead JaTor YBopa. YJaszHa U M3ja3Ha
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Cnuka 2.8: IIpumep HeycMepeHor rpada.

Cnuka 2.9: Unycrpanuja pepocieaa oOmiacka YBOpoBa IPHIIMKOM oOmiIacka rpada y 1youny
YKOJIMKO ce 0Omiia3ak nokpehe u3 4BopoBa ¢ u b, peioM. Y3 4BOpOBe Cy MPUKa3aHu OpojeBu
KOjH OIrOBapajy peaocieny KOjuM ce YBOPOBH M0 MPBU MyT mocehy;jy.

oOpapa 3aBuce o1l KOHKpeTHe npuMene anroputMa DFS. Ha taj Hauna Moryhe je pernaBame
pa3IMUUTHX MpodJieMa jeJHOCTAaBHUM Jie(hMHKCAmhEM YiIa3He U U3J1a3He odpae.

NmnnemenTanyja anropurma odmiacka rpaca y 1yOuHy Aata je y HacTaBKy. Y INIaBHOj (pyHK-
uuju oduinaszak ce nokpehe u3 usopa (. JemHocraBHOCTH pajau, rpad he y HapeqHUM KOJIO0-
BUMa OWTH JeKJIaprcaH Kao TodaTHa MpoMeH/bIBa (TTpecTaBibeH je rpad ca ciuke 2.8 mpu
Yyemy Cy YBOPOBHU O] @ JI0 € HyMepucaHu pejioM dpojesrma ox 0 1o 4).

// reprezentacija grafa listama povezanosti
// graf je neusmeren, pa se svaka grana dva puta javlja u listi
vector<vector<Cvor>> listaSuseda;

// pomocna rekurzivna funkcija koja vrsi DFS obilazak grafa i1z datog cvora
void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen) {

posecen[cvor] = true;

// ovde ide ulazna obrada

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede
// koje ranije nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor])

if (!posecen[sused])
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dfs(sused,posecen);

vold dfs(int cvor){
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
dfs(cvor, posecen);

int main() {

int brojCvorova;

cin >> brojCvorova;

listaSuseda.resize(brojCvorova);

int brojGrana;

cin >> brojGrana;

for (int 1 = 0; 1 < brojGrana; i1++) {
int cvorOd, cvorDo;
cin >> cvorOd >> cvorDo;
listaSuseda[cvor0d].push_back(cvorDo);
listaSuseda[cvorDo].push_back(cvor0d);

int pocetniCvor;
cin >> pocetniCvor;
dfs(pocetniCvor);

return 0;

I Mpumep 2.3.2

TIpumep odunacka ipagha y gyduny ipukazan je na cauyu 2.10. Y3 ceaxu ueop cy apuxazamu
relosu pegru Opojesu Y gonasHoj, 0gHocHo ogaasnoj DFS nymepauyuju (goaasna Hymepauuja
03HAMABA pegocaeqg KOJUM ce HOKpemiana yrasna oopaga ueopoeaa, a 0gaasma pegocaeqg y Kom
ce 3aepuiasana oopaga ueoposa iij. Wokpeiana uanastHa oopaga ueoposa, o uemy he suuse
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Cnuxka 2.10: ITpumep obunacka rpaca y nyouny. I'pacd je 3amar iucrama NOBE3aHOCTH HpU-
Ka3aHUM JIECHO, a Y3 CBAKM YBOP je IIPUKa3aH HheroB peHu 0poj y Aosa3Hoj u ognazHoj DFS
HyMepaLyju.

Teopema 2.3.1

Axo je ipagp G iiosezan, onga cy o 3a6puieitiky 0OUNacka y gyoury ceu ueoposu ipaga
G osnauenu, a cee ipane ipagpa G cy ipeinegane dap iio jegrom (ij. Ppynxuuja je iio3earna
3a ceaxu ueop ipagpa, a y ieiivu for Cy AHANMBUPAHU CBU HelO8U CYcegil).

Jokas. O3naunmo ca U cKyn Heo3HAYEeHWX YBOPOBA HAKOH 3aBPINETKA W3BPIIABaA aJIro-
put™a. IIpeTnocraBuMo CynpoTHO Tj. pernoctaBumo na je U nenpasan. Iomro je rpad G
TOBe3aH, a cKyI o3HaueHux yBopoBa V' \ U je takohe Henpasan (jep caupxku dap moJjasHu
YBOP 7" KOjH CE 0O3HAYABA HA [IOUETKY alroput™a), dap jeaad usop u u3 V' \ U mopa duru 1o-
Be3aH rpaHoM ca Dap jeJIHUM Heo3HayeHuM uyBopoM v u3 U. Meljytum, 10 je Hemoryhe, jep
KaJ| ce M0CeTH YBOp U, Mopajy dutu nocehenu (ma gakiie ¥ O3HAUEHH) CBU H-ETOBH HEO3Ha-
YeHH cyced, 1a ¥ uBop v. [akie, cBu yBopoBuU rpada Mopajy out moceheHn v O3HAYCHH.
[omro cy cBu uBOpoBU Tpada noceheHu, a Kajg ce YBOp MOCETH, OH/A Ce TIperyie/iajy cBe
rpaHe Koje BOJe U3 Iera, 3aKJbydyjeMo Jia Cy U CBe TpaHe Tpada mperienaHe. O

[MpuirkoM u3BpiaBama aropurma DFS Ha HeycmepeHom rpady G = (V, E) koju je 3a-
JaT JIMCTaMa TIOBEe3aHOCTH, CBaKa IpaHa ce IperiieJia TAauHo JiBa MyTa, 0 jeJHOM ca CBaKOT
kpaja. [Ipema Tome, ykymnaH dpoj u3BpIIaBama Tesa newbe for y CBUM PeKyp3UBHUM IO3H-
suma airoputma DFS je O(|E|). C npyre crpane, dpoj pekypsuBHux nosusa je |V|, na ce
BpeMeHcKa cliokeHocT aroputva DFS moske ommcat uspasom O(|V| + | E|). Tpumetumo
Jla CJIOKEHOCT OoOmIacka rpada y TIyOMHY 3aBUCH Off perpe3eHTanyje rpaga: HauMe, ako ou
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rpad OMO 3aaT MaTPUIIOM MMOBE3aHOCTH, OHJIA OM MpoJia3ak Kpo3 cycene jeqHor puKcupa-
HOT YBOpa MOApPa3yMeBao MpoJia3 Kpo3 oJropapajyhy BpCTy MaTpwiie, IITO je CIOKEHOCTH
O(|V]). Onatne 3ak/byuyjemo Jia je Mpoiasak Kpo3 Cycele CBAKOT Ol YBOPOBA CIIOKEHOCTH
O(|V|?). Haxse, y ciydajy anropurma oduiacka y ayduHy, odMUHO ce eprKacHHja HMILIe-
MEHTalyja goduja kopuheweM perpe3eHTauyje rpada jJucTamMa MoBe3aHOCTH (HApOYUTO
Kana je rpad penak, Tj. KaJa CBaKy YBOP UMa pesIaTUBHO Maju Opoj cycena).

IMpocropna cnoxenoct anroputMa DES 3aBucn ox makcumanHe n1yOune pekypsuje. Y Haj-
ropeMm ciiy4ajy rpad Moxe UMaTHh OOJIMK AYTOT MyTa M Y TOM CiIy4ajy je AyOMHa pekyp3uje
MpONopLHOHAIHA Opojy uBOpoBa y rpady. Hakie, npoctopHa cnoxenoct anroputma DES je
y Hajropem ciydajy O(|V]).

KomnoHeHTe noBe3aHOCTU

Agnroputam DFS ce mopa npunaroguty a du KOpeKTHO pajivo Uy clydajy HelOBe3aHuX rpa-
¢opa. Haume, ako cy nociie npBor NoKpeTama ONUCAHOT aJTOPUTMa CBU YBOPOBU O3HAYEHH,
OHJa je rpa¢ Mmose3aH, U OOWJIA3ak je 3aBplLIeH. Y MPOTHUBHOM, MOXE Ce NOKPEHYTH HOBU
odbunazak y nyOuHy mosiazehu ol MpoM3BOJBHOT HEO3HAUEHOTr YBopa Yy rpady, uta. Ilpema
TOME, aJITOpPUTaM OOMJIACKa y AyOUHY Ce MOKe UICKOPUCTUTHU KaKO OU ce YCTAHOBUIIO /1A JIU je
rpad noBe3aH, OJHOCHO 3a MPOHATAXKEHE CBUX ErOBUX KOMIIOHEHTH TTOBE3aHOCTH.

Mpo6nem

Aepunucaitiu aniopuitiam xoju ogpehyje ceée KomiloHeHilie HOBe3AHOCTU HeEYCMEPEHOT
ipagpa wWij. Koju céUM KOMUOHEHIAMA 0Be3AHOCTHU gogesvyje jegUHCIUGeHU UgeHitugu-
Kailiop Wako ga cy ceu 48oposu YHYMap KOMIOHeHIe 00enedicetu ugeHimupuKamopom
e KOMiloHeHile.

AJiropuTtaM ce JIaKO UIMIUIEMEHTHPA KO ce TOKYILA IOKPEeTame 00UIacKa y JyOuHy peioM 13
CBaKoOT YBOpa rpada: 3a CBaKU YBOP Ce MpOBepaBa Ja Jin je moceheH TOKOM 0dMIacKa paHujux
YyBOpOBa (UMMe je Beh mpuapykeH HEKOj OJf paHUjUX KOMIIOHEHATa) U aKo jecTe, mpecKaye
ce MoK peTame oduIacka U3 Tor YBopa.

I Mpumep 2.3.3
Pazmomipumo ipagh ca cauke 2.11.

* Haxon iiokpeitiaroa obunacka y gybumny uz usopa A odunase ce usoposu C u E koju
ipuiiagajy reioeoj KOMiloHeHIuU iloge3anociiu. Pegru dpoj komilonenttie wia mpu ueopa
ce modice nocimiasuiiiu Ha 1, gok peghu dpojesu KOMIEOHEHIU OCTHANUX YBOPOBA U Jd.be
ocitiajy HegeghUuHUCAHU.

* Hapegru usop je B u iiowitio on jow nuje iiocehen (iij. pegru 6poj roetose KomiloHeHitie u
gasne Huje gedpunucan), oxpehe ce odunrazax ipagpa us reeia. OH je jeguHu goCudiCaH
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Cmuka 2.11: OnpehuBarme KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTH HeycMmepeHor rpada. Ilpukasas je u
penoces odunacka YBopoBa.

U jeguHo Foemy ce gogesvyje pegHu Opoj KomiloHeHitie 2.

* Hapegnu usop je C. Ilowitio je on eeh iiocehen (iipuitaga komitonenitu 1), ne iiokpehe
ce 06uNa3ax us reia.

e Hapeguu ueop je D u tiowitio on jowr nuje iiocehen, iiokpehe ce odunasak ipagpa us
reta. Tom apuauxom ce iocehyjy usoposu D u F' u pegru dpojesu rouxose komiionenitie
ce Hocitiasnajy Ha 3.

* Hapegnu ueop je E. INowitio je on éeh iiocehen (fipuiiaga xomiioneniuu 1), ne ioxpehe
ce 00unasax u3 reia.

* Hapegnu usop je F. INowitio je on eéeh tiocehen (fipuiiaga xomiioneniiiu 3), e iokpehe
ce 00una3ax u3 reia.

Y OBOM U y HapeITHUM KOJJOBUMA, JeHOCTABHOCTH pajy, MPeTHOCTaB/baMo J1a je rpad npea-
CTaBJbEH ITIOOATHOM ITPOMEHJbUBOM listaSuseda.

// obilazak u dubinu iz cvora cvor

voild dfs(int cvor, int brojKomponente, vector<int>& komponente) {
// tekucil cvor pridruzujemo tekucoj komponenti
komponente[cvor] = brojKomponente;

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede
// koje ranije nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor])
if (komponente[sused] == -1)
dfs(sused, brojKomponente, komponente);

// za svaki cvor grafa se u vektor komponente upisuje
// redni broj komponente kojoj on pripada;
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int komponentePovezanosti(vector<int>& komponente) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
komponente.resize(brojCvorova, -1);
int brojKomponente = 0;

for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (komponente[cvor] == -1) {
dfs(cvor, brojKomponente, komponente);
brojKomponente++;
}
return brojKomponente;

}

Uaxo ce mperpara y JyOMHy MOXe MO3BAaTH W BHIIE ITyTa, U OBaj aJfOPUTAM je BPEMeH-
cke cnoxerHoctn O(|V| + |E|). Haume, obunaszak KomroHeHTe dpoj k dulie cloKeHOCTH
O(|Vy| + |Ey|), tae je V,. dpoj uBopoBa, a F;. dpoj rpaHa yHyTap Te KOMIIOHEHTE. 3aT0 ce
YKYITHO, TOKOM CBHX odmiasaka 3ajeqHo oduhe O(|V|) uoposa u O(| E|) rpana.

Mu hemo Hajuenthe pazmaTpaTdl ciydaj Kaga je rpad MOBe3aH, jep ce y OMNIITeM CIydajy
podJieM CBOJIM Ha MOCeOHY 0Dpajly CBake KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH.

WTepatuBHe nmniemeHTaumje nomohy creka

Nako je jemHOCcTaBHa 3a pa3yMeBambe, MaHa PEeKyp3MBHE UMIUIEMEHTALIM]E je TO IUTO KOJ, He-
KMX rpagoBa Moxe Johu 10 Mpekopayera CUCTEMCKE CTEK-MEMOpHje MPMIMKOM U3BpIIa-
Bama Nporpama (To ce MOXe JECUTH aKO IOCTOjU Jyradak HU3 YBOPOBA KOJUM C€ IpoJiasu
0e3 Bpahama yHazan). Haume, pekyp3uBHU NMO3MBU KOPUCTE CUCTEMCKH CTEK padyHapa, Ha
KOJH Ce CMeIITajy apaMeTpH aKTyeJHUX PeKypP3UBHUX I1031Ba (apryMeHTH IIpocieeHn npu-
JIMKOM CBAaKOT Off PEKYP3MBHUX [1031Ba M BPEAHOCTH JIOKATHUX ITPOMEHJBUBHUX). YMECTO CH-
CTEMCKOT CTeKa KOj{ 1 Ha CABPEMEHNM CHUCTEMHMA MTPEACTaB/ha BEOMa OrpaHUUYEH JIE0 MEMO-
puje (0OOMYHO je y MUTaly TeK HEKOJMKO MeradajTa) MOKEeMO y HallleM IIporpamy ofp:kaBaTu
rmocedaH CTeK, KOju MOXe JIa 3ay3Me MHOTO BHIIIE MEMOPH]CKOT TIPOCTOPA, jep ce aoiupa y
30HaMa KojuMa je IpUIpy:KeHO MHOTO BHUIlle MeMopuje (Ha npumep, y 30HU xumna). Crora je
MOHEKA]| TIOTPEOHO HAMPaBUTH UMIUIEMEHTAIIM]y OOMIacKa y MyOMHY KOja HYje peKyp3UBHa,
a Koja, Kao 1ITO je TO U MHaye 4ecTo ciaydaj Kof ociodahamwa of peKyp3uje, 3aXTeBa KOpH-
mheme CTpYKType MojiaTaka CTek.

Bepna sapujanitia: ocrodahare og pexypsuje

MokeMO IPUMETUTH JIa Ce TOKOM PEKYpP3UBHUX MO3MBA HA CUCTEMCKOM CTEKY y CBAKOM Tpe-
HYTKY HaJla3e CBM YBOPOBU HA TPEHYTHOM IyTY O MOYETHOT JI0 Tekyher uBopa. Te uHgop-
Marje cy HaMm notpedHe 30or Bpahamwa yHatpar. Hamme, kaga u3 Tekyher yBopa He MOXKEMO
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npehu gasbe y Heku HenoceheH YBOp, YBOP KOjU Ce Ha CTeKY Hajla3u UCHoA TeKyher je oHaj
13 KOjer cMo JIOIUTH Y TeKyhu YBOp M 'y KOju Tpeda j1a ce BpaTuMo (TO je HeTOB POAUTEIbCKU
yBop). [IpuimkoM u3BpiuaBama peKyp3ruBHe (PyHKIM]E, Y CBAKOM YBOPY CE€ U3BpILIABA NET/ba
y KOjoj ce mposiazu Kpo3 Herocehene cycene Tor yBopa. [IpuinkoM moBpaTka y MpeTXoqHu
YBOP MOTPEOHO je M3BPIUUTH HapeIHy urepanyjy Te newbe. Crora ce y CUCTEMCKOM CTEK
OKBHUPY KOjH OJroBapa YBOpy UyBa U TPEHYTHA BPeJHOCT OpOjayke MPOMEH/bUBE Y CKJIOMY
Te IeT/be (KaKo OM ce HAKOH MOBpATKa y YBOP Ta IPOMEHJbMBA Moria yBehaty u Tako npehu
Ha HapeJHW KOpak HTepauluje, Tj. Ha HapeAHor cycena). HapaBHo, cBe ce OBO jeaBa ay-
TOMATCKH (Ha CHICTEMCKOM CTEKY Ce UyBajy BPEJHOCTH CBHX JIOKAJHMX MPOMEH/bHBHX ), Ia
nporpaMep He Mopa Jla BOOY padyHa O ToMe. Y CKJIOIY HepeKyp3uBHE UMILIEMEHTALUje MO-
’KE€MO UMUTHPATH OBaj MOCTYMAK, TAKO IITO Ha CTEKY KOjU Py4HO Ofip’KaBaMo 4yBaMo ypeheH
nap KOju Caip’k O3HaKy pPOAUTEIbCKOT YBOpa U Opojad y NeT/bU Y TOM POAUTEILCKOM YBOPY
Tj. O3HaKy JieTeTa TOT pOJUTEsha KOje je TpeHyTHO odpaleHo.

// obilazak grafa u dubinu iz datog pocetnog cvora
vold dfs(int pocetniCvor) {

int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
// na steku pamtimo roditeljski cvor u koji treba da se vratimo
// 1 broj do sada obradene dece u tom roditeljskom cvoru
stack<pair<int, int>> stek;
// prvi roditelj je pocetni cvor 1 za sada nije obradeno
// ni jedno dete
stek.emplace(pocetniCvor, 0);
// ovo je prvi put da smo otkrili pocetni cvor, pa vrsimo njegovu
// ulaznu obradu
posecen[pocetniCvor] = true;
cout << pocetniCvor << endl; // ulazna obrada
// dok se stek ne isprazni
while (!stek.empty()) {

// skidamo roditeljski cvor sa steka

auto [roditelj, 1] = stek.top();

stek.pop();

// ako nisu jos obradena sva njegova deca

if (1 < listaSuseda[roditelj].size()) {

// obradjujemo naredno dete

// pamtimo na steku da je broj obradjene dece ovog roditelja

// uvecan za 1, tj. da kada se sledeci put u povratku vratimo



130 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

stek.emplace(roditelj, i+1);

int dete = listaSuseda[roditelj][i];
if (!posecen[dete]) {
posecen[dete] = true;
cout << dete << endl;
stek.emplace(dete, 0);

NmnneMenTanyja 1odujeHa Ha 0Baj HAYMH j€ jeIHa KOja BEpPHO OCIMKaBa PEKYpP3UBHU OOU-
Jlazak y ayouny. Moryhe cy u Ipyraunje UMIUIEMEHTAIHje y KOjuMa je KO Majio jeTHOCTaB-
HUju, MehyTuM, Buzehemo f1a ce cBaka oJl lbHX 10 HeueMy pa3iiiKyje 0l OCHOBHE PEKyp3HUBHE
dopmynamnyje.

Tceygo-DFS

Pa3motpumo caga jenny moryhy Monudukanujy odunacka rpada UMIVIEMEHTHUPAHOT Y3 10-
Mmoh creka. [la He ducMo Mopau Ja MPeKuAaMo NMEeTby U HACTABbaMO EHO U3BPILIABAGE
rocJie MpeKuaa, MOXeMO IMPOrpaM OpraHu30BaTH TAKO [a Ha CTEK OMAax CTABUMO CBE Cyce[e
tekyher 4yBopa u Aa ux ogmax ozHauumo. O3Haka caJa 3Ha4u Ja je YBOp CTABJbEH Ha CTeK,
Tj. Ja je 3aKa3zaHo Ja he 4yBOp y HEKOM HapeqHOM TpeHYTKy OuTu moceheH, a He Ja je Beh
nocehen u odpahen. [lakie, Ha cTeKy 4yBaMO YBOpOBe Koje y dynyhHoctu Tpeda odpanutu
(Kaja X CTaBUMO Ha CTEeK, CMaTpaMo Aa CMO 3aKa3aji lbUXOBY 00paay). YBop odUUHO 00pa-
byjemo y TpeHyTKy Kaja ra ckuamo ca creka. HakoH Tora Ha CTEK CTaBbaMO HBEroBe Cyce/le
3a KOje joll HUje 3aKa3aH oOmna3zak. ONUCaHy NOCTYIAK U3JI0KEH je Y alroputmy 3.

To 1mITo ce YBOp 03HaYaBa UMM Ce IIPBU ITyT CTABH Ha CTEK, a He TeK KaJia ce CKHU/Ia ca CTeKa HaM
rapafryje na he cBaku YBOp HajBHILIE jeTHOM OUTH YITUCAH Ha cTeK. Vmak 0Bo MOXke yTUIaTH
Ha MPOMEHY pelociie/ia OdMIacKa YBOPOBa y OJJHOCY Ha PEKYP3MBHY UMIUIEMEHTAIIH]Y, TaKO
Jla OBaj aJropuTaM HUje Y CTPUKTHOM CMUCIY odmiIa3ak rpada y gyOuHy (3aTo ce MOHeKasn
HasuBa iceygo-DFS). VInak, y BehwHM MTpriMeHa JOBOJBHO je caMo Jla ce rapaHTyje na he ce
CBaKM YBOp 00MNY TAYHO jeJJHOM, Tla OBaj aJITOPUTAM YeCTO 33/I0BOJbaBa CBe Hallle noTpede.

Yak mako ce y 0BOj BapujaHTU CBAaKM YBOP CTaB/ba CaMO jeJHOM Ha CTeK, TyOHHa cTeka (1ma
CaMHM THM U MTOTPOIITEHa MEMOPHUje) IOTpedHA 3a M3BPIIABALE AITOPUTMA MOXKE OUTH 3HATHO
Beha Hero mTo je ciayyaj ca IpeTXOAHOM, BEPHOM BapyjaHTOM odmiacka y nyouny. Hauwme,
y BEPHOj BapWjaHTH odmaacka y AyOuHy je Opoj ejleMeHara Ha CTEKY aCUMITOTCKH jeTHAK
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Auroputam 3 O0unasak y 1youny — popmynaiigja ca CTeKOM

1: procedure DFS(¢vor 1)

2 stavi pocetni ¢vor 7 na stek

3 while stek nije prazan do

4 skini ¢vor w sa vrha steka

5: izvrSi ulaznu obradu ¢vora u

6 for all sused v ¢vora u do

7 if ¢vor v nije oznaCen then [> tj. nije mu zakazan obilazak
8 stavi ¢vor v na stek

9 oznaci ¢vor v [> tj. zakazuje mu se obilazak

IOy’KUHU HajIyXer IyTa OJf TOYETHOT JI0 HEKOT YIa/beHOT YBOpa U3 KOT' He MOXKEMO Jlajbe Jia
ce kpehemo, ok ce y nceyno-DFS odunacky Ha cTeKy UCTOBPEMEHO Hajla3e U CBU Cyceau
THX YBOpoBa. Ha mpumep, ako pazmoTrpumo rpad odiiKa 3Be3/ie Y KOM je jelaH LeHTPaTHU
4yBOp moBe3aH ca [N cycena, y BepHOj BapUjaHTU OM ce Ha CTEK CTABUO LIEHTPATHH YBOP, a
3aTUM OM Ce Ha CTEK CTaBJbhao, I1a CKUJA0 je[]aH 0 je[aH HBeroB Cycell, TAKO Jia je 3a 00mIa3aKk
JIOBOJbaH cTek ayoune 2. Y nceyno-DFES anroputmy O, Meh)yTuM, HAKOH IIEHTPATHOT YBOPA
Ha CTeK omMax omio poaato cBux N cycesia IEHTPATHOT YBOPa, Te je 3a 0dMIa3ak norpedan
crek ayoune N (HapaBHO, y HajropeM ciydajy oda anropurma 3axresajy mpoctop O(N)).

I Mpumep 2.3.4

Pazmoitipumo ipagh na cauuu 2.12. Heka je 3agaiti auciiama ioee3aHoCiiiy U Heka cy Auciie
ilosezarociiy copmuparie y paciiyhem pegocaegy cycega.

Cnuka 2.12: T'pac kon Kojer ce pas3iukyje peaociiesl 0duiacka YBOpOBa NPUIMKOM PeKyp-
3UBHOT OOMJIACKa Y IyOMHY U oOMIacKka anroputMom rceyao-DFS.

Ipunuxom pekyp3usHor oduracka y gyouny Kpenysuiu og ueopa 1, pexypsusno ce ipeaasu Ha
ugop 2, da 3aimium na ueop 4. Towitio usop 4 nema gamux neilocehenux cycega epahamo ce
Hasag, cee go ueopa 1 u nakom iwioia ce iiocehyje ueop 3. Pegocaeg odunacka u oopage usoposa
Je, gaxne, 1,2,4. 3.

Tpuauxom ticeygo-DFS odunacka uciiiol ipagpa u3z ueopa 1 na citiex ce najipe citiaéna 4eop
1. Baitium ce imiaj usop ckuga ca citieka, oopahyje ce u na citiek ce Cliassajy relosu cycegu 2,
3 u 4. Baitium ce ckuga u odpahyje usop 2. On nema neiiocehenux cycega. Cxuga ce 3atum u
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obpahyje ueop 3, koju itiakohe Hema Hellocehenux cycega. Ha kpajy ce cxuga u oopahyje ueop
4, koju wakohe nema neiiocehenux cycega. Pegocaeg odbunacka u odpage je, gaxae, 1,2, 3, 4,
WO Je pazauMuitio og CIi8apHol pegocaega odunacka y gyouHy Koju 3axitiesa ga ce u3 4eopa
2 iipehe y go wiaga neiiocehenu usop 4.

Teopema 2.3.2
Axo je ipagh ilogesan, onga cy o 3aspulentixy ariopuiima 3 ceu usoposu odpalhenu (3a
CBAKU UBOD je u3epuieHa Yyaazna oopaga,).

Jlokas. Jloka3 teye cuvHO nokazy Teopeme 2.3.1. O3Haummo ca U cKyI YBOpOBa KOju HUCY
oOpal)eHM HakOH 3aBplIETKa W3BpLIaBamba aaropurMa. [IpeTnoctaBUMO CyMpOTHO MPETIo-
CTaBIIM J]a IOCTOjU HEKU HeoOpalieH! YBOP Tj. MPETHOCTaBUMO jia je ckyn U Hempasas. [lo-
wrro je rpad G noBesaH, a ckyn odpahjernx usoposa V' \ U je takohe HenpasaH (jep cappku
dap moa3Hu YBOP " KOjuU ce odpaljyje y mpBOj UTepaluju netbe), dap jenan odpaheHu yBop
wuz V' \ U Mopa dutu noBe3aH rpaHoMm ca dap jeasum Heodpahenum usopom v u3 U. Meby-
THM, OBaKO HEITO je Hemoryhe, jep HaKOH IITO ce 00paax YBOp U, O3HAYABA]Y CE CBU H-ETOBU
10 Tajia HEO3HAYEHU Cyce/ly, T1a 1 4Bop v. UBOp v je, nakiie, MOpao OUTH O3HAUEH U CTABJbEH
Ha CTeK, a CBU YBOPOBU KOJU CYy CTaBJbEHU Ha CTEK CE Y HEKOM TPeHYTKy oOpalyjy, na je u
YBOp v MOpao dutu odpaheH, mro je KoHTpagukiwpja. Ilakyie, cBU YBOpoBU rpada Mopajy
ourtu odpahenu. O

Ha ocHoBy anropurma 3 BeoMma je jeIHOCTABHO HAIPaBUTH UMILIEMEHTALH]jy Y je3uky C++
(cTora je Hehemo MpUKa3UBaTH).

Buweciupyko ciiaswarse ugoposa Ha citiek

AJTepHaTHBA MPETXOJHOM AITOPUTMY j€ Jia C€ O3HAYaBamhe YBOPOBA BPIIM Y TPEHYTKY Kaaa
Ce 3aKcTa MoceTe Tj. CKUHY ca CTeKa, Kao IITO je MPUKa3aHo y OIIITEM aJITOPUTMY 32 OOMIIa3aK
rpacoBa Ha MOYETKY OBOT MoriaBba. OBaj MPHUCTYII OIUCAH je Y aNropuTmy 4.

IMox mpeTnocTaBKOM /1A Ce CyceM Ha CTeK MOCTaBJbajy y 0OpaTHOM pelociiely Off OHOT Y KOM
Cy HaBe/IEHU Y JIUCTU [OBE3aHOCTH, TUME Ce JI0OUja UCTU peJociiesl odmIacka Kao y peKyp-
3UBHOj UMILUIEMEHTALIUjU Tj. y MUTaWky je 3aucTa oduiaasak y AyouHy. MaHa je To LITO ce
WICTH €JIEMEHTH MOTY BHIIIE ITyTa Hahu Ha CTeKy, TaKo Ja je MOoHeKaJj MoTpedHa 3HavyajHo Beha
OyduHa cteka aa ce 1eo rpag oduhe. Haume, nako ce Ha cTek cTaB/bajy caMO HEO3HAYEHU
YBOPOBU, OHU CE€ HE O3HAauaBajy IPUIMKOM CTaBJ/batba Beh TeK IIPUIMKOM CKUamba ca CTeKa.
Beoma je BaxHO 1a ce cycean 03HaAuUeHUX YBOPOBA HE aHAIM3UPA]y KaJa ce TH YBOPOBU CKUHY
ca cTeKa, jep OU ce y CyIIpOTHOM 3a UCTY YBOP BUILE IIyTa IIPOJIa3MIO KPO3 JIUCTE Cyce/a.

U1 oBy MMILIEMEHTaL]jy je BEOMa jeIHOCTABHO HAIPABUTH Ha OCHOBY JATOT aJrOPUTMA, Ta
je Hehemo npuKa3uBaTy.
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Agaroputam 4 Odunasak y 1yOouny — hopMmynanmja ca CTeEKOM

1: procedure DFS(¢vor 1)

2 stavi pocetni ¢vor 7 na stek

3 while stek nije prazan do

4 skini ¢vor wu sa vrha steka

5: if ¢vor u nije oznacen then

6 oznaci ¢vor u

7 1zvrsi ulaznu obradu ¢vora u
8 for all sused v ¢vora v do

9 stavi ¢vor v na stek

[MpumeTnMmo Aa je uzna3Hy odpalLy 4BOpa Teke UMIUIEMEHTUPATU Y (CBUM) HEPEKYpP3UBHUM
umIUieMeHTanjamMa. Hawmwme, n3nasHy odpamy Tekyher yBopa je MOTpedHO M3BPIIUTH TEK
Kajla ca CTeKa OyJie CKUHYT U MOCNIeibY BheroB cycell. JellaH HauMH Ja ce Taj TPEHYTaK YOuH
je 1a ce Ha CTeK Ipe cycena Tekyher yBopa CTaBM CrelldjaiHa O3HAKA YKje CKUIAme ca CTeKa
yKazyje Ja je HOoTpedHO U3BPILUTU U3JIa3Hy 00pary Tekyher uBopa.

[puMeTMMO /1 je TIPOCTOPHA CIIOKEHOCT HEPEKYP3UBHUX Bepsuja anroputma DFS jennaka
MaKCHMAaJTHOM OpOjy YBOPOBA KOjU ce TOKOM aropuT™Ma Haljy y CTeKy, IITO je OmeT y Hajro-
pem ciyuajy O(|V]), kao 1 'y peKyp3MBHOj UMILIEMEHTALHU]H.

KoHcTpykuuja DFS gpBeta u DFS Hymepauuja

[Mpukazahemo caga aBe jemHOCTaBHE a BakHe npuMene anroputma DFS — dopmupame cre-
ujagHor nosesyjyher apsera, Tako3BaHor DFS gpeeitia 1 Hymepauujy 4BopoBa rpaga DFS
Opojesuma. TekcT y HACTaBKY C€ OJJHOCU Ha PEKYP3UBHU OOMJIA3AK.

IMpunrkom odunacka rpada GGy nyOuHy, y MeT/bU KOjOM ce MpoJjia3e CBU Cycequ YBOpa U
MOT'y Cce U3/IBOJUTH CBE rpaHe Ka HOBOO3HAYEHUM YBOpOBMMA v. [Ipeko M3OBOjeHMX IrpaHa
JOCTHXHHF CY CBM YBOPOBH IOBE3aHOT HEyCMepeHOT rpada, na je noarpad Kora YnHe U3IBO-
jeHe rpaHe nope3aH. Taj moarpacg HeMa LIMKIIyce, jep ce Of CBUX IpaHa Koje BOje Y HEKU
YBOD, U3/IBaja caMo jeaHa. IIpema Tome, U3/IBO jeHe rpaHe ¢y rpane moarpada rpada G xoju
je y ciyuajy noesaHor rpacga nosesyjyhe apBo, koje HazuBamo DFS gpeo rpada G. Usop u3
Kora ce nokpehe odunazak y nyouny je kopeH DFS npeera. Yak u ako ce qpBo He hopmupa
eKCIUTMLIUTHO, MHOTE AJITOPUTME je Jiakine pasymetr pasmarpajyhu DFS npeo rpada G.

MpoGnem

Aepunucaitiu anriopuitiam Koju y neycmeperom ipagpy xoucitipyuuwe DFS gpeo iij. Koju
ogpehy je cee ipare ot gpsema.

Y HacTaBKy je JaT mporpam Koju koHctpyuiie DFS npBo mator rpacda mpeacTaBbeHOr JIn-



134 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

crama cycenctBa. DFS npBo duhe npencrasibeHo y BUsy BeKTopa rpaHa rpada.

// rekurzivna funkcija koja vrsi DFS obilazak grafa od datog cvora 1
// uz to konstruise DFS drvo
vold konstruisi_dfs_drvo(int cvor, vector<bool> &posecen,
vector<vector<int>> &dfs_drvo) {
posecen[cvor] = true;

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede

// koje ranije nismo obisli

for (int sused : listaSuseda[cvor]) {

if (!posecen[sused]) {

// u DFS drvo dodajemo granu iz tekuceg ka novom cvoru
// 1 njoj suprotno usmerenu granu (jer je graf neusmeren)
dfs_drvo[cvor].push_back(sused);
dfs_drvo[sused].push_back(cvor);
konstruisi_dfs_drvo(sused, posecen, dfs_drvo);

// omotac funkcija koja vrsi DFS obilazak datog grafa i1z datog cvora
// 1 konstruise DFS drvo
vector<vector<int>> konstruisi_dfs_drvo(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
vector<vector<int>> dfs_drvo(brojCvorova);
konstruisi_dfs_drvo(cvor, posecen, dfs_drvo);
return dfs_drvo;

}
INocroje nee Bapujante DFS Hymepaiuje yBopoBa:

* gonasna DFS nymepayuja, onHocHO preOrder HyMepalyja, KOjoM ce YBOPOBH HyMe-
puIIly TipeMa peociiely O3HayaBarmba 1

* ogaasna DFS nymepauuja, omHOCHO postOrder HyMepalija, Ko Koje ce YBOPOBH Hy-
MEPHIITY ITpeMa Peiociiely HAMyIITama.

Honazuu Opoj uBopa v odenexaBahiemo ca v.Pre, a omyasHu ca v.Post. Jlona3Ha v ojia3Ha
HyMepalyja YBOpoBa UMajy IIPUMEHY IIPWIMKOM pellaBama pa3sHuX rpodiema Haf rpado-
BUMaA.
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I Mpumep 2.3.5
Tpumep ipagpa ca ueoposuma HyMepucaHum Ha gea Hauuna upuxasar je Ha cauuu 2.10.

3a apumep ca cauxe 2.10 pegocaeg ueoposa y paciiyhem pegocaegy gonasue Hymepauuje
tnacu a,b,e, f,7,9,c, h,i,d, gox je pegocaeg usoposa y pacitiyhem pegocaeqgy ograsme Hy-
Mepal/;uje e?.g?j? f7 b7 d7i7 h? C7 a.

Hapenna ¢yskimja ucnucyje yBopose y pactyhem penocieny wuxose nojasHe DES Hyme-
pauyje.

vold dfs_preorder(int cvor, vector<bool> &posecen) {
posecen[cvor] = true;

cout << cvor << g

for (int sused : listaSuseda[cvor])
if (!posecen[sused])
dfs_preorder(sused, posecen);

}

Hapenna ¢pynkimja ucnmcyje yBopose y pactyhem penocieny wuxose oanasHe DES Hywme-
pauyje.

vold dfs_postorder(int cvor, vector<bool> &posecen) {
posecen[cvor] = true;

for (int sused : listaSuseda[cvor])
if (!posecen[sused])
dfs_postorder(sused,posecen);

cout << cvor << 8

}

AJITepHATUBHO, MOXXEMO MMIUIEMEHTUpATH (PyHKIMje KOjuMa Ce 3a CBE YBOpOBE y rpady
namTe, a Ha Kpajy UCIIUCY]y peaHu OpojeBu y Aona3Hoj u omia3Hoj DFS nymeparmju.
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// za svaki cvor se pamti dolazni 1 odlazni redni broj
vector<int> dolazna;

vector<int> odlazna;

// naredni slobodan redni broj (odlazni i dolazni)

0;

0;

int rbr_dolazna

int rbr_odlazna

voild dfs(int cvor, vector<bool> &posecen) {
posecen[cvor] = true;

// cvor dobija naredni dolazni redni broj
dolazna[cvor] = rbr_dolazna;
rbr_dolazna++;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje do sada nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {
if (!posecen[sused]) {
dfs(sused,posecen);

}

// cvor dobija naredni odlazni redni broj
odlazna[cvor] = rbr_odlazna;
rbr_odlazna++;

voild dfs(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
dolazna.resize(brojCvorova, -1);
odlazna.resize(brojCvorova, -1);
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);

dfs(cvor,posecen);

cout << "Dolazna 1 odlazna numeracija cvorova:" << endl;
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)

cout << "Cvor " << i << << dolazna[i]

<< "/" << odlazna[i] << endl;

Y ofHOCY Ha MPOM3BOJHHU YBOP Y APBETY, OCTaJIe YBOPOBE MOXKEMO IOJIEIUTH Y YETUPH IPYIIE:
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YBOPOBU KOjH CY H-ETOBU IPEL, YBOPOBE KOjU Cy HETOBH MOTOMLH, YBOPOBE KOjH CY JIEBO
OJl Bbera 1 YBOPOBE KOjH CY JIECHO OJ] Ihera (BUAeTH npumep Ha ciunu 2.13).

Cnuka 2.13: 'V ognocy Ha uyBop 0poj 10, LpBeH! YBOPOBHU CY JIEBO, 3€JIEHU JECHO, IIIaBU CY
TIpeliy, a KyTH cy oToMiid. YBOpOBHU JIEBO MMa]jy Make U JJOJIa3He U O[Ia3He pedaHe Opojese,
MpeLy MMajy Mame JoJa3He, a Behe ojazHe pegHe Opojese, IoToMIM uMajy Behe monasHe,
a Mame OJJIa3He peAHe OpojeBe, MoK YBOPOBH AeCHO UMajy Behe u posa3He u ojjia3He peaHe
opojese.

HeduHuImmMo nperu3Ho OBe OHOCE.

Usop w HazuBamo ipeiixom uBopa vy DFS npeety I’ ca koperoM 1 (cnuka 2.14) ako je w Ha
JEAMHCTBEHOM MyTy 01 7" 10 vy T'. AKO je 4BOp w NpeJak YBopa v, OHA je YBOP U HOWOMAK
YBOpA W.

DFS npBo odyxBara cBe YBOpoBe mose3aHor rpacda GG. Penocien jietie CBakor YBopa y JpBeTy
ojpeheH je ucTama MoBe3aHOCTH Ko juMa ce 3aj1aje rpad (G, ma ce 3a cBaka JiBa JIeTeTa HCTOT
yBOpa MoXe pehu Koju je of BuX se6u (TIPBU IO TOM PeJOCiieny), a Koju gecuu. Penarmja
JIEBU — JIECHU Ce TPEHOCH Ha MPOW3BOJbHA JIBa YBOPA U U ¥ KOjU HHUCY Y peJlalliju Ipeak
— noToMak (cimka 2.14). 3a uBopoBe U M ¥ Taja MOCTOjU ,Hajviahu” 3ajeJHIIKU TpeIaKk
w 'y DES npery (To je OHaj 3ajeIHUYKM MpelaK Yiju HUjelaH MOTOMAK HUje 3ajeAHUYKU
HpelaKk YBOPOBA U U ¥), Kao U aena v’ 1 v’ 4Bopa w TakBU Ja je 4Bop u’ Ipefak 4Bopa u 1
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4Bop v’ mpejak yBopa v. KakeMo 1a je ueop u .1e6o 0g uéopa v ako ¥ CaMo aKo je YBop u’
7eBo o1 usopa v’. ['eomeTpujcka MHTepIpeTaluja oBe peianyje je jacHa: DFS npBo hemo
UCIIPTABATH HAHWKe TPUITMKOM TpeiacKa y HOBe — HeO3HaYeHe YBOPOBe (KOpall y IyOuHY),
OJHOCHO CJIeBa yJeCHO MPUJIMKOM JO0/laBalba HOBHX I'paHa Mocje MospaTka y Beh o3HaveHe
YBOPOBE.

Cnuka 2.14: Wnyctpanyja penanyje neo — gecro Ha cKyry uBopoBa DES npgera.

Penanuje npenak—moToMaxk ¥ JieBU—IECHU Ce MOTY OKapaKTepycaTy U KopullihemeM JI0J1a3He
Y OfIJIa3He HyMepalyje YBOpOBa.

Penocnen odpane uBopoBa je omo3ro-HaHWKE, CeBa-HAAECHO, Ma ce Mpe OMJIO KOT YBOpa
odeiexaBajy YBOPOBH JIEBO OJ1 Hbera ¥ UBOPOBU U3HAI Hhera (FerOBU MPEln), a MOCIe Hhera ce
odeJexaBajy YBOPOBU MCIIO Hhera (FeroBU IIOTOMITH) KaO M YBOPOBH JIECHO Of1 ihera. Jlake,
aKo Cy JlaTa JiBa YBOpa U M v Taksa ja je u.Pre < v.Pre, Taja je u WU JIEBO O U WIH je
npenak yBopa v. Kako OucMo 3HamM Ko ju 071 Ta J1Ba CITydaja Baku, IOTPEOHO je a yIopeIumo
oJJ1a3He peaHe OpojeBe: MambM OJJIa3HU OPOjeBU YKa3yjy Ha YBOPOBE JIEBO, a BehU Ha MpeTKe.
Cneneha nema Ham Jaje TOTHYyHY KapaKTepH3aIlljy OJHOCA MOJIOKaja YBOPOBA HA OCHOBY
wuxoBe DFS nymepauyje (Buaetu npumep Ha caunu 2.13).

Ako 3a gea ueopa u u v eaxcu u.Pre < v.Pre, iaga eadxcu:

* axo je u.Post < v.Post, iiaga je u ae8o 0g v (06paga ueoposa 1e60 pamuje iouurbe
U patuje ce 3a6putasa);

* axo je u.Post > v.Post, ilaga je u ipegak og v (odpaga ipegaxa pauuje uouuroe,
anu ce KacHuje 3asputasa).

H3 osoia gupekitino crege u cregehu (gyaanu) ycaosu.

Ako 3a gea usopa u u v eadicu u.Pre > v.Pre, itiaga eadicu:
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* axo je u.Post < v.Post, aga je u domomax ueopa v (odpaga Homiomaxa KacHuje
fouurbe, au ce paHije 3a6putasa);

e ako je u.Post > v.Post, ilaga je u gecHo og v (odpaga ueoposea gecHO KacHUje
fouurbe U KacHuje ce 3a8putaea).

Jloxasz. Ha cnuru 2.15 npukaszana cy Tpu 4Bopa rpada u, v u w 'y oksupy DFS npeera rpada.
UBopoBu © M v Cy Jelia YBOpa w, a YBOP U je JIeBo of 4yBopa v. Ha cimum cy npukasaHu
Y BPEMEHCKH MHTEPBAIM Tpajama peKyp3uBHHX mosuBa anroputMa DFS 3a cBaku o oBux
yBopoBa. [IpBo ce nokpehe DFS odunaszak uBopa w, HakoH Tora ce nokpehe DFS odunazak
YBOpa U, 3aTUM ce Taj 0OMIa3ak 3aBpiasa, na ce no3usa DFS oduazak yBopa v, HAKOH Tora
ce Taj oduIa3ak 3aBplUIaBa U Ha Kpajy ce 3aBpiasa DFS odunazak yBopa w.

DFS(u) DFS(v)

-
DFS(w)

Cmuka 2.15: Opnoc m3meljy nonoxaja usopoBa y DFS npBeTy u Tpajama peKyp3WBHUX TIO-
31Ba TIOKPEHYTUX U3 OBUX YBOPOBA.

Busto koju motomak 4Bopa w (perumMo w’) ce Hala3u YHyTap MOJAPBETA Ca KOPEHOM YUjU
j€ KOpeH Heko jeTe uBopa w (To ¢y u, v, ...), Ia Mopa 1a uma Behu ponaszau DFS dpoj
OJ1 IoNa3HoT Opoja yBopa w Tj. Baku w’.Pre > w.Pre. 3anakamo ja je DFS anropuram
MOKPEHYT U3 YBOpa OMJIO KOT MOTOMKA YBOpA W, aKTUBAaH caMo y NMOJUHTEpBaly BpeMeHa 3a
koje je aktuBan DFS anropuram u3 usopa w. DFS nperpara u3 6uio kor usopa w’ Koju je
MOTOMAaK 4BOpa w 3aBpiiasa ce npe 3aBpiietka DFS nperpare u3 yBopa w. [Ipema Tome, u3
YUILEHULIE JIa j€ HEKM YBOP W’ MOTOMAK 4Bopa w cieau aa je w’.Post < w.Post.

AKo je HeKM YBOp U JIEBO OJ1 HEKOT YBOpa v, OH1a 1’ MOpa OUTH y MOJIPBETY UMjH j€ KOPEH
u,a v’y IOJUIPBETY YMjH je KOPEH U (32 HEKO U, ¥ KOJU UMAa]y 33 jeIHUYKOT POUTEIbA W U U j&
JieBo o v). DFS oOunazak 3a cBaku YBOp Y HOJIPBETY ca KOPEHOM U M MOYMELE U 3aBpIIaBa
ce nipe DFS oduiacka duiio Kor 4yBopa y MoUIpBETy ca KopeHoM v. 3aro je u'.Pre < v’.Pre
u u’.Post < v'.Post. O

[MpumeTnmo fa peTxoqHa JieMa Jiaje MOTIyHY KapaKTepHr3alyjy OTHOCa MoJI0Kaja YBOPOBA Y
JpBeTy (IoCcToju YeTrpu Moryha oJHOCca NojIokaja 1 YeTHpH OJJHOCA ITApOBa PeHUX OpojeBa
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y JOJ1a3HOj U OJUIa3HO] HyMepallKjy) — y CBa YETUPH Ciydaja Bake eKBUBaJICHLU]jE (OAHOC
TM0JIOkAaja BaKM aKO M CaMO aKO BaXXU HaBeJIeHW OJHOC PeTHUX OpojeBa).

Ha cnukama 2.10 1 2.13 ce Buau Aa cBe rpaHe HeycMepeHor rpada crajajy opeTke U IOTOMKE
Tj. 1a rpaHe He MOTy OUTH lioiipeure y oqHocy Ha DES apBo, 0MHOCHO He TIoBe3Yjy YBOPOBE HA
pa3/BOjeHUM IyTeBUMaA O] KOpeHa (Tj. ABa YBOpa KOja cy y OAHOCY JIEBO — JJECHO). 3aucra,
ako du TakBa rpasa rnocrojaia, DFS anropuram ou ,,ipommao” wome u ykibyuno je y DFS
apBo. Hapenna nema npenu3HO M3pakaBa OBy KapaKTepu3alujy rpaHa rpada y ogHocy Ha
DFS npgo.

Hexa je G = (V, E) iiosezan neycmepen ipag u nexa je'I' = (V' F') DFS gpeo ipagha G.
Csaka ipana ipagpa e € FE apuitaga gpsetiy T’ (itj. ¢ € F') uau ciiaja gea usopa ipagpa
G, og kojux je jegan iipegax gpyiol y gpeeiy T.

Joxas. Hexka je (u,v) rpana HeycMepenor rpada (G, U IpeTnoctaBuMo jia je y Toky DFS
npetpare 4yBOp u moceheH mpe yBopa v Tj. Aa je u.Pre < v.Pre. Ha ocHoBy neme 2.3.1 Baxu
Ia je v WM MOTOMaK YBOpa U WM je JecHo on u. Ilocne o3HauaBama yBOpa U, y TETIHH Ce
pexyp3uBHO nokpehe DFS mperpara u3 cBakor HEO3HAYEHOT cyceqa YBopa u. Y TPEHYTKY
KaJ 7gohe pen Ha YBOp v, aKO ¥ HUje O3HAYeH, U3 U Ce 3allOYMbe HOBH PEKYypP3UBHH TIO3UB
DFS, na je v mere uBopa u y apsery 1" u rpana (u, v) npunaga DFS apsery T'. Ako je v
O3HaYeH, OHJIA je v MOTOMaK 4YBopa u y ApBery 1. 3amcra, NOIMITO je v O3HAYEH, HEeroBa
0o0paga Mopa OUTH 3armoveTa v 3aBpIIeHa TOKOM TPEHYTHOT PeKyp3UBHOTI TI03UBa y KOM ce
oOpabyyje uBop u, ma Baxu v.Pre > u.Pre u v.Post < u.Post. Ha ocHOBy neme 2.3.1 Baxu
J1a YBOp % MOpa OUTH Tpellak YBOpa v. O

2.3.1.2 YcmepeHu rpachoBu
[Mpouenypa npetpare y nyouHy ycMepeHux rpagoBa ucTa je Kao 3a HeycMepeHe rpagose.

Auropuram DFS 3a nosesan HeycMepeHH rpad, HOKPEHYT U3 IPOM3BOJBHOT YBOPA, OOMIIa3H
1ieo rpacd. AHaJIOrHO TBphemwe He Mopa Ja Baxu 3a ycmepeHe rpacgose. [penusnuje, oHo he
BaXUTHU CaMO aKo je rpad jako noee3aH (o yemy he dutu BHile peun y Morasiby 2.6).

I Mpumep 2.3.6

Tocmaitipajmo yemepenu ipag na cauuu 2.16. Axo ce DFS ipeitipaia 3aiioune uz ugopa D,
ouhe iiocehernu ceéu usoposu ipagpa. Ca gpyie cripane, axo ce DFS tipettipaia 3atioure uz ueopa
A, onga he éuiiu gociuuinyiu camo usoposu A, B, C u G. Ha du ce obuwiau ceéu usoposu,
domipedno Je iokpenyitiu Hog oounrazax (Ha upumep uz ueopa D). Ha wwiaj nauun ce ymecitio
DFS gpseitia goduja DFS wyma. Ilpumeitiumo ga moiy ga iiocitioje u ipare Koje iiose3yjy gea
gpeetia e wyme.
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Ciuka 2.16: TTokperamem odbuiiacka rpacda ca jieBe crpaHe u3 uBopa A, Hucy nmoceheHu cBu
YBOPOBH, T2 je 00MIa3aK MOKPEHYT MOHOBO U3 uBopa . Tume je noOujeHa nyma rnprka3aHa
Ha cpeivHU. AKO OU ce 00MIa3ak MOKpeHyo u3 uBopa [, 100uiio Ou ce jeAMHCTBEHO APRBO,
MPUKa3aHO AECHO.

IIpema Tome, yBek kaa rosopumMo o DES oduacky yemepeHor rpada, cmarpahemo aa je ajro-
putam DFS nokpeHyT OHOJIMKO MyTa KOJIMKO je MOTPEedHO /1a O CBM YBOPOBH OMJIM O3HAUESHU
U CBe rpaHe Owile pa3moTpeHe. [lakie, y ommreM ciaydajy ycmepenu rpad ymecro DFS np-
Beta uMa DFS wiymy.

Jenquncteeno DFS npBo ce Moxxe 00e30eauTH Tako IITO ce y rpad 40/1a HOBU YBOP ¥ YJIa3HOT
crenena 0, KOju ce MoBexe rpaHama ca cBUM uBopoBuMa rpada G (ciuka 2.17) — raga DFS
odmIa3ak MOKPEHYT U3 YBOpA U CUTYPHO 0OWIia3u cBe uBOopoBe rpada (G ¥ MOCTOjU jeH-
ctBe”o DFES npgo.

©) )

Cnuka 2.17: Ilpumep ponaBamwa HOBOT YBOpa vy rpad Tako Ja ce U3 4yBopa v rpad Moxe y
MOTIYHOCTH 00uhu.

Yak u Kaza cy jeqMHCTBEHa 3a 1eo rpad, ycmepeHa DFS npsera umajy Hewro apyrauuje
ocodmune og DFS npsera 3a HeycMmepeHe rpagose.
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W y DFS mymu xox ycMmepeHux rpadoBa Bake UCTe BPCTe OHOca u3Melly UBOpoBa Kao U
KOJl HeycMepeHHX rpacoBa (0JHOCH MpelaK-MOTOMAaK U JIeBO-AeCHO) U Jiema 2.3.1 Koja naje
KapaKTepHu3alyjy OBUX OAHOCA Ha OCHOBY mojasHe u opiasHe DFS Hymepauuje ocraje Ha
cHa3u. Hanme, ofHOC Tpajara peKyp3MBHUX MO3MBa MPUKa3aH Ha CIULU 2.15 1 fajbe BakH.
Naxo 1o HMje nmoka3zaHo Ha cauLM 2.15, UCTH 3aKJbyYaK je TayaH U aKo Cy YBOPOBU U U W'y
pasnuuntuM ApBetuma DFS myme, npu yemy je qpBo uBOpa v JIEBO Of APBETA YBOPA W.

MehyTiM, KapakTepu3saiyja rpasa je nqpyraudja. Ha npumep, Huje Builie TauHo Jia rpad He
MOXe MMATH TIOTPEeYHe TpaHe, IITO ce MOXe BUAETH U3 TpuMepa Ha ciunu 2.18. YV omHocy
Ha DFS npBo rpane ycMepeHor rpada IpuIiaajy jeaHoj o YeTUpH KaTeropuje:

* ipane DFS gpeeitia,
* loepaitne,

* gupexiine u

* [ioiipeure TpaHe.

)
grana stabla,*’ ‘.
1

direktna @

v

Cmuka 2.18: DFS npBo ycmepenor rpacga. Knacudukanuja rpana y ogaocy Ha DFS apgo.

IIpBe Tpu BpcTe rpaHa MOBE3Y|jy [IBa YBOpa of] KOjUX je jenaH notoMak apyror y DFS npeery
(cmuka 2.18):

* rpana DFS npBeta nmoBe3yje poauTesba ca I€TeTOM,
* [OBpaTHA rpaHa MOBE3Yyje MOTOMKA Ca MPETKOM,
* NIMpEeKTHA I'paHa MoBe3yje MpeTKa ca MOTOMKOM.

Oge BpcTe TpaHa MOCTOje M KO HeyCcMepeHHX rpadoBa, jeMuHO IITO ce He TPaBU pa3iiuKa
n3Mely AMPEeKTHUX U MOBPATHUX rpaHa (OHe Crajajy MmpeTKe v MOTOMKE, ajli HUCY YCMepeHe,
Ma UX He MOKEMO Pa3IUKOBATH).

HoeuHa cy nonpeuse rpane, Koje NoBe3yjy UBOPOBE KOjU HUCY ,.,cpoAHULM” y ApBeTy. Ilo-
npeyHe rpa”e, MehyTum, Mopajy dutu ycMepeHe ,,37ecHa yiaeBo” (o7 YBopoBa ca Behum ka
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YBOPOBA Ca MawUM JI0JIa3HUM OpojeBUMa), Kao ITO Mokasyje cieaeha gema. Haumme, kon
HeycMmepeHor rpaga DFS anroputam yBek Moxe ,,lipehn” mpeko mornpeyHe rpaHe, JA0K KOJ
ycMmepeHor rpada Moske npehu npeko rpaHa yCMEpeHHX ClieBa HaJIeCHO (3aTO OHE MOCTajy
rpase rpaca 1 HUKaJ| HUCY IOIpeYHe).

W kapaxTepusanujy rpaHa ycMepeHor rpadga y ogaocy Ha DES apBo moryhe je n3BpmuTy Ha
OCHOBY JOJIa3HE U OJy1a3He HyMepaLyje yBopoBa rpacda. Y HacTaBKy hemo 1oka3zaTy HU3 1emMa
KOje IoNpUHOCEe KOHaYHOj Kinacupukauuju. Ha caunm 2.19 ninycrpoBaHa je Be3a BpeIHOCTU
JOJIa3HUX U OJJIa3HUX peJHUX OpojeBa KpajeBa rpaHe M BEHOTI THIIA.

Cmuka 2.19: Knacudmuxkarmja rpana yemepenor rpacda momohy DFS nymeparmje. I'pane on
Mpeaka Ka oTOMIIMMa Cy WM TpaHe rpada (TUiaBe) Win JUpeKTHe rpaHe ()KyTe) U OHe CY
yCMepeHe 0f1 YBOPOBa ca MalkhUM Ka YBOPOBUMa ca BehrM [10J1a3HUM peHrM OpojeBuma. [lo-
BpaTHe rpaHe (3e/ieHe) Cy ycMepeHe Ka YBOPOBUMA ca MambWM JIOJIa3HUM, v BehuM ofia-
3HUM peJHuM OpojeBuMa. [lompedne rpane (1pBeHe) cy ycMepeHe HaleBo, Ka YBOPOBUMA Ca
Mamb¥M U JJOJTA3HUM U OJIa3HUM PEIHUM OpOojeBUMa.

Hexa je G = (V, E) ycmepenu ipagp u nexa je T = (V, T') DFS gpeo ipagpa G. Axo je
(u, v) € FE ycmepena ipana ipagpa G og u go v 3a kojy eaxcu u.Pre < v.Pre, onga je
usop U Apegak ueopa v y gpeeiy 1" u iparna og u go v je uau ipana gpeeiiia Ui gupekinna
Ipana.

Joxaz. Tlomrro mpema nonasHoj DFS Hymeparuju 4Bop 1 mpeTxoau YBOpy v, YBOP ¥ je O3Ha-
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yeH rocsie YBopa u. ['pana rpada (u, v) Mopa OUTH pasMaTpaHa y TOKY PEKYpP3MBHOT O3B
anroputMa DFS 13 uBopa u. AKO Y TOM TPeHYTKY YBOp v HHje O3HAUY€eH, OH/a ce rpaHa (1, v)
Mopa ykibyuntu y DFS npBo, 1j. (u, v) € T, na je TBpherse neme TauHo. Y MPOTUBHOM, YBOP
v je O3Ha4YeH y TOKY U3Bohema HeKor pekyp3uBHor nosusa DFS u3 u, na je v motomak yBopa
u'y DFS npBety T' v rpaHa je qUpeKTHa. O

Henocrojawe monpeuynux rpana y oqHocy Ha DFS npBo koje uay cieBa yJaecHO oMake aa
ce HyMmepalyja YBopoBa rpaga yrnorpedu 3a KiacudpuKaiyjy 4YeTHpH BpPCTe TpaHa y OHOCY
Ha DFS npBo.

Hoxkaxumo cienehy kapaktepusaiyjy MOBpaTHUX IrpaHa.

I'pana (u,v) yemepenoi ipagpa G = (V| F) je iospaitina y ogrocy na DFS gpeo ipagpa
aKo u camo axKo Apema 0gAasHoj HYMepayuju 46op U Upeixogu ueopy v, ogHocHo u.Post <
v.Post (citeyujanno, axo je ipana (u,v) deitiva, Wj. ako je u = v, mwaga éaxcu u.Post =
v.Post).

Joxas. Pa3MOTpUMO 3a IPOU3BOJBHY rpany (1, v) rpada G oiHOC peqHOr Opoja y O/Ia3Hoj
DFS nymepauuju yBopoBa v 1 .

* Ako je (u, v) rpaHa ApBeTa Wid TUPeKTHA IpaHa, OHJIA je YBOP ¥ MOTOMAaK YBOpa U, Ma
Baxu v.Post < u.Post.

* Ako je ( U, v) TIOTIpeYHa rpaHa, OHJa 300T Tora IITO je YBOp ¥ JIEBO OJf YBOpa U, MOHOBO
Baxku v.Post < u.Post.

* Ako je (u,v) noBpaTHa rpaHa u v # u, OHJIa je ¥ TpaBH Mpelak YBopa u u v.Post >
u.Post. MeljytiMm, Nomro je coeuujalHo M MeTba jelHa BpCTa MOBpaTHE rpaHe, 3a
IIOBpaTHY I'paHy MOKE J1a BaXU U U = U, IIa caMuM TuM U v.Post = wu.Post. Ilpema
TOME, y OIIITEM CITy4ajy 3a MOBpaTHy rpany (u, v) Baku u.Post < v.Post. 0

Ha ocHoBy cBera nmpeTtxomgHor cieu cieneha ema.

3a yemepeny ipany (u,v) € E eancu:

e axo je u.Post < v.Post, onga je ipana (u, v) iospaitina,

e axo je u.Post > v.Post u u.Pre > v.Pre, onga je ipana (u, v) iioipeuna,

* ako je u.Post > v.Post u u.Pre < v.Pre, onga axo je ueop u poguitiesv ugopa v y
DFS gpeeiny ipana (u, v) je ipana DFS gpeeitia, a unaue je (u, v) gupexina ipana.
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V HacTaBKy je MpHKa3aH MporpaM KOjuM ce 3a CBaKy IpaHy ycMepeHor rpada oapelyje weH
Tun y ogHocy Ha DFS npBo, Ha OCHOBY JI0JIa3HE W OfJIa3HE HyMepalldje YBOpOBa.

// vrednosti dolazne 1 odlazne numeracije
vector<int> dolazna;

vector<int> odlazna;

// naredni slobodni redni broj (dolazni i1 odlaznti)
int rbr_dolazna = 0;

int rbr_odlazna = 0;

// roditelj svakog cvora u DFS drvetu

vector<int> roditelj;

void dfs(int cvor) {

// cvor dobija naredni dolazni redni broj

dolazna[cvor] = rbr_dolazna;

rbr_dolazna++;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje do sada nismo obisli

for (int sused : listaSuseda[cvor]) {

if (dolazna[sused] == -1) { // !posecen[sused]

// 'cvor' je roditelj cvora 'sused' u DFS drvetu
roditelj[sused] = cvor;
dfs(sused);

}

// cvor dobija naredni odlazni redni broj
odlazna[cvor] = rbr_odlazna;
rbr_odlazna++;

// klasifikuju se grane DFS drveta dobijenog obilaskom grafa

// krenuvsi od datog cvora

void klasifikuj_grane(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
dolazna.resize(brojCvorova, -1);
roditelj.resize(brojCvorova, -1);
odlazna.resize(brojCvorova, -1);

dfs(cvor);
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cout << "Dolazna 1 odlazna numeracija cvorova:" << endl;
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
cout << "Cvor " << i1 << ": " << dolazna[1i]
<< "/" << odlazna[i] << endl;
cout << "Tipovi grana datog usmerenog grafa: " << endl;

for (int 1 = 0; 1 < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSuseda[i].size(); j++) {
int k = listaSuseda[i][j];

if (1 == roditelj[k])

cout << 1 << "-" << k <<

je grana DFS drveta" << endl;
else if (odlazna[i] <= odlazna[k])

cout << 1 << "-" << k << " je povratna grana" << endl;
else // odlazna[i] > odlazna[j]

if (dolazna[i] < dolazna[k])

cout << 1 << << k << " je direktna grana" << endl;

else

cout << 1 << << k << " je poprecna grana" << endl;

2.3.1.3 TMpoBepa nocrtojarba LukKyca

INokazahemo capa kako ce asroputam DFS nperpare Moxe HCKOPUCTUTH 32 yTBphUBarse oa
JIM je Jaty rpad auuKInyKy.

Mpo6nem

3a gaitiu yemepenu ipagp G = (V, E ) YCUAHOBUIUU ga AU CAGPAHCU YCMEPEHU UUKAYC.

Hexa je G = (V, E) ycmepenu ipag, u nexa je T DFS gpeo ipagpa G. Taga ipagp G
cagporcu yemeperu yukayc axko u camo ako ipag G cagporcu iiospaitiny ipamny y ogrHocy Ha
DFS gpeo T

Hoxas. Tpernocrasumo aa rpad G caapxu nospatHy rpay (u, v). OHa 3ajeiHO ca rpaHama
DFS apBera Ha ITyTy O ¥ 10 U YMHH [UKJIYC, Te MMIUTMKALMja y je[IHOM CMepy J1ator TBpherba
JIMPEKTHO Baku. [1OKa)MMO JIa BAXKU M CYNPOTHA MMILIMKAIM]jA, OJJHOCHO [1a aKo y rpady
TIOCTOjU LIMKJTYC, TaJIa j€ Hy)KHO je[IHA O] FerOBUX IPAHA MOBPATHA. 3aUCTa, IIPETIIOCTABUMO
ma y rpady G mocToju LUKIYC KOjU YMHe rpaHe (vq, Uy), (Vg, U3), .oy (Vi_1, Vi), (Vgs V1),
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O[l KOjUX HWTH jelHa HUje ToBpaTHa y ogHocy Ha DFS npBo T’ (YBOpoBe y IMKIIyCy CMO
O3HAYMJIM pesioM OpojeBuma o1 1 10 k, KpeHyBIIH Off IPOU3BOJLHOT YBOPA TOT IIUKJIyCa — OBE
O3HaKe He MOpajy oAroBapaTv o3Hakama yBopoBa rpacda Hutu DFS Hymepanuju yBopoBa).
Axo je k = 1, omHOCHO IHMKJIyC je TeT/ba, OHIA je cama rpaHa (v;,v;) MOBpaTHa. AKO
jemak k > 1, nperrocraBumo fa HUjeaHa Of rpaHa (vy, Vs), (Vg, Ug), ..., (Us_1, V) HHjE
nosparHa. IIpema nemu 2.3.5 Baxe HejeIHaKOCTH vy .Post > vy.Post > -+ > v,..Post, u3
KOjUX clleu 1a je vy,.Post < v,.Post, na je rpana (v, v, ) npema jemu 2.3.5 noBparHa —
CYNPOTHO NPETHOCTaBLM. TUMe je JoKa3aHo Aa y CBAKOM LIMKJIYCY IOCTOjU MOBpaTHA IpaHa
y omgHocy Ha DFS npBo. O

Ha ocHoBy npeTxofHe jieMe 3ak/bydyje ce ja ce alropuTaM 3a IpoBepy jAa Ju rpad caapxu
nukiyc Moxe ceectd Ha DFS nipetpary rpada, onpehusame ogyiazne DES Hymepauuje uBo-
poBa gator rpagpa 1 npoBepy MocTojara MOBpaTHE rpaHe. AJITEPHATHUBHO, MOXE Ce TOKOM
u3BpuaBawa DFS anroputva y nomMmohHOM cTeKy ofp:kaBaTv HU3 YBOPOBA Ha IyTY O IOJIa-
3HOT yBOpa A0 Tekyher kpo3 rpane DFS npeera. Ako ce npuirkom odmiacka Havbe Ha YBop
Koju je Beh Ha cTeKy, MOXeMO 3aK/bYUUTH Ja y Tpadyy MOCTOjH LUKIIYC ¥ MPEKUHYTH Aabu
odbniazak rpaga. Croxenoct osux anropurama je O(|V| + |E|).

2.3.2 0OO6unasak y LWWAPUHY

Jlpyra BaxxHa TeXHMKa odwiacka rpada je odunrazax y wupuny WM dpeiipaia y wupumy
(enrn. breadth—first—search, BFS). Ona noppasymeBa oOmiazak rpacda Ha cucTeMaTU4aH Ha-
YMH, PeIOM, 110 yAa/beHOCTH YBOPOBa O IOYETHOT (TIe IOJ yaabeHoUny HeKor YBopa Moj-
pasymeBaMo Opoj rpaHa Ha HajkpaheM IyTy ol HOYETHOT 0 TOT YBOPA).

Mpo6nem

Jepunucaitiu ariopuriam Koju Kpenysuiu og 3agaiiol ueopa ipagha iiocehyje (na ipumep,
Uciiucyje uau Ha Hexu gpyiu Hauux oopahyje) cee ueopoee Koju Cy JoOCHIUNCHU OF THOT
ugopa, Upu uemy ce ugoposu oopahyjy y neoilagajyhem pegocaegy najkpahux paciiojarea
0g 3aganiol Uouernor ueopa.

Odunazak y MUpPHHY ce BPIIY Ha MPAKTUYHO UCTU HAYMH U KOJ] HEYCMEPEHHUX U KOJ| ycMepe-
HUX rpadoBa (pasjmuke 10 Kojux Moxe gohu hemo nocedHo onucaTh).

OBaj HauMH OOMJIACKA je YMHM NOTOHOM 3a Tpaxeme Hajkpahux myTeBa (MyTeBa ca Haj-
Mamux OpojeM rpaHa) oj YBOpa U3 Kora mperpara Kpehe. Pasmorpumo rpad mo3HaHcTaBa
KOPHCHUKA HEKE APYLITBEHE Mpeke: MpeTpara y IHUPHUHY MOKe c€ HCKOPUCTUTH 3a MTPOHAJIa-
KeHe HajMame yaaJhbeHOCTH (Y TepMUHIMA Opoja ocoda) m3Mel)y 1Ba KOPUCHUKA Y MPEXH.
Cnn4Ho, y alropuTMUMa pyTHpama y MpekaMa padyHapa IpeTparoM y IIMPHUHY ce MOKe
oIpeauTH Hajkpahu myT n3Mely ABa YBOpa y MpexXHu.
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Iperpara rpacda y mUpHHY MOXe OMTH KOPHCHA M Y JPYTMM KOHTEKCTHMMa. Bed, kao cio-
’KeHa Mpexka Bed cTpaHuiia MellycoOHO MoBe3aHMnX Be3ama (JITMHKOBUMA), CE MOKe ITPUPOTHO
pa3sMaTpaTH Kao je[aH BeJIMKU U CIOXeH rpad YMju YBOPOBU OArOBapajy MojeAMHAYHUM BeD
CTpaHUIlaMa, JIOK TpaHa oJ] jeJHOT YBOpa J0 JAPYror YBOpa MOCTOjU aKO U CaMO aKO Ha MPBOj]
BeO CTpaHULM [TOCTOjU JIMHK Ka Apyroj BeO crpaHuuu. MHTepecanTan nmpodiieM jecte UHIEK-
cHpame Bed CTpaHHIIa, KO je KOpUCTe MpeTpakMBayM 3a BeO Kako OM aXypupasy CBOj ca/ipikaj
WIN MHAEKCE caipxaja Apyrux Bed crpanuna. [lomro je y oBoM mpodiieMy LiUb 1a ce Kpe-
heMo cucTeMaTH4HO MOYeB Off HeKe BeO CTpaHHLEe, TO MOXeMO MocTuhu mperparom rpaga
y HIMpHHY, KOja Y MPBOM KOpaKy OOMJIa3W CBE CTpPAaHUIIE Ka KOjUMa ca TMoJa3He CTpaHHIe
MOCTOjU BE3a, Y HAPEAHOM KOpaky ce rnocehyjy BHX0oBe Be3e, UTA.

Kao n y cityuajy odunacky y 1youHy, odunasak y IMpUHY UMIUIMIMTHO ofpelyje ApBo koje
ce y OBOM Clyvajy HasmBa gpeo upetipaie y wupury (BFS npBo). IlpermocraBumo na je
rpad 3amar nucrama nosezaHoctd. Axo BFS odunazak mokpeHemo u3 4Bopa v, OHAA YBOP
v noctaje koper BFS npeera. Hakon uBopa v mocehyjy ce cBu cyceny 9YBopa v peaocieioM
onpeheHuM pemocieioM y JIMCTH MOBE3aHOCTH rpada v OHM HocTajy Aeua uBopa v y BFS
apBeTy (4BopoBM HMBOa 1). 3aTWM ce [10Ja3M 10 CBUX HHMXOBUX HenoceheHux cycena, oa-
HOCHO JI0 ,,yHyKa” IOJIA3HOT YBOpa (UYBOPOBU HUBOA 2), ¥ Tako Jajbe. IIpunrkom odunacka
YBOPOBU ce MOry Hymepucatu BFS Opojesuma, ciiuHo kao npu oOuiacky y nyouny. Ilpe-
uu3Huje, usop w uma BFS Opoj k ako je oH k-Tu mo pedy 4BOp O3HAYEH Y TOKY OOMIIACKa
anroputMoM BFS. BFS apso rpacda ¢opmupa ce ykjbydnBameM caMo I'paHa Ka HOBOO3Haye-
HUM YBOPOBHMA: JIAKO C€ MOKa3yje Ja je y cilydyajy Hola3HOI HeyCMepeHor rpada 1o0ujeHu
noArpac noee3aH M Jia HEMa LUKJIYC, jep Of CBUX I'paHa KOje BOJIE HEKOM YBOPY YKJbYy4dy-
jeMo TavHo jeaHy. Axo rpad HUje MmoBe3aH, 00MIa3ak ce MOXe MOKPEHYTH 3aCeOHO Y CBAKO]
KOMITOHEHTH TOBE3aHOCTH (Ha Taj HauuH ce joouja BFS myma).

3amaxa ce J1a U3/1a3Ha 0dpajia KoJj oduiacka y IUPUHY, 3a pa3jdKy o] oOMIacka y JyOuHy,
HeMa CMUCJIa; 0OMIIa3aKk Hema MoBpaTtak ,HaBuie”, Beh ce, nonazehu ox kopeHa, kpehe camo
HaHIKE.

I Mpumep 2.3.7

3a ipagh ipuxazan na cauyu 2.20 ApuKkazar je HOCIYUax 0OUNACKA Y WUPUHY HOKPEHYIL U3
ugopa . HaKoH ueopa a iocehyjy ce roelosu cycegu —ueoposu b, ¢ u d u onu ocitiajy usoposu
nueoa 1. Hakon rux ce odunase neiiocehenu cycegu ueopa b — itio je jeguro usop e, ia ugop
f Kao jegunu neiiocehenu cyceg usopa c¢ u konauno ueop g kao neiiocehenu cyceg usopa d.:
ugoposu e, f u g iociwiajy usoposu nusoa 2 y BFS gpeeitiy. JJamom aHamuzom mMoxicemo yinep-
guitiu ga Hujegarn og ueoposa €, [ u g Hema neiiocehenux cycega, iie ce OOUNAZAK Y WUPUHY
3aspuiasa. I pane ipagha koje ipuitagajy BFS gpeeitiy uciiaknyitie cy UcipeKuganom AUHILOM,
a y3 ceaxu ueop upuxasam je rweiog pegru 6poj y BFS nymepauuju.
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Cnuka 2.20: BFS npso u BFS nymepanuja ycmMepeHor rpada.

Kako peanmzoBary nipetpary y mmpuny? YsopoBe 0OHIa3uMO Y KeJbeHOM pelocieny KOpH-
nrhereM MOrofIHe CTPYKTYpe MojiaTaka: cBe HernoceheHe cycesie Tekyher YBopa CMEIITamo y
JaTy KOJIEKIH]y ¥ MOTPEOHO MX je 0OpaJuTH Y pefociieay NoJaBamba y Ty KOJEeKIHjy. Y oBe
CBpXe MOXEMO UCKOPHUCTUTH Pell Kao CTPYKTYpy nojataka. YBOpOBU ce 0OeexaBajy uum
ce TIocTaBe y pen (Tj. UMM MM ce 3akaxe Oyayhu odmnazak). OBum ce 00e30ehyje na ce Hu
jenan yBop Hehe JiBa MyTa CTaBUTH Yy pej Tj. Aa he pel yBeK caapKaTh pa3jinuuTe YBOPOBE.
3ar0 je MakcuMaJIHU Opoj efleMeHaTa KOju MOry OuTH y pely jeasak | V|, mro omoryhasa ja
Ce pell MMIUIEMEHTUPA U Y3 oMoh oduYHOT Hu3a ayxkue | V).

[IprkaxxuMo Ha KOj¥ HAYMH Ce MOKE PEaM30BaTH MIpeTpara y NIMPHHY ako je rpad rmoe3aH
Y aKO je 3aaT JMCTaMa IOBEe3aHOCTH (ako rpad HYje MOBe3aH CBaKa HheroBa KOMIIOHEHTA Ce
oOwmta3m 3acedHO). prmkom nperpare mrammnamo 4BopoBe rpada y peaocieny ogpeheHom
BFS nymepanujom uBopoBa u koHctpyuuiemo BFS npeo. BFS npBo hemo npeacraButu m-
crom rpana. IIpernocraBuhemo jia je rpad ycMepeH, Te Ja py 1ojaBaby rpate (u, v) y BFS
JIPBO He Tpeda JI0JaBATH U H0j CUMETPUUHY TpaHy (v, u).

vold bfs(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> oznacen(brojCvorova, false);
vector<vector<int>> bfs_drvo(brojCvorova);

queue<int> red;

red.push(cvor);
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oznacen[cvor] = true;

cout << cvor << endl;
while (!red.empty()) {

int cvor = red.front();

red.pop();
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {

if ('oznacen[sused]) {
oznacen[sused] = true;

cout << sused << endl;

bfs_drvo[cvor].push_back(sused);
red.push(sused);

}
cout << "Grane BFS drveta su: ";
for (int 1 = 0; 1 < bfs_drvo.size(); i++)
for (int j = 0; j < bfs_drvo[i].slze(); j++)
cout << "(" << 1 << "," << bfs_drvo[1][j] << ")" << endl;

}

Jlako je yBeputu ce ga ce npwimkoM BFS odunacka nator moeesaHor rpaga cBaku 4BOp
oOpabyje mo jegHOM U J1a ce CBaka rpaHa Mperiefia Mo jeJHOM y cIydajy ycMepeHor rpada,
OJHOCHO JIBa ITyTa ako je rpad HeycMepeH (rpaHa ce cMarpa IperiefaHoM KaJa ce y TOKY
IpeTpare U3 lbeHOT ovYeTKa Harle Ha leH Kpaj). CTora je BpeMEeHCKa CIOKEHOCT aJiTOpUTMa
nperpare y mmpuny O(|V| + |E|). Cnuuso Kao u Kox nperpare y ayOouHy, ako je rpad
TIPe/ICTAaB/bEH MATPUIIOM TIOBE3aHOCTH, CIIOKEHOCT MpeTpare y mupuHy jeaHaka je ©(|V|[?),
jep je mpoas Kpo3 cBe cyceie Hekor uBopa ciokeHoctu O (|V|). Hakie, oduuHo je nperpara
y HMpUHY epuKacHUja Kaja je rpad ImpeAcTaBbeH JIucTaMa MOBE3aHOCTH, MOCEOHO aKo je

rpac pemak.

ITpocTopHa crnoxeHoct anroputma BES 3aBucu o MakcumaiHor Opoja 4BopoBa Koju he pen
caJpKaTd TOKOM M3BpINaBarba aArTOpUTMA. Y CHUTYAllMjU Kaja je MOJa3H! YBOP MOBE3aH ca
CBMM OCTJIIM YBOPOBMMA, HAKOH TOJIA3HOT 4BOpa he y pes OuTH J0JaTH CBU MPEOCTaIH
ugoposH. [lakie, mpoctopHa cioxkenoct airopurma BFS je y ajropem ciyuajy O(|V ).
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I Mpumep 2.3.8

Pazuomipumo iipumep uzspuiasaroa ariopuitima oOUNACKA Y WUPUHY HOKPeHYIiol U3 ueopa a
Ha dpumepy ipagpa ca cauxe 2.21. Hexa pegocneg cycega usopoea y Auciiiu H08e3aHOCIU
Kojom je iipegciiasseen ipagh ogiosapa aekcuxoipagbcku pacitiyhem iopeiiky 03HaKa 460poaa.

* Hajiipe u3 pega y3umamo u iiocehyjemo usop a, a y peg gogajemo roeioge Heilocehere
cycege: ugop b u ueop c.

U3 pega yzumamo u iiocehy jemo ueop b, a gogajemo mweioge neiiocehene cycege: usopose
g u h pegom. 3aitium uz pega yzumamo u iocehyjemo ugop ¢, a y peg gogajemo roeiose
Heilocehere cycege: u8op 1.

e U3 pega y3umamo u iiocehyjemo ueop g, a y peg gogajemo reioge Heiloceherne cycege:
ugopose e u f. Baimium uz pega yzumamo u iocehyjemo usop h koju nema neiiocehe-
HUX cycega. 3aiium u3 pega yumamo u iocehyjemo ueop i, a y peg gogajemo roeioge
Heiiocehene cycege: ugop d.

 Haxon osoia pegom uz pega yzumamo u ocehyjemo usopose e, f u d u zaxsmwyuyjemo
ga Hujegar og rux Hema Hellocehenux cycega u Upeimpaia ce 3asputasd.

Ciuarve pega miokom odunacka je ipuxazaro Ha cauyu 2.21, gecro. I'pane BFS gpeeitia cy Ha
cauyu 2.2 1 neso ipuxazaue inasom O0jom, a Y3 céaxu 4eop UPUKA3aH je rwelos Opoj Yy oKeupy
BFS nymepayuje.

Tekuéi Evor Sadrzaj reda
-] a
a | b|c
b | c h
¢ | hi
4 g | hlilelf
h | ile|f
7 i i ] e|f
©) . e | f
~ Tl
[d |

Cnuka 2.21: Tlpumep odunacka y HIMpUHY ycMepeHor rpada.
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I Mpumep 2.3.9

Ha cauuyu 2.22 ipuxazanu cy odunazak y gyouny u oOUra3ax y WUpUHy jegroi HeycmepeHotr
ipagpa. Ilpemniocimiasamo ga je ipad upegcitiaper AUCAmMa H08e3AHOCHIU U ga CY 480-
POoaU Y auciliama oee3aHoCciu HagegeHu Y aekcuxoipagcku pacidyhem iopeiiky. Y nesom
geny cauke HpUKA3aH je uociiyilax upeiipaie y gyouHy MOKpeHYitl U3 ueopa a. Y3 c8aKu Ueop
iipuxazan je weiog peghu 6poj y gonrasuoj DFS nymepauuju, a inasom dojom cy uciiakHyiiie
ipane koje upuiiagajy DFS gpeeiiy ipaga. Y gecrom geay cauke UAyciiposar je HoCuiyiax
ipetipaie Yy WUpUHy HOKPEHYIHL U3 480pa . Y3 C6AKU UBOP UPUKA3AH je Helo peghu Opoj Y
BFS nymepayuju, a irasom 6ojom cy uciiakuyiie ipare koje ipuitagajy BFES gpeeiiy ipaga.

3

4
O—C—0 OO0
5 8
O—m—0 OO0

Cnuka 2.22: Paznuka usmehy DFS u BES apseta 3a oOminazak rpaga NokpeHyT U3 cpeau-

mber yBopa. [ImaBom dojoM o3HaueHe cy rpaHe koje npunanajy DFS u BES npeety, pemom.
UBOpOBU CYy HyMEPHCAHU PEIOCIIEOM KOjUM Ce 0OmIase.

[Tpumetumo na Koa HeycMepeHux rpacdosa y ogHocy Ha BFS npBo Mory mocrojaté jenuHo
rpane BFS npgera u norpeyHe rpase (ceTumo ce aa y HeycMepeHoM rpady y ogHocy Ha DFS
JPBO HUCY MOIJIE JIa TIOCTOje MOMPeYHe TPaHe).

¥V HactaBKy hemo hopMyTCaTH HEKOJMKO TBphera Koja Baxke 3a 0OMIa3aK y MUPUHY, O-
HocHo 3a BFS apBo rpada.

Ako ipana (u, v) ipuitaga BFS gpeeitiy ipagpa G u ueop u je poguitiess uopa v, onga ueop
u uma Hajmarou BFS 6poj mehy usoposuma uz Kojux noctioju ipana xa .

Jokas. TIpetnoctaBuMo CynpoTHo, 1a y rpady G nocroju rpana (u’,v), Taksa 1a 4sop u’
nma Mawu BFS 6poj o1 uBopa u, npu uemy u v u u’ 0da umajy mare BFS dpojese o1 uopa
v (cimka 2.23), Kao u 1a je v’ uBop ca HajmMamuM BFS Opojem koju 3a10B0/baBa NPETXOAHH
yci0B. Y TpeHyTKy oOpajie 4Bopa ¢’ je OHa YBOp ¥ MOpao OMTH yIUCAH y PeJl, T1a je rpaHa
(u’,v) mopasa durtu ykibydeHa y BFS npo. MehyTum, nmpema npernocTaBiy, rpasa (i, v)
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je ykbyuena y BFS pBo, ma He MOXe UCTOBpPEMEHO OMUTH YKJbydeHa u rpaHa (u',v), Te
JI00MjaMO KOHTPAJUKITH]Y. O

Cnuka 2.23: Wnycrpaimja y3 goka3s seme 2.3.7. IlnaBom dojom ncrakHyTe cy rpaHe BES
JpBeTa, a y3 CBaKM YBOp NpuKa3aH je peaHu 0poj y BFS nymepanuju yBopa.

Hedunummmo paciojarve d(u, v) u3mehy 4BOpoBa u M v Kao LyXuHy Hajkpaher myta oj
YBOpA U JI0 YBOPA ¥, C TUM JIa Ce TOJ AyKMHOM ITyTa Mojpa3ymMeBa Opoj rpaHa Koje unuHe Taj
nyt. HuBo uBopa v y omsocy Ha BFS 1pBo ca KopeHOM . jeiHak je pactojawy d(u, v).

Iyiu og xopena r BFS gpeeitia go iipouszeosoHot usopa w kpo3 BES gpeo najkpahu je iiyiii
o0g usopa r go ueopa w y ipagpy G.

Joxaz. NHpykimjoMm 1o d pokazahemo [a 10 CBakor YBopa w Ha pacTojamy d O KOpeHa 1
(jemuHcTBeHu) myT Kpo3 BFS npBo on 7 1o w uma ayxuny tayHo d. 3a d = 0 tBpheme je
TPUBHjATTHO TAYHO: jeJMHU YBOP Ha pactojamy () o1 KopeHa r je OH cAM, a yT KPo3 APBO OfF
r 1o T Takohe uma ayxuny 0. IIpernoctaBumo Ja je TBphere TauHo 3a CBE YBOPOBE KOJU CY
Ha pacTojarmy MameM of] d 0] KOpeHa 7, M HeKa je w HEKW YBOP Ha pacTojamy d Off KOpeHa;
APYTUM peYrMa, IOCTOjJHU HU3 YBOPOBA (W = T, Wy, Wy, ... , Wy_1, Wy = W) KOJU YAHE YT
ayxkuHe d O T 10 w, U He TMOCTOoju Kpahu myT ox r 1o w. TTomito je my)xuHa Hajkpaher myTa
OfL 7" 10 W,_, jemHaka d — 1, mpemMa MHIYKTHBHO] XUIIOTE3H IyT o 7" 10 W,_; kpo3 BES npBo
uMa nyxuny d — 1. V TpeHyTKy 0dpasie uBOpa w,_;, aKO UYBOp W, HUje O3HAYEH, MOLITO
y rpacy G mocroju rpana (w,_;,w,), Ta rpaHa ce ykiby4dyje y BFS npeo, ma 10 uopa wy
noctoju nyt ayxune d kpo3 BFS npBo (ciuka 2.24). V mpoTHBHOM, aKoO je y TOM TPEHYTKY
4BOp W, Beh 03HaveH, oHza 10 YBopa w, Kpo3 BES 1pBo Boau rpaHa u3 HeKor 4Bopa w1,
O3HAYEHOT TP W,;_;, U3 Yera CJIeIM a je HUBO YBOpa w); | Hajsuie d — 1, 1to 3Ha4u na
KPO3 IPBO MOCTOjH ITyT 10 YBOpA W), ; 4Mja je mayxunHa Hajsuie d — 1. OHa He MoXe OuTH
Mmama o1 d — 1, jep ou Taja y rpacdy nocrojao myT ox 7 10 w, Kpahu oxt d, ITO je CynpoTHO
IPETIIOCTABLY /i je W, Ha pacTojarmy d of KopeHa. Jakie, JyXHHA IyTa Of 7" 10 W, ; y
apBety Mopa dutn tauno d — 1, ma nomro rpaHa (w),_,,w,) OpHUNaja APBETY, PACTOjarbe
O 7 10 W, y APBETY je Ta4yHo d. O
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Cnuka 2.24: Wnyctpanyja y3 gokas geme 2.3.8.

Ako jeipagh G = (V, E) neycmeper u (v, w) € E nexa reiosa iipouseosvna ipana, onga
ce HUBOU UBOPOBA U U W PA3AUKY Y HajeuuLe 3a jegaH.

Joxas. TlpernoctaBuMoO [1a je 0l YBOPOBA ¥ U W, YBOP v NpBU Aocturayt BES nperparom u
Heka je ieroB HuBO d. Taza je HUBO uBOpa w Behu win jenHak ox d. C apyre ctpaHe, HUBO
yBopa w HUje Behu o1 d + 1, jep 1o wera Boau rpana BFS npeera nim u3 yBopa v, Wi U3
HEKOT YBOpa KOjU je o3HaveH mpe v. Jlakie, HuBo uBopa w je wiun d wiu d + 1, Te TBpherbe
JIeMe BaKH. O

[TpuMeTHMO 12 aHAJIOTHO TBPhEEbe He BAKU HYKHO Y ciydajy aa je rpad yemepen. Ha civim
2.25 je mpukazaH ycMepeH rpad Koju capKu rpaHe Koje IMOBe3yjy ABa YBOpa YHjH Ce HIBOU
pasnukyjy 3a Buiie o 1: Ha npumep rpane (f,a) u (g,a).

2.3.2.1 TMokpeTaw€e o6unackKa U3 BuLLe YBOPOBa NCTOBPEMEHO

YobduuajeHo je na ce odunaszak rpadga nokpehe U3 jegHOr noia3Hor YBopa, MehyTrm, HeKaaa
je odunaszak y mupuHy Moryhe moKpeHyTH ¥ U3 Bullle YBOpOBa UcTtoBpemMeHo. [Ipernocra-
BUMO, PELIIMO, J1a Cy Y IaToM rpady HEKM YBOPOBHU LIPBEHH, a HEKH IIJIABU U Jja HAC 3aHUMa
Hajkpahe pacTojame (MepeHO OpojeM rpaHa jeAMHUYHEe ayKuHe) u3Mely HeKOr I[PBEHOT U
IUIABOT YBOpa. [lupekTan npucTyn Ou noApa3symMeBao ja ce MOKpeHe odula3ak y LIMPUHY U3
CBAKOT LPBEHOT YBOPA, [Ja CE M3MEPHU pacTojare Of Hhera JO0 BheMy HajOmmKer IIaBor YBopa
U 2 ce Ofiped MUHUMYM Tako JOoOMjeHux BpeaHocTd. To Ou 3axTeBaso Aa ce odmiasak y
MIMpUHY Nokpehe M3HOBa 3a CBaKM LPBEHU YBOP, LITO MOXKe OMTH Hee(PUKACHO (CIOKEHOCT
moxe outi yak O(|V|3)). Edukacnuju npuctym je a ce odunasak MokpeHe HCTOBPEMEHO
U3 CBHX LIPBEHUX YBOPOBA, ILITO 3HAYM [a C€ y MOYETHOM KOPaKy CBU MCTOBPEMEHO J0Jajy
y Pe/ ¥ Jia ce CBAKOM O]l BbUX MpHUAPYXH pactojambe 0. HakoH Tora, odunaszak y mupuHy ou
Ce HAaCTaB/bao Ha yOOWYajeH! HauMH (y3MMambeM eJIeMEHTa ca MOUEeTKA pella U JOAABAbEM Y
pell ’BeroBIUX HEO3HAUEHUX Cyce/la Y3 pacTojame yBehaHo 3a jeJaH y OHOCY Ha pacTojame
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Crmka 2.25: Wnycrparmja na tema 2.3.9 He Baxku 3a ycmepete rpacose (rpase (f, a)u (g, a)
criajajy YBOpOBe KOjU HUCY Ha CyCETHUM HHBOMMA).

eJleMeHTa ca IoYeTKa pesa), CBe JAOK ce He Haule Ha MPBH IUIaBU YBOP, YMME OU ce T0OUIIO
TpakeHO Hajkpahe pacrojame n3Melly LpBeHUX M I1aBUX yBoposa. [lomTo ce Bpmm camo
jeman obunazak, cnoxkeHoct osor anropurma je O(|V| + |E|), mro je y Hajropem ciydajy

O([V[?).

3apgartak: MocTaBr/bawe pavyyHapcke Mmpexe

V jenHOM pauyHapckOM KaDMHETY MOTPEOHO je YCIIOCTAaBUTH HEOOMUYHY pauyHapCKy MPEKY.
IloTpedHo je mocTaBUTH pauyHape Ha 7v CTOJIOBA, MIPU YEMY Ha HEKMM CTOJIOBUMA MOTY Jia
CTOje OOMYHHU pauyHapH (BUX UMaMO Ha pacrojiaramby y HEOrpaHUYEHOM Opojy), a HA HEKUM
MOCEOHU CepBEPH (BbUX IOCEOHO MOPaMO KyIIUTH 110 LIEHH OJl ¢, AuHapa). Heke mapose cro-
JIOBa Tj. pauyHapa Ha jbuMa je Moryhe nope3at JUPEeKTHO MPEXHUM KadJI0BHUMa, a HEKe HHje.
Ilena ycnocraBibama MpexxHOT Kadia u3Mely Ouio koja Ba crofa je ¢, auHapa. Hammcaru
MporpaM Koju ofpelyje HajMamwy IIeHy KOjy je MOTpeOHO IJIaTHTH Tako Jla jeé CBaKU pady-
Hap WJIM cepBep WM je MpeXHUM KadJoM MOBe3aH ca dap jeAHUM cepBEpOM (He 00aBe3HO
JUPEKTHO).

Omnuc yiaa3a

Ca crangapaHor ynasa ce y npsoM peay yHoce dpojesu ¢, (0 < ¢, < 1000) u ¢, (0 <
¢, < 1000), pa3gBojeHn pasmMakoM. Y HapelHOM pefly ce yHocu Opoj cronoBa 1 (2 <
n < 50000) u m dpoj maposa crosoBa u3Mely Kojux je Moryhe MmoctaBUTH MpexXHH Kadu
2<m< "(”Tfl) pa3aBoOjeHu pa3MakoM. Y HapedHHX 11 PeIoBa YHOCE Ce TTapoBU OpojeBa
usmehy 0 un — 1, pazaBojeHux pasMakoM Koju ozpellyjy crosnose nusMely kojux je moryhe
IIOCTABUTH KaOJL.
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Omnuc usiasa
Ha cranpapaHu n3ja3 uCrucaT TpakXeHy HajMarby LIEHY.

IIpumep

Vaaz Hznaz
850 350 3450

6

A W L O O N
v L1 AN B~

Pewere
[pobrem moaenyjemo HeycMepeHUM rpacdoM KOM Cy YBOPOBH CTOJIOBU, a TpaHe MOCTOje
m3Mehy cBaka ;1Ba yBopa (Tj. cTosa) u3Meljy kojux je Moryhe ycrocraBuTu Kadi.

AKoO je 1ieHa cepBepa Mara Wi je[JHaKa [IEHH jeJHOT Kadiia (MaKko Ta MPETIOoCTaBKa HUje pe-
aJHa), TaJa je Hajje(TUHHje Ha CBaKU CTO IIOCTaBUTH IO jeAaH cepeep. Haume 3ameHa cBakor
cepBepa OOMYHUM payyHapoM Mojpa3yMeBa IOBE3UBAbE TOI pauyHapa ca HEKUM CepBEepoM
nomohy jexHor kadua, mro nosehasa ykynHy neHy. OnTUMaiHa IEHa y TOM Cllydajy je jed-
Haka [1pou3Bojly Opoja pauyHapa 7. ¥ LIeHe cepBepa C..

VY CynpoTHOM je ONTUMAJIHO Y CBAKOj KOMIIOHEHTH ITOBE3aHOCTH rpada. MOCTABUTH 110 jeflaH
CepBep U CBE OCTaJIe CTOJIOBE Y TOj KOMIOHEHTH MOIMyHUTH OOMYHUM padyyHaprMa MOBe3aHUM
ca TUM CcepBepoM. 3aucTa, aKo y HEKOj KOMIIOHEHTH He OU MoCcTojao dap jellaH cepeep, OHJa
padyHapH y TOj KOMIIOHEHTH He OM MOTJIM OUTH MOBE3aHU HU ca jeJHUM CEPBEPOM, IITO je
CYIPOTHO YCJIOBMMA 3aJaTKa. YKOJIMKO OM IocTojasia dap [Ba cepBepa y HEKOj KOMIIOHEHTH,
LieHa He ou dwia ontuMainHa. HauMe jemaH of Ta aBa cepBepa Ou ce MOrao 3aMEHHUTH OOMY-
HUM padyHapoM KOju OU ce KadioM MOBe3ao ca JPyruM CEPBEPOM y TOj KOMIIOHEHTH, YMMe
Ou ce ymecTo 1ieHe cepBepa IJIaTH/Ia lieHa Kadna Koja je mama. Heka je k Opoj kommoHe-
Hata noBe3aHocTu. [ToTpedHO je ycroctaButy k cepBepa (110 je[aH y CBaKOj KOMIIOHEHTH),
a ocTaJsie pauyHape, lbUX 1 — k MOBe3aTH KadJoM ca Mo jeJHUM padyHapoM. 3aTo je yKynmHa
ueHa k- c, + (n — k) - ¢y

Bpoj komroHeHaTa MOBE3aHOCTA MOKEMO jeJHOCTABHO OJpeInTH 0OMIackoM rpada (Ha npu-
Mep, PEKYP3UBHO UMILIEMEHTUPAHUM OOMJIACKOM y TyOUHY).
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vold dfs(const vector<vector<int>>& susedi,
vector<int>& komponente,
int cvor, int komponenta) {
komponente[cvor] = komponenta;
for (int sused : susedi[cvor])
if (komponente[sused] == 0)
dfs(susedi, komponente, sused, komponenta);

int broj_komponenata_povezanosti(const vector<vector<int>>& susedi,
int broj_cvorova) {

vector<int> komponente(broj_cvorova, 0);

int komponenta = 0;

for (int cvor = 0; cvor < broj_cvorova; cvor++)

if (komponente[cvor] == 0)

dfs(susedi, komponente, cvor, ++komponenta);

return komponenta;

int main() {

int broj_racunara, broj_kablova;

long long cena_servera, cena_kabla;

cin >> cena_servera >> cena_kabla;

cin >> broj_racunara >> broj_kablova;

vector<vector<int>> susedi(broj_racunara);

for (int 1 = 0; 1 < broj_kablova; i++) {
int racunarl, racunar2;
cin >> racunarl >> racunar2;
susedi[racunaril].push_back(racunar2);
susedi[racunar2].push_back(racunarl);

if (cena_servera <= cena_kabla)

cout << broj_racunara * cena_servera << endl;
else {
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int broj_servera = broj_komponenata_povezanosti(susedi, broj_racunara);
int broj_obicnih = broj_racunara - broj_servera;
cout << broj_servera * cena_servera + broj_obicnih * cena_kabla << endl;

return 0;

r 1

3apartak: NMpoBepa ga nu je rpad 6unapTuTaH

I'pyna cryneHara ce okymnuia Ha JieTiheM Kamity. CBako je 3Ha0 HEKOJIMKO APYTHX CTyAeHaTa.
NcnocraBuno ce ga ce cBaku map CTyjAeHaTa NO3Haje NOCPeAHO (IIPEeKO HU3a 3ajeAHUUYKUX
MMO3HAHMKA).

IoTpedHo je ma ce cTyAeHTH mojesie y JABe Ipylie, ajly MOIITO CBAKO KEJH /1 YIIO3HA IITO
BHUIIIe HOBUX KOJIEra, MOTPedHO je Ja CBaky rpymy uMHe Mel)yCOOHO Hemo3Hate ocode (Be
ocode koje ce Beh mo3Hajy He Mory OuTH y McToj rpynu). Hamucatu mporpam koju ogpeljyje
Ja 14 je To Moryhe u ako jecte, koju he cBe CTyA€HTH OUTH y IPYyIH ca CTYIAEHTOM UUjU je
penuu opoj 0.

Omnuc yiaa3a

Ca cTaHapaHOT yjia3a ce yunrtaBa dpoj crynenata n (1 < n < 10°), 6poj naposa m cTyse-
HaTa Koju ce of panuje nmo3Hajy (0 < m < @), a 3aTUM U HU3 TTapoBa Opojesa ox 0 1o

n — 1 Koju Ipe/cTaBbajy HUXOBA MO3HAHCTBA.
Onuc n3Ja3a

Ha cranpapaam m3nas ucnucaty pefjHe OpojeBe CTyleHaTa KOju Cy y TPYIH ca CTyIeHTOM
KOju HOcH pegHu Opoj 0, y pacTtyheM mOpeTKy, WM CUMOOJI - aKO Tpa)keHe ABE rpyle Huje
moryhe dopmupaT.
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ITpumep 1
Yaaz Hznaz  Odjawrverve

6 024 AKo cy y jenHoj rpymu ctygeHTu ca opojesuma O, 2 u 4, y apyroj cy
6 CTyIeHTH ca OpojeBuMa 1, 3 U O U Taja ce HU y je[JHOj TPy He Hajase
01 CTYZIEHTU KOju ce Mel)ycoOHO NO3Hajy.

12

23

34

45

50

IIpumep 2

Yaaz Hznaz  Objawrverve

5 - Crynent 0 He cMe fa Oyzie y rpyIiH ca CTyIeHTOM 1, Koju He cMme J1a dyne
5 y TPYIK ca cTyJeHToM 2, mro 3Hauu ga 0 u 2 Mopajy aa Oymy y BCToj
01 rpynu. Crynentu 2 u 3 He Mory aa dyny y ucroj rpynu, nmacy 1 u 3y
12 ucroj rpymu. CtyneHt 4 He cMe na Oyze y rpynu ca CTyAeHTOM 3, 1a OH
23 Mopa dutu y rpynu ca crygentuma O u 2, meljyTiM, To Huje JOIYIITEHO,
34 jep ce crynenty 4 u 0 mo3Hajy.

40

Pewene

CryzneHTe 1 BHUXOBA IIO3HAHCTBA MOKEMO IPEACTaBUTH HeycMepeHnM rpacdom. ITocrasba ce
NHTabe 12 JIM je Taj rpad ouiapiiuizian Tj. Ja T4 My ce YBOPOBU MOTY MOJICTIUTH y JBE IpyIie
TaKo Jla CBe rpaHe Clajajy YBOPOBE U3 [IBE Pa3INyHTe IpyIIe.

AKO HEKM 4BOp IpuUMaja JIeBOj MOJOBUHM, TaJla CBU HETOBU CyCequ MPHIaajy JecHO] Io-
JIOBUHH, HHUXOBH CYCEAu JIEBO]j MOJIOBUHHU, HBUXOBU CyceOu AECHO]j M TaKO Jajbe. 3aro ce
3aaTak MOXe PelIUTH OOUIacKoM rpada (Ha nmpumep y AyOuHy) odesnexaBajyhu 4BopoBe
HaM3MEHUYHO (3a CBakM HeroceheHH YBOp ce odesiekaBa Ja JI MPUIaAa JIEBO] WIN JAEeCHO]
MOJIOBUHU). AKO ce IPUIMKOM 00UJIacKka Haube Ha YBOp Yuju je cycen Beh odesieskeH Tako Aa
MpYIajga UCToj TOJIOBUHM Kao TeKyhu, Taga rpad Huje dumapTuTad. AKO ce Ha TaKaB YBOP
He Haube, Tajga rpad jecte OUMapTUTAaH.

o ycnoBuMa 3ajaTka CBH CTYAEHTH Ce TI03HA]y TIOCPEIHO, IITO 3HA4M Ja je rpad moBe3aH.
Ako rpacd He Ou OMO MoBe3aH, MOCTYMAaK MpeTpare y IyOUHy U 0O3Ha4YaBama YBOPOBA OU Tpe-
0aJI0 IIOHOBUTH 3a CBaKY KOMIIOHEHTY ITIOBE3aHOCTH 3aCE0HO.

bool moze = true;

vector<int> boje(n, -1);
int boja = 0;
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stack<int> stek;
stek.push(0);

boje[0] = 0;
while (!stek.empty() && moze) {
int x = stek.top(); stek.pop();

boja = 1 - boje[x];
for (int sused : susedi[x]) {

if (boje[sused] != -1 && boje[sused] != boja) {
moze = false;
break;

if (boje[sused] == -1) {

boje[sused] = boja;
stek.push(sused);

3aparak: ABUOHCKa npecegama

JenHa aBMO-KOMIIaHHWja 3ajeIHO ca CBOjUM MAapTHEpUMA WU3BOAM JIETOBE M3Mel)y Mo3HaTHX
CBETCKHX aepofpoma. Hammmu mporpam koju oapehyje na nmu je moryhe ma ce kopuihe-
HEM THX JIETOBA CTUTHE Ca jeIHOT Ha IPYTU JATH aepOJIPOM U aKO jecTe, KOJUKO je HajMarbe
JIeToBa MOTPeOHO.

Onuc ynaza

Ca crangapnHor ynasa ce 3agaje opoj m (1 < m < 100) netoBa koje KOMIIaHWja U3BOAH, &
3aTUM y HapeJHUX 170 PeloBa OIMC TUX JieToBa (1mdpa nojasHor 1 mudpa A0Ja3HOT aepo-
apoMma, pa3aBojenu pasmakom). Hakon tora ce ynocu 6poj k (1 < k < 100) nyTHHKa KOjU
Cy 3aMHTEPECOBAHH 3a JIETOBE KOje MpyXKa Ta KOMIIAHH]ja, U Y HapeJHUX k JIMHUja OIMCH peia-
1IMja Ha KOjUMa OHU OyTyjy (mmdpa nosazHor u mudpa J0Ja3HOT aepoapoMa, pa3iBojeHU
pa3Makom).

Onmc u3jiaasa

3a cBaKor o1 k MyTHUKA Ha CTAaHAAPIAHK U3J1a3 UCITUCATH Ha jMarbK OpOj JIeTOBa IMOMONY KO jUX
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MOTY JIa OCTBape KeJLeHO MyTOBAKE UITH Ped ne aKO TAKBO MyTOBAhE HUje Morylhie ocTBapuTH
MoMohy JIeTOBa KO je KOMITaHuja U3BOIH.

IIpumep

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

7 2 Op beorpaaa (BEG) no Bbyjopka (IFK) moxke ce ctuhu npexo Ppankdypra
BEG FRA ne (FRA). O Munxena (MUC) o Beorpana (BEG) Huje Moryhe opraHM30BaTH
FRA MUC 3 nytoBawe. Op beorpaga (BEG) mo Ymkara (ORD) moryhe je myToBatu
FRA JFK npeko Munxena (MUC) u Jloc Anheneca (LAX).

BEG MUC

MUC LAX

LAX JFK

LAX ORD

3

BEG JFK

MUC BEG

BEG ORD

Pewene

AeponpoMu U JIeTOBU U3Mely BUX ce MOry MpeIcTaBuTh ycMmepeHuMm rpagom. Hajkpahe
MyTeBe Y TOM rpay MoXeMo HajjeiHOCTaBHHje TpoHahu npeTparoM y mmpuny. by ume-
MEHTHPaMO TaKo IITO y pell CTaBjhaMO YBOPOBE Yy pelociiely lbUXOBOI pacTojama Ojf Mmoja-
3HOT 4BOpa. Ha mouetky cTaB/baMo IMoJIa3HU YBOP, a 3aTUM Yy CBAKOM KOPAaKy CKHIaMO YBOP
ca TOYeTKa pefia M 'y pejl I0/IajeMO HheroBe cyceie KOju paHuje HUCY moceheHn. Y3 cBaku
YBOP Y pell IOCTaB/haMO U HEroBO PacTOjame Of] TIOJIA3HOT YBOpa. Y TPEHYTKY Kaja y pel
Tpeda CTaBUTH JONA3HU YBOP, 3HAMO HEroBo Hajkpahe pactojame. AKO ce pej] UCITpa3Hu Ipe
HETO IIITO Ce JI0JIA3HU YBOP TIOCTaBH y Hhera, OH/Ia TI0JIA3HU U JIOJIA3HU YBOP HIHCY TMOBE3aHU.

int brojPresedanjaBFS(const string& aerodromOd, const string& aerodromDo,
const map<string, vector<string>>& letovi) {

set<string> posecen;
queue<pair<string, int>> red;

red.emplace(aerodrom0d, 0);
while (!red.empty()) {
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// uzimamo tekuci aerodrom iz reda i1 njegovo rastojanje od polaznog
string aerodrom;

int rastojanje;

tie(aerodrom, rastojanje) = red.front();

red.pop();
posecen.insert(aerodrom);

// lista suseda tekuceg aerdroma
auto it = letovi.find(aerodrom);
if (it !'= letovi.end()) {
// prolazimo kroz sve letove sa tekuceg aerodroma
for (const string& sused : it->second) {
// ako su poseceni, preskacemo ih
if (posecen.find(sused) != posecen.end())
continue;
// ako smo dostigli dolanzi aerodrom, znamo najkrace
// rastojanje do njega
if (sused == aerodromDo)
return rastojanje+l;
// dodajemo susedni aerodrom u red
red.emplace(susedni, rastojanje+l);

}
// dolazni aerodrom nije dostizan
return -1;

int main() {

// graf je predstavljen listama povezanosti, pri cemu su oznake

// cvorova niske, a ne redni brojevi

int m;

cin >> m;

map<string, vector<string>> letovi;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
string aerodromOd, aerodromDo;
cin >> aerodromOd >> aerodromDo;
letovi[aerodromOd].push_back(aerodromDo);
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int k;
cin >> k;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
string aerodromOd, aerodromDo;
cin >> aerodromOd >> aerodromDo;
int broj = brojPresedanjaBFS(aerodromOd, aerodromDo, letovi);
if (broj == -1)
cout << "ne" << endl;
else
cout << broj << endl;

}

return 0;

3aparak: Koce ypte

Hcnpen nBopua, Kpab MMa BPT MPaBOYTaOHOT OOJIMKA KOjH je MOAEbEH Yy MPEXKY M X 1
kBagpata. [lo odumy mpaBoyraoHuKa, Kao M Iy IUjaroHajga HEeKMX o1 TUX KBaJpaTa 3acaio
j€ KUBY Orpafly U TakO je HalpaBUO jelaH HeoOMYaH JaBMpUHT. Hamwucatu nporpaMm koju
onpebhyje Ha KOJIMKO 00JIACTH je MOfIeTbeH Taj TABUPHUHT (U3 jeHe 00J1acTH ce He MOXe Johu
y APYTY aKO ce He IIPECKOYM XKUBa Oorpaja).

Onuc yaaza

Ca crangapIHor ynasa ce yuurtasajy qumensuje npaoyraonuka m un (1 < m,n < 50), a
3aTHUM MaTpuIla KapakTepa JUMeH3Hje 1M X 1 KOja OIUCY je TojennHavYHe KBagpaTe. Kapakrtep
\ O3HayaBa /ia je orpaja IocTaB/beHa JyK IJIaBHe, KapakTep / Jia je orpaja nocraBbeHa ayx
CIIOpesiHe JIMjaroHase, a pa3Mak 1a y TOM KBaJpaTy HeMa JKUBE Orpajie.

Onuc usjiaasa

Ha cranpapanu v3nas ucnucary TpaxeHu Opoj 0dJiacTu.

IIpumep 1

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

22 4 JlaBUpUHT 1 BEeroBe YeTUpH 0dJIACTH CY MPUKA3aHU Ha CIUIIH.
\/

N\
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IIpumep 2
Vaaz Hznaz
23 4
/\/

/

Pewenwe

Odjawrserve
JlaBUpHHT 1 BeroBe YeTUpy 0dJIACTH CY MPUKA3aHU Ha CIUIIH.

ITpuM4YHO je jacHO Ja ce 3aJaTak MOXe PEelIMTH Tako IITO ce Mpedpoje KOMIOHEHTe MoBe-
3aHOCTHU Yy Tpady KOju rpagrMo Ha OCHOBY TOaTaKa O JaBUPHHTY, MelyTuM, mpBo Tpeda Ha
NpaBy HauWH JgeduHucaty Taj rpad. JemaH HAYWH je 1a CBaKU KBAJpaT y JABUPUHTY TOJIe-
JIMMO Ha YeTHpH 0OJIaCTH U Jja cBaka 00JIacT MpejcTaB/ba jeJaH uyBop rpada (taj rpad uma

4mmn JBOpOBa).

-, fope .
+ +
Neso +, [lecHo

- -
+*

.* [Donme *,

OO0nacti y jeHOM KBaJpaTy Cy IOBE3aHe, OCUM aKO je TOCTaB/beHa HeKa JKMBa Orpaja.

* U3 ropme obacTy MokeMo ONM y JIeBY, OCUM aKoO je ’KMBa orpaja Ha IJIaBHO] IHja-
TOHAJIU U Y JIECHY, OCUM aKO je JKMBa Orpajia Ha CIIOPEe/IHOj IUjaroHau.

* U3 nome odnactu MokeMo ohu y JIeBy, OCHM aKo je )KMBa Orpaja Ha CrIopeIHO]| auja-
TOHAJIU U y [IECHY, OCUM aKO je JKMBa Orpajia Ha TJIAaBHO] JMjarOHAIH.

* U3 neBe odiactu MoxkemMo Johu y TOpHY, OCUM aKo je ’KHUBa orpaja Ha IJ1aBHO] auja-
TOHAJIU U y JI0KY, OCUM aKO je JKMBa Orpajia Ha CIIOPE/IHOj TUjaroHaI.

* U3 necHe odnactu MOXeMoO JIOhM y TOpby, OCUM aKO je XHBa Orpaja Ha CIIOPEIHO]
JMjaroHaId U y I0BY, OCUM aKoO je KMBa Orpajia Ha IJIaBHO]j IMjarOHasIM.

Moryhu cy nipenaciiy u U3 jeIHOT Y IPYTU KBaJIpar.

* U ropme odiiacty OUIIO KOT KBajipaTta MOKeMO JIohu y Iolwy 00J1acT KBapaTa U3Ha
TOT KBajpaTa (aKo TakaB KBaJpaT MOCTO]jH).
* U3 nome obnacTu dUiIo KOT KBagpaTa MOKEMO JI0NK y TOpmY 0dIacT KBajpara UCIo
TOT KBajpaTa (aKo TakaB KBaJpaT MOCTO]jH).
* U3 neBe o0acTv OMIIO KOT KBajjpaTta MOkeMo J0ohu y IecHy 00acT KBajipara JieBO TOT
KBajIparta (aKo TakaB KBaApaT IMOCTOjH).
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* U mecHe obnacTu duiio KOT KBajipaTa MOXeMo JohH y JIeBy 0dJIacT KBaaparta JecHO Off
TOT KBajpaTa (ako TakaB KBaJgpaT MOCTOjH).

Ha HapesHoj cnmiy nprukasaHa je moBe3aHOCT OOJNACTH Y JIABUPUHTY KOJU Ce OIUCY j& Kapak-
TepuMa:

I\
/

. lope lope AN lope
. .

.
. = R s a4
Neso i [HecHo | Neso A ecHo | Nleso . HecHo

ﬂi‘e.l ‘\°.ﬂx\e ﬂi‘el.‘
'Zr!)ex’ l.ﬁ!)e X !
> -

. o o
Neso R [HecHo | Neso R [LecHo

NN A

Onrosapajyhu rpad je mpukasaH Ha HAPEIHO| CIUITH.

I o
Q’O

[Momurro KBaapara uMa mn, YBopoBa rpada uMa 4mn. CBaku YBOP je NMOBE3aH ca HajBULIE 3
JIpyra 4Bopa, 1a je YKyIHa CJIOKEHOCT pedpojaBama KoMroneHt O(mn).

// svakom polju odgovaraju ima 4 cvora grafa
enum deo {GORE=0, DOLE, LEVO, DESNO};

// obilazak grafa zadatog nizom stringova od cvora sa koordinatama (vO, kO, dO)
// to je cvor u vrsti vO, koloni k@ i1 delu do

// poseceni cvorovi su odredeni visedimenzionim nizom posecen

voild dfs(const vector<string>& linije, int m, int n,
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vector<vector<vector<bool>>>& posecen,
int vO, int kO, int dO) {
// na steku cuvamo koordinate cvorova grafa
stack<tuple<int, int, int>> s;
s.emplace(v0, ko, do);
posecen[vO][kO][dO] = true;

while (!s.empty()) {
// skidamo koordinate tekuceg cvora sa steka
int v, k, d;
tie(v, k, d) = s.top(); s.pop();

// odredjujemo susede tekuceg cvora (ima ih najvise 3)
vector<tuple<int, int, int>> susedi;
// analiziramo polozaj tekuceg cvora u njegovom polju
switch(d) {
case GORE:
// levi 1 desni cvor tekuceg polja (ako nisu zaklonjeni preprekama)
if (linije[v][k] !'= "\\")
susedi.emplace_back(v, k, LEVO);
if (linije[v][k] !'= '/")
susedi.emplace_back(v, k, DESNO);
// donji cvor polja iznad (ako to polje postoji)

if (v > 0)
susedi.emplace_back(v-1, k, DOLE);
break;
case DOLE:

// levi 1 desni cvor tekuceg polja (ako nisu zaklonjeni preprekama)
if (linije[v][k] '= '/")
susedi.emplace_back(v, k, LEVO);
if (linije[v][k] !'= "\\")
susedi.emplace_back(v, k, DESNO);
// gornji cvor polja ispod (ako to polje postoji)

if (v < m-1)
susedi.emplace_back(v+1, k, GORE);

break;

// ...
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// prolazimo kroz niz suseda tekuceg cvora
for (const auto& t : susedi) {
int vv, kk, dd;
tie(vv, kk, dd) = t;
// neposecene susede stavljamo na stek
if (!posecen[vv][kk][dd]) {
posecen[vv][kk][dd] = true;
s.push(t);

int main() {

// ucitavamo crtez lavirinta

int m, n;

cin >> m >> n;

string s;

getline(cin, s);

vector<string> linije(m);

string linija;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
getline(cin, linije[i]);

// alociramo vektor posecenosti cvorova
// na pocetku nije posecen ni jedan cvor
vector<vector<vector<bool>>> posecen;
posecen.resize(m);
for (int 1 = 0; 1 <m; 1++) {
posecen[i].resize(n);
for (int j = 0; j < n; j++)
posecen[i][j].resize(4, false);

// odredjujemo komponente povezanosti grafa i ispisujemo njihov broj
int brojoblasti = 0;
for (int v = 0; v < m; v++)
for (int k = 0; k < n; k++)
for (int d = GORE; d <= DESNO; d++)
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if (!posecen[v][k][d]) {
dfs(linije, m, n, posecen, v, k, d);
brojoOblasti++;

cout << brojOblasti << endl;
return 0;

2.4 Tononowko copTupake

IpernocraBuMo Aa je 3aAaT CKYI IOCJIOBA Y BE3U €a YMjUM PeloCiIeOM U3BpILIaBakba OCToje
HeKka orpaHuyera. Heku mocjoBH 3aBHce Of APYTUX, OJHOCHO HE MOTY Ce 3alloyeTH mpe
HEro IITO ce TU APYTH MOcoBU 3aBpuie. CBe 3aBUCHOCTH Cy MO3HATE, a Wb j€ HalPaBUTH
TaKkaB pellociesi M3BpIlaBamba M0cjaoBa KOjU 3aJ0BOJbaBa CBA 33/1aTa OrpaHUYeHa; APYrUuM
pedynMa, TpaXy ce pefocie]] M3BPIIaBamba 3a KOjU BaXH Ja CBaKH 110CA0 3alI0UUbEe TeK Kaj
Cy 3aBpIIIEHH CBH MTOCJIOBH OJ] KOjHUX OH 3aBucH. Ha mpumep, xenmo a carpagumo kyhy. [a
OMCMO TO yCTIeNny MOTPEdHO je ja MOCTAaBUMO TeMeJb, 1a Ca3uAaMo 3UI0BE, 1a CTABUMO KPOB,
Ia yBeieMO CTpyjy U Bony. Ilputom, HapaBHO, HUje Moryhe, Ha puUMep, Ca3uaaTH 3UI0BE
JOK Ce He TIOCTaBH TeMesb, HUTH YBECTH BOJY JIOK CE HE CTaBM KpOB Ha Kyhy. 3amatak je
OJpEeIUTH HEKH UCIIPABaH pelociie]] N3BpIIaBaba OBUX MOCIIOBA.

JaTtu npodiieM UMa NIpUMEHY Y pa3HUM JOMEHUMA: Ha MpUMep, 3a ojpehuBame peociena
y KOM je moTpedHO M3BPIIUTH IIOHOBHO U3pavyHaBame BPeAHOCTU (hopMyJia y mporpaMmuma
3a TadeslapHa U3pavyHaBaa, 3a YTBphHBame peaociea y KoM Tpeda M3BPIIUTH 3a/1aTKe Y
Mejkdajiry, 3a yHanpeheme mapanenu3Ma HHCTPYKIMja M CJIMYHO. 3ajaTak je OCMUCITUTH
edukacan anropurtam 3a OpMHUpParbe TAKBOT peocyesa.

Onucanu npodieM Moxe ce (popMysIucaTH y TEpMUHUMA TpacdoBa U HA3UBA CE OHOAOUKO
copmuparse ipagpa (eHri. topological sort). Haume, 3agatum nocjaoBuMa U lUXOBUM Mely-
3aBMCHOCTHMA MOXE Ce Ha MPUPOJAaH HaYMH Npuapyxutu yemepenu rpad G = (V| E):
CBaKOM TIOCITYy IPUIPYKY]j€ Ce YBOp, a yCMepeHa rpaHa ol YBOpa 10 YBOpa Y MOCTOjU aKo
Ce T0cao § He MOXe 3aIoueTH Mpe 3aBpIIeTKa Nocia x.> 3ajaTak je OApeIuTH HodoAouKL
flopegax u6oposa, OJHOCHO HyMepaijy uBoposa dpojesuma o 1 no n = |V| (wm ox 0 1o
n — 1) Tako ja 3a caky rpany rpada (u, v) Baku [a je NOJA3HH! YBOP U IPaHE HyMepHUCaH

2JlakJie, TpaHe Bojie OJ1 TIOC/IA KOjU je He3aBUCaH, Ka IOC/Ty KOju je 3aBucaH. Moryhe je popmuparu rpad
TAKO []a TPaHe BOJIE OJI 3aBUCHOT Ka HE3aBMCHOM MOCTy. Pa3MunTuM alropuTMUMa OroBapajy pasinduTe Opra-
HU3allije rpaHa, ra MNPUIMKOM KOHCTPYKLHje aIrOpUTMa 3a TOMOJIOIIKO COPTHPabe Tpeda 0OpaTUTH MaXkkby Ha
TO KaKo Cy IrpaHe ycMepeHe.
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MambOM BpeIHOIIhY Hero 3aBpIllHY ¥ YBOp Te rpane. ['pad Hajm Kojum pazMarpaMo OBaj Mpo-
OrieM Mopa OuTH de3 ycMepeHuX IUKIIyca, jep ce y MPOTUBHOM HEKU MOCIOBH HUKAIa He Ou
MOTJIH 3aTI0YeTH.

Mpo6nem

Y sagaision yemepernom ayurxauuxom ipagpy G = (V, E) ca n ueoposa nymepucaiiiu ugo-
pose dpojesuma og 1 go n, Wako ga ako je Apouszsosar ugop v nymepucar opojem k, onga
CY C8U UBOPOBU O KOJUX HOCIHOJU YCMepera Ipana uz 4eopa v HYMepucani 6pojesuma ee-
hum og k.

I Mpumep 2.4.1

Pazmoiipumo ipagh ipuxasan na cauyu 2.24.

Cnuka 2.24: YcMepeHH allKJIMYKY rpad y KojeM MOCTOj1 TAaUHO jeHO TOIOJIOIMIKO ypehemwe
YBOPOBA.

V mwemy itocitioju camo jegro ucipasho moionowxo ypeherve usoposa u o je B, A, D, C, E.
Yeop D, peuumo, mopa ga dyge nymepucar éehum dpojem og uéopoea B u A jep iiocitioje iparne
g0 D uz usoposa A u B. Cauuro ueop D mopa buitiu nymepucarn marsum opojem og u6oposa
C u F jep aocmioje iparne og usopa D go usoposa C u E. faxne, y osom ipacby pegru 6poj
usopa D mopa ouitiu 3. Tpagh ca cauke 2.24 moxcemo fpegcimiasuiiiv u doiogruje, mako ga
ugoposu Oyqgy iopehanu gyoic jegre iipase ypehenu y ogrocy Ha tonorowku opegax. Taga
cy cee ipane ipagpa ycmepene ygecro (cauka 2.25).

Cnuka 2.25: YcMepeHu alMKJIYKy rpad Ko Kora Cy YBOpOBU mopehaHu y peaocieny Tono-
JIOIIKOT ypehemba.

VY onmteM ciyvajy Moxe rocTojaté Behu dpoj UcIpaBHUX TOMOJIOMIKUX ypehemwa rpada.
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I Mpumep 2.4.2

Axo pazmoitipumo ipacp ca cauke 2.26, nego, y remy HoCiioje gea UCUPAGHA OHONOUKA Ype-
hewa: B,A,D,C,FEu B, D, A,C, E. Onu cy iipukazanu na cauuu 2.26, geco.

(®) e\we

Cnuka 2.26: YcMepeHr aliKJINIKH Tpad y KojeM TMoCToje IBa pa3InduTa TOIOJIONIKA ype-
bewa yBOpoBa.

Pazmorpuhemo aBa paznuunta anropuTMa 3a opejuBame TOONOMIKOT ypehewa y alluKInd-
KoM ycMmepeHoM rpady: Kanos® aatopuitiam (enri. Kahn’s algorithm) u asfopuitiam 3actosan
Ha dpeitipasu ipaga y gyouny.

2.4.1 KaHoB anropurtam

IIpuposHO je 3amoyeT alIropuTaM Tako LITO ypaJuMO OHAj Mocao KOjU HE 3aBUCH HU OJf
jeasor gpyror nocja. HakoH Tora HaMm npodnieM nocraje jeAHOCTaBHUjU, jep HEKHU MOCJIOBU
KOJU CY 3aBUCIJIU OJ] TOT IIPBOT IIOCJIa BUILIE HE 3aBUCE 0J Wera. Jakie, mpodsieM peraBaMo
cBODEemEM Ha MarbH MOTHIPODJIEM UCTOT TUMA, Tj. UHIYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKLIM]OM.

[IpuponHa je, qaxie, HapeAHA HHAYKTUBHA XHAIOTE3a.

I/IHIIyKTI/lBHa XHIIOTE3a. YMEeMO Ja HYMEpUIIEMO Ha 3aXTEBAaHN HAYUH YBOPOBE CBUX YyCME-
PEHUX alTUKIINYIKHX rpaq)OBa Ca Mame O[] 17 YBOpOBaA.

Ba3nu cnyuaj je cimyuaj mpasHor rpada, Koju He cap:Ku YBOPOBE U OH Ce TPUBHUjaJIHO pe-
maBa. Kao u 0dnuHoO, mocmMarpajmMo npor3BoJbHY Tpad ca 1 YBOPOBA, YKIOHMMO jeJjaH YBOP
U3 Kera, IPUMEHNMO MHIYKTUBHY XUIIOTE3Y Ha IIPeocTalle YBOpPOBe y rpady U MOKYIIAjMo Ja
MPOIIMPUMO HyMepalyjy Ha nosas3Hu rpagd. OHO IITO je BaKHO MPUMETUTH jecTe ja UMamo
cJ10d01y M300pa YBOpa KOjH YKJIamhaMo I1a, Kao IITO CMO PEeKJIM, OMpaMo YBOp ca yJIa3HUM
CTENEHOM HYJIa; BbeMy ce Moxe foneautu opoj 1. Ilocraba ce muTame Aa 1M Yy IPOU3BOIb-
HOM YCMEPEHOM aLMKJIMUKOM I'pady yBeK IOCTOj1 YBOP Ca yJIa3HUM CTerleHOM HyJ1a? VHTyu-
THBHO ce Hamehe MOTBpAaH OATOBOP, jep ce ca 03HauaBameM Herae Mopa 3arnouyetd. Creneha
Jiema MoTBphy je OBy YHIHCHHUITY.

3 Anropuram je 1962. npsu omicao Aptyp Kan, amepuuku uadopmaTuyap.
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Yemepernu ayurxauuxu ipagh ysex uma u80p YaasHot cilieileHa Hyaa.

/oka3. Ako Ou CBU 4BOpOBU rpada UMaiud MO3UTUBHE YJIa3HE CTEreHe, MOIJIM OMCMO Jia
KPEHEMO U3 HEKOT YBOpa ,,yHa3ad TMpoja3ehu rpaHe y cynpoTHoM cMmepy. Mehytum, Opoj
YBOpOBa y rpadyy je KOHavaH, Ia ce y TOM OOMJIaCKy MOpa y HEKOM TPeHYTKY Havhu Ha HEKH
YBOP IO APYTH MyT, LWITO 3HAa4M Ja y rpady MocToju ycMepeHu 1ukiayc. OBO je CympoTHO
MIPETIOCTABLM J]a CE Pajy O alMKJIMYKOM rpady. Jlakie y ycMepeHOM aliKJINYKOM Tpady
yBeK MOCTOjH YBOP UMjH je y/a3HU CTereH Hya.* 0

[IpernoctaBuMoO a CMO MPOHAINLIM YBOP YHMjH j€ yJIa3HH CTereH Hyda. Hymepummo ra ca
1, ykJoHMMO CBe rpaHe Koje Bojie M3 Hhera, 1 HyMepHIINMO OcTaTak rpada (koju je takobhe
AIMKJIMYKK) OpojeBrMa Of1 2 0 n: MpeMa UHIYKTHBHO] XUIIOTE3U OHU CE MOTY HyMepHcaTu
dpojesuma o 1 mo n — 1, a 3aTuM ce cBaku penHu Opoj Moxe moeharu 3a jeqan. Hamowme-
HHUMO jOLI y OBOM TPEHYTKY Jja HHje HEONXOJHO e(DeKTUBHO N3daluBaTy rpaHe u3 rpada, jep
je To omepainyja Koja ce He U3BpIilaBa e(puKacHo ako je rpad npeacraB/beH JUCTOM MoBe3a-
Hoctu. Hanwme, oarosapajyhu edekat moryhe je peannzoBaTu U e(puKacHHje, CMalbUBabeM
3a 1 ynasHor crereHa yBopa y KOju JlaTa rpaHa yJasH.

JlakJie, mpodseM ce MoKe pelIuTH CYKIIECUBHUM IIPOHANAKEeHhEM YBOPOBA ca YJIa3HUM CTere-
HoM (. Ilpu peannzanuju OBOT aIropuTMa Tpeda NPOHAIA3UTH YBOP ca YJIa3HUM CTETICHOM
HyJa U aXypupaTy yJa3He CTelleHe YBOpOBa IOCiie yKJlamama I'paHa Koje rosiase U3 JAaTor
ypopa. Jpyru npodieM MOXEMO PEIIMTH Tako IITO aJIOUPaMo HU3 ulazniStepen IUMeEH-
3uje jenHake Opojy 4BOpoBa y rpady W MHHUIMjAIM3YjeMO I'a Ha BPEAHOCTU yJIa3HUX CTe-
MeHa YBOpOBA. YIa3He CTeleHe YBOpoBa y rpady MOKeMO jeHOCTaBHO OAPEAWTH MpoJia-
CKOM KPO3 CKyII CBHX I'paHa y POM3BOJBHOM peaocieay U noehiaBameM 3a jeflaH BpeJHOCTH
ulazniStepen[w] CBaKkHM IyT Kaji ce Haube Ha HeKy rpany (v, w). VKOJMKO je rpad 3aqar Jiu-
CTOM IIOBE3aHOCTH, CBE I'PaHE Cy HaBeleHe Yy JIMCTU MOBE3aHOCTH KOJOM je MPeACTaB/beH U
0Baj KOpaK je JIMHeapHe CIOKEHOCTH Mo Opojy rpaHa y rpady. [IpmimkoM yKiamama 9Bopa
U, CBM HETOBUM CyCeIMMa W BPEAHOCT YJIa3HOT CTeNleHa KOja ce HaJla3| y HU3y Ha MO3ULUj1
w cMamyjemo 3a 1 (o je onepanuja cnoskeHoct O(1)). Cpaka rpaHa he dutu yKiiomeHa
Ta4yHO jJEAHOM, TaKO Ja he yKyIHa CJIOKEHOCT OIeT OMTH JIMHeapHa 1o Opojy rpaHa y rpady.

[Tponanaxeme YBOpa ca yIa3HUM CTETIEHOM HyJIa MOXE Ce CITPOBECTH MTEPALIijoM KpPO3 HI3
yJIa3HUX cTeneHa, MehyTuM, CJI0KEHOCT TOr Kopaka je JIMHeapHa y OOHOCY Ha Opoj YBOpOBa,
TaKo Jja OM YKYITHA CJIOKEHOCT aJlrTopuTMa Omia KBafapartHa. [Ipodiem Moxemo pemuTu u epu-
KacCHHje TaKo ILITO TOKOM M3BpLIaBamka aJrOpUTMa OJpKaBaMo CITUCAK CBUX YBOPOBA YHUjH je
yJa3Hu ctreneH () — MPUMETUMO []a TAKBUX YBOPOBA y CBAKOM KOpaky Moske Outu Bumie. [a-
KJIe, IOTPEDHO je YBOPOBE Ca yJIA3HUM CTENEHOM HyJA UyBaTU y HEKO] KOJEKLUjU Y KOjy

4 AHaJTorHo ce Nokasyje 1a y yCMepeHoM alMKJIMUKOM rpady yBeK MOCTO i YBOP M3JA3HOT CTerNeHa HyJla.
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je euKacHO yMeTaTu M U3 Koje je e(pMKaCHO YKJIamhaTd eJieMeHTe. Y OBE CBpXE MOXKE ce
KOPHUCTHUTH pejl (WU CTeK, IITO je jemHako 7odpo). IlpeMa mpeTxoqHO | IeMH Y alluKJIAIKOM
rpagy nocroju dap jesaH yBOp ca yJaa3HUM CTEIIEHOM HYJIa, a MOLUTO je rpad cBe BpeMe U3Bp-
IIaBama AJITOPUTMA aAlUKIMYKH, pel he y CBaKOM TpeHYTKY, 10 caMor Kpaja, OUTH HempasaH.
CBak¥ IyT KaJa yKJIOHHMO M HyMEPHIIEMO YBOP ¥ U3 Pela, YKIAmhaMo U CBE HEroBe rpaHe
(v, w) TaKo IWTO BpeJHOCT ulazniStepen[w] cMamyjeMo 3a jenaH. AKO BPEJHOCT yIa3HOT
CTerneHa YBopa W MU TOME IOCTaHe HyJla, YBOP W YIHUCYje ce Y pell, YuMe ce NoCTuxke ja he
ce CBM YBOPOBH CTENEHa HyJa Y CMambeHOM rpadyy Hajla3uTH y peny (3a YBOpOBE KOjU HUCY
OnM CyceHu ca v Off paHHje 3HaMo Ja Cy y pedy aKo M caMO aKo MM je YJIa3HH CTeTleH OMo
HyJIa, a Taj yJIa3HU CTEIeH ce HUje IPOMEHHO HAKOH YKJIambharmba YBopa v, JOK CMO 332 YBOPOBE
cycenieHe YBOpy v ympaBo eeKTUBHO MPOBEPIUIN Ja JI UM j& CTEeleH Y CMambeHOM rpady
MOCTa0 HyJa ¥ CTaBUJIM CMO HX Y PEJi aKO M CaMo aKo jecTe). AJIropuTaM 3aBpllaBa ca pagoM
KaJia pesl KOju CcaipKu YBOPOBE CTENeHa HyJla TIOCTaHe Mpa3aH, jep cy Y TOM TPEeHYTKY CBU
YBOPOBU HyMepucanu. OnucaHu ajiroputam 30Be ce Kanog aniopuitiam.

I Mpumep 2.4.3

Y inabenu 2.1 uayciiposario je uzepuiasarbe Karogor ariopuitima Ha ipumepy ipagha ca cauxe
2.26. llpemiiociiasvamo ga je ipagh 3agaiti auciiama Hoee3anociiiu, maxKo ga cy 3a ceaKu
ugop relosu cycegu iopehanu y aexcukoipagpcku pacitiyhem iopeitiky. 3a céaxu og Kopaka
aniopuitima Upukazare cy wpeHyiiHe pegrociiiu YAasHux clileilena usoposa ipagha, cagpoicaj
pega Koju cagpaicu u8opose YAasHol CileleHa HYAa KOjU Joul Y8eK HUCY HYMEPUCAHU U HO-
cnegru Hymepucanu ueop y ipagpy. Ilpumeiniumo ga ce y gpyiom Kopaxy moino gecuiiu ga
ce y peg najipe goga ueop D, a 3aitium ueop A u y wiom cayuajy duno du godujeno gpyiauije
woionowro ypeherve: B, D, A, C'| E.

Tadena 2.1: Ilpumep uzBpiiaBawa Kanosor asiroputma 3a rpag ca ciuke 2.26. Ilpukazanu cy
yJIa3HU CTETIEHU CBUX YBOPOBA, TPEHYTHHU cafpxa] pela u oxpehenr peaHu OpojeBr YBOpOBa.

d(A) d(B) d(C) d(D) d(E) Peg Hapegnu nymepucaru ueop

1 0 2 1 2 B
0 2 0 2 A,D B:1
1 2 D A:2
0 1 C D:3
0 E C:4
E:5

AKO HaKOH 3aBpIlIETKA paja ajroOpuTMa 3a HeKe YBOPOBE BaKM [la HUCY OWJIM I0JATH Y pel,



2.4 Tononowko copTupamwe 173

TO 3HAYH JIa [OCTOjH MOACKYII CKyIla YBOPOBA TAaKaB Jla y oAroBapajyheM MHAYKOBAaHOM IOJ-
rpacdy CBM YBOPOBHM MMajy yJia3HM cremneH Behu ox Hyma. Crora mHIyKoBaHM moarpad (a
THME U M0JIa3HU rpad) caapku yCMEPeHU LUKIIYC, CYIPOTHO MPETIIOCTaBLM Ja je rpad anu-
KJINYKH.

vold topolosko_sortiranje() {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
// niz koji cuva ulazne stepene cvorova
vector<int> ulazniStepen(brojCvorova,0);
// niz koji cuva redne brojeve cvorova u topoloskom uredjenju
vector<int> topoloskoUredjenje;
// broj posecenih cvorova
int brojPosecenih = 0;

// inicijalizujemo niz ulaznih stepena cvorova
for (int 1 = 0; 1 < listaSuseda.size(); i1++)
for (int j = 0; j < listaSuseda[i].size(); j++)
ulazniStepen[listaSuseda[i][j]]++;

// red koji cuva cvorove ulaznog stepena nula
queue<int> cvoroviStepenaNula;

// cvorove koji su ulaznog stepena @ dodajemo u red
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
if (ulazniStepen[i] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(i);

while(!cvoroviStepenaNula.empty()) {
// cvor sa pocetka reda numerisemo narednim brojem
int cvor = cvoroviStepenaNula.front();
cvoroviStepenaNula.pop();
topoloskoUredjenje.push_back(cvor);

brojPosecenih++;

// za sve susede tog cvora azuriramo ulazne stepene

for (int 1 = 0; 1 < listaSuseda[cvor].size(); i1++) {
int sused = listaSuseda[cvor][i];
ulazniStepen[sused]--;
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if (ulazniStepen[sused] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(sused);

}
}
if (brojPosecenih == brojCvorova) {
cout << "Redosled cvorova u topoloskom uredjenju je:" << endl;
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
cout << topoloskoUredjenje[i] << ": " << 1+1 << endl;
}
else
cout << "Graf nije aciklicki" << endl;
}

Tokom m3BpmaBama KaHoBor agroputma cMo yCIyTHO IMPOBEPUJIH A JIH je AaTH rpad anm-
KJIMYKH, TAKO IITO CMO OpOjasid YBOPOBE KOje CMO MOCETUIIH, Tj. KOJU Cy JIOCIIENU Yy pell U
MIPOBEPIIIU A4 JIK je Taj Opoj jeJHaK YKYITHOM Opojy UYBOpOBa. AKO Ha Kpajy U3BpIIaBamba
neTbe while MOCTOjU MOJCKYI YBOPOBA KOjU Cy creneHa Beher ox 1, oHga oHM mpumnaaajy
HEKOM LIUKJIYCY, Tj. Tpad caapKu IUKIYC.

V ciyvajy Kaga je rpad 3adaT JucTaMa MOBE3aHOCTH BPEMEHCKA CIIOKEHOCT MHUIIMjaIN3a-
umje Hu3a ulazniStepen je O(|V| + |E|). V newsu while (kpo3 kojy ce nposasu |V | myra)
3a IpOHAJIAXKEHEe YBOpa Ca yJIa3HUM CTENEHOM HyJIa IOTPEOHO je KOHCTAaHTHO BpeMe (IIPUCTYIT
peny). Caka rpana (v, w) pa3mMarpa ce Ta4HO jeHOM, Y MIET/bK KPO3 KOjy e MPOJIa3u HAKOH
yKJIamama yBopa v u3 peda. [Ipema tome, ykynad Opoj mpomMeHa BpeIHOCTH eJIeMEeHaTa H13a
ulazniStepen y CBUM U3BpIIaBamkHMa CIIObAIIILE NET/hE while jeqHaK je Opojy rpaHa y rpady.
Bpewmencka cioxenoct Kanosor anropurma je nakie O(|V]| + | E|), ogHocHo nuHeapHa je
¢yHKIIMja o7 BenuuKHe rpada.

2.4.2 AnropuTam 3aCHOBaH Ha npeTpasu y AyouHy

3amMucIMMO Ha TPeHyTaK Ja je rpad 3aJaT Tako Aa Cy My I'paHe OKpeHyTe Of IOCJIOBa KOju
3aBHCE Ka TIOCJIOBMMA OJ] KOJHUX 3aBHCE U Ne(hUHUIINMO PEKyp3WBHY IIPOIeypy Koja odpa-
Dyje mocao T1j. foAespyje My peAHU Opoj y TOMOJIOMIKOM pefocneay. Ja Ou mocao 3a Koju je
¢yHkmmja mo3eana Morao aa Oyne ypaheH, moTpedHo je ma ce 00e30enu aa cy CBY MOCIOBH
OJ1 KOjUX OH 3aBHCH 3aBPILUEHHU IIpe Hera, IITO 3HauM J1a je moTpedHo aa ce oduhe rpad Kpe-
HYBIIIY O[] TOT TocJia (YBOpa) U Jja ce ypaJie CBY MOCJIOBY KOjU OJITOBapajy HheroBuM CyceaumMa
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(1j. mpeckoue ako cy Beh panuje ypahenun). Kaga ce To ypagu, Tek taga tekyhem 4Bopy Moxe
ouTu gozmeseH HapeqHu ciaodoaaH Oopoj. I[lpumehyjemo, makie, a oBaj aaropuraM MOXKe
Ja BpLUM KJIacu4yaH oduiasak rpada y ayOouny, noaespyjyhu TpaxeHu Opoj YBOpY y CKJIOIY
oJITa3He HyMepailyje.

JlokaxxuMo Ja ce Ha OBaj HAUMH JOOUja UCIPaBaH TOMOJIONIKY PelOCeI.

3a ceaky ipany (u,v) ayuxauunol ipagha eaxcu u.Post > v.Post.

Jokas. Kao mro cmo panuje 3akbyunn y rpadpy G = (V' E') Baxu:

e axo je rpaHa (u,v) € E rpana DFS jpBera, [MpeKTHA WM TIONPeYHa TPaHa, 3a by
Baxu u.Post > v.Post,

e ako je rpanHa (u,v) € [FE nosparHa rpaHa y ogHocy Ha DFS npBo, 3a By Baku
u.Post < v.Post.

[TprmMeTuMo da MUKITYC y ycMepeHoM rpadpy mocToju ako 1 camo ako y DFS apBety moctoje
MOBpaTHe rpaHe. Y yCMepeHOM alMKJIMYKOM Tpady He TIOCTOjU IMKIIYC, Tla He MOCTOje I0-
BpaTtHe rpate y ogHocy Ha DFS npso. Jlakie, 3a cBaky rpaHy (u, v) alMKIMJYKOT rpada Baxu
ycnoB u. Post > v.Post. O

JlakJie, ako cy rpaHe yCMepeHe 0]] 3aBUCHOT Ka HE3aBHCHOM YBOPY, O/I7Ia3Ha HyMepalyja Jaje
WCTIpaBaH TOIOJIOIIKK pefocies. VMIuieMeHTanyja je cacBUM je[JHOCTaBHA: y KJIACUYHOM
DFS odunacky npuivkom usfazHe odpaje yBopy Tpeda AOAaTH PeIHU OPOj Y TOMOJOIIKOM
penocieny Tj. AOJaTH ra Ha Kpaj HI3a y KOM Ce YBOPOBH UyBajy y CKJIa/ly ca TOMOJIOIIKHAM pe-
JocnenoM. Y raBHoj ¢pyHkuuju nokpehemo DFS odunazak cBakor yBopa (y MporU3BOJbLHOM
penocieny), mpeckauyhu yBopoBe kKoju cy Beh panuje odpahenm (cmuaHo kao Kox oapehu-
Barba KOMIIOHEHATA ITOBE3aHOCTH).

Bparumo ce Ha crangapHy TIOCTaBKY MpodJieMa y KOM Cy rpaHe rpacda opujeHTHUCaHe o1 He-
3aBHCHOT Ka 3aBMCHOM YBOpY. AKO ca t(Z) 03HAYMMO pejiHH OpOj YBOPa X Y TOMOJIOMIKOM
nopetky rpada G, 3a cBaky rpaty (u, v) morpedHo je aa Baxu t(u) < t(v). Iomro 3a cBaky
rpany (u,v) Baxu u.Post > v.Post, ako 4BopoBe rpada ypeaumo y onagajyhem penocieny
y OIHOCY Ha OJIa3Hy HyMepallfjy YBOpoBa, 100uhemMo jeqHo Torojomko ypeheme rpada.
NmmnemenTanujy je noTpedHO U3MEHUTH CaMO TaKo IITO Ce Y OJIa3HOj 00pajy YBOPOBHMA
Jo7esbyjy OpojeBu yHasam, o 1 40 1. Ako YBOpoBe He HyMepHIleMo, Beh nx cTaB/baMo y HU3
y CKJIaJTy Ca TOTIOJIONIKMM PeIoCieIoM, OHU he y HU3y OUTH CJIOKEH! HAOTIaKO M HA3 je HAKOH
oOpajie moTpedHO OOPHYTH Tj. YBOpOBE 0OpahuBaTu o1 Kpaja Ka MOYeTKy TOT Hu3a. Anrep-
HATHUBHO, YBOPOBE MOKEMO TOCTABJhATH Ha HAMEHCKH CTeK U 00pafjiBaTH MX Y TOMOJIOIIKOM
penocieny Tako mro hemo ux jeJaH 1o jeJad CKUAATH ca Tor cTeka. Moryhe je KopucTutu u
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HEKy CTPYKTYpy MojiaTaka Koja jonymrta e(pUKacHO J0JaBarbe eleMeHara Ha roveTak (HIp.
JIUCTY WIK pell ca ABa Kpaja).

Cnuka 2.27: YcMepeHd allMKIMYKY Tpad: y3 CBaKU YBOP MPHUKA3aHA je BPEIHOCT HErOBe
oluiasHe HyMepanyje y ogHocy Ha DFS nperpary mokpenyty u3 uBopa .

I Mpumep 2.4.4

Pazmottipumo ipagp ca cauxe 2.27: on je ycmepern u auuxauuxy. Axo ioxperemo DFS ipe-
wpaiy us3 ueopa B pegocaeg usoposa y kojuma naiiywitiamo usopose je C, D, A, B. Jlakae,
ioionouko ypeherve ipagpa godujamo odpiiarbem 0801 pegocrega, OGHOCHO pegocaeqg 480-
posa y woioroukom iopeitiky ouhe B, A, D, C. Tpumetiumo ga itio ogiosapa u pegocaegy
ugoposa cnesa HagecHo y ipuxasy ipagha kog Koia cy cee ipare YcmepeHe creea YgecHo.

vold dfs(int cvor, vector<bool> &posecen, vector<int> &odlazna) {
posecen[cvor] = true;

for (int sused : listaSuseda[cvor]) {
if (!posecen[sused])
dfs(sused,posecen,odlazna);

odlazna.push_back(cvor);

voild topolosko_sortiranje() {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova);

vector<int> odlazna;

for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
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if (!posecen[cvor])
dfs(cvor,posecen,odlazna);

cout << "Redosled cvorova u topoloskom uredjenju je:" << endl;
for (int 1 = brojCvorova - 1; 1 >= 0; 1--)

cout << odlazna[i] << << brojCvorova - 1 << endl;

C 003upom Ha To J1a ce mpuKa3aHu aaroputam ceoau Ha DFS npetpary u ogpehuBame ojyia-
3HE HyMepallije YBOPOBa, Hheropa BpeMeHcka cioxenoct ustnocu O(|E| + |V]).

3aparak: OpraHusaLluja NPojeKTHUX aKTUBHOCTU
Texnuka mporene npojekara (eHr1. Project evaulation and review technique, PERT) omo-
haBa oapehuBarme pacropega akTHBHOCTH TaKO JIa ce MPOjeKaT MITO Npe 3aBpILH.

VY mpojeKTy ce BpIIM BHILE aKTUBHOCTH M CBAaKa aKTMBHOCT 3aXTeBa HEKO Bpeme. I[lpermo-
craBuhieMo J1a je yHampe/ Mo3HATO KOJIMKO BpeMeHa CBaka aKTUBHOCT 3axTeBa. V3BpiaBame
AKTMBHOCTH OOMYHO 3aXTeBa [a Cy 3aBpILUEHE HEKe MPETXOAHE aAKTUBHOCTU. AKTUBHOCTH Ce
00MYHO MOjIeNTyjy momMohy rpaHa ycMepeHor alfuKJInJKor rpada. Ysoposu rpada (movenu u
KpajeBu I'paHa) cy Tako3BaHM JIorahaju. [a Ou ce Moria U3BPIIMTH aKTUBHOCT KOja MOJia3u
13 Hekor forahaja, moTpedHO je Ja Cy MPeTXOIHO 3aBpIleHe CBe aKTUBHOCTHU KOje 1ojase y
taj norahaj. Hanucatu nporpam koju ogpehyje HajMame BpeMe NOTPeOHO 3a 3aBpUIETaK IPo-
JeKTa U 3a CBaKy akKTMBHOCT ojpel)yje HajpaHHje U HajKacHU]je BpeMe MOYeTKa U 3aBpLIETKa,
Ka0 ¥ MaKCUMAJIHO JOINYIITEHO Kallbemhe M0YeTKa Te aKTUBHOCTH TaKo Jja TO He yTU4Ye Ha
KalllbeHbe LEeJIOT MPOjeKTa.

Onuc ynaza

Ca crangapIHOT yaasa ce yHocu opoj gorahaja n < 102 u 6poj akruHoctn m < 103,
HaxkoH Tora ce yHOCH cniMcak akTUBHOCTH. 3a CBaKy aKTHMBHOCTH je AaT peAHu Opoj norahaja
U3 KOT TIoumbe, Aorahaja y KoM ce 3aBpliaBa U Tpajame y qanuma (1ieo 0poj ox 1 mo 100).

Onuc u3aasa

Y npBOM peny CTaHIApIHOT M3J1a3a MCIUCATH HajMamy Opoj JaHa MOTpedaH 3a 3aBpIleTak
mpojekra. Y HapeJHUX 1 peloBa 3a CBaKy aKTMBHOCT (y pefiocieay Y KOM Cy yUUTaHe) Uc-
MUcaTH HajpaHuje BpeMe TMoYeTKa, HajpaHuje BpeMe 3aBplleTKa, HajKaCHHUje BpeMe MoveTKa,
HajKacHHje BpeMe 3aBpIleTKa U IOMYIITEHO Kallliherhe (TIPETIIOCTaBIba Ce /1A IIOYETHH Jiorahaj
kpehe y many 0).
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IIpumep

N
]
W

Hznaz Objawiroerve

AxrtueHocta (0,2), (2,3) u (3,4) cy T3B. KDUTHYHE aKTMBHOCTU M
HUXOBO Kallllbehe O NMPOY3pOKOBAIO Kallllhee 1esIor mpojekra. Ca
jipyre crpaHe, Ha nipumep, aktuBHocT (0, 1) cioboaHo Moke jia 3aKa-
CHM 2 AaHa, jep 4ak uako jgorahaj 1 Oyae 4 maHa HakOH MOYeTKa Mpo-
jexra, aktusHocT (1,4) Tpaje 3 maHa u npojekar he u game dutn 3a-
BpLIEH y POKy of 7 maHa. AkTuBHOCT (2,4) Moxe ga KacHu | jaH,
jep mako KpeHe 4 1aHa HAKOH TOYeTKa MPOjeKTa, MOIMTo Tpaje 3 aaHa,
3apuhe ce Ha BpeMe. ['pad norahaja v akTUBHOCTH M pacropeq ak-
THUBHOCTH Cy MPUKA3aHM Ha CIWIM. 3a CBaKy aKTHBHOCT j€ 3€JeHOM
00jOoM O3HaueH HEH HajpaHuju Moryhu noderak, JOK je IpBEHOM OO-

jOM 03HaYEHO HeHO Moryhe Kallmbermbe.
0-2
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Pelwiew-e

Y nipBoj ha3u Tpeda 3a cBaku gorahaj OApeIUTH HajpaHUje BpeMe J1a Ce OH JIeCH Tj. HajpaHuje
BpeMe TIOTpedHO Ja ce 3aBplile CBe aKTUBHOCTHU KOje BOJIe N0 Hera (eHrJl. earliest start time,
est) ¥ HajKacHUje BpeMe Jia Ce OH JIECH Tj. HajKacHUje BpeMe Jia Ce 3all0YHYy CBe aKTUBHOCTU
KOje Bojie U3 Wera, Tako Ja He ohe o Kalmberma MpojekTa (eHr. latest start time, Ist). Cba
BpemeHa hemo u3paxaBaTu y JaHUMa (KOju ce dpoje ol Hye).

Hajpanuje Bpeme mouetHor gorahaja je Hyna. Hajpanuje Bpeme kacHHjux qorahaja ce Moxe
OJpEeIUTH aHATM30M CBHX aKTMBHOCTU KOj€ BOJE [0 Hera Tj. aHAJIM30M CBUX MPETXOIHHUKA
yBopa. HajpaHuje Bpeme 3aBpIlleTKa CBaKke TaKBe aKTUBHOCTHU je ojipeheHoM 30MpOoM HeHOT
HajpaHUjer noyeTka (Tj. HajpaHujer BpeMeHa Jorahaja y KoM Ta aKTUBHOCT [TOUUIHE) U lEHOT
Tpajama. [orahaj He Moke Ja MOYHE 0K Ce He 3aBpIIX MOCIIelha aKTUBHOCT KOja BOJH JO
Ibera, Tako Ja je moTpedHo npoHahn MakcuMyM onmcaHuX 30upoBa. Baxkwu, makie, cieneha
pexypeHTHa (hopmyJIa (ca est; 0beeKeHO je HajMame BpeMe MoveTka gorahaja 4, a ca w;
Tpajame aKTMBHOCTU M3Mel)y norahaja j u ¢):

esty = 0, est; = max{est; + w;;, j € Prethodnici(i)}.

g
Pexyp3uBHa nMIuIeMeHTanyja oBe Be3e Ou dmia jako Hee(prkacHa yciie MOHOBJBEHUX PEKyp-
3MBHUX TI03MBa, 1A j€ MOKEJbHO MPUMEHHUTH AMHAMUYKO IporpamMupame. [MHaMiuKko mpo-
rpaMHpambe Ha yCMePEHOM alUKJIMYKOM rpady peaan3yjeMo Tako IITO YBOPOBE COPTUPAMO Y
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TOTIOJIOIIIKOM PeIOCiIe/ly Y 3aTUM M3pauyHABAMO CTATUCTUKY CBAKOT YBOPA y TOM pelociiey
(jep cMO cUTYpHH J1a je TIPUIMKOM M3pavyHaBambe CTATUCTUKE OMJIO KOT YBOpa Beh UCTpaBHO
M3padyHaTe CTATUCTHKE HerOBUX MPETXOAHUKA).

Ila mpojekar He du KacHHO, MOCeIBH Jorahaj Mopa Ja ce JecH mTo je paHuje moryhe, ma je
CTOra HajKacHUje BpeMe NOoceAmer norahaja jeqHako leroBoM HajpaHujem Bpemeny. Hajka-
CHHje BpeMe ToueTKa OuiIo Kor Apyror gorahaja onpeheHo je meroBuM ciaedeHuImMa Tj. ak-
TUBHOCTUMa KOje OJ1 iera nounmy. [a du cBaka TakBa aKTUBHOCTH MOIJIA [Ja CE 3aBPILIM Ha
BpeMe, IOTPEdHO je /1a MOYHEe Y JaHy YUju je Opoj jeAHaK pasJvlLyv HajKacHHUjer BpeMeHa mhe-
HOT 3aBpLIHOT Jorahaja u kweHor Tpajamwa. [lomTo cBe akTMBHOCTH Tpeda Ja Oydy 3aBpLIEHE
Ha BpeMe, ofipelyjeMo MUHUMYM OBUX pasjuKa. AKo ca [st; 0deIexxuMo HajKacHUje BpeMe
norahaja u ca ¢ 00esIeKUMO MOCNIEIbY YBOP Y TOMOJIOIIKOM peaociesy jodujamo cieaehy
PEKypEeHTHY Be3y:

Ist, = est,, Ist; = min{lst; — w;;, j € Sledbenici(i)}.

[NommTo BpeAHOCT CTAaTHCTUKA YBOPOBA 3aBUCHU OJf IBUXOBHUX CIIEA0CHNKA, OBY CTATHCTHKY MO-
KEMO U3padyHaBaTH AUHAMUYKUM IPOTpaMUpPaeM, OOMIIACKOM YBOPOBA Y 0OPaTHOM TOIIO-
JIOIIKOM peloCIieNy.

Hajpanmje BpeMe nmoyeTka aKTUBHOCTH ofjpe)eHo je HajpaHWjuM BpeMeHOM forahaja Kojum
MOYUbe, 10K je BEHO HajKacHUje BpeMe MoueTka ogpeheHo pa3iukoM u3Mel)y HajKacHUjer
BpeMeHa Jiorahaja y KoM ce 3aBplilaBa ¥ leHOT Tpajama. Bpemena 3aBpieTka ce odujajy
yBehaBambeM OBMX BpeMEHa 3a Tpajare aKTUBHOCTU. JOIMYIITEHO KaIlbehe aKTUBHOCTH je
onpeheHo paznukoM u3mely BheHOr HajKacHUjer U HajpaHHjer BpeMeHa MovyeTKa.

vector<int> topoloskiRedosled = topoloskoSortiranje(sledbenici);

vector<int> najranijeVremeCvora(brojCvorova, 0);
najranijeVremeCvora[topoloskiRedosled[0]] = 0;
for (int 1 = 1; 1 < topoloskiRedosled.size(); i1++) {

int cvor = topoloskiRedosled[i];

for (const auto& [prethodnik, tezina] : prethodnici[cvor])

najranijeVremeCvora[cvor] =
max(najranijeVremeCvora[cvor],
najranijeVremeCvora[prethodnik] + tezina);
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const int infty = numeric_limits<int>::max();

vector<int> najkasnijeVremeCvora(brojCvorova, infty);

najkasnijeVremeCvora[topoloskiRedosled.back()] =
najranijeVremeCvora[topoloskiRedosled.back()];

for (int i1 = topoloskiRedosled.size() - 2; 1 >= 0; i1--) {
int cvor = topoloskiRedosled[i];
for (const auto& [sledbenik, tezina] : sledbenici[cvor])

najkasnijeVremeCvora[cvor] =
min(najkasnijeVremeCvora[cvor],
najkasnijeVremeCvora[sledbenik] - tezina);

cout << najranijeVremeCvoral[topoloskiRedosled.back()] << endl;

for (const auto& [cvorOd, cvorDo, tezina] : grane) {

cout << najranijeVremeCvora[cvorOd] <<

<< najranijeVremeCvora[cvorOd] + tezina <<

<< najkasnijeVremeCvora[cvorDo] - tezina <<
<< najkasnijeVremeCvora[cvorDo] << " "
<< najkasnijeVremeCvora[cvorDo] - tezina - najranijeVremeCvora[cvorOd]

<< endl;

2.5 MocToBUu U apTUKynaumnoHe Tauke y HeycMmepeHowm rpady

Y oBOM nornassby daBuheMo ce MUTambeM KOJIMKO je JaTH HeycMepeHu rpad 100po MoBe3aH.
IpyruM peunma MHTepecyje Hac aa Jii y rpady mocroju ciada Tayka, OIHOCHO YCKO IpJo,
YMjUM OM yKJIamameM rpad npecrao Ja Oyne nopesaH. Y pa3sHUM MPAKTUYHUM IIpUMEHaMa
0Baj podJieM je BeoMa 3HauyajaH v MOTpedHo je omoryhuTH ga ce ycka rpia y rpady op3o
netektyjy. CiMuyHa nuTama ce MOry IOCTaBUTH U 3a ycMepeHe rpacgose, MehyTum, Mu hemo
ce y OBOM IOIVIaBJ/by OTPAaHUUMTH Ha ClIy4aj HeycMepeHHX rpacdoBa.

[pany Heycmepenor rpada G = (V, E') unjum ce ykiamameM u3 rpada Opoj KOMIIOHEHTH
noBe3aHocTH rpada nmosehasa HaszuBamo wmocii (eHri. bridge, cut edge). CrienujaiHo, mose-
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3aHM Tpa(h HAKOH yKJIamara MOCTa IpecTaje Aa Oyze MOBEe3aH.

VY pauyHapcKuM Mpexkama MpoHaJaKemhe MOCTOBA MOXe MOMONU y UAEHTU(UKOBAKY KPU-
TUYHUX Be3a YMjU KBap MOXeE JOBECTH IO pacnaja Mpexe. Y TPaHCIIOPTHUM CHCTEMUMA
MOCTOBHU MPEACTaB/bajy KJbyUHE pyTe KOje MOBEe3yjy pa3iuuuTe OdJIACTH, a YhjuUM OU YKJa-
HBabeM TPaHCIIOPT 0o oHeMoryheH.

I Mpumep 2.5.1

Vkoauko y ipagpy iipuxazariom na cauuu 2.28 ykaonumo ipany (C, D) uau ipany (D, E) ipagh
ipeciiaje ga dyge ilose3an, ilie 08e gae Ipawe, ceaxka 3a cede, uure MOCt Y gamom ipagy.

Cmuka 2.28: Tpumep rpada koju cagpxu 1Ba MOCTa: jelaH je O3HaYeH LPBEHOM, a IPyrd
IJ1aBOM O0jOM.

Tocitioje ipagposu y kojuma nema mociiosa (cauka 2.29).

Cnuka 2.29: IIpumep rpacda Koju He caipki HU MOCT HY apTHUKYJIALIMOHY TauKy.

Vkonuko y HeyemeperoM rpady G = (V| E) moctoju uBop v € V' TakaB 1a ce HeroBuM
yKJIawbaweM U3 rpacda (3ajeHo ca rpaHaMa Koje cy My cycelHe) Opoj KOMIIOHEHTH MoBe3a-
HocTH Tpacda nosehasa, OH/a TakaB YBOP HA3UBAMO apIiUKYAAUUOHOM iHaukom (EHIJL. arti-
culation point, cut vertex). CrienujagHo, NOBe3aHU I'pad HAKOH yKJIamamka apTUKYJIAlMOHE
TaudKe IMpecTaje Aa Oyje MoBe3aH.

Y TpaHCHOPTHUM CHCTeMUMa apTUKYJIAIIMOHE TauKe YKa3yjy Ha KPUTHYHE PACKPCHHUIIE UHja
OM eBeHTyalHa HeOCTYIHOCT (HIp. Yy cilydajy Heke Hecpehe) umana 3HauajaH yTulaj Ha
TOoK caoOpahaja. Ha oBaj HauMH MOTy ce IUTAHUPATU IMPUOPUTETHE WHBECTUIIH]E ¥ cao0pa-
hajHy uH(ppacTpykTypy. CIM4HO, apTHKyJalMOHE TaukKe y eJeKTPHYHUM KOJIMMA TpejcTa-
BJbajy KOMIIOHEHTE YMjUM OU OTKa3MBameM paja AOIUIO J0 TyOUTKa Be3e m3Mely ocranmx
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KOMITOHEHTHU. M neHTrn(rKoBame OBUX KOMIIOHEHTH MO3KE TOOOJBIIATH TOY3/AAHOCT J13ajHa
€JIEKTPUYHOT KOJIa. Y KOHTEKCTY JPYIITBEHUX Mpeka apTUKYJIAIMIOHE TauKe MPEe/ICTaBbajy
ocode Koje MOoBe3yjy ABE WM BUILE PA3IMYUTUX 3ajeIHULIA JbYIU U YMje OU YKJIambame pas-
O1JI0 Mpe:xXy Ha HEelloBe3aHe IpyIIe.

I Mpumep 2.5.2

Vkoauko y iiosesarom ipagpy apurazarom na cauuu 2.30 ykaonumo ueop C, ipagp apecitiaje
ga dyge iosesan, e je ueop C' jegna apiuiuxyrayuona wauka oot ipagpa. Ilinasuwe, neiio-
cpegro ce iiposepasa ga je ueop C' jequna apiiukyaayuona imauxa y o6om ipagy.

LN

Ciuka 2.30: I'pad Koju caapxu jefiHy apTUKYJIaroHy Tauky: yBop C.

I'pagh mooice ga ne cagpoicu apitiukyaayuore imauxe (cauxa 2.29), a modice u ga cagpacu eehu
Opoj apriukyaayuonux wavaxa (cauxka 2.31).

Cmuka 2.31: T'pad koju caapsku Behu 6poj apTHKy/IAMOHMX Tavyaka: To ¢y uBopoBu A, C' u
D. Cgaka rpana oBor rpada je MOcT.

V¥ HacraBky heMo pa3MOTpHUTH MpodJeMe MpoHalakeka CBUX MOCTOBA M apTHUKYJIALIMOHUX
Tayaka y 4aToM HeycMepeHoM rpacdy. bes cMamema OMIITOCTH MOXE ce IIPETIOCTaBUTH Ja
je matu rpag nope3aH. AKo rpad Huje MoBe3aH, OHJA C€ MOCTOBU U apTHKYJIALIMOHE TauKe
MOTY TPaKMTH HE3ABHCHO Y CBAKO] KOMIIOHEHTH TIOBE3aHOCTH rpada.

2.5.1 OppehuBarwe MoCTOBa

[To3abaBuMo ce Hajmpe rmpodsieMoM oapehuBamka MOCTOBA, 3a KOjU ce IIOKa3yje Aa je JOHEeKJe
JEAHOCTaBHUjH.
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Mpoo6nem

Aedpunucaitiu aaiopuitiam Koju y gamiom HeycmeperHom iogezarom ipagpy ogpehyje cee mo-
ciuoee.

JlupeKTaH HAYMH J1a ce y 1aToM HeycMepeHoM nosesaHoM rpady G = (V, E) nponalyy cBu
MOCTOBH TOfIpa3yMeBa Ja 3a CBaky rpaHy e € F rpada G mposepumo ja i je rpad oe3
rpase e nose3aH (Hip. kopuuthewem ajropurMa DFS). CroxeHocT oBor airoputMa U3HOCH

O(IE|- (IVI+|ED)?

Iocroju edukacHuju anropuram 3a ogpehuBame MocToBa y rpady. Mu hemo y HacTaBky
Pa3MOTPHTH aJITOPUTAM KOjH je ocmucano Podepr Tapian® u koju je nMHeapHe BpeMeHCKe
CJIOXEHOCTU Y (PYHKLIMjU BeJIMIKnHE Tpada.

2.5.1.1 TapyaHOB airoputam 3a ogpehuBame MOCTOBa

MocToBHY He NpHUNajaajy NMKJIycuMa. 3aucTa, BaXy HapeJHO TPUBHjATHO TBpheme (Koje Ha-
BOJMMO O€3 J0Ka3a).

I'pana (u,v) je mocii y ipacpy G axo u camo axo ne iipuiiaga nujegrom yuxaycy y G.

CrieniijanHo, MOWITO Y APBETY HE MOCTOje LUKIYCH, aKko je rpacd OpBO, OHAA je CBaKa rpaHa
y ToM rpady MOCT (Ha mpumep, Takas je rpacd Ha civu 2.31).

Pasmorpumo DFS npso nodujeno DFS oduackom naror rpagpa G = (V, E'). C ob3upom
Ha TO Jla je MoJja3Hu rpad HeycMepeH, NocToje JiBe BpcTe rpaHa rpada y ogHocy Ha DFS
npBo: Tpane DFS mpBera u rpaHe Koje MoBe3yjy IOTOMKaA ca MpeTKoM y omHocy Ha DFS
ApBo (y HacTaBKy heMo uX, jeJHOCTaBHOCTH pajy, 3BaTH MOBpaTHE IpaHe, Maja OHe HUCY
yCcMepeHe, T1a ce MOTY FICTOBPEMEHO CMaTpaTy ¥ 3a JUPEKTHE U 3a MOBpaTHE TpaHe). AKO je
rpana (u,v) MOBpaTHa, OHA HE MOXe OUTH MOCT y Tpadyy, jep j€ €0 LUKIIyca KOju Ta rpaHa
ynHU ca rpaHama DFS npeera (Bugetu npumMep Ha i 2.32).

Hakiie, MocToBH Mory OuTu camo rpane DFS npeera, Te je OBOJBHO Ja alropuram pasmarpa
caMo BHX Kao KaHJuJaTe, YUMe ce MOXe 3Ha4ajHO CMamUTH Opoj rpaHa Koje je moTpedHO
nposepaBatu. MelyTrM, Hu OBe rpaHe He MOpaMo IPOBepaBaTH TEXHUKOM Irpyode cuite. Heka
je (u, v) rpana DFS gpeera. IIpernocraBumo aa je DFS nperpara Hajmpe moceTuia 48op u
T1a 9BOp v, Tj. 1a je YBOp u pomuTess uBopa v y DFS npeety rpada.

STIpumeTnMoO Jia je yKIamarme rpase u3 rpada y ciiyyajy Kaja je rpacd 3ajaT JIMCTaMa IOBE3aHOCTH Heedu-
KAaCHO, aJIH TOIITO Ce HAKOH YKJIamama CBaKe rpaHe U3BpIIABa arOpUTaM MpeTpare y ayOouHy, oBa oreparuja He
yTHYE Ha CJIOKEHOCT KOMIUIETHOT aJITOPUTMA.

®Pobepr Tapran (enrt. Robert Tarjan), amepuuku nngopmatiuap pohen 1948. romuse.
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Crmka 2.32: T'pana (u,v) Koja moBesyje nmotomka u npetka y DFS npeery He Moxe dutn
MOCT.

3a ipany (u,v) DFS gpeeitia 6axcu ga je MOCITi Ko U camo ako He HOCIOJU HuL jegha gpyia
ipana usmehy Hekor ipeitika ueopa u (yxkvyuyjyhu u ugop ) u Hekoi Homomka ueopa v (YK./vy-
uyjyhu u ueop v).

HMakJe, rpana (u,v) je MOCT ako u camo ako nogapso DFS npsera umju je KopeH 4BOp v
(koje je ,m3Hax”’ yBOpa V) OCTaje HEMOBE3aHO ca JIeJIoM rpada ,,icIox” OBe TPaHe Tj. YBOpa
u. Jpyrum peyuma TaJa He IOCTOjU HAa4uH Jia ce CTUTHe U3 MojaapeeTa 1, 4uju je KopeH
YBOP ¥ JI0 YBOPA U WIJIM HEKOT MPETKa YBOpa U.

Tv

Cruka 2.33: Wnycrpanuja nepununmje Bpeatoctu L(v).

IMoTpedHo je 3a cBaky YBOp v € V U3pauyHATH KOJIMKO Ce ,,HUCKO” MOKEMO BPATUTH HEKOM
HOBPATHOM I'PaHOM U3 IPOM3BOJBHOT YBOpa NoAApBeTa 1), uMju je KopeH uBop v. To MoxkeMo
KBaHTU(PUKOBATH HA OCHOBY foja3Hux DFS OpojeBa uBopoBa 10 KOjUX BOJIe MOBpATHE TpaHe

"TouITo ce APBO y OBOM TEKCTY LIPTa HAONAKO, TAKO Jia My je KOPEH Ha BPXy IpTexka, a JIUCTOBH Ha JIHY, 11e0
rpacda ,,u3Haa~ HEKOTr YBOpa je HalpTaH MCHOJ TOr yBopa. Y HacTaBKy he Outu kopuiiheHa TepMUHOJIOTHja Y
KO0jOj Cy TepPMHMHU U3HAJ/UCIION, HYKW/BUXY, Tope/noie e MHUCAHHU y CKJIaJy ca I10JI0XKajeM KOpeHa U JIMCTOBA,
a He y CKJIaJy ca HaolaKuM HpTameM Apeera. OBO je y CKJIafy U ca THM Ja je BUCHHa KopeHa 0 U la BUCHHA
YBOPOBA pacTe Kako ce yaabaBamMo of KopeHa. [la ducmo cmammii MoryhHocT 3adyHe, oBe oapenurie he ouru
MKCaHe T10]] HABOJHUIIUMA.
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u3 T, (,HUKU” YBOPOBU Tj. YBOPOBU O/v:kM KopeHy uMajy 1 Huxke DFS Opojese). Kao mro
j€ paHMje OIMCcaHo, 3a CBAKU YBOp v € V MOXe ce oipeJuT! BpeIHOCT v.Pre Koja 03HayaBa
penHu Opoj uBopa v npu goia3Hoj DFS Hymepauuju — Ty BpegHocT heMo y HacTaBky Kpahe
3BaTU pegHum dpojem usopa v. Llnb HaM je 1a 3a CBaKu YBOP U OJPEAVMO U peaHU OpOj ,Haj-
Hudxcel” ipertixa gocitiuxcHol iospaitinom iparnom (eHri. lowlink) o kor ce Moxemo HorneTu
HEKOM (HajBHUILIe jeJIHOM) MOBPaTHOM rpaHoM u3 noaapsera 1), (ciauka 2.33). Harnmacumo
1a OBO HE MOpa OUTH ,,HajHWXKHU~ JIOCTYDKHHU MPEJaK, jep ce y3 Kopulhemne BUIIe IOBPaTHUX
rpaHa MOXJa Moe CTUNU 10 HEKOT ,,HYDKer” MpeTKa Tj. MpeTka Koju uma Mawu DES 0poj u
Omke je KopeHy ApBeTa.

JlepHMIIMMO cajia TIPEIU3HO T0jaM ,,HajHIKer” TIPEeTKa JOCTHKHOT TIOBPATHOM I'PAHOM'.

Osnaunmo ca L(v) (enrt. lowlink) Mary o BpeaHOCTH pefHOr Opoja YBOpa v U HajMarbe
Mmely BpeaHOCTHMA peHUX OpojeBa YBOPOBa A0 KOjUX ce MOXe CTUNY IOBPaTHOM I'PAHOM U3
HPOU3BOJBHOT YBOpa nojapsera 1), (Koje ykJbyuyje U 4Bop v), koja Huje rpaHa DFS npsera
KOja BOAIM OJ1 ¥ Ka ’eroBoM poautesbckoM uBopy y DFS npeery. Moryhe je na n3 nogapsera
T, He TIOCTOjU HUjeHA IPpaHa Ka MPETKY YBOpa v U Taja je BpeaHocT L(v) jenHaka peaHom
Opojy uBopa v. Ilakye Baxu cienehe:

L(v) = min{v.Pre, " jerilpiglax \ w.Pre}.

nocroju rpata (t,w), teT,,,

KOja He CIaja v ca HheroBUM POJUTEHEM

Bpennoct L(v) je nedunucana kao pefHu Opoj yBopa, MeljyTHM, MOIITO MOCTOjH jacHa Ou-
jekrmja u3Mel)y YBOpoBa M IHMXOBHUX PEIHUX OpojeBa MOKEMO CJI00OJHO pehu na je ,Haj-
HUKU” TIPEIak YBOpa U JIOCTUKAH TIOBPATHOM TPAHOM OHAj YBOP uMju je peaHu opoj L(v).
[Tyrama ox 9YBOpa v A0 HETrOBOT ,,HAJHUKET MPEeTKa JOCTIKHOT TTOBPATHOM I'PAHOM CE YBEK
cacroju on HU3a rpaHa DFS npBera 3a kojuMa clieiv HajBUILE jeJHA MOBpaTHA rpaHa. ,Haj-
HUKU TIpelak JOCTUKAH IIOBPATHOM I'PaHOM j€ YBEK jeIMHCTBEHO opeleH, aiu myTama 10
Bera He Mopa OUTH (puMep je Jat Ha cauuu 2.34).

Ciuka 2.34: HajHky JOCTHXXHH YBOP MOBPATHOM I'paHoM 4Bopa b je uBop a. [lo mera ce
moxe cruhu myresuma (b, ¢, a) u (b, d, a).

8Harmacumo na ce mpeTnocTaesba Aa ce paau o HeycMmepeHoM rpady. Y ycmepeHum rpagosuma je Moryhe
JnepuHUCATH CPOJIaH IojaM, ajiu je nepuHUIMja KOMIUIMKOBaHUja 1 duhe u3iioxkeHa y noriaspy 2.6.



186 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

I Mpumep 2.5.3

Ha cauyu 2.35 gaii je iipumep ipagba ige je y3 ceaxu ugop v ipuxazar reios peghu opoj v.Pre
u epegrociti L(v). Ha ipumep, eaxcu L(c) = 2 u L(e) = 2 jep uz usopa e ipanom (e,b)
Mmodcemo ciuuhu go ueopa b uuja je pegnu bpoj jegnax 2. Cauuno, éaxcu L(b) = 1 jep uz
ueopa d koju je domiomax ueopa b modxcemo cmuhu iparnom (d, a) go ueopa a uuju je pegru
opoj 1.

Cnuka 2.35: Ilpumep rpaca u ogrosapajyher DFS apsera. V3 cBaku 4BOp v IpuKasaH je
HEroB peaHu Opoj u Bpeasoct L(v).

Caza MoxeMo JaTu KapakTepusanujy moctoBa nomohy ¢ynkuuje L. Tomapso 1), DES np-
BETa YMjH je KOpEeH y YBOpy ¥ ocTalie HaKOH n3baluBarma rpase (U, v) HelmoBe3aHo ca JAeIOM
rpaga ,,ucron” OBe rpaHe ako M caMo ako Baxu L(v) > wu.Pre. [lakie, Baxu HapeaHa Teo-
pema.

Teopema 2.5.1 [KapakTepusauuja mocTta y rpadpy nomohy dpyHkumje L]

I'pana (u,v) je mocim y ipagpy G axo u camo axo éadxcu L(v) > u.Pre.

I Mpumep 2.5.4
Pazuomipumo ipagh iipuxazan na cauuu 2.36, aego.

Ipana (u,v) nuje moci y ipagpy jep ce us ioggpeema T, moocemo epamuitu y geo DFS
gpeettia ,uciiog” ose ipane. Ilpeyusnuje, uz ugopa b modicemo ce epaitiuitiu y 48op U, a u3
ugopa e y ueop x. Ilowitio je ueop x ,ucitog” usopa u, éaxcu r.Pre < u.Pre u eépegroci
L(v) jegnaxa je pegrom 6pojy x.Pre ueopa x. Citioia nuje 3agosomwen ycaoe L(v) > u.Pre,
ita ipana (u, v) nuje mocit. Yax u kag ipag ne du cagpacao ipany (x, €), HAKOH U3baAUUBaArLA
ipare (u, U) Moiau ducmo ce iparHom (b, u) uz ioggpeeiia T, epaiiuitiu go ueopa u, a imume
u go fpoussosHol ueopa ,uciog” rweia y DFS gpeeiny, e u y wiom cayuajy ipana (u,v)
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B o

Cimka 2.36: Jleo: npumep rpada y Kome rpaHa (u, v) Hije MOCT, JeCHO: npumMep rpada y
KoMe rpasa (u, v) jecte MOCT.

He bu buna mociu y ipagpy (eaxcuno bu ga je L(v) = u.Pre, iia nu iiaga ne bu 6aicuno
L(v) > u.Pre).

Pazmoitipumo caga ipagh ca cauxe 2.36, gecno. Hakxon uzbayusarea ipane (u,v) uz ipaga,
us ioggpeeinia T, mosxcemo ce epamuimiu Hajuudxice” go ueopa v, j. éaxcu ycros L(v) =
v.Pre > u.Pre u y osom ipacpy ipana (u, v) jecitie MOCI.

[TpumeTrMo J1a, Takohe, Baxku ja je rpaHa (1, v) MOCT ako u camo ako je L(v) = v.

Ocraje nurare Kako epuKacHo u3pauyHatu BpeaHoctd L(v) 3a cBe uBopoBe v y rpady.
Baxu cnegeha nema.

3a ceakxu ueop v € V' neycmepenot ipacpa G = (V| F) easncu:

L(v) = min{v.Pre, min w.Pre, min  L(w)} (2.1)
(v,w)eE w je gere o1 v
W je Mpeaak 4ysopa v
W HHUje POIMTEL YBOPA U

Joxasz. PazmaTpajMo MpOU3BOJFHM YBOP U WM MYTaly OJ Hera Jo ,,HajHIKer” JOCTHKHOT
YBOpa MOBpPAaTHOM rpaHoM. Ta myTama je Wiv mpasHa WIM ce CacTOju Off TAYHO jefIHe I10-
BpaTHe TpaHe WU Ce cacToju o1l HeKoJmKo rpana DFS apBeta 3a Kojuma cjieu TaYHO jeHa
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noBpaTHa rpaHa. Y jeaHakoctu (2.1) ce aHamu3upajy cBe Moryhe TakBe IyTame U TPaKu ce
oHa HajOoJba.

Cmuka 2.37: Unycrpauyja jeqHakoctu (2.1).

3awcra, pa3Ha myTama je odyxaheHa n3pa3oM v.Pre, a MyTame KOje Ce cacToje TauHO Off
jelHe MoBpaTHe rpaHe N3pa3oM

min w.Pre.
(v,w)eE
w je mpejgak of v
W HUje POAUTEsb Of U

Axo nytama caapxu rpane DFS npBerta, HaKoH npesiacka MpBe rpaHe Te MyTambe CTHKE ce
70 HEKOT YyBopa W (KOju HHje poAWTesh YBOpA V), a 3aTHM Ce€ HACTaBJba IyTamhOM OJ] YBOpPa
W JI0 ,,HajHIKEr” JOCTHKHOT YBOpa MOBPATHOM I'PaHOM KPEHYBLIM Of YBOpa w. 3aucTa, 10
CBaKOI' YBOpA JIOCTHKHOT TIOBPATHOM T'PaHOM U3 W, MOXe ce CTUNY IyTarmkhoM M U3 YBOpa U
KOja ce 3aBplliaBa IOBPATHOM I'PAHOM, a aKo OM ce 0[] YBOpa W MOIJIO A0NH JI0 HEKOT ,,HUXKer”
YBOpa MyTaKkOM ca IIOBPATHOM T'PaHOM, JI0 Hhera OU ce MOIJIO CTUNH MyTamkOoM ca MOBPaTHOM
rpaHoM U U3 v (cauka 2.37). Ilytame og v Koje caapxe dap jeAHy rpaHy IpBeTa ce, JaKJe,
aHAJIM3UpPAjy U3Pa30M:

~min  L(w). O

w je gere oj v
Ha ocHoBy oBora, Bpeanoctu dyskimje L ce mory oapeautu Tokom DFS odumitacka rpada.
Hedunumemo pekyp3uBHy (yHKUHMjY Koja Bpumm DFS odunazak takBy Ja he HakoH 3aBp-
IIETKa FBeHOT PeKyp3UBHOT MI03KBA 3a IPOMU3BOJBHY YBOP v rpaca dutn ogpehene BpenHocTn
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v.Preu L(v). TIpuivkoM yiazHe 0dpajie UBopa v I0JEbY je My ce yJa3Hu Opoj v.Pre v Bpeji-
Hoct L(v) ce nnunmjanmsyje Ha Ty BpenHoct. Hakon Tora ce odpabyjy cee rpate (v, w).
[puirkom odpaze rpate (v, w), paau ce cienehe:

* Ako uBOp w HHje noceheH, BPIIM ce PeKyp3MBHO HEroB 00MIIa3aKk u rpana (v, w) mo-
craje rpana DFS npsera. HakoH pekyp3vBHOT 1o31Ba (y KOM C€ BpIIM 00pajia KOM-
IUIETHOT MOIPBETA YMjH je KOPeH w), u3pauyHara je Bpeasoct L(w), na BpeqHocT
L(v) axypupamo Ha Bpeanoct min{ L(v), L(w)}.

* AKo je uBOp w paHuje noceheH 1 HUje poiuTeh YUBOpA U, AKypUpamo BpeaHoct L(v)
Ha BpeaHoct min{ L(v), w.Pre} (oBuM ce odpaljyje cBaka rpaHa Ka IpeTKy W YBOpa
v, a aKo je w noceheHn MoToMak yBopa v, Baxu w.Pre > v.Pre > L(v), na 1o
axypupamwa Hehe nohu).

WNupykimjom, y3 kopumtheme Jieme 2.5.2, JIJaKo ce MOKe JOKa3aTh KOPEKTHOCT OIMCAHOT aJl-
rOpUTMa.

Teopema 2.5.2 [KopeKkTHOCT anroputma nspauyHasama yHkumje L]

IpertixogHum ariopuiimom ce UCIUPAGHO UPAUYHABAJY 8PEGHOCTU L(v) 3a cee ueopoee .

NmmiemenTanuja y HacTaBKy ofpeljyje momasHe peaHe OpojeBe CBHX YBOPOBA, pefHe Opo-
jeBe IUXOBUX ,,HAJHUKHUX Mpeaka JOCTHXHUX TOBPATHOM IpaHOM Tj. yHKIMje L u cBe
MocToBe y jegHom DFS odumacky.

int vreme_dolazna = 0;

vector<bool> posecen;

vector<int> dolazna;

vector<int> lowlink;

vector<int> roditelj;

// niz grana koje su mostovi u grafu

vector<pair<int,int>> mostovi;

voild dfs_mostovi(int cvor) {
// dodeljujemo redni broj cvoru 'cvor'
posecen[cvor] = true;
dolazna[cvor] = vreme_dolazna++;
// inicijalizujemo vrednost funkcije L cvora 'cvor' na njegov redni broj
lowlink[cvor] = dolazna[cvor];

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {
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// ukoliko je sused vec posecen
if (posecen[sused]) {

// ako grana ne vodi ka roditelju datog cvora
if (sused != roditelj[cvor])
// po potrebi azuriramo vrednost L cvora na redni broj suseda
if (dolazna[sused] < lowlink[cvor])
lowlink[cvor] = dolazna[sused];

} else {
// ukoliko sused nije posecen

// pamtimo granu DFS drveta
roditelj[sused] = cvor;

// pokrecemo pretragu iz cvora 'sused'
dfs_mostovi(sused);

// nakon obrade poddrveta ciji je koren cvor 'sused'
// vrednost L cvora 'sused' je odredjena;
// po potrebi azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
if (lowlink[sused] < lowlink[cvor])

lowlink[cvor] = lowlink[sused];

// proveravamo da li je grana (cvor, sused) most

// u ovom trenutku su vrednosti L cvora 'sused' 1

// rednog broja cvora 'cvor' odredjene

if (lowlink[sused] > dolazna[cvor])
mostovi.emplace_back(cvor, sused);

// svi mostovi u grafu se smestaju u globalni niz mostovi

voild odrediMostove(int cvor) {

int brojCvorova = listaSuseda.size();
posecen.resize(brojCvorova, false);
dolazna.resize(brojCvorova);
lowlink.resize(brojCvorova);
roditelj.resize(brojCvorova, -1);
dfs_mostovi(cvor);
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I Mpumep 2.5.5

Y naciiasxy je unyciuposaro uzepuwiasaree ouUCaAHOl ANIOPUTMA HA UPUMEDY jeGHOCIIABHOT
Heycmeperol ipagha ca cauke 2.38. [lpemiiiociiasva ce ga je ipadh 3agaiti auctiama iloge3amo-
cliiu tako ga cy cycegu ceakoi ueopa ypehenu aexcuxoipagcku pacmiyhe u ga DFS apeitipaia
3aio4Urbe U3 46opa a.

Cimka 2.38: Tpumep rpacda Koju caapxku jeaH MocT: rpany (a, c).

e Ioxpehemo DFS u3 ueopa a, iiocinaswamo a.Pre = 1u L(a) =1
— Pasmaitipamo cycega b usopa a.
Iokpehemo DFS u3z usopa b, iocimaenamo b.Pre = 2 u L(b) = 2
— Pasmaitipamo cycega a usopa b.
To je ipana xa poguitiesy Kojy gasve He odpalhy jemo.
— Pasmaiipamo cycega d usopa b.
Iokpehemo DFS u3 usopa d, iocimasmamo d.Pre = 3 u L(d) = 3
- Pasmaitipamo cycega a usopa d
I'pana (d, a) je ipana og iioiiomka Kka ipeitixy, ia iiociaswamo L(d) =
a.Pre, u godujamo L(d) = 1.
- Pazmaitipamo cycega b ueopa d.
To je ipana xa poguitieswy, Kojy gaee He odpabhy jemo.
— Bpahamo ce y usop b.
Howutio je L(d) < L(b) iocmasmwamo L(b) = L(d), ita eaxcuu L(b) = 1
Hownio je L(d) < b.Pre, ipana (b, d) nuje mocia.
— Bpahamo ce y usop a.
Howudtio eaxcu L(b) = L(a), ne pagumo nuwisia.
Howutwio je L(b) = a.Pre, ipana (a,b) Huje mocia.
— Pasmaitipamo cycega ¢ ueopa q.
Iokpehemo DFS u3 ugopa c, iociniasmamo c.Pre = 4 u L(c) = 4
— Pasmaitipamo cycega a ueopa ¢
To je ipana xa poguitiesvy Kojy gasve He odpaly jemo.
— Bpahawmo ce y usop a.
Howtio éaxcu L(c) > L(a), ne pagumo nuwisa.
Howdtio je L(c) > a.Pre, ipana (a, c) jeciie MOCHi.
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- Pasmamipamo cycega d ueopa a.
Howitio éaxcu L(d) = L(a), ne pagumo nuwisia.

TapriaHOB anropuTam 3a ojipefjuBame CBUX MOCTOBa Y Tpadyy ce 3acHuBa Ha DFS nipeTpasy, ca
ozroBapajyhom 101a3H0oM 1 0fu1a3HOM 00pajIoM Koja je cioxenoctr O(1), na je BpemeHcKa
cnoxenoct osor anmropurma O(|V| + | E|).

2.5.2 OppehuBake apTUKyNnaLMOHUX Tayaka

[To3abaBumo ce caga mpodiemoM ofpehuBarma apTUKYJIAIMOHUX Tayaka.

MpoGnem

Jepurucaitiv arioputiiam Koju Yy gamiom HeycmepeHom iogezanom ipagy ogpehyje cee ap-
MUKYNAUUOHE THAaUKe.

APTHKyIALIMOHE TaUKe y JJATOM HEYCMEPEHOM TTOBE3aHOM rpacdy MOKEMO Jia OAPEAMMO TAKO
LLITO 32 cBaKK 4BOp v € V rpada G U3BpIIMMO 1IpoBepy ja Ji je rpad de3 uBopa v MOBe3aH.
Cnoxenoct oor gupektHor anropurma je O(|V| - (|V| + |E|)). Vmecto mera, pasmorpu-
hemo TapriaHoB anropuram, Koju je 1ocTta e(puKacHUju.

2.5.2.1 TapyaHoB anropuTam 3a ogpehuBare apTMKYIaLMOHNX Tayaka

Beoma nanuk TapiiaHOBOM ajiTopuTMy 3a ofpehjuBabe MOCTOBA je U aJITOPUTaM 3a TPaKEHe
apTUKYyJAMOHKUX Tavyaka y rpady. IlokymajMo ga (popmyauiieMo KpUTEPUjyM Ja je YBOp
apTUKYJIAIOHA TayKa KPO3 HEKOJIMKO IpUMepa.

I Mpumep 2.5.6

Cmuka 2.39: Ipumep rpada y KoMe je YBOp U apTUKYJIAIMOHA TadKa.

Pazuomipumo ipagp ca cauxe 2.39. Heop u uma gea geiiemia y DFS gpeeiiy: v u w. Haxon
uzbauuearba ueopa U u rwemy cycegHux ipaua uz ipagha, uz iioggpeeitia 1, modxcemo ce epa-
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wuiiu y geo ipagpa Luciiog” ueopa u (jep je L(w) = x.Pre), mehyium, uz iioggpeeiia T,
MOICEMO ce epatmiuiiu JHajuuxce” go usopa u (jep éaxcu L(v) = wu.Pre). C 0b3upom na imio ga
Ygop U UMa geitie v Wako ga Hujegan ueop uz ioggpeeiiia T’ nuje ioeezarn ca Hekum upemiKom
ugopa U, 46op U jecitie apIUKYAAUUOHA THavKa y ipagy.

I Mpumep 2.5.7

Ipumemiumo ga 3a xoper a DFS gpeeitia ipagpa ca cauxe 2.40 u reioso geitie b éaxcu ycroe
L(b) = a.Pre, iij. ugop a uma geitie u3 Kojei ce He MOXCEMO HOBPAUHOM IPAHOM BPATRUTIU
LWHUdIce” 0g ueopa a, a UpUIoM 48op G Huje apiliuKyAauUoHa IHauxa.

o 3n

Cimuka 2.40: Wnycrparuja rpada y kome 3a koper DFS apBeta a 1 1eroBo jiete b Baxu yClioB
L(b) > a.Pre, a xopen a DFS jipBeta HUje apTHKyJIAIMOHA TAYKA.

Pasznor je o winio je a kopen DFS gpeeitia, ita ne niociioju geo DFS gpeeiia ,uciiog” rela.
Jaxane, cayuaj ueopa koju je koper DFS gpeeitia mopa ce 3aceOHO pazmaiupaiiiu.

I Mpumep 2.5.8

Pazmoitipumo ipagp ca cauxe 2.41.

Cnuka 2.41: Ipumep rpacda y kome je uBop a Kao kopeH DFS apBerta apTukyaanmona Tauka.

Yeop a kao kopern DES gpeeitia uma gea geitieitia u HaKoH relogol uzdbauyusarea ipad iociiaje
Heiloge3an. [lakne, ueop a je apiiukysayuona iauxa y ipaghy.
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Kapaxrepuszanyja apTUKyJalMOHMX Tadyaka JaTa je HApeqHOM JIEMOM.

Yeop u je apiiuxysayuona mauxa ipagha aKo u camo axKo je UcCiyrbeH jegan og HapegHa
gea ycaosa:

* u Huje kopen DFS gpeeitia u uma geitie v y DFS gpeeiiy tiakeo ga Hujegar ueop y
itoggpeeity 1), Huje fiosesan ca HekUM UPETKOM UBOPA U;
* u je kopen DFS gpeeitia u uma oap gea geitieiua.

IIpBu ycnoB ofroeapa cuTyalyju Kajia HAKOH M30aliBamba YBopa U U3 rpada BHIlle HIje Mo-
ryhe gohu u3 nomapsera 1), uMju je KOpPeH v ieTe YBOpa U, A0 HEKOT MpeTKa YBopa U. AKO
je 3aI0BOJbEH IPYIHU YCJIOB, ¢ 003MPOM Ha TO Jla y HeycMepeHUM rpacoBUMa He IOCToje 1o-
MpeyHe rpane, n3danmBame kopena DFS npeera mosesno du 1o ,,pa3dujama” rpacda Ha Behun
Opoj KOMITIOHEHTH MOBE3aHOCTH (110 jedHy 3a cBako Jere kopeHa DFS npsera).

W3 npumepa je jacHO Ja ce, Kao M y Clly4yajy MOCTOBA, 3a UCIIMTHBAIGE [OBE3AHOCTH elle-
MeHaTa TOJIPBETa ca MpeluMa YBOpa MOry KOpHCTUTH BpenHoctd L(v), unme ce moduja
HapeJHa Teopema.

Teopema 2.5.3 [KapakTepusauyuja apTukynaymMoHnx Tauaka nomohy spegHoctyu L]
Yeop u je apiiukyrauuona mauxa y ipagy ako U camo axKo axcu jegar og HapegHa geéa
ycnosa:

e u nuje kopen DFS gpeettia u 3a neko geitie v ueopa u, éaxcu ycrog L(v) > u.Pre;
e u je koper DFS gpeeitia u uma éap gea gevieia.

V HacTaBKy je gata uMIuieMeHTanuja TapiiaHoBoT aropuT™Ma KOjUM ce Y AaToM rpady oape-
Dyjy cBe apTUKyJIaIMIOHE TauKe.

int vreme_dolazna = 0;
vector<bool> posecen;
vector<int> dolazna;
vector<int> lowlink;

vector<int> roditelj;
vector<bool> artikulacioneTacke;

voild dfs_artikulacione(int cvor) {
// dodeljujemo redni broj cvoru 'cvor'
posecen[cvor] = true;
dolazna[cvor] = vreme_dolazna ++;
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// broj dece cvora cvor
int broj_dece = 0;

// vrednost funkcije L za cvor 'cvor' inicijalizujemo na njegov redni broj

lowlink[cvor] = dolazna[cvor];

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {

// ako je grana (cvor, sused) povratna i ne vodi ka roditelju cvora

if (posecen[sused]) {
if (sused != roditelj[cvor])
// po potrebi azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
if (dolazna[sused] < lowlink[cvor])
lowlink[cvor] = dolazna[sused];
} else {
// 'sused' je novo dete cvora 'cvor' u DFS drvetu
broj_dece++;
// dodajemo granu u DFS drvo
roditelj[sused] = cvor;

// pokrecemo pretragu iz cvora 'sused'
dfs_artikulacione(sused);

// nakon obrade poddrveta ¢iji je koren cvor 'sused'
// vrednost funkcije L cvora 'sused' je odredjena,
// pa po potrebi azuriramo vrednost L cvora 'cvor'
if (lowlink[sused] < lowlink[cvor])

lowlink[cvor] = lowlink[sused];

"cvor'

// ako 'cvor' nije koren DFS drveta i ako cvor nijedan cvor u poddrvetu

// cvora 'sused' nije povezan sa nekim pretkom cvora 'cvor',

// onda je 'cvor' artikulaciona tacka

if (roditelj[cvor] != -1 && lowlink[sused] >= dolazna[cvor])
artikulacioneTacke[cvor] = true;

// obradjena su sva deca cvora 'cvor'
// proveravamo da li je cvor 'cvor' koren DFS drveta i
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if (roditelj[cvor] == -1 && broj_dece > 1)

artikulacioneTacke[cvor] = true;

vold ispisi_artikulacione_tacke(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
posecen.resize(brojCvorova, false);
dolazna.resize(brojCvorova);
lowlink.resize(brojCvorova);
roditelj.resize(brojCvorova, -1);

artikulacioneTacke.resize(brojCvorova, false);

dfs_artikulacione(cvor);
cout << "Artikulacione tacke u grafu su: ";
for (int 1 = 0; 1 < artikulacioneTacke.size(); i++) {
if (artikulacioneTacke[1])
cout << 1 << " "}
}

cout << endl;

}

3apatak: YcmepaBate nyteBa

VY jemHOM rpafy Cy yJuile yCKe ¥ CTBapa ce I'yxBa y caodpahajy. ['pancke Biactu cy ommyduie
Ja CBe yJIMLe NIOCTaHy jeAHOCMepHe, y Haau Ja he ce Tume noBehaTti MpoOTOYHOCT, MelyTHM,
HHUCY CUTYpPHH Jia I je Moryhe Ja ycMepe myTeBe Tako Ja ce M Ja’be MOXe CTUhM o duiio
KOje, 1o OWJIo Koje Apyre Tauke y rpamy.

Onuc ynaza

Ca craHJapIHOT yJia3a ce yunraBa opoj Tauaka y rpagy n (1 < n < 10?), a 3atum 5poj
nBocMepHuX myTeBa m3mehy mux m (1 < m < 10°). V HapeaHux m JuHMja Hamase ce Mo
nBa pazmmunta opoja a; b, (1 < a;,b; < n, a; # b;), koju npecraspajy peaHe dOpojese
Tayaka CIoOjeHHUX yJIMIIOM.

Omnuc usiasa

Ha cranpapnau n3nina3 ucnucatu 0 ako HUje Moryhe ycMepuTy yauile Wid 1 MapoBa Tadyaka
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KOJH MIPEACTaBIbajy yCMEpEHe YIuLie.

IIpumep 1 IIpumep 2
Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
3 12 4 0
3 23 4
12 31 12
23 23
13 31
14
Pewere

ITpodiniem ce cacBUM OUPEKTHO MOJEIYje HEyCMEPEHUM Ipad)oM y KOM Cy YBOPOBU TayKe y
rpajy, a rpaHe JIBocMepHu IyTeBu u3Mely wux. Io nmpernocraBkama 3agaTka nosiasHu rpad
j€ moBe3aH.

Kipyunn yBun 3a pememe 3aaTka je a je ycMepaBame MmyTeBa Moryhe ako M caMo ako y
rpady He nocroju moct. Haumme, ako y rpady mocroju mMocT, Kako roj Jia Ta yCMepHMo,
Hehe mocrojaty apyru myT u3Mely Aesa qpBeta W3HaA U UCTIOA TOor MocTa. Ako y rpady He
MOCTOjU MOCT, Taja je Moryhe ycMepuTu cBe rpaHe JpBeTa HaHWKe, a CBe IMOBpaTHE TpaHe
HaBUIIlE, YnMe OM ce nodma Be3a n3Melhy cBux yBoposa rpacga. Hawmme, momro je mona3au
rpac¢ noeesas, of KopeHa je Moryhe Kpo3 ApBo cTuhu 10 OUJI0 Kor YyBOpa apBeTa (Tj. rpada).
Op cBakor yBopa je Moryhe moBpaTHOM IpaHOM BpaTHTHU CE€ Y HEKH JIeO JpBeTa ,,ACTIOA”~ TOT
YyBOpa, Na ce Kpehyhu ce Ha Taj HauMH Moxe cTihy U 10 KopeHa. [Jakie, OUiIo Koju 4Bop U
KOPEH Cy 00OCTpaHO AOCTHXHHU, 1A CY ¥ CBU YBOPOBU MehjycOOHO 000CTpaHO JOCTHKHH.

Moo ce Tokom oapehrBarkba MOCTOBA MAaMTE POAUTEIbM CBUX UYBOPOBA, IPaHE JIpBETa MO-
’KeMO, Ha TIPUMep, MPENo3HATH KOpUIIheheM HU3a POJUTEbA.

dfs_mostovi(0);
if (mostovi.size() > 0)
cout << 0 << endl;

else {

for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {
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if (cvor > sused) continue;

int u = cvor, v = sused;
if (dolazna[u] > dolazna[v])

swap(u, v);

if (roditelj[v] == u)

cout << u+l << << v+1 << endl;

else

cout << v+l << << u+l << endl;

2.6 KomnoHeHTe jake noBe3aHOCTU rpada

3a yeMepenu rpad KaxeMo 1a je jako idosezar (eHrI. strongly connected) ako je CBaKu YBOp
rpacda IoCTHRKaH U3 CBAKOT JPYror YBopa y rpady.

Ha ckyny uBopoBa ycmeperor rpada G = (V| E) moske ce jeduHucaTH peaiyja ~ 060-
CUIparne goCUNCHOCTHY: U ~ U aKO je YBOP U JOCTYDKAH U3 YBOPA ¥ U YBOP U je JOCTIKAH
u3 yBopa u. [lo nedpMHUIIM}H 32 CBAKM YBOP U BaKM U ~ 1 (HATIOMEHMMO J1a TO HE 3HAa4u Ja
y rpady noctoje newse). [IpumeTnMo aa cy 1Ba 4Bopa 000CTPaHO AOCTHKHA aKO U CaMo aKko
NIPUINAAAjy HEKOM 3ajeAHIYKOM YCMEPEHOM LMKJIyCy. 3a pesanujy 000CTpaHe IOCTHKHOCTH
BaXHU Ja je:

* pedpieKCUBHA — 32 CBaKM YBOp U € V Baxu u ~ u,
* CHMEeTpPHMYHA — 32 CBaKa JIBa YBOpa U, U € V BakM U ~ v aKO M CaMo aKo v ~ U,
* TPAaH3UTHBHA — 32 CBAKA TPH YBOpa U, U, W € V MBU ~ VNV ~ W CHEAU U U ~ W.

Penauyja odocTpaHe HOCTMKHOCTH je cTOra pejanyja ekBupajeHuyje. OHa pasjake CKyIl
4yBopoBa V' y KJlace eKBUBAJICHIM]E KO je HA3MBaMO KOMIOHeHTama jake iose3anoctiu rpada
G (enr. strongly connected components). Ha cmumu 2.42 (JieBo) IpHKa3aH je yCMepeHH
rpad G Koju MMa YeTUpH KOMITIOHEHTE jake MOBE3aHOCTH, KOje Ce CacTOje PeioM OJ1 YBOpPOBa

{a}, {b,c}, {d,e, fy m{g}.

Kommnonente jake moBe3aHocTH y rpady uMajy pasHe mpuMeHe. PasMoTpumo mpumep Apy-
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Cmuxa 2.42: Tpad G u omrosapajyhu kounesosanu rpadp G unju uoposu oarosapajy
KOMITOHEHTaMa jake moBe3aHocTH rpada G.

IITBEHEe Mpeke y KOjoj KOPUCHHIIM MOTY MPATUTU aKldje IPYrux KopucHuKa. [loTpedHO
je uaeHTH(UKOBATU TPyIle KOPUCHUKA KOjU Cy TECHO IOBE3aHU jeTHH ca JAPYIMMa: CBAKO
OJl BbUX TPATH CBAKOT JPYror, AUPEKTHO WM uHaupekTHo. OBaj mpodieM oAroBapa mpo-
dnemy onpehrBarba KOMIIOHEHTH jaKe TMOBE3aHOCTH y Tpady Y KOMe Cy KOPUCHUITN YBOPOBH,
a ycMepeHe rpaHe o/iroBapajy penanuju rnpahewa KOpucHuKa. Y copTBEpCKUM CUCTEMHMA
MOJYJIM C€ MOTY INpeJCTaBUTH YBOPOBUMA, a 3aBUCHOCTH Mel)y BhuMa ycMepeHrM rpaHaMa
rpada. neHTndrkoBame KOMIOHEHTH jaKe TIOBE3aHOCTH TIOMasKe Y TPOHAJIaXKehy IUKITyca
WM TIOTEHIIMjaTHUX MPodJieMa Y CTPYKTYpH Mely3aBUCHOCTU MOJyJa, KOju MOTY OUTH Off
nomohu y yHanpehewy nuzajHa copteepa.

Ox rpada G Moske ce opMUpATH KoHgeH306anu Wi komipumosaru rpad GC: To je yeme-
PEeHU ALMKJIMYKY rpad Koju caap:ku MHGpopMaLyje 0 KOMIIOHEHTaMa jake oBEe3aHOCTU Ipada
G (cmaxa 2.42, necno). Haume, cBaku uBop y rpady G'C oarosapa jeHoj KOMIOHEHTH jake
nose3arocty rpaha G, a 1Ba uBopa y rpady GC cy mose3ana rpaHOM aKo 1 caMo ako y rpacdy
(G moctoju dap jenHa rpaHa oJ1 HEKOT YBOpa MPBE KOMIIOHEHTE [0 HEKOT YBOpa Apyre KOM-
TIOHEeHTe jake MoBe3aHOCTU. JacHo je nma je rpad G auuMKIMUKK: aKko M y HeMy MoCTojao
LUKJIYC, TO OM 3HAYMJIO /1a Ce CBE KOMIIOHEHTE jaKe MOBE3aHOCTH KOje MPUMaaajy LUKIyCy
MOT'Yy CIOjUTH y jeJHy, Belly KOMIIOHEHTY jake ITOBE3aHOCTH. Y HACTaBKy TeKcTa hemo Kom-
MOHEHTE jake MOBE3aHOCTH 3BaTu Kpahie caMo KOMITIOHEHTe.

Pemapamo cnenehu npodsiem.

Mpo6nem

3a gaitiu yemepenu ipagp G = (V, E ) ogpeguitiu cée KOMIlOHEHIe jake H08e3aHOCIUU.

V HacTaBKy TeKcTa pa3MoTpuhieMO HEeKOJIMKO BapHjaHTH aJIFOPUTMA 3a PelllaBarbe OBOT MPO-
dneMa 3aCHOBaHMX Ha OOWJIACKY M3 CBAKOT YBOpa, a 3aTuM 1 Tapiianos anroputam u Kocapa-
IIyOB QJITOPUTAM.
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2.6.1 Anroputam 3acCHOBaH Ha 06UIacKy U3 CBUX UBOpOBa

KomroHeHTa jake moBe3aHOCTH KOjoj Ipumnajga 4Bop v € V' Moske Ja ce 0Apean Tako IITO ce
3a CBaKM YBOp U JOCTMXaH U3 v nmokpene DFS odunazak ca nubeM Ja ce yCTaHOBU J1a JIH je
v JOCTHXaH U3 U. [locTynak ce 3aTiM MO>Xe TIOHOBUTH 32 YBOPOBE KOjU HE MPHIAAAjy MpeT-
XOJHO U3/IBOjEHUM KOMIIOHEHTaMa (aKo TakBU YBOpoBU Noctoje). [loctynak je Heepukacan
jep 3axTeBa BEJMKU Opoj MokpeTama anropurma DES.

Ornmcanu nmocTymak Moske ce ycappumrt. Heka je G* rpad Koju capiku ucTe YBOPOBE Ko
rpa¢d (G, anm CynpoTHO ycMepeHe rpaHe: rpasa (v, u) npumnaaa rpady G* ako u camo ako
rpana (u, v) npunaaa rpady G (Bugetu ciuky 2.43). Oaj rpad 38ahemo iwipanciionosanum
ipaghom (enri. transpose graph) rpacpa G. KoMIoHeHTe MOKEMO Ja OPEUMO U Ha cienehn
HauuH: nokpeHemo DFS odwiasak u3 uBopa v, y oda rpada, G u G*. Ako je yBop u IOCTH-
*aH 13 4Bopa v y rpady G To 3HauM ga odmnackoM rpada G u3 v, y OpUruHaIHOM rpady
(G MOXeMoO JIOhH JI0 © HEKUM ycMepeHHM TyTeM. OOpTarmbeM ycMeperba rpaHa ce YBOpOBUMA
“Membajy ynore’’ u 4Bop v, je goctikad u3 u 'y rpady G*. Jakne, DFS odunasak nokpeHyT
13 4BOpa v y rpady GG mpoHasasu cKyn 4BopoBa A Koju Cy JOCTWKHHM U3 4BOpa v, a DFS
oduIIazak MOKPEHyT U3 YBopa vy y rpady G* ckymn uBopoBa BB U3 KOjUX je IOCTHXKAH YBOP V.
KomrtoHeHTa jake MOBe3aHOCTH KOjoj MpHMaaa YBop v, jeaHaka je A N B. Osaj moctymak
MOHABJbaMO 32 [TPOU3BOJEHU YBOP KOjU HE MPUIaJa 1O caaa ogpejeHnM KOMIIOHEHTaMa MOBe-
3aHOCTH, YKOJIMKO TaKaB YBOP MOCTOju. Hajropu crieHapmo je kaja Cy CBM YBOPOBH 3aceOHe
KomroHeHTe u Taja je cnoxkenoct O(|V|(|V] + |E|)).

G*

O—® @Q—®
O—D ©

Cmuxa 2.43: I'padp G u memy TpancnoHoBanu rpad G*.

| Mpumep 2.6.1

Pazmompumo ipagpose G u G* ipuxazane na cauyu 2.43: DFS obunazax ipagpa G iiokpenyii
u3 ueopa d obunasu cxyii ueoposa A = {d, a, b, c}, gox DFS obunazax ipagpa G* iioxpenyiti
uz ueopa d obunasu cxyii ueoposa B = {d, c,a}. Baxeu AN B = {d,a,c}, itie usoposu
d, a u ¢ ipuitagajy ucitioj komiloneniniu jaxe osezanoctiau. Ilpumertiumo ga jequrio ueop b ne
Apuitaga uCtioj KOMRoHeHInu ogesarnociiu kao usop d, a owiio DFS obunazak uz ueopa b y
ipagpy G odbunazu camo usop b (jep je roeios uznasnu ciueiier 0), iwio ueop b uunu cam 3a cebe
gpyly (ipeocitiany) Komilonenity jaxe iosesarocitu ipagpa G.

IlocToj1 HEKOJIMKO Pa3IMYUTUX aJropuTama JIMHeapHe BPEMEHCKE CIOKEHOCTH 3a ofapehu-
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Bab€ KOMIIOHEHTH jaKe MOBE3aHOCTU Y YCMepeHOM Ipady, a Hajno3HaTUju Mehy wuma cy
TapuianoB anropurtam u Kocapairyos anroputam. Oda anroputMma cy 3acHoBaHa Ha DFS odu-
Jacky rpagpa, camo ce ko TapiaHoBOr anropuTMa CBe pagu y jeJHOM IpoJia3y Kpo3s rpad,
1ok ce y KocapairyoBom anroputMy JBa myTa nosusa aiaropuram DES.

2.6.2 TapyaHoB anroputam

Kao miro je To uecrto cityyaj kon rpadOBCKUX aqropuTaMa U U3ABajarbeé KOMIIOHEHATa jaKe
MOBE3aHOCTH Ce 3aCHMBA Ha NMaXJbKBOj aHam3u DFS npeerta u iserosux ocoduna. [Ipmmmkom
DFS obunacka gator yemepenor rpada G ummmmnutHo ce popmupa DFS 1pBo, 0aHOCHO
DFS myma. JemHocTaBHOCTH pajy, Moxkemo mpertnoctaButy aa ce DFS myma cactoju ox
jensor apeera. Haume, cBako apeo DFS miyme ce Mmoxe aHanu3upartu 3acedHo, jep je jacHo
Jla Cy YBOPOBH CBaKe KOMIIOHEHTE jake MOBE3aHOCTH MOJCKYI YBOPOBA HEKOT MO jeTMHAYHOT
apeera y DFS miymu. AnrtepHaTHBHO, Kao IUTO je o0jallllbeHo y noriasiby 2.3.1.2, rpad
MOXEMO MPOLIMPUTH HOBUM YBOPOM v yJIasHOT cTeneHa () Koju je oBe3aH rpaHama ca CBUM
ocTajuM uBopoBuMa. IlIpormpenu rpagd cem koMmnoHeHTH rpada G UMa camo jou jeaHy
fonaTHy jeaHowiany komnoHenty {v}. Hanme, Hujesan Apyru 4Bop He MOKe OUTH Ca UM
Yy KOMITOHEHTH jaKe TIOBE3aHOCTH, jep je yJIa3HM cTereH uBopa v jeqHak 0.

V HapenHOM pasMarpamy hemo y NOTILyHOCTH 3aHEMapUTH JUPEKTHE IpaHe (OHe rpaHe Koje
cnajajy nperke ca noromuuMma). Hamme, ox cBakor mpetka 10 HOTOMKa ce Beh Mosxke ctuhu
rpanama DFS nipeerta, na ce ykijlamameM JUPEKTHUX I'PaHa HE MeHa JOCTHKHOCT YBOPOBa U
KOMIIOHEHTE jaKe MOBE3aHOCTH OCTajy HelIPOMEHEHE.

2.6.2.1 Pacnopepg komnoHeHTn y DFS gpBeTy

Pa3smotpumo rpa¢ npukazas Ha cauny 2.44. KoMIOHEeHTe jake MOBE3aHOCTH Cy ODesleKeHe
pa3HuM dojama. 3amaxa ce a Cy YBOPOBH CBAKE KOMIIOHEHTE jake MOBE3aHOCTH I'PYIHCAHU
y DES npsery, Tj. Aa je cBaka KOMIOHEHTa Aeo Hekor nogiapeera DFS npsera. ¥V pocra ciy-
yajeBa YBOPOBHU YaK MMajy U y3acTOIHe peJHe OpojeBe, MaJga TO He MOpa OUTH yBEK Cilydaj
(Ha mpuMep, MOCTEAN YBOP KyTe KOMIIOHEHTE ce OTKPHBA TeK HAKOH ILTO CE€ OTKPHUjY U 00-
pane cBe ocrajne kommoHeHTte). OBaj omHOC mosiokaja koMrmoHeHTH yHyTap DFS nmpBera je
KJbyUaH eleMeHT TaplaHOBOT aIrTOPUTMA U y HACTaBKY heMo ce MoTpyAnTH Ja ra peLu3Huje
ucrmTaMo ¥ (hopMaTHO TIOKaKEMO FEeTOBa CBOjCTBA.

[Mpumukom DFS odunacka BaxxHO HaM je Ja 3HAMO Kaja CMO MPEIUIN U3 jeTHe KOMIIOHEHTe
y Opyry. Y cBaky KOMITOHEHTY yJIa3WMMO TaKO IITO HAjIpe MOCETUMO HeH YBOP KOjU MMa
HajMamu pequu opoj (nonaszuu DFES 6poj). HazoBumo daznum ueopom b (enri. base vertex)
KOMITOHEHTe X OHaj YBOP Te KOMIIOHEHTE KO j1 MMa HajMarmbK peaHu Opoj mpu gonazioj DFS
HyMepaluju, Tj. oHaj uBop b € X 3a koju Baxu b.Pre = min, .y v.Pre.
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Cmuka 2.44: KoMmrioHeHTe jake IMOBe3aHOCTH odesiekeHe dojama Ha DFS npeery. Ilopen
CBaKoOTI YBOpA HAaBEJIEH je HEroB peJHu 0poj y posasHoj DFS Hymepauuju. ba3uu uBop cBake
KOMIIOHEHTE TIPUKA3aH je MaJI0O TAMHHU]OM OO0jOM.

Cnuka 2.45: I'pad Koju cagpxul Tpy KOMIIOHEHTE jake MOoBe3aHOCTH rpada. Y3 CBakd YBOP
JaT je »erop peaHu 0poj y ponaznoj DFS nymepauuju. ba3uu yBopoBU cBake KOMIIOHEHTE
¢y nojedbaHu.
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I Mpumep 2.6.2

I'pag ca cauxe 2.45 cagpoicu iwipu komitonenitie jaxe iosesanociuu: {A, B,C, D}, {E, G}
u {F'}. Basnu usop iipse komitonenitie je usop A, gpyie E, a ipehe F.

Bbaznu ueoposu ipagpa ca cauxe 2.44 cy 0,15, 3,8,9 u 17.

Hapenuu npumep he Ham yka3aTy Ha BaKHe OJJHOCE KOjH Y CBaKOj KOMITIOHEHTH Baxke u3Melhy
HEHOT 0A3HOT YBOpa M OCTAIMX YBOpoBa. Te ogHoce hemo 3atuM popMain30BaTH U JOKA3aTH
y nemu 2.6.1.

I Mpumep 2.6.3

Y apumepuma na cauxama 2.44 u 2.45 3aiiadica ce ga cy céu u60posu céake KOMUOHEH e
womiomuu rwernot dasnot ueopa y DFS gpeeitly. /logaitino, Ha iyiy og 6aszHOT ueopa go ouno
Kol gpyiol ueopa y mwioj komiloneHiu kpo3 ipane DFS gpeeitia He mooice ga Oyge iipexuga,
Wj. Wy cagpoicu camo usopoae e komilonenitie. Ha iipumep, y ipagy iipuxazarom Ha cauuu
2.45 jegnoj komioneninu iiosezanociiu ipuiiagajy ueoposu { A, B,C, D} u usoposu B, C
u D jecy aomomyu basnor usopa itie komitonenitie —ueéopa A y DFS gpeemy. Cauuro éaicu
u 3a ueop G Koju je iomiomak 6asznoi ueopa E ceoje komiionenitie. Ilocedno, ¢ odzupom ga
ugoposu A u D fipuiiagajy ucitioj, ipeoj komiioneniiu jake i06e3aHoctiiu paga, wo 6aicu u
3a ueopose B u C koju ce nanase na iyiiy og ueopa A go ueopa D kpos ipane DFS gpeeitia.
Hapegna nema gokasyje ga iio Huje cayuajuo. HcmiakHumo u ga oopaitino He Mopa ga eaxcu,
wWj. jacHo je ga moiy ftoctiojaitiu omiomuu déasznot usopa y DES gpeeily koju ne tipuitagajy
rbel0goj Komionentiiu. Ha ipumep, ugoposu F, F' u G ipagpa ca cauke 2.45 cy domiomuu ueopa
A, anu ce ne nanaze ca rwuMm Yy UCIO] KOMILOHEHITLL.

Hapenna nema nokasyje ga 3anaxama 13 npuMepa 2.6.3 Baxe 1 'y OIIITEM Clyvajy.

Hexa je b 6asnu usop xomiionenitie X. Taga:

e ceaxu ueop v € X je iiomiomax usopa b y DFS gpeeitiy,
e ceu usoposu na iyiy og b go v € X ipexo ipana DFS gpeeiia iipuiiagajy Komiio-
nenitiu X.

Joxa3. TIpeTrnoctaBUMO CYNpOTHO, OFHOCHO Jia Y KOMIOHeHTH X I0CTOje YBOPOBH KOjU
Hucy y nogapsery 1, DFS npsera ca kopeHOM y b, 1 Heka je v jeJaH oOJf TAKBUX YBOPOBA.
Heka je (vy = b,vy,...,v;, = v) oyt ox b Ko v Kpo3 uBopoBe kKomroneHte X. Heka je
v; IPBU YBOP Ha TOM IIyTy KOjU HHUje y noaapeery 1, (makie, uyBop b je mpemak 4BopoBa
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v;3aj = 1,..,2—1). Tana je rpana (v;,_1,v;) monpeuna y ogHocy Ha DFS npso. Ha-
¥Me, NOIITO v, Huje y noaapeety 1y, rpana (v;_q,v;) Huje rpana DFS npeera, a He Moxke
OuTH HU TOBpaTHa, jep O OHIA YBOP v; OMO Mpeaak uBopa b u b He Ou duo HazHM YBOp TE
komnoHeHte. CBe monpedHe rpaHe y ogHocy Ha DFS npBo cy ycMmepeHe yiieBo, ma U TpaHa
(v;,_1,v;). Hakie, 4BoOp v; je J€BO O UBOpa v;_;, Na Baxu v,.Pre < v;_,.Pre. [lonatHo,
OHU MMajy 3ajeqHuukor npetka 2 y DFS apeerty (cnuka 2.46, n1eBo).

Cnuka 2.46: Wnyctpanyje y3 gokas geme 2.6.1.

YBop 2z He MOxe OUTH jesaH o YBOpoBa vy = b, vy, Vg, ..., v, 1, jep Ou uHave uBop v; dUO
y HOJApBETY ca KopeHoM y uBopy b. Ilomo je b mpegak yBopa v,_;, OHJA je 2 1 3ajeAHUIKU
npeiak YBopoBa v; U b, Te je uBop v; JIeBo U of uBopa b, na Baxu v;.Pre < b.Pre. Ilpu-
TOM, YBOp ¥, NPHIAJa KOMIIOHEHTH y K0joj je Oa3HM 4Bop b, jep je odoctpaHo JOCTHAAH
ca yBopoM b: b je mocTmkaH U3 UBOpa v; MyTeM O U; IO U, = U W Jajbe IyTeM Of U, IO
b xoju ocToju jep je v, 1Mo MpeTHOCTABIM, Y OBOj KoMIoHeHTH. OBO je y CypOTHOCTH ca
NPETIOCTABKOM J1a je b da3Hu yBop oBe KoMIIOHeHTe. [lakie, CBM YBOPOBH KOMIOHEHTe X
ce Hanase y noaapsety 1, DFS npsera.

Jokaxumo apyru jieo jeme. Heka je x mpom3BOJbHM YBOD Ha TyTy ox b 10 v (cimka 2.46,
necHo). Ilocroju myT ox uBopa b no yBopa x kpo3 rpane DFS npsera, a Takohe u nyT of
4yBOpa X 0 4YBopa b: Taj myT J0OMja ce HaJOBE3UBAEM IyTa O X N0 v Kpo3 rpaHe DFS
ApBeTa v myTa oj1 v A0 b (0Baj MyT MOCTOjU jep YBOPOBH ¥ U b TIPHUIAAajy UCTOj KOMIOHEHTH).
Crora je 4YBOp & Y UCTOj KOMIIOHEHTH Kao U YBOp b. 3ak/bydyjeMo Ja CBU YBOPOBH Ha ITyTy
oJ yBopa b 10 yBopa v Kpo3 rpane DFS npBeTa npumnanajy KOMIOHEHTH YUjU je Ha3HU YBOP
b. O

HapeHu npumep cyrepuiiie YMHEHUITY 1a Ce YBOPOBH CBaKe KOMIIOHEHTE 00Mjajy TaKO IITO
ce U3 TIOIPBETA YMjH je KOpPEeH 0a3HU YBOP T€ KOMIIOHEHTE YKJIOHE Jpyre KoMmnoHeHTte. OBo
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hemo popmanuzoBaTil U JOKa3aty y Jiemu 2.6.2.

I Mpumep 2.6.4

Ha cauxama 2.44 u 2.45 3aiiaxca ce ga ce céu usoposu koju upuiiagajy Ouno Kojoj Kkomio-
HeHIU jake H08e3aHociliu gooujajy maxKo Witio ce u3 gpeeiia uuju je KopeH 0asuu 4eop ie
KOMIOHEHIe YKAOHe TOggpeeitia uuju cy KOPeHosu OasHu 4eoposu gpyiux KomiloneHiuu. Ha
ipumep, axo Ha cauyu 2.44 u3 gpeertia uuju je koper ueop 0, ogceuemo iioggpeeiia uuju cy Ko-
penu usoposu 15 u 8 ociiajy camo sncyitiu uoposu Koju uure jeghy komioneniiy. Iposepuitie
ga 060 eadicu U 3a cee ociiane KOMUOHERIe.

V ipagpy iipuxaszarom na cauuu 2.45 ueop A je basnu ueop. Yeoposu E u F cy waxohe dasnu
ugoposu u ipuitiomn cy domomuu dasznoi ueopa A. Ipumeiniumo ga cy u6oposu Koju ipuiagajy
KOMEAOHEHTIU uiLju je baznu ueop A onu Koju cy domomuyu ueopa A, a Hucy GOMHOMUL HIL Y60Pa
E nu usopa F': iwio cy usoposu B, C u D. Cauuno, ueoposu koju ipuiiagajy KOMiaoHeniiu ca
oaznum ueopom E cy onu koju cy domiomuu og ueopa E, a nucy domwiomuyu ueopa F', witio je
camo ueop G.

Hapenna nema gokasyje noa 3anaxama u3 npuMepa 2.6.4 Baxe y OnuiTeM ciiyyajy.

Hexa je b basnu usop neke komiionenitie u neka cy by, by, ..., b, 6asnu ueoposu nexux gpy-
fux Komilonerimiu Koju cy iomomuu ugopa b y ogrocy na DFS gpeo. Taga ce kKomitonenisia
Kojoj ipuitaga ueop b cacitioju og ceux ioiomaxa usopa b koju Hucy tomiomyu Hekor og
ugoposa by, by, ... , by.

Jlokasz. Heka je 4BOp ¥ y MCTOj KOMIIOHEHTH Kao 1 uBop b. Ha ocHoBy jeme 2.6.1 oH Mopa
outn motomak y ogrocy Ha DFS npBo uBopa b. TlpeTnocraBumo cynpoTHo TBphemy, aa je
OH IIOTOMAK 1 4BOpa uBopa b, 3a Heko ¢, 1 < i < k (cimka 2.47).

IMowro je b, motomak 4Bopa b, oHAa noctoju myT kpo3 rpaHe DFS npeera ox uBopa b 10
yBopa b;. CiiM4HO, TIOIITO je YBOp v MOTOMAK 4YBOpa b; MOCTOjU IyT off uBopa b; 10 4Bopa
v, a 300r Tora MmTO Cy ¥ U b y UCTOj KOMIIOHEHTH, MOCTOjH | MYT OJ YBOpa v 0 4BOpa b.
HanoBesuBareM OBa JjBa IyTa I00Hja ce MmyT o 4Bopa b; 1o b. Ha ocHOBY Tora ITo je yBop
b noctmxkan u3 yBopa b; ¥ 4BOp b; HOCTIKAH U3 YBOpa b cieau aa cy 4BopoBH b 1 b, y ucrtoj
KOMITOHEHTH IITO je Y CYIPOTHOCTH ca MPETHOCTABKOM JieMe jep ¢y b u b; 6a3Hu 4yBopoBn
PA3IMYATUX KOMIOHEHTH. [lakiie, YBOPOBU KOjU Cy Y MCTOj KOMIIOHEHTH Kao U YBop b He
MOTy OUTH TIOTOMIIM U HEKOT Jpyror dasHor uBopa b,, koju je noromak usopa b. O
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Cnuka 2.47: Unyctpauyja y3 nokas jgeme 2.6.2.

2.6.2.2 WN3pBajak-e KOMMOHEHTU Y3 NoMoh cTeka

ITox npeTnocTaBKOM a HEKAKO YMEMO Ja OAPearMO Da3He YBOPOBE CBUX KOMIIOHEHTH jake
MOBE3aHOCTH (LITO je mpodiieM KojuM heMo ce no3adaBuTH y Norsasiby 2.6.2.3), neme 2.6.1 u
2.6.2 HaM ajy MOTYRHOCT J1a OIpeIMMO KOjH CY YBOPOBH 3ajEIHO Ca HEKUM DA3HUM YBOPOM
y MCTOj KOMIIOHEHTH jake MoBe3aHocTH. U Buille oj Tora, oBakaB pacropes KOMIIOHEHaTa
HaM Jaje MOryhHOCT 1a X MPWJIMYHO jeJHOCTaBHO Hadpojumo Tokom DFS odunacka.

IMoTpedHo je aa y HEKy MOrOJHY CTPYKTYpy IoJaTaka cCMelTaMo 4YBopoBe y penocieny DFS
oOmiacka, a 1a HeMoCpeIHO Tpe Hero IITO HAIyCTHMO HEKU YBOP MPOBEPUMO Jia JIU je OH da-
3HH M aKO jeCTe UCIHUIIEMO (1 YKJIOHUMO) Hera U CBE HEeroBe MIOTOMKE KOjU Ce U Jajbe Hallaze
y TOj CTPYKTYpH IoJaTaka: To he duTu YBOpPOBH KOjH Cy HAKOH Hera moceheHu, 1 HAKOH Ibera
JoIaTH y Ty CTpyKTypy. Hakie, eqeMeHTe Tpeda JoJaBaTH Ha Kpaj OBE CTPYKType MoJaTaka
Y YKJIaBhaTH UX ca Kpaja oBe cTpykType. CTpyKTypa Mojaraka Kojy je MOrogHO KOPUCTUTU
y oBe cBpxe je crek. Hanme, npuirkom o3HavaBama yBopa vy Toky DFS obuiacka, usop v
ce yIucyje Ha 3acedaH HAMEHCKHY CTeK HaMeH-eH Hadpajarmy KOMIIOHeHATa jaKe MOBE3aHOCTH.
Kaga ce 3appumm no3us anropurMa DFS 13 uBopa v, y ckiony usnasne odpane, ako je v da-
3HU YBOP HEKE KOMITOHEHTE, ca CTEKa Ce YKJIamha YBOP U M CBU YBOPOBM M3HA[ Hhera Ha CTEKY
(HapaBHO, yHa3a/l: O[] eJIeMEHTa Ha BPXY CTeKa I1a cBe 10 uBopa v). Ha Taj HauuH ako je uyBop
v da3Hu, U3Baja ce KOMIIOHEHTa KOja cagpKy YBOP U M CBU HeHH YBOPOBHU YKJIamhajy ce ca
creka. Pegocnen yknamarma 0a3HUX YBOpOBA HaAM TrapaHTyje ma hemo ca da3HrM YBOpOBHMA
HEKe KOMIIOHEHTe YKJIOHUTH CaMO OHE NMOTOMKE KOj! HHCY MOTOMLM HEKOr Opyror dasHor
yBopa. Onucanu MOCTyNaK MPUKa3aH je Yy aIrOpuTMy 5.

ILOK&)KI/IMO KOPEKTHOCT OBOI' &JITOpUTMA.

Teopema 2.6.1 [KopeKkTHOCT HabGpajatba KOMNOHEHTU NomMohy cTeka]

3a ceaku basznu ueop b komionenitie jaxe iiosezanocitiu ipagpa G easxncu caegehe:

e Tlpu ynasnoj obpagu usopa b, on ce ilociiagpa Ha Ciliex.
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Aurroputam S M3iBajamke KOMIIOHEHTH jake TIOBE3aHOCTH Y3 MOMOh cTeka

: procedure DFS(pocetni ¢vor u)

2: oznaci ¢vor u

3: stavi ¢vor u na stek

4: for all ¢vor v koji je sused ¢vora u do

5: if ¢vor v nije oznacen then

6: DFS(v)

7 if ¢vor u je bazni ¢vor komponente then

8: skidaj elemente sa steka sve dok se ne skine u

9: skinuti ¢vorovi su svi ¢vorovi komponente ¢iji je bazni ¢vor u
10:

: for all neoznacen ¢vor u do
12 DFS(u)

—_
Ja—

¢ [lpe mweiose uznasne oopage uciupasHo cy odpaherne ceée kKomiloHenilie jake io8e3amo-
ciliu y oggpeseiny uuju je on kopen. Ha epxy citiexa, uznag ueopa b, nanase ce céu
UBOPOBU Foel06e KOMUOHEHTIE 1l06e3aHOCIIU.

e Haxon uznasmne oopage usopa b ow ce ykaarba ca ciiexa, 3ajegHo ca C8UM Y80POSUMA
Fbeloge KOMiloHeHITie, HAKOH ueld je cagpoicaj clileKa Uctiu Kao ipu yaasy y u4eop b.

Jloxaz. Jlokas ce Moxke M3BECTH MHAYKIMJOM IO OpOjy 771 KOMIOHEHTH jake MOBE3aHOCTH
Koje uuHe rpad.

3am = 1, nocroju camo jenan da3uu uBop b u oH je Kope 1ieor DFS apeera. ¥ mpBom
kopaky DFS oOpazie oH ce nocraBba Ha Ipa3aH CTEK, 3aTUM C€ CBU OCTaJIM YBOPOBH, jeIaH
0 jeJ]aH CTaB/bajy Ha CTEK, CBe JOK ce Ha camoM Kpajy DFS odunacka He nohe mo uznaszue
oOpaze uBopa b. Y ToM TpeHyTKY (IOIITO je OH jeArHHU Da3HU YBOP), CBU YBOPOBH CE CKU/IA]Y
ca creka, oOpalyje ce ucpaBHO jequHa KOMIIOHEHTa rpadpa U CTeK Ha Kpajy ocTaje mpasaH,
Kao IITOo je 1 OMo Tpe yiacka y uBop b.

Heka je tBpheme TauHo 3a rpacoBe ca Mame O 1M KOMIIOHEHTH M Heka je (G rpad ca m
kommoneHTd. Heka je b mpeu Oa3Hu 4BOp Ha Koju ce Hawmiasu ripu DFS obunacky (10 je
yBop u3 Kor nokpehemo DFS obunasax), a Heka cy by, b,, ..., b,,, | HEroBU NOTOMIM, KOjU
cy ba3HuM YBOpPOBM OCTaMX KoMrioHeHTH. CBaku o1 irx he Tokom DFS obunacka u3 uBopa b
y HEKOM TPEHYTKY OUTH CTaBJbeH Ha cTeK. [IpeMa MHIIyKTUBHO] XUIOTe3H, IOcjie 3aBpIIeTKa
DFS obunacka u3 usopa b;, 1 < ¢ < m — 1, n3BojeHe cy cBe KOMIIOHEHTE JOCTHKHE U3
4BOpa b; ¥ CBU HHXOBH YBOPOBH Cy YKJIOEHHU Cy Ca CTeKa, OCTaB/bajyhu CTeK CBAaKU IMyT
y CTamy Kao 1pe ynas3a y uBop b,. To 3Haum jma ce y TpeHyTKy u3ja3He oOpaje yBopa b Ha
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CTeKy Hajla3e CBU YBOPOBH JpBeTa ca KopeHoM b (motomiy yBopa b), KOju He Mpunajiajy Hu
jeIHOM JIpBETy YMjU je KOpeH HeKU off uBopoBa by, ...,b,, ;. Mehyrum, Ha ocHOBY jeme
2.6.2 3HaMO J1a Cy TO TAYHO YBOPOBH KOMIIOHEHTe 4uju je OasHu uBop b. [punvikom nsnasue
odpajie uBopa b Ta KOMIIOHEHTA Ce UCIIPABHO M3/]Baja, HeH! YBOPOBH CE CKUJIAjy ca CTeKa 1
CTeK OcTaje MpasaH. O

2.6.2.3 OppehuBare 6a3HNX YBOPOBA KOMMOHEHTU

Ha du TapuaHoB anroputam d1o KOMIUIETaH, HeJOCTaje joll camo Aa (hopMyJIUIIEMO HEKU
e(eKTUBHM TeCT KOjUM OMCMO MOIJIM Jia 32 JaTW YBOP MCIMTAMO Ja JH je OH Oa3HU 4YBOp
CBOje KOMIIOHEHTE.

YV cBakoj KOMIIOHEHTH jake moBe3aHocTu Moryhe je ctuhu o Omo Kor YBopa 10 OUjio Kor
ApYror 4yBopa. 3aTo ce 0[] CBaKOT' YBOpPa KOMIIOHEHTE MOXe CTUNM [0 BEHOT Da3HOr YBOpa,
IITO je ,,HajHWXKU  Tj. YBOP ca HAjMAbUM peJHUM OpojeM y TOj KoMIoHeHTH. [loxesbHo je
3aTO0 Ja 32 CBaKU YBOP UCIIUTAMO KOJH j€ ,,HAJHWKU YBOP JO KOT C€ MOXe CTUhHU y IpBeTy, y
Hajau aa he To yBek OUTH Oa3HU YBOP KOMIIOHEHTE.

Cmuka 2.48: V3 cBaku uBOop rpada o3HaveH je weroB peanud DFS Opoj n HajMamu pemaHu
Opoj uBOpa 10 Kor je Moryhe BpaTUTH ce u3 Tor yBopa. Curyalyja usriena UaeaaHo — u3
CBAKOT YBOpa je Moryhe BpaTUTH ce Ta4yHO O Da3HOTr YBOPA HEr0BE KOMIIOHEHTE.

Pasmotpumo rpad Ha cmim 2.48. BuguMo 1a je Ha oBOM rpady HacTynuia ujaeasHa CUTy-
anyja, jep je ,HajHWX U’ YBOP JO KOr je Moryhe BpaTUTU ce U3 MPOM3BOJBHOT YBOpa rpada
yBeK Da3HM YBOP KOMIIOHEHTE KOjOj Taj YBOP MpHIaja. ba3HM YBOPOBH ce OHJaA JIAKO Ipe-
MO3HAajy TaKO LITO Cy TO OHU YBOPOBU KOjUMa C€ PeAHU OpOj MOKJIama ca HajMabuM OpojeM
YBOPa [0 KOT e U3 TOI YBOPa MOXKEMO BPaTUTH.
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Wnax, npodiieM HHje TaKo jeAHOCTaBaH, jep MOHEKa/ MOIpeyHe rpaHe MOy Jja Hac OJBe.y 10
YBOpa KOjH MMa MarbU peTHA OpOj Of1 peIHOT Opoja da3HOr yBOpa KOMIOHEHTe. PasmoTpumo
cana rpad Ha ey 2.49. 360r nonpeune rpane (F', B) ce u3 uBopa F' (ca pensum dpojem
5) MOXEMO BpaTUTH 10 YBopa B (ca pegnum dpojem 4), ma 3atum 0 uBopa [ (ca peHUM
dpojem 2). [lakie, HajMamU pelHU OpOj YBOpa A0 KOTa MOXEMO [la Ce BPaTHMO W3 YBOpa
F' (ca pennum Opojem 5) je 2, ma, nomro Taj Opoj HUje jemHak peaHoM Opojy uBopa F',
4yBop F’ He mpemno3HajeMo Kao 0a3HM YBOp KOMIIOHEHTe, a OH To jecTe. [lakie, pasmarpame
nonpeyHe rpade (F', B) nokasyje 1a jefHOCTaBaH KPUTEPHUjyM KOjU cMO (hOPMYJIHCATIH HHje
cacBuM Kkopekran. C Jpyre crpase, ako ce ronpeuna rpana (D, J) He Ou pa3marpaia, He
ou oo Moryhe ycraHoBuTH aa ce U3 yBopa D (ca pequM dpojeM 8) MOXKEeMO BpPaTUTH O
yBopa J (ca peqHuM dpojem 7), ma 3aTM yHa3aj 10 uBopa F' (ca pepHum Opojem 5), u He
ou Owito jacHo aa uBop D mpumnaaa KOMIIOHEHTH YMju je da3uu usop F.

Cimka 2.49: I'pana (D, J) Mopa OuTi pasmaTpaHa y OKBUPY ITyTeBa Ka YBOPOBMMA Ca MAFbUM
penHuM dpojeM jep BOAU Ka YBOPY MCTE KOMIIOHEHTe (MHAaYe ce He OM MOIJIO BUIETH Ja ce
on D moxkemo cruhu 1o F'), a rpana (F', B) He cMe OuTH pa3smaTpaHa, jep BOAU Ka YBOPY
paznuunTe KOMIOHEHTe (MHAve OM AenoBao jaa ce ol F' Mmoxe cruhin 1o HUXer YBopa).

JacHo je ma mopamo MOAM(DHUKOBATH KPUTEPHjYM TaKO Ja YKJBYUU pa3MaTpame HeKUX, a UC-
KJbYUM pa3MaTparbe HEKHMX APYrHX MONpeuyHuXx rpaHa. Buaumo na He Tpeda ogpehuBatu Haj-
MamU peJHU OpOj ipou3sobHOT YBOPA 10 KOT €& MOXKEMO ,,CITyCTUTH U3 JAATOT YBOpa v, jep
Taj YBOP MOXeE Ja Oye Takas [a He [IpUIIaja NCTOj KOMIIOHEHTH KOjoj punajia v ysop v. Hac
3alpaBo 3aHMMa J1a 32 CBAKM YBOP ¥ OJPEIMMO HajMarbi Opoj UBOPA i Fel080] KOMIOHEHITU
1o xor je moryhe Bpatutu ce. Jlako ce Moxe goka3aty ia je YBOp Oa3HM YBOP KOMIIOHEHTE
aKO U CaMo aKo ce Taj Opoj MOKJIana ca leroBUM peaIHuM opojem. [upekTHe rpane, Beh cmo
KOHCTaTOBAJIA, HEMajy HUKAKBOT YTHIIaja Ha oApehuBame oBor Opoja. JlomymTeHo je ,,ioau-
3aTu ce” rpaHama JpBeTa, a ,,CIIyHIITaTH ce” MOBPAaTHUM rpaHaMa (jep MOBpaTHE IpaHe YBEK
crajajy 1Ba 4BOpa Koja Cy y MCTOj KOMIIOHEHTH, MOIITO KPeupajy IMUKJIIYC ca rpaHaMa IpBeTa
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u3Mel)y Ta iBa YBOpa)  ,,CIYLITATH ce” MONPEYHNUM IpaHama (Ka YBOPOBHMA Ca MAbUM pell-
HUM OpojeBuMa), ajld He CBUM IOIIPEYHMM I'paHama, Beh caMo OHUM Koje criajajy YBOpoBe
KOJH Cy Y MCTOj KOMIIOHEHTH (IIOIpevHa IpaHa MOsKe MOBE3MBAaTH [BA YBOpPA U3 MCTE WIH U3
pasnmnuuTe KOMIOHEHTe, cauka 2.49).

Naxo nemnyje ma cmo mpodieM onpehrBama CBUX YBOPOBA HEKE KOMIIOHEHTE CBEJIM Ha Mpo-
oJsieM ofipehrBamba BEeHOT 0a3HOT YBOpa KOMIIOHEHTE, a ITpodJieM ojipehrBama da3HOT YBOpa
KOMITOHEHTE Ha TMO3HaBamkhe YBOPOBAa KOMIIOHEHTe, BueheMO YCKOpO Jila HUCMO HaIlpaBUIA
UPKYJIapHY Je(UHUII]Y U 12 CMO Ce TPHOJIMKIIIN Pelliehy MpodieMa.

Omnmcanu dpojeBu (HajMamU peIHN OpOj YBOpa YHyTap KOMIIOHEHTE JI0 KOT Ce MOXKEMO TI0-
MIeTH) 1ajy jacaH KpUTEpUjyM 3a oapehuBame Oa3HUX YBOPOBA, AJIM CE HE MOT'Y jeAHOCTAaBHO
onpenuTn KopuihemeM jeqaor DFS oduacka (1o je miyctpoBaHo mpumepom 2.6.5). Yme-
CTO BUX, KOPHUCTE ce pefiHr OpOjeBH YBOPOBA YHYTAp KOMIIOHEHTE, ajli JO KOJUX Ce MOXe
cTuhy caMo KpeTameM HU3 I'paHe JpBeTa, a 3aTUM MOBPATKOM Y3 HajBUINE jeJHY MOMPEUHy
WIN MOBpATHY I'paHy. 3a CBaKW 4BOp ofapelyjeMo ,uajuudicu” ueop reiose Komitonenitie go-
CUHUIICaH jegHoM THOSpatiHoM uau uoipeurom ipanom. PemHu Opoj Tor 4Bopa MOHOBO 0de-
nexasamo ca L(v) (enrn. lowlink), kao y morasmy 2.5, amm jaco je na L(v) mopa dutu
nedrHKCAaH HEINTO Apyravvje Hero y ciydvajy HeycMmepeHux rpagosa. Heka je X kommo-
HEHTa Koja cagpxu uBop v. O3Haunmo ca M Hajmamy peHu Opoj YBopa KOMIIOHEHTe X 10
Kora ce U3 YBopa v Moe cTHhu IyTeM Koju ce cactoju o rpaHa DFS npsera u koju ce 3aBp-
IIaBa HAjBHIIIE jeHOM MOBPATHOM WJIM MOMPEYHOM rpaHoM. BpenHoct L(v) nedunuiemo
kao min{v.Pre, M }, onqHOCHO:

L(v) = min{v.Pre, min w.Pre}.
weX
nocroju rpana (¢,w), teT,
(t,w) je monpeyHa M MoBpaTHa

Ha cnuim 2.50 npukasaHn je rpad ca ciuke 2.45, npu 4eMy je y3 CBaky YBOP ¥, MOPeJl peJHor
Opoja y moa3Hoj HyMepaluju, prKasana u BpeaHoct L (v) uBopa. Ba3Hu 4BopoBu cy TauHO
OHH YBOPOBH 32 Koje Baxu v. Pre = L(v).

| Mpumep 2.6.5

I'pach na cauyu 2.51 uma jegny KomiloHeHIlYy U HA HeMy ce Modice GUgeltiu KaKo ce ,HajHuicu”
ueop Y KOMUOHEHIU go KOT ce modice gohu modice ogpeguitiu ipaheroem Aanya uyinarea ogpe-
henor epegnocitiuma pynruuje L.

Ha iipumep,

. L(F ) = 3, jep ce og usopa F' iparnom gpeeitia citiusnce go G, iia 3amium doupeunom
ipanom go ueopa D koju uma pegru 6poj 3. Jaxne, uz gpeeitia ca koperom F' ce jegrom
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Cimka 2.50: Tpad koj Kora cy y3 CBaKM 4BOp v NpUKa3aHe BpeaHoctu v.Pre u L(v). Yso-
poBu 3a Koje Baku L(v) = v.Pre cy da3HH YBOPOBU KOMIIOHEHTH [IOBE3AHOCTH.

Cnuka 2.51: I'pac ca jeqHOM KOMIIOHEHTOM jaKe IMOBE3aHOCTH. Y3 CBAKM YBOP v je HaIlUCaH
HeroB peaHu opoj v.Pre u Bpeasoct L(v).
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doipeuriom iparnom epahamo y gpeo ca koperom D.

e L(D) =1, jep ce og usopa D iparom gpeeiia citiusice go ueopa E, iia 3aitium ioepaiti-
Hom Ipanom go ueopa B koju uma pegnu 6poj 1. Haxae uz gpseiiia ca xopenom D ce
JegHom doepaitinom iparnom épahamo y gpeo ca kopernom B.

* L(B) =0, jep ce og ueéopa B ipanama gpeeitia pegom citiusice go uéopoea I, iia 3aitium
J, a onga ce iospaiinom ipanom og J epahamo y usop A xoju uma pegru 6poj 0. Hdaxne,
us gpeeiia ca koperom B ce jegrom fospaitinom [parom Molcemo epaitiuiiu iy OasHu
ugop A ca pegrum dpojem 0.

Ja 6u ce 3a ueop F' ycitianosuno ga ce mooce epamtiuisiv y usop A ca pegnum dpojem 0 iio-
wpedno je, usmehy ociianoi, ga eugumo ipany (J, A), witio ce gewasa wwiex ipeg xpaj DFS
odunracka, HakoH witio je odunazak ueopa F' zaepuen. Oso yrxasyje na o ga je 3a ogpehu-
8arve HajHUdIcel Ueopa Y KOMUOHEHINU go Kol ce Modice ciiuhu (wilio je yeex 6a3uu 4eop) uo-
iwipedno euwte dyina oburazuitiu ipag. Bugehemo ga o nuje cayuaj ca epegrociiuma L(v)
U ga ce oHe MOlY NAKO Ogpeguitiu IoKoM jegunol odunacka ipagpa koju epuu Tapyanos anio-
putiam.

AmnanorHo Jiemu 2.5.2, moryhe je ¢popMmyiucatu Jjemy Koja OIucyje peKyp3uBHe Bese u3mehy
BpenHocty (pynkimje L w3mely uBopoBa DFS npBeta (Ha OCHOBY KOje clieiy TOCTYIaK 3a
oapehuBame BpegHoctu pynkimje L tokom DFS obdunacka).

Busio koju uBOp Koju HUje Da3HU MMa Mawy BpeaHocT L(v) oa cBor peaHor dpoja v.Pre.
3awcra, MOCTOjH MyT OJ Hhera 40 DAa3HOT YBOpa, KOjU Y HEKOM TPEHYTKy Mopa Jia ,,[toderse”
U3 MOAJPBETa Ca KOPEHOM U, OMJIO MOBPATHOM I'PaHOM OWJIO MONPEYHOM I'PAaHOM Ka YBOPY
y UCTOj KOMITIOHEHTH U Jia HAC JIOBEJIe 10 YBOpa ca MawbuM pegHuM opojem. [Iparehu nana
OBaKBUX ITyTama, Jofin heMO Yy jeJHOM TPEHYTKY U JI0 Da3HOT yBopa 3a Koju je L(v) = v.Pre.
JokaxumMo 0BO U (hOpMAaITHO.

Yeop v je baznu ueop axo u camo axo eaxcu L(v) = v.Pre.

Hokas. Tlokaxumo npBu cMep TBpherwa: ako je yBop v OasHu oHpa Baxu L(v) = v.Pre.
[TpeTnocTaBuMo CYIpOTHO, OJHOCHO J1a 32 da3Hu uBop v Baxu L(v) < v.Pre v MOKaXuMo
12 OH/Ia YBOP v HUje Das3Hu uBop. [Ipema neuHUIMjU BpeTHOCTH L, OCTOju YBOP W Y UCTO]
KOMITOHEHTH Kao 1 v TakaB ja je L(v) = w.Pre. Crora je w.Pre < v.Pre Te 4BOp v Huje
0a3Hu 4BOD.

JIOKa)uMo cajia CyIpOTHU CMep UMILIMKALM]e: aKo 3a YBOp v Baku ycioB L(v) = v.Pre,
OHJia je uBOp v OasHu. [IpeTrnocTaBuMO CYMpoOTHO: Ja Baxu ycioB L(v) = v.Pre, a ia 4Bop
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v HUje Oa3Hu yBop. Heka je b Da3HM YBOp KOMIIOHEHTE KOja cafpxu 4yBop v. IIpema semu
2.6.1 uBop b je npenak yBopa v. ITomito ¢y b ¥ v y KCTOj KOMIIOHEHTH, TIOCTOjU MIPOCTH ITyT
pox v no b. Heka je y mpBu 4BOp Ha MyTy p KOjU HHje Y MOIPBETY Ca KOPEHOM Y U U HeKa
j& x YBOp KOjU My MPETXO/U Ha MyTy P:

* ako je rpana (x,y) nospartHa (cimka 2.52), oHja je y npegak usopa v u L(v) <
y.Pre < v.Pre, cyipoTHO NPETIOCTaBLM (YBOP ¥ HUje HA TIYTY Of1 ¥ JIO &, jep je MmyT

P IO INPETIOCTABLIA HpOCT);

Cimka 2.52: Cnyuaj Kaia je rpana (z, y) moBpaTHa y JoKasy jeme 2.6.3.

* aKo je rpaHa (x,y) nonpeyHa (cauka 2.53), oHIa je OHa ycMepeHa yJieBo u y.Pre <
x.Pre. C 003upoM Ha TO J1a cy MOJAPBO Ca KOPEHOM Y 4 U MOJIJAPBO ca KOPEHOM Y ¥
IMCjYHKTHHU U Ja TIOCTOjU IpaHa OJl MOTOMKa 4Bopa v (OAHOCHO X) 1O %, HA OCHOBY
CBOjCTaBa IMOMPEYHHUX I'PaHa MOXEMO 3aKJbyUUTH Jia Baxu y.Pre < v.Pre. OpaBne
ciemu na je L(v) < y.Pre, jep je Yy y UCTOj KOMIIOHEHTH jake TOBE3AHOCTU Kao U U
U JIOCTUXaH je mpeko Hu3a rpaHa DFS npBeTa HakoH Kora ciiein je[jHa MoBpaTHA WIIH
nornpeyHa rpada. Ha ocHOBy oBora u uumenulie aa je y.Pre < v.Pre, nodujamo aa
Baxu L(v) < v.Pre, CypOTHO MPETIIOCTABLIH.

Cimka 2.53: Ciyyaj Kaja je rpana (x, y) HoNpeyHa y Jokasy Jeme 2.6.3.
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O

®uUHAIKM3Y MO OIKC AITOPUTMA TaKo IO heMo mprkasatu Kako ce ojpelyjy Bpeasoctu L(v).
IIpunukom yiacka y usop u TokoM DFS oOmacka gonesbyjemMo My peaHu 0poj v.Pre u nHu-
mmjammsyjemo L(v) = v.Pre. 3atum odpalyjemo cBe rpane (v, w) Koje BOe U3 YBOpa v 10
HEKOT YBOpa w.

* Ako uBOp w HUje noceheH, peKyp3MBHO BPIIMMO HEroB OOMIIA3aK U rpana (v, w) mo-
craje rpana DFS npeera. HakoH peKyp3uBHOT 1031Ba Mo3Hata je Bpeasoct L(w), ma
BpeHocT L(v) axypupamo Ha BpeaHoct min{ L(v), L(w)}.

* Ako je uBop w moceheH, a rpaHa (v, w) je MOBPAaTHA WM MOMPEYHA, a YBOP U je
Yy HMCTOj KOMIIOHGHTH, aHAJIM3UPAMO M axypupamo BpegHocT L(v) Ha BpegHOCT
min{L(v), w.Pre} —0Bo je y cKiaiy ca 1epUHUIIIOM BPEIHOCTH L, ¥ HE KOPUCTH ce
uzpasz min{ L(v), L(w)} jep je momyumren npesias npeko NPOU3BOHHO MHOTO IpaHa
JpBeTa, aJii CaMo TPEKO jeHe TIOBPATHE WJIH MOMPEeYHe TpaHe.

* Ako je uBop w moceheH, a rpaHa (v, w) je AMPeKTHA WK je TONPEYHa, a YBOp W je y
HEKOj JIPYroj KOMIIOHEHTH, OBY I'PaHy MPOCTO MPECKaveMo.

Ocraje nuTare Kako e(pUKACHO YTBPIUTH [ JIU MOMPevHa rpana (v, w) rpaHa BOU Ka YBOPY
WCTE WM Jpyre KOMIOHEHTE TIOBE3aHOCTH. JeIHO pelIerhe je 1a ce MPUMETH J1a CE OHO MOXKe
CBECTU Ha MUTAkE A2 JIM Ce y TPEHYTKY 0Opajie OBE I'paHe HhEeH KPajibi YBOP W HaNa3u y Ha-
MEHCKOM CTEKY HaMeHheHOM Hadpajary KOMIIOHEHTH WM He. [lajMo mpBO MaJlo MPeLr3Hujy
KapaKTepHu3alyjy eJeMeHaTa KOjH ce Hajla3e Ha CTEKY.

Yeop ce Hara3u Ha ClieKYy HAKOH Felose u3nasme odpage aKko u camo aKo uociioju uym y
ipagby og reeia go HeKoT UBopa Koju ce WPeHYHO HANA3U UCHOg Fela HA CilleKy

Jloxas. Axo Ou ce Ha CTeKy Hajla3uo YBOP TOKOM UHje je u3a3He odpane yTBpheHo aa ce y
rpacgy He MOxke Off TOr YBopa Aohu JO HEKOr YBOpa UCIIOJ Hera Ha CTeKy, Taj YBop Ou duo
0a3HU YBOP KOMIIOHEHTE U MOpao O MPUIMKOM CBOje U3la3He odpaje OUTH YKJIOHEH ca
CTeKa 3aje[IHO ca OCTaIUM YBOPOBHUMA HErOBE KOMIIOHEHTE. O

I Mpumep 2.6.6

YV pagpy na cauyu 2.49 ce y wpenyitixy yaazue odpage ueopa F' na ciiexy nanaze uoposu
A u K ipu uemy je zaspuwena uznrasua oopaga camo ueopa K. On ce nanasu na citieky jep
foctiioju iyiti 0g reia go usopa A Koju je uciiog reia Ha Ciiexy.
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Cana MOXeMO JOKa3aTH U KapaKTepu3alyjy MONpPeYHUX IpaHa.

Hoiipeuna ipana (v, w) 80gU U3 UBOPA VU KA UBOPY W KOJjU Je Y ipeHyiiKy odpage ueopa v
Ha CUeKY aKo U camo aKo ¢y U U W Y UCIHO] KOMIOHEHTUY H08E3AHOCIHU.

Jokas. Axo je rpana (v, w) nomnpevsa, YBop w je neso o v. OH he kao Takas durn nocehen
TIIpe YBOpa ¥ U MPUTOM JIOJIAT HA CTeK, a Y TPEHYTKY MOCETe YBOpa ¥ HEroBa M3JjiazHa 0dpaaa
he Beh dourtn 3aBpieHa.

AKO YBOp W HUje BUIIIE HA CTeKY MPUIMKOM 00pajie YBOpa U, OH je MOpao OUTH YKJIOEEH ca
CTeKa 3ajeJJHO ca CBUM YBOPOBHMMA CBOje KOMIIOHEHTE, ITO 3HAYM J1a HHje Y MCTOj KOMIIO-
HEHTH ca .

AKO je YBOp W M JaJbe Ha CTeKy IMPIINKOM 0Opajie YBopa v, Ha OCHOBY Jieme 2.6.4, iparehn
JIaHAI] TyTama Ka CBe HUKUM M HKMM YBOPOBHMMA Ha CTEKy, U3 mera hemo ce ,,cryctutu’”
70 HEKOT 3ajeIHUYKOr MPEeTKa YBOPOBa ¥ U W, YUMe ce 00e3deljyje a cy YBOpoBH v U W
y3ajaMHO JIOCTWXXHU U Hajla3e Ce y UCTOj KOMITOHEHTH. O

I Mpumep 2.6.7

V ipagpy na cauyu 2.49 ioiapeuna ipana (F', B) eogu ka ueopy B koju ce ne narasu euute
Ha ciieky Yy mwpenyiky odpage ueopa F, iia F' u B nucy y ucitioj komiioneniau. Iloipeuna
ipana (D, J) eogu ka ueopy J koju je u gamwe na ciiiexy y wpenyiixy odpage ueopa D, iia cy
ugoposu D u J y ucitioj komiioreniiu.

Hake, Baxwu cienehe:

* mnomnpeyHa rpana (v, w) BOAY Ka YBOPY W KOjU je y TPEHYTKY 00pajie YBOpa v Ha CTEKY
aKo M CaMoO Cy ¥ U W y UCTOj KOMIIOHEHTH [I0BE3aHOCTH;

* noBparHa rpaHa (v, w), jACHO, yBEK BOJIM Ka UBOPY W KOjH je y TPEHYTKY 00pa/ie YBopa
v Ha CTeKy (jep je w mpeaak ofl v, T1a je 3aBpIieHa heroBa yaa3Ha odpajia TOKOM Koje je
je CTaB/bEeH Ha CTeK, aJIv HUje 3aBpIlieHa HheroBa 3Jia3Ha 00pasia HUTH M3J1a3Ha 00pajia
Da3HOr YBOpa HEroBe KOMIIOHEHTE, a W HUje jOIIl MOrao OUTH CKUHYT Ca CTeKa);

* aKo JupeKTHA rpaHa (v, w) BOM Ka YBOPY W HA CTEKY, Baku aa je w.Pre > v.Pre, na
Ta rpaHa He MOXe yTULATH Ha BpeqHocT L(v).

3aT0 y KOJLy MOKEMO MPOBEPABATH OHE TPaHe (v, W) KOje BOJE Ol YBOPa ¥ JI0 YUBOPA W KOjU
ce HaJIa3u Ha CTeKy, He aHaIM3upajyhu mocedHO HhUXOBY BPCTY.
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VcnutrBare Ja i je YBOp Ha CTEKY MPOJIACKOM KPO3 CTeK HHje e(PUKACHO, Ma JOAATHO KOPH-
CTUMO HAMEHCKU HU3 y KoMe heMO TOKOM H3BpIlaBama aJITOPUTMa ITaMTHUTH 32 CBaKH YBOP
Ja JI1 ce TPEHYTHO HaJla3d Ha CTEKy WM He. AJITEPHATHBHO pellehe je Ja ce NPHIMKOM
CKHMJIalba YBOpa U Ca CTeKa merose BpegHocT v.Pre u L(v) moctase Ha +00. Kapa ce 1o
ypajy CBe MOMpeYHe rpaHe Mory OuTh mocehieHe, aju 10 cMamera BpeaHoctu L(v) mMoxe
Johy caMo KoJ| rpaHa Ka YBOPOBMMA KOjH CY jOIII Ha CTEKY M HaJla3e Ce y MCTOj KOMIIOHEHTH.

Cana MOJKEMO aTU U 3a0KPYIKCHU IICEYAOKOA TapI,IaHOBOF aJIropruT™Ma.

Aaropuram 6 TapriaHoB ajroputam 3a oapeljBambe KOMIIOHEHATa jake MTOBE3aHOCTH

1: procedure DFS(¢vor v)

2 dodeli redni broj v.Pre

3 L(v) =wv.Pre

4 stavi v na stek

5: for all sused w ¢vora v do

6 if ¢vor w nije oznacen then

7 DFS(w)

8 L(v) = min{L(v), L(w)}

9: else if w je na steku then
10: L(v) = min{L(v), w.Pre}
11: if L(v) = v.Pre then
12: skidaj elemente sa steka sve dok se ne skine v
13: skinuti ¢vorovi su svi ¢vorovi komponente sa korenom v

14: for all neoznacen ¢vor v do
15: DFS(v)

TapiiaHoOB aJIropuTaM 3a oipeluBarbe KOMIIOHEHTH jake IIOBE3aHOCTH ociama ce Ha DFS obu-
nazak rpada, te je cinoxenoctu O(|V] + | E|).

AnropuTam ce MoXe UMIUIEMEeHTHpaTy y je3uky C++ Ha cinenehu HauuH.

int vreme_dolazna = 1;

vold dfsTarjan(int cvor, vector<int> &dolazna, vector<int> &lowlink,
stack<int> &redosledUObilasku, vector<bool> &naSteku,
vector<int>& komponente, int& komponenta) {
dolazna[cvor] = lowlink[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolazna++;
redosleduUObilasku.push(cvor);
naSteku[cvor] = true;
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// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (int sused : listaSuseda[cvor]) {
// ako cvor 'sused' do sada nismo posetili
if (dolazna[sused] == -1) {
// pokrecemo DFS obilazak i1z cvora 'sused'
dfsTarjan(sused, dolazna, lowlink, redosledUObilasku, naSteku,
komponente, komponenta);
// ako je potrebno azuriramo vrednost L cvora 'cvor'
if (lowlink[sused] < lowlink[cvor])
lowlink[cvor] = lowlink[sused];
}
// ako je u pitanju povratna i1li poprecna grana,
// azuriramo vrednost L za cvor 'cvor'
// samo ako se sused nalazi u steku
// to znaci da sused pripada istoj komponenti povezanosti
else if (naSteku[sused])
if (dolazna[sused] < lowlink[cvor])
lowlink[cvor] = dolazna[sused];

// ako je u pitanju bazni cvor komponente
// stampamo sve cvorove te komponente
if (dolazna[cvor] == lowlink[cvor]) {
while (true) {
// ispisujemo element sa vrha steka i uklanjamo ga
int cvor_komponente = redosleduUObilasku.top();
komponente[cvor_komponente] = komponenta;
naSteku[cvor_komponente] = false;
redosleduUObilasku.pop();
// ako smo stigli do baznog cvora prekidamo petlju
if (cvor_komponente == cvor)
break;
}

komponenta++;

// za svaki cvor odredjujemo redni broj komponente jake povezanosti
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vector<int> tarjanSCC() {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<int> dolazna(brojCvorova, -1);
vector<int> lowlink(brojCvorova);
// stek na koji smestamo cvorove u redosledu DFS obilaska
stack<int> redosledUObilasku;
// vektor koji omogucava brzu proveru da li se cvor nalazi na steku
vector<bool> naSteku(brojCvorova, false);
// redni broj komponente svakog cvora
vector<int> komponente(brojCvorova, -1);
// redni broj tekuce komponente
int komponenta = 0;

// pokrecemo DFS iz svakog neposecenog cvora
for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (komponente[cvor] == -1)
dfsTarjan(cvor, dolazna, lowlink, redosledUObilasku, naSteku,
komponente, komponenta);
return komponente;

I Mpumep 2.6.8

Pazmottipumo uzepuiasarse 080t anrioputiima Ha upumepy ipagha upuxasanoi Ha cauyu 2.54.

Cimka 2.54: TIpumep rpacda Koju Ma TpH KOMIIOHeHTe jake nosesanoct: {B, D, E, G},
{H} n {A,C,F,I}. V3 cBaku 4BOp NPUKa3aH je peJHu Opoj y H0JNa3HOj HyMepaluju 1
BpeaHocT dhyHkmje L.
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o dfs(A)
ciiiex: A
unuyujaruzyjemo A.Pre = L(A) =0
— pana (A, B) iociuaje ipana gpeeitia
dfs(B)
ciiex: A, B
unuyujaruzyjemo B.Pre = L(B) = 1
— ipana (B, D) iociuaje ipana gpeeinia
dfs(D)
cimex: A, B, D
unuyujaruzyjemo D.Pre = L(D) = 2
- ipana (D, B) je iiospaiina ipana
cmaroyjemo L(D) = 1 uznaz uz D: L(D) = 1, a D.Pre = 2, iia on
Huje Oa3HU UBOp KOMILOHEHIe
L(B) nuje éehe og L(D), iia ociuaje 1
— tpana (B, F) iiociaje ipana gpseitia
dfs(E)
ciiex: A, B, D, F
unuyujaruzyjemo E.Pre = L(E) = 3
- ipana (E, G) ilociaje ipana gpseiia
dfs(Q)
cimex: A, B, D, E, G
E.Pre=L(E)=4
- ipana (G, D) je doipeuna ipana
D je na civexy, iia cmaroyjemo L(G) = 2 uznazuz G: L(G) = 2, a
G.Pre = 4, iia o Huje 6azHu 480p KOMIlOHEH e
L(E) cuaroyjemo na epegrocii L(G) = 2 uznaz uz E: L(E) = 2,
a E.Pre = 3, iia on nuje 6asnuu ueop komiionenitie
L(B) nuje sehe og L(E), ita ociuiaje 1 uznazuz B: L(B) = B.Pre =
1, on jecitie baznu ueop komiioneniiie
ca ciniexa ce ckugajy G, E, D, B koju uure Komioneniiy
ciiex: A
L(A) nuje sehe og L(B), ita ociniaje 0
— gupexiina ipana (A, E) ce tipeckaue jep E nuje na citiexy
— ipana (A, H) iocimaje ipana gpseinia
dfs(H)
ciiex: A, H
unuyujaruzyjemo H.Pre = L(H) =5
— doipeuna ipana (H,G) ce ipeckaue jep I' nuje na citieky uznaz uz H:
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L(H) = H.Pre =5, iia je on 6asnu 460p KoMiiOHeHTie
ca citiexa ce ckuga: H xoju wunu xomiioneniiy
ciiex: A
L(A) nuje éehe og L(H), ita ociniaje O
— tpana (A, C) dociuaje ipana gpeeitia
dfs(C)
cuex: A, C
unuyujaruzyjemo C'.Pre = L(C) = 6
— tpana (C, F) itociuaje ipana gpeeiia
dfs(F)
cinex: A, C, I
unuyujaruzyjemo F.Pre = L(F) =7
- ipana (F', 1) iociuaje ipana gpeeiia
dfs(I)
cimex: A, C, F, I
urujanuzyjemo I.Pre = L(I) = 8
- fospamina ipana (I, A)
emarvyjemo L(I) = O uznaz uz I: L(I) = 0, a I.Pre = 8, ita on
HUje Oa3HU Y8OP KOMILOHEHT!e
L(F) cuarsyjemo na epegrocii L(1) = O uznazuz F: L(F) =0, a
F'.Pre = 17, iia o1 Huje basnu u60p KomiloHeH e
L(C) cmarsyjemo na epegrocii L(F') = 0
— gupexiina ipana (C, I)
L(C) nuje 6ehe og L(1), ita ociuaje O uznazuz C: L(C') = 0, a C.Pre = 6,
ila oH Huje 6asHu ueop KoMiloHetilie
L(A) nuje sehe og L(C), iia ociuaje O uznazuz A: L(A) = A.Pre = 0, iia
Jje o1 dazHu ueop KoMilOHeH e
ca citiexa ce ckugajy: I, F, C, A, koju uune komiioneniiy
Clex:

2.6.3 KocapayyoB anroputam

Jow jenan asropurtam JrMHeapHe BpeMEHCKe CJIOXEHOCTH 3a oJpeljriBarbe KOMIIOHEHTH jake
MOBE3aHOCTH Y ycMepeHoM rpady je Kocapaityos anropuram. OBaj airopuram je OCMUCIAO
(MehyTum Huje mydmmkopao) Kocapany’ 1978. romuHe, a 3aTUM je /10 Hera KacHHje He3aBHu-
cHo nomao u lapup'® 1981. rogure. On kopuctu asa DFS obuacka, na je Majio criopuju
o1 TapiaHOBOT aJaropuT™Ma, ajii je jeTHOCTABHUjHU 32 pa3syMeBambe.

Cambacusa Pao Kocapairy (enrsi. Sambasiva Rao Kosaraju), uHaujcko-aMepidkn MHbopMaTayap.
'OMuma Iapup (enrs. Micha Sharir), n3paescku Matemaruyap.
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[TpumeTnMO A2 ce MPUIMKOM M3BpIIaBara TapllaHOBOT ajropuTMa Oa3HU YBOPOBH CKHUIIA]Y
ca cTeka (3ajeJJHO ca OCTaJIMM YBOPOBHMA U3 HBbMXOBUX KOMIIOHEHaTa) y pacTyhem penocieny
BHXOBE Of1a3He Hymepauuje. I1pu Tome, Oa3HM YBOP MMa MaKCUMaJIHHU PeiHU OpOj O/Ia3He
DFS Hy™meparyje o CBUX YBOpPOBa CBOje KOMIOHeHTe. Oduia3zak 0a3HUX YBOpOBA Teye Y
00paTHOM TONOJIOIIKOM pelociely YBOpOBa KOHIEH30BaHOT rpada (rpacda nodujeHor Tako
IITO CE€ CBaKa KOMIIOHEHTA MPEICTaBU CaMO HEeHUM Oa3HUM YBOPOM), Tj. OOMUJIA3aK TOT aIlu-
KJIMYKOT rpacda ce BPILIU O]l leroBuX ,,JIUCTOBA” Ka ,,KOpeHy .

I Mpumep 2.6.9

Crnuika 2.55: Ha ciui JieBo je y3 CBaku YBOp MPUKa3aH oa1a3Hu peanu 0poj y DES oduacky
rpada ca ciuke 2.44 (mperaegHOCTH paay, TpaHe YHyTap UCTe KOMIIOHEHTe HUCY IpUKa3aHe),
JIOK je y3 CBaKy KOMIIOHEeHTY MprKa3aH HajBehu peanu dpoj oqymazHe DFS nymepanuje uBopa
Te KOMIIOHEHTe (TO je peAHu Opoj da3Hor yBopa). [lecHo je mpukaszaH KOHAEH30BaHU Irpad
OPHUI'MHAJIHOT Ipacda 1 KOHIEH30BaHU rpad BEroBor TPaHCIIOHOBAHOT Ipada.

Ha cauyu 2.55 dpukazanu cy ogaasnu pegru opojesu usopoea y DFS odunacky ipagpa ca
cnuke 2.44. Jacno ce sugu ga 6a3nu ueoposu umajy rHajeehu ogaasmuu Opoj og céux ueoposa
Y rUx080j komiloneniiy. Tapyaroe aniopuiiam ou pegom ApOHANAZUO KOMIOHEHITe Yuju cY
basnu usopoeu 3, 15, 9, 17, 8, u 0 (a ruxosu ogaaznu peguu dpojesu cy pegom 4, 7, 13, 16,
18, 21).

MoskeMO MPUMETUTH U JIa CBE TpaHe Y KOHJEH30BaHOM Tpady Boje of1 YBOpoBa ca Behnm ka
YBOPOBHMA Ca MambHM OJIIa3HUM OpojeBuMa. Jlokakumo oBo u popmasiHo. O3HAUMMO ca
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v.Post ogyiazau pegHu Opoj uBopa v 'y HekoM DFS odunacky koju no jenHom nocehyje cBe
4yBopoBe rpada, a ca C'.Post MaKCUMAJIHU OJUIa3HU PEJIHU OPOj CBHX YBOPOBA KOMIIOHEHTE
C, 1j. C.Post = max, v.Post.

Teopema 2.6.2

Hexa cy C u C' gee pazauuuitie komitonenitie jaxe ioeesanociiu ipagpa G u neka y kom-
genzosanom ipagpy ipagpa G iocimoju ipana (C, C"). Taga éaxcu C.Post > C’ .Post.

Joxas. Paznukyjemo jiBa ciydaja y OlHOCY Ha To Kojy oj Kommonentd C'u C” je anropuram
DFS npBy nocetuo.

* TIpernocraBumo aa DFS odunazak Hajope rocehy je Heku uBop v komronente C' v 1a y
TOM TpeHyTKy Hujean qpyru uBop u3 C'u C” Huje nocehen. CBU YBOPOBU KOMIIOHEHTE
C noctixkHH cy U3 yBopa v. JloAaTHO, ¢ 003MPOM Ha TO Jia y KOHIEH30BaHOM rpady
rpada G nocroju rpana (C', C”), u3 yBopa v Cy AOCTHXHH U CBH YBOPOBH KOMITIOHEHTE
C’. To 3naum na he DFS oduiazak MOKPEHYT U3 YBOpaA U MOCETHTU CBE YBOPOBE U
w3 C' U C’, 1e he onu durk merosu noromium y DFS npeery. Opamie cieau na je
v.Post > u.Post 3a ceako u € C' U C’, u # v, onakie Baxu C.Post > C’.Post.

e TIpernocraBumo jga DFS obusasak Hajipe nocehyje Heku uBop v kommonente C” u
1a y TOM TpeHyTKy Huje nocehen nujenan apyru ugop u3z C’ u C. C 0d3upom Ha To
na y KonaenszoBaHom rpady rpada G nocroju rpana (C',C”) u na je KOHIEH30BaHH
rpad anyKIMYKH, Y KOHAEH30BaHOM rpady He cMe IOCTOjaTH I'paHa U3 HEKOT YBOpa
kommonenTe C” Ka HekoM uBopy kKomronente C'. Crtora DFS oduiiazak MokpeHyT u3
YBOpa ¥ He CTUKE HHU JI0 jeaHor uBopa kommnonente C'. Omasae cieau aa he uBopoBu
komrnonente C' duru nmocehenu KacHuje, ogHocHo Baxu C'.Post > C' ’ .Post.

O]

W3 npetxogHe Teopeme ciienun aa ako dricMo DES odmnazak mokpeHysm U3 OHOT Da3HOT YBOpa
KOjU MMa HajMamU o[1a3HU Opoj, curypHu oucMo ow ga ou taj DFS odunazak oduinao
CBE YBOPOBE y HETOBOj KOMIIOHEHTH U HUjeJaH JApyrd yBop (jep y KOHAEH30BaHOM Tpady
He MOCTOjU HUje/IHa IpaHa Koja Ou Moria Ja ,,ioderse” u3 Te KOMIOHeHTe). Mehytum, Mu
Taj DA3HU YBOP HE 3HAMO M HUje HaM JIako jAa ra ogpeanmo. [lakie, ako ducmo Bpmmiu DFS
oduIa3ak on ,,JINCTOBA” Ka ,,KOpeHy~ KOHAeH30BaHOT rpada, ToOmIm d1CcMOo TaYHO jeIHY I10
jeIHYy KOMIIOHEHTY TIOBe3aHOCTH, MehyTuM, IpodJIeM je IITO MU He 3HaMO YBOPOBE KO jU MPH-
11a/1ajy KOMIIOHEHTaMa Ko je Cy ,,JTJACTOBK Y KOHJIEH30BaHOM I'pady U HUje JIAKO OAPEUTH UX.
Ca ipyre cTpaHe, CUTYpHH CMO JIa YBOp ca HajBehrM OJ1Ta3HUM PeIHUM OpOojeM Mpurajaa ,,Ko-
peHy”, Tj. KOMIIOHEHTH KOHJIEH30BaHOT rpada 13 Koje He M3/1a3u HU jeJHa rpaHa. AKO ducMo
nokpeHysm anroputaMm DFS u3 Tor yBopa, Hadpojanu OrcMo 1 YBOpoBe BaH Te KOMITOHEHTE,
MehyTum, He U aKko ipagby odpremo ipane!
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Pasmotpumo Tpancrionosanu rpad G rpada G, 106ujen mpoMeHOM ycMepera CBIX IpaHa
y rpady: OH UMa UCTe KOMIIOHEHTEe jake MoBe3aHoCTH Kao u rpad (. Ipyrum peunma, aBa
YBOpA Cy y3ajaMHO JIOCTMIKHA Y TOJIa3HOM Ipady ako M camo aKo Cy y3ajaMHO JOCTHKHA
y BeMy TpaHCIIOHOBaHOM rpady. 3arto, ako nokpeHemo DFS obdunazak u3 duso kor ysopa
y TPaHCIIOHOBAaHOM rpady, CaCBUM CMO CUTYpHM Aa he y Tom odmiiacky OMTH JOCTUIHYTH
CBM YBOPOBM M3 KOMIIOHEHTE jake MOBE3aHOCTU KOjOj MPHIMaja Mosa3Hu YBop (a MoXkJa U
Hexu apyru). IIpumermo aa he kornensosanu rpacosu rpacdosa G u G durn mehycodHo
TPaHCHOHOBaHM (ciMKa 2.55, necHo). Ipyrum peunma, y TpaHCIIOHOBAaHOM KOHAEH30BAaHOM
rpady Hehe ocTojaTn rpaHa U3 KOpeHe KOMITOHEHTe Ka IpyriuM KoMioHeHTama. Ctora je 3a
onpehuBame KopeHe KOMIIOHEHTE KOja CaJpKi HEKX YBOP v, JOBOJBHO MMOKPEHYTH aITOpUTaM
DFS u3 uBopa v y rpady G . Ha oBaj HaumH ce 0d1Ia3e CBI YBOPOBH KOMIIOHEHTE YBOPA U 1
HMLITA BULLIE Ol TOTa. AJITOPUTaM Ce Aajbe HaCTaBJba [10 UCTOM ITpUHLMITY. MosxeMo u3 rpaga
YKJIOHWTH CBE OBE YBOPOBE (3ampaBo, 03HAUMTH Jia Cy ocehenn), mporahu yBop ca Hajeehom
BpenHolhy oAsa3He HyMepalyje y OcTaTKy rpada, nokpeHytd Hoeu DFS odunazak y rpagy
G™ u Tako name.

Opasne nupektHo cneau Kocapaityos anropuram, Koju uMa ase ¢ase:

* ynpBoj ¢asu ce nokpehe oaroapajyhu DFS odunazak rpacda (G, cBe 10K ce He roceTe
cBH yBOpoBU rpada G (odmazak mokpeheMo peioM U3 CBaKor YBOpa, MpH Yemy Beh
noceheHe YBOpOBe IMpecKavueMo ); IPUTOM ce YUBOPOBH rpada copTrpajy pactyhe mpema
BPEJHOCTH OJITa3HE HyMepalilje YBOpOBa;

* y 1pyroj dasu ce koHcTpyHine Tpancrionosanu rpad G rpada G u nokpehe ce Hu3
DFS (nnmu BFS) obunazaka y pegocieny Jod1jeHOM y IPETXOAHOM KOpaKy, OJJHOCHO Y
omazajyhem penocneny oanasae Hymepaipje. CBaKy CKyl YBOPOBA, KOjU je JOCTXKAH
y HapeHOM OOHJIACKY J1aje HOBY KOMIIOHEHTY jake moBe3aHocTu rpada G.

OnucaHu ajropuram ce cacToju y MOKpeTamy [Ba oOWiacka rpada, na My je BpeMEHCKa
cnokenoct O(|V] + | El).

Adgropuram ce y je3uky C++ Moxxe UMIUIEMEHTUPATH Ha ciieiehr HauuH.

voild odrediOdlazniRedosled(int cvor,

vector<bool>& posecen,
vector<int>& odlazniRedosled) {

posecen[cvor] = true;

for (int sused : listaSuseda[cvor])

if (!posecen[sused])
odrediOdlazniRedosled(sused, posecen, odlazniRedosled);
odlazniRedosled.push_back(cvor);
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// za svaki cvor odredjuje se lista suseda
// 1z kojih grane vode do tog cvora
vector<vector<int>> odrediTransponovaniGraf() {
vector<vector<int>> listaDolaznihSuseda;
int n = listaSuseda.size();
listaDolaznihSuseda.resize(n);
for (int cvor = 0; cvor < n; cvor++)
for (int sused : listaSuseda[cvor])
listaDolaznihSuseda[sused].push_back(cvor);
return listaDolaznihSuseda;

// dfs obilazkom iz datog cvora svim cvorovima dostiznim iz njega
// u transponovanom grafu se dodeljuje dati broj komponente
vold odrediKomponentu(int cvor, vector<int>& komponente, int komponenta,
const vector<vector<int>>& listaDolaznihSuseda) {
komponente[cvor] = komponenta;
for (int sused : listaDolaznihSuseda[cvor])
if (komponente[sused] == -1)
odrediKomponentu(sused, komponente, komponenta,
listaDolaznihSuseda);

// za svaki cvor se odredjuje redni broj jake povezanosti
vector<int> kosarajuSCC() {
// vrsimo DFS i1 cvorove redjamo u niz u redosledu odlazne numeracije
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
vector<int> odlazniRedosled;
for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (!posecen[cvor])
odrediOdlazniRedosled(cvor, posecen, odlazniRedosled);

// odredjujemo transponovani graf
vector<vector<int>> listaDolaznihSuseda = odrediTransponovaniGraf();

// redni broj komponente svakog cvora

vector<int> komponente(brojCvorova, -1);
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int komponenta = 0;

for (int 1 = brojCvorova - 1; 1 >= 0; 1--) {

int cvor = odlazniRedosled[1];

if (komponente[cvor] == -1)

odrediKomponentu(cvor, komponente, komponenta++,
listaDolaznihSuseda);
}
return komponente;

}

| Mpumep 2.6.10

Y tipumepy na cauyu 2.55 tioxperiaroem DFS oounacka uz ueopa 0 godujajy ce ograsznu pegru
Opojesu Koju cy UpUKA3aHU HA CAUYU.

e [loxpehemo y ipanciionosarom ipaghy DFS odunazax uz ueopa ca najeehum ograsuum
pegrum opojem. To je ueop O uuju je ograsznu pegruu opoj 21. DFES odunazax pegom
Haodpaja usopoee 0, 2, 10 u 6.

* Yeoposu ca ogaaznum dpojesuma 20 u 19 cy eeh iiocehenu, ia napeguu DES obunazax
ioxpehemo u3 ueopa ca ogaasuum pegrum dpojem 18. To je ueop 8 u DFS odunrazax
Hadpaja ueopose 8, 16, 12, 7 u 11.

* Yeop ca ogaazrum pegruum dpojem 17 je eeh iiocehen, iia napeguu DFS obunrazax iio-
Kpehemo uz ueopa ca ogaasuum pegrum dpojem 16. To je ueop 17 u DFS odunazax u3z
mela Hadpaja camo reia.

* Yeoposu ca ognaznum dpojesuma 15 u 14 cy eeh iiocehenu, iia napeguu DES obunazax
ioxpehemo uz ueopa ca ogarazuum pegrum odpojem 13. To je usop 9 u DFS obunrazak
Hadpaja ueopose 9, 19, 1 u 5.

e Yeoposu ca ogaaszrum opojesuma 12, 11, 10, 9 u 8 cy eeh iocehenu, iia napegnu DFS
obunazax fokpehemo uz ugopa ca ograzuum peguum dpojem 7. To je ueop 15 u DFS
odunazak nadpaja usopose 15, 14, 18, 20 u 4.

e Yeoposu ca ogaasnum opojesuma 6 u 5 cy eeh iiocehenu, iia nHapegnu DFS odunazax
ioxpehemo uz ueopa ca ogaazrum pegrum opojem 4. To je ueop 3 u DFS odunrazak
Hadpaja ueopose 3 u 13.

* Yeoposu ca ogaaznum dpojesuma 3, 2 u 1 cy eeh tiocehenu, iia ce ariopuitiam 3aepuiasa.

IIpumeTnMo fa ce y MpBOM KOpaKy alropuTMa YBOpoBHU ypehyjy y OOpHYTOM TOMOJIOLIKOM
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penocneny rpada G. JIomaTtHO, aIrOpUTaM reHeprIie KOMIIOHEHTE jake MOBE3aHOCTH Yy OIlajia-
jyheMm penocieny ona3He Hymepariyje, OJHOCHO YBOPOBU KOHJIEH30BAHOT Ipada ce 1odujajy
Y TOMOJIOIIKOM PeIoCieTy.

éa,anaK: Jokaxu cee chopmyne!

Ckyn jormukux ¢opMmysa ce cacroju oj oApeheHor dpoja MCKa3HUX cJI0Ba, U oapeheHor
Opoja nmmKanyja (M3mMehy THX MCKa3HMX CoBa). 3a MMIUTHKAIMje CMaTpaMo Jia Cy yHa-
npej JOKa3aHe, JOK eIeMEHTAPHU UCKa3u MOpajy OMTH 0Ka3aHU WM TUPEKTHO WM IIPUMe-
HOM TpaBuia modus ponens, KOjUM ce U3 paHHje JOKa3aHOT M3Kaza A, Ha OCHOBY MMILIMKA-
muje A = B nokasyje uckas B.

A A= B
B

[TotpeOHO je onpenutu HajMawu Moryhu Opoj UcKasa Koje je HOTPedHO JoKa3aTh AUPEKTHO,
TAaKO Ja Ce 3aTUM W3 BUX U JaTUX UMIUIMKAlMja MOTY IIPUMEHOM IIpaBuia modus ponens
JOKa3aTH CBU OCTAJIM UCKA3H.

Onuc yaa3a

Ca CTaHap/IHOT yJia3a ce yHOCH Opoj edemeHTapHuX uckaza m (1 < m < 10%), a satum
6poj mmmmakarmja n(1 < n < 10%). Hakon Tora ce yHocH HM3 TIapoBa OpojeBa i 1 j
(0 < 7 <'m), KOju IPeACTaBbajy UMILIMKALW]E P; = P;.

Omnuc u3jasa

Ha cranamapaau n3ias3 ucrnmcaty HajMamy Opoj McKa3a Koje Tpeda JoKa3aTy.

IIpumep

Yaaz Hznaz  Objawrverve

6 2 JoBosbHO je, Ha mpuMep, Aokaszatu ¢opmysne 0 u 5. Huje noBosbHO g0Ka-
7 3aTU caMo jeHy (opMyITy.
01

13

12

30

2 4

4 2

52

Pewere

EnemeHTapHe mckaze MOXEMO NMpeICTABUTH YBOPOBMMA, a MMILTHKAIMje rpaHaMa rpada.
CBu YBOpPOBM JIOCTHKHU W3 HEKOT YBOpa KOjU OJroBapa JAOKa3aHOM TBphewmy oArorapajy
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TBphemrMa Koja MOTy OUTH IOKa3aHA MPUMEHOM UMILIMKALK]ja.

JenHocraBaH ciyuaj je kaza y rpady HeMa LUKJIyca, Tj. Kaja je y MUTamby yCMEpEHH alu-
kin4ku rpad. TloTpedHo je u JOBOJBHO JOKa3aTU caMO OHA TBphemwa Koja ce He jaBibajy Ha
IeCHOj CTpaHM HHje[He UMIUTMKAIMje, Tj. caMo OHa TBphema KOojiuMa OAroBapajy YBOpOBU
rpacda ynassor crenena 0. 3aucta, Ta TBphema He MOI'y OUTH JI0Ka3aHa MPUMEHOM HUMILIM-
Kanyja (jep HMjeJHa UMIUIMKAIMja He BOAM JO BHHX), JOK CBa OcTajla TBphewa Mory OuTH
JOKa3aHa MPUMEHOM UMILIMKaIMja (TOMITO HeMa LMKIIyca, npatehu rpaHe yHasan, nohu he
ce JI0 HEKOT YBOpa UMju je yina3Hu crered 0).

Cnyuaj rpacda Koju cagpxku LUKIIyce je JOHeKJe KOMIIMKoBaHuju. IIpumeTumo fa 3a cBaky
KOMIIOHEHTY jaKe TIOBE3aHOCTH rpada Baku Ja je TOBOJBHO JOKA3aTH OUJIO KO U H-eH YBOP U
taga hie curypHo duru moryhe Jokasat U CBe OCTaJle leHe YBOPOBE (jep Cy CBU YBOPOBH Y
KOMITOHEHTH y3ajaMHO JTOCTHXHH). 3ato je Moryhe U3BpUIMTH peayKiujy rpada, Tj. Hampa-
BUTHU KOHJICH30BaHH rpad y KOM je cBaka KOMIIOHEHTA MOBE3aHOCTH MPeJICTaB/bEHA T10jeIH-
HavyHUM 4BopoM. KoHzieH30BaH rpad je yBek alMKJIMYKU U Ha Hera MOKeMO IIPUMEHHUTH pe-
Iee 3a aUMKJINIKy rpad. Ha HapenHoj cimiu je npukasad rpad U3 mpuMepa OBOr 3a/1aTKa,
Ka0 U HEroB KOHAEH30BaHU rpad, Koju 3a YBOPOBE UMa TPU KOMITIOHEHTE jaKke NMOBE3aHOCTU

noJsia3Hor rpada.

Wnycrpammje paay, y HapeaHOj UMIUIEMEHTAIUjH EKCIUTUIIMTHO T'PagrMO KOHJIEH30BaHU
rpag (moayie, 3a peliewme OBOI 3aJaTKa TO HHUj€ HEONXOAHO, Beh je JOBOJBHO camo
npedpojaTu yaa3He CTelneHe hEeroBUX YBOPOBA).

vector<vector<int>> susedi;

int brojKomponenata = 0;

vector<int> komponente;

vector<vector<int>> susedneKomponente;
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// graf liste povezanosti ovog grafa se smestaju u globalnu
// promenljivu susedneKomponente
voild napraviKondenzovaniGraf() {
// odreduju se komponente jake povezanosti
// broj komponenata je sadrZan globalnoj promenljivoj brojKomponenata
// komponenta svakog cvora je odredena globalnim nizom komponente
odrediKomponente();
// broj cvorova kondenzovanog grafa je broj komponenata jake povezanosti
susedneKomponente.resize(brojKomponenata);
// grane koje su vec¢ dodate u kondenzovani graf
set<pailr<int, int>> dodateGrane;
// prolazimo kroz sve grane originalnog grafa
for (int cvor = 0; cvor < susedi.size(); cvor++)
for (int sused : susedi[cvor]) {
// u kondenzovani graf dodajemo granu izmedu komponente cvora 1
// komponente suseda (ako nije vec dodata)
if (komponente[cvor] != komponente[sused] &&
dodateGrane.count({komponente[cvor], komponente[sused]}) == 0) {
susedneKomponente[komponente[cvor]].push_back(komponente[sused]);
dodateGrane.emplace(komponente[cvor], komponente[sused]);

int main() {

// ucitavamo podatke o iskazima i implikacijama

MY coo

// pravimo kondenzovani graf u kome su cvorovi komponente povezanosti
napraviKondenzovaniGraf();

// odredujemo ulazne stepene cvorova kondenzovanog grafa
vector<int> ulazniStepen(susedneKomponente.size(), 0);
for (int cvor = 0; cvor < susedneKomponente.size(); cvor++)
for (int sused : susedneKomponente[cvor])
ulazniStepen[sused]++;

// brojimo cvorove c¢iji je ulazni stepen nula
int broj = 0;
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for (int cvor = 0; cvor < susedneKomponente.size(); cvor++)
if (ulazniStepen[cvor] == 0)
broj++;

cout << broj << endl;

return 0;

2.7 OjnepoBu U XaMUZITOHOBU NyTeBU

YV HekuM rpadoBCKMM ITpodIeMUMa TIOTPedHO je mpoHahu myT u3Mely IBa YBOpa Ko ju moce-
hyje cBaky rpany rpadga TauHO jeJHOM WU, QyaJlHo, IyT Koju nocehyje ceaku yBop rpada
Ta4YHO jeAHOM. Y OBOM TIOITIaB/by OaBuheMo ce TmpodjeMrMa UCTIMTUBAbA Ja JIn Y rpady
MOCTOje OBaKBe BpcTe myTeBa. Mako oBa aBa mpodsiema Ha MPBY MOTJIe]] HAIMKY jy, oka3ahe
ce J1a ce TEeXHMKE 32 IhUXO0BO PellaBabe 3Ha4ajHO Pa3jIuKy]y.

2.7.1 OjnepoBu NyTeBU U LUKNYCU

Pasmorpumo Hapeanu npodiem: mommrap Tpeda a JoctaBu oapeheH Opoj mricama Ha pas3im-
YHTe ajipece Y HEeKOJIMKO CycefIHuX ynwna. [lomTap miena y Mamy ¥ yoyaBa Ha KOju HaYMH
cy te yiuie MehjycodHno nosesane. Llpra nojeqHocTaBbeHy Marmy U IPUTOM CBaKy OJ] PacKp-
CHHMIIa O3HaYaBa HeKuM Opojem. [lormrap xenu qa JOCTaBY CBa MUCMA, a a IPUTOM CBAKUM
myTem npohe Tauno jegHom. [loctamiba ce muTame Aa oM je To Moryhe ypagutu. OBaj mpo-
dnem moryhe je MoaenoBaTu y TepMUHUMA TpadoBa: cBaka pacKpCHHIIA MPEACTaBba YBOP
rpada, a myT KOju BOAY Off jelIHe pacKpCHUIIE 10 Apyre TpaHy rpada. Jatu mpodiem ce onaa
CBOJIM Ha MMUTakse 1a JIN Y rpady MOCTOjU IyT KOjU CaapKu CBaKy rpaHy rpada TauHO jeHOM.

Ojnepos'! iy (enrn. Eulerian trail, Eulerian path) je myT y rpacdy Koju mposasu Kpo3 cBaky
rpaHy rpaga TayHo jeHoM (IIpU YeMy HeKe YBOPOBE MOXKe IIOCETUTH U BUILIE ITyTa). Ojaepos
yurayc (enrn. Eulerian circuit, Eulerian cycle) je OjnepoB MmyT uMju ce MOYETHH U Kpajihu
YBOP NOKJIANA]y.

I Mpumep 2.7.1

Y neycmeperom ipagy ipurazarom na cauyu 2.56 iiocitioju Ojaeposiyin (C, D, E, B,C, A, B),
am He focimoju Ojnepos yuxkayc. Y ipagpy tipukazarnom Ha cauuy 2.57 dociioju Ojaepos

uyukayc (C, D, E,C, A, B,C).

! Jleonapn Ojnep (em. Leonhard Euler), (1707-1783), mBajuapcku MaTeMaTayap.
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cd

Cmika 2.56: Heycmepen rpad xkoju cagpxum OjaepoB myT (HA TpuUMep
(C,D,FE,B,C, A, B), amu ne caapxu Oj1epoB LUKIYC.

0‘9 ®

Cnuka 2.57: HeycmepeH rpad koju cagpxu OjepoB nukiyc. Jenan OjepoB LIMKITyC y OBOM

rpady je (C, D, E,C, A, B,C).

Y HacraBky hemo ce daButu ogpehuBameM OjaepoBUX MyTeBa U HUKIIyCa.

Mpo6nem
3a gaiuu ipagh (duno ycmeper, dunro Heycmeper) yimspguitiu ga au uma Ojrepos iy uiu
Ojnepoé yurkayc u axo uma ogpeguitiu ia.

Ilojam Ojneposux rpagoBa y Be3u je ca, Kako ce cMaTpa, PBUM peleHUM IpoOJIEMOM Teo-
puje rpacdosa. IIBajiapcku matematryap Jleonapsa Ojnep Haumao je 1736. roguHe Ha cie-
nehu 3anatak. I'pan KenurcOepr, nanac KanumuHrpan, Jiexxu Ha odajlamMa U Ha JBa OCTpBa
Ha peuu [Iperen, kao mro je mpukazaHo Ha ciauuy 2.58, yieBo. ['pan je moBe3aH myTeMm ce-
JaMm MocToBa. [lutame Koje je My4ywio MHore Tajaimme rpahane Kenurcoepra ouio je aa
JM je Moryhe MmoyeTu LIETHY U3 OWIO KOje Tauyke Y rpady M BPAaTUTH Ce y TMOJa3Hy TauKy,
npeJiazehu pu ToMe CBakM MOCT TayHO jeaHoM. OBaj mpodiieM ce Moxe (hopMyJIUCATH Kao
cnenehu mpodnem u3 Teopuje rpacdosa: Aa au je Moryhe y HeycMepeHOM MOoBe3aHOM rpady
npoHahu IUKJIyC, KOjU CBaKy rpaHy rpadpa caap:xu TadyHo jegHoM, Tj. OjnepoB mukiyc. Ipy-
T'MM peuuma, Ja Ju je Moryhe HaupraTtu rpad ca ciuke 2.58, AecHO, He Ixyhu oJIOBKy ca
Hanupa, Tako Ja OJIOBKA CBOj IIyT 3aBPLIM HAa MECTY ca Kora je 1 KpeHyJa. Hanomenumo na
0Baj rpa¢ MMa BUILIECTPYKe IpaHe u3Melly mapoBa YBOPOBa, Ma CTPOro IIeAaHo Mo aepuHu-
ju "yje rpad, Beh mynrurpag. Ojnep je qokazao fga je oBakaB oOmiIa3zak Moryh ako u camo
aKo je rpac MoBe3aH U CBU HBErOBY YBOPOBU MMajy MapaH cTerneH (TeopemMa 2.7.1 y HaCTaBKy).
I'padpoBu koju cagpxke Ojnepos mukIIyc 30BY ce Ojreposu ipaghosu. lomro ,,rpacd” Ha caumm
2.58, necHo, UMa YBOPOBE HEMAPHOI CTENEHa, 3aKJbydyjeMo aa mpodiem KeHurcdepiikux
MOCTOBA HEMa pelIeHe.
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Cnuka 2.58: TIpodnem KeHurcoepikux MOCTOBa, U oAroapajyhu myaturpad.

[pe Hero 1mTo NOKa)eMo Kapaktepusanujy OjiaepoBux rpadoBa Mpeko cTerneHa YBOpoBa, J10-
KOKUMO jeJTHy JIeMy.

Axko y neycmepenom ipagpy G ceaxu usop uma iapan citieiien, onga y iwom ipagy mociuoju
YuKayc.

Jokas. IlpernocraBuMo Aa cMo 3anodesy oOmiIa3ak rpaga U3 Ipou3BOJHOI YBOpa U IMPO-
U3BOJBHUM penocieqoM. CurypHo je na hemo ce TOKOM oduacka BpaTUTH Y YBOpP U, jEP
KaJ rof ypemo y HeKu 4BOp, CMambyjeMO HeroB CTeTeH 3a jeJjaH, YNHUMO Ia HelapHuM, a
ra yBeKk MOxeMo M Hamyctutd. HapaBHO, oBakaB 00MJIa3ak He MOpa Ja CaJpXu CBe TpaHe
rpada. dakie, y cBakoM rpacdy y KOM je CTeleH CBUX YBOpPOBa MIapaH, 3a CBaKH YBOP U MOpa
112 TIOCTOjY IIUKJTYC KOj¥ TIOYHIHE U 3aBPIABA CE Y U. O

ITpumernmo pa Ojnepos myT 1 OjiiepoB UKIIYC MOTY IIOCTOjaTH U y HETIOBE3aHOM Ipady ako
rpacd mope jenHe moBe3aHe KOMIIOHEHTE CapXKy CaMO W30JIOBaHe YBOpOBe (ciuka 2.59).

o‘:.: ®
©

Cmuka  2.59: HenoBesanun rpad xoju cagpxu OjrepoB mnyt (Ha npumep

(C7D7E7B707AaB>)-

Teopema 2.7.1 [KapakTepusauuja OjnepoBux HeycmepeHux rpacosa]

V neyemepenom ipagpy G = (V' E) itocitioju Ojnepos uyukayc axo u camo y ipagpy G ceu
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ug8OpOBU UMAjY HapHU CIieileH, U C8U YBOPOBU CUEeHA PA3AUMUILIOL 0g HYAA Upuiiagajy
UCIO] KOMIOHEHTUU 108e3aAHOCITILL.

Joxas. Jlako je nokaszatu aa ako y rpady nocroju OjiiepoB UUKJIYC, OH/Ia CBU YBOPOBU Ipaha
Mopajy uMaTu napat crened. Haume, 3a Bpeme oOuilacka LIUKJIyca, Y CBaKU YBOP Ce yJla3u
HCTO TOJIMKO IIyTa KOJIMKO ITyTa ce U3 mera unasu. IlomTo ce cBaka rpaHa IpoJjasu TadHO
jenHoM, Opoj TrpaHa CyceIHUX MPOU3BOJLHOM YBOPY MOpa OUTH MapaH.

Jla ducmMo MHAYKIMjOM IOKa3aIu Aa je 0Baj yCJIOB U JOBOJbaH J1a Ou rpag umao OjiepoB Lu-
KJIyC, MOpaMo Hajmpe Ja n3adepemMo mapamerap 1o kome he dutn u3BegeHa HHAyKIMja. Taj
n300p Tpeda Ja omoryhu cMamwuBame IpodseMa, 0e3 BeroBe NpoMeHe. AKO YKJIOHUMO YBOP
WY TpaHy U3 rpada, cTerneHn YBopoBa y AoOujeHoM rpady HUCY BHIlle CBU MapHU. Tpeda
J1a YKJIOHMMO TaKaB CKyIl rpaHa S, a 3a cBaku 4Bop u rpaca G Opoj rpaHa u3 ckyma .S cy-
ceqHUX ca 1 octaHe nmapaH (Makap u (). IIpou3BosbaH LMKITyC 3210BO/baBA OBAj YCJIOB, a Ha
OCHOBY Jieme 2.7.1 cBaku rpa¢ uuju cy cBM UBOPOBH MAPHOT CTEIIEHA CalpK1 HEKU LIUKJIYC.
Capa MoxeMo Ja (popMyJIMIIEMO UHAYKTUBHY XUIIOTE3Y U JOKAXKEMO TEOPEMY.

NupykruBHa xunore3a. [loBezann HeycMepeHH rpad ca Marbe OJ1 7 TpaHa YMjHu CBU YBO-
POBHM MMajy mapaH crereH cagpxu OjrepoB IUKIIYC, KOjU ce Moxe eeKTUBHO poHahu.

Cnuka 2.60: IIpumep koHcTpyKuyje OjaepoBor HUKiIyca uHAyKIujoM. [lyHOM JIMHUjOM U3-
ByUY€He Cy rpaHe MoMohHor nukiyca. M3dammBameM rpaHa OBOT ITUKIyca u3 rpada, qoduja
ce rpa¢ ca 4eTrpy KOMIIOHEHTE MIOBE3aHOCTH, IIPH YeMY ce [Be KOMIIOHEHTE CacToje 0Of] U30-
JIOBAaHMX YBOPOBA.

[Mocmarpajmo rpad G = (V| E') Koju cajipku m TpaHa y KOM CBHM YBOPOBH MMajy TapaH
crerieH. Heka je P Heku nukiyc y rpady G (koju moctoju, Ha OCHOBY Jieme 2.7.1), 1 Heka
je G’ rpad nodujen ykiamarbeM rpata rukiayca P us rpadga G. CreneHu cBUX YBOPOBA y
rpapy G’ cy napHu, jep je Opoj YKJIOHIEHUX IPaHa CYCeHUX OUIIO KOM 4BOpY mapaH. Mnak
Ce MHIYKTUBHA XUIIOTE3a HE MOXe IpuMeHnTH Ha rpad G’, jep OH He MOpa OMTH TIOBE3aH
(cimka 2.60). Heka cy G, G5, ... , G, kommonenTe nosesanoctu rpada G’. 'V cBakoj KoM-
TOHEHTH TIOBE3aHOCTH CTETNeHM CBUX YBOpOBa cy mapHu. [lopen Tora, dpoj rpaHa y CBakoj
KOMIIOHEHTHU j€ MawbU Of M jep je yKymaH Opoj rpaHa y CBUM KOMIIOHEHTaMa MakbU Of M.
IIpema TOMe, MHIYKTHBHA XUIIOTE3a CE MOXKe PUMEHHUTH Ha CBAaKY Ol KOMIIOHEHTH TIOCEDHO:
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y cBakoj kommoseHtn G nocroju Ojnepos mukiyc P, u My 3Hamo 1a ra nporahemo. ITo-
TpeOHO je cajia CBe OBe IUKJIyCe 00jeJAMHUTH ca ToMOhHUM IuKiIycoM Py jepan Ojnepon
mukityc 3a rpad G. TMona3umMo U3 MPOU3BOJBHOT YBOpA LHKIyca P (,MarucTpaiHor myta”)
CBe JIOK He 10h)eMO 110 HeKOT YBOpa v ; KOjH MPHUIIaia HEKO ] KOMITOHEHTH G ; Tama odmnazumo
KOMIIOHEHTY G; LUKJIyCOM P]f (-JIoKaHNUM myTeM”) u Bpahamo ce y uBop v;. HacraBbamo
oduasak ukiayca P Ha Taj HauMH, odunasehn LUKITyce KOMIIOHEHTH Y TPEHYTKY Haujacka
Ha ux. Ha kpajy odusacka hemo ce BpaTuTu y HOJIa3HU YBOP. Y TOM TPEHYTKY CBE IpaHe
rpacda (G cMO MPOIILTH TAYHO jeTHOM, IITO 3HauM J1a je KoHcTpyucaH OjiepoB HUKIIYC.

OBaj noka3 cyrepuilie epukacaH peKyp3uBHU aJropuTaM 3a KOHCTpyKuujy OjiaepoBor nu-
Kiyca y rpady. O

Bupenu cmo ma Heycmepenu rpad Moxke nMatu OjiepoB MyT, a a ucToBpeMeHo Hema Ojie-
poB uKJiyc (cnuka 2.56). Hapenna nema (koja ce I0Ka3yje BeoMa jeJHOCTaBHO) Jaje MoTpe-
DaH 1 TOBOJBAH yCJIOB 1a HeycMepeH rpad uma OjiepoB myT.

Teopema 2.7.2 [MocTojan-e OjnepoBor nyta u LUKyca y HeycmepeHom rpady]

Heycmepenu ipagh uma Ojnepos ilyiti ako u camo aKo ceu U80posu Clileiiena paznuuuinior og
HYyAa upuiiagajy jegroj KOMOHEHIU 08e3aHOCIU U 8AMNCU JegaH 0g HaAPegHUX YCA08a:

* ciuellen c8aKol ueopa je uapaun uiu
* cluellen avHo gea 48opa je HelapaH, a OCHIaAUx 48opoea je uapar.

Axo eadicu iipea ipeitiiiociiaska onga je ceaxu Ojaepos ity ucitiospemero u Ojaepos uu-
Kayc. Ykoauxo eaxcu gpyia upemiociiaska, 460posu HeapHol cilieilena Cy noueiHy u
Kkpajrou ueop Ojaeposorl iyiia u y oeaxeom ipagpy we ioctioju Ojrepos yukayc.

V rpady ca ciuke 2.56 usoposu B u C' ¢y HEMapHOT CTENEeHa, 0K CY OCTaId YBOPOBH Tap-
HOT cTereHa, Te yBopoBd B u C' mpejcraBibajy MOYETHU U Kpajibu uBop OjiepoBor myTa.
HopatHo, y oBoM rpady He noctoju OjaepoB MUKITYC.

Curyanyja je cimyHa 1y yeMepeHuM rpagosuma. Hapenna nema aaje nmorpedaH U 10BOJbaH
yCIIOB 1a y yeMepeHoM rpady moctoju OjiepoB myT.

Teopema 2.7.3 [MocTojarbe OjnepoBor nyTa U LUKyca y ycmepeHom rpadcy]

Y yemeperom ipagby iiocinioju Ojnepos iyili aKo u camo aKko ceU U80po8U KOJju HUCY U3010-
6anuy Hpuiagajy Uciioj caado Ho8e3anoj KOMIOHEHIU H068e3aHOCTIU (UCIIO] KOMIOHEHITU
iogezanociliu ogiosapajyher neycmepenol ipagha) u eadcu jegan og HapegHux Ycroea:

* YNa3HU U U3NA3HU CIHEHeHU C8UX Y80P08a CY MehycodHo jegHaku unu
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* ynasuu cilieiler eehu je 3a jegar 0g u3AA3HOL Cilieliena Wauro 3a _jegar 480p, U3AA3HU
ciiielier sehu je 3a jegarn og yaasHol clileileHa auHo 3a jegan ueop, gok CY 3d cee
ocitiane 48opoee YAa3HU U U3NA3HU Clileiler Me)ycoOHO jegHaxu.

Y dipeom cayuajy, ceaxu Ojnepos iiyiu je u Ojrepos yukayc, a y gpyiom cayuajy Ojrepos
Uyl ouurbe Y Usopy uuju je uanazuu cilieiler eehu 3a jegan, a 3aspuiasa ce y ueopy uuju

Jje ynasznu ciiieiier eehu 3a jegan.

I Mpumep 2.7.2

V ipapy apurazanom na cauyu 2.61 cy yaasnu u uznasuu citieiienu ueoposa A, E u D mehy-
coOmo jegnaxu, ynaznu ciiieiier ueopa B je eehu 3a jegan og uznasnor, gok je yraznu citieiier
ugopa C' 3a jegan marbu 0g uzrasuoi ciieiiena. Y osom ipagpy iociioju Ojaepos yii Koju
itouuroe y usopy C, a zaspwasa ce y ueopy B (niap. (C, D, E, B,C, A, B)), gok Ojaepos
UUKAYC He HOCIOjJU.

(O—®
®<—®

Ciuka 2.61: Yemepenu rpad koju caapxu Ojnepos nyr (C, A, B,C, D, E, B), anu He
caapxu OjnepoB IUKITYC.

2.7.1.1 XupxonuepoB anropuram

Naxo ce u3 gokaza teopeme 2.7.1 Moxe U3IBOJUTH Heja 3a KOHCTPYKIHjy OjrepoBor mu-
KJIyca y TIOBE3aHOM HeyCMepeHOM rpady KoJ Kora cy CTeleHU CBHUX YBOPOBA IMapHHU, I0-
TpedHO je Mpenu3upaTh AeTabe MMIUIEMEHTAIHje a O1 ce yMeCTO peKyp3uBHE J00nIa epu-
KacHa UTepaTUBHA UMILUIeMeHTalnja. KpeHUMo o1 OCHOBHE HJieje alropurma, Koja ce Moxe
MPUMEHNTH U Ha HEyCMepeHe 1 Ha ycMepeHe rpadoBe. JeTHOCTaBHOCTH pajiy, IPETHOCTaBH-
hemo aa rpac uMa jenMHCTBEHY KOMIIOHEHTY (c1ade) NOBE3aHOCTH.

[Monasu ce 13 MPOU3BOJBHOT YBOPA U Y TAKBOM Ipady. Y CBaKOM KOpaKy IpeJsiasu ce Mpou-
3BOJBHOM HeroceNeHOM IpaHoOM JI0 HEKOT cyceia TpeHyTHor yBopa. OBaj Kopak ce IOHaB/ba
CBE JOK C€ HE BPaTHMO Y IMOJIa3HU YBOP U. Y HEra ce MopaMo BpaTHUTH Y HEKOM MOMEHTY,
jep je cremeH cBakor 4Bopa mapad. Ha oBaj HAUMH KOHCTPYHIIE ce HEKH IMUKITYC. YKOJIUKO
OH calp:ku cBe rpaHe rpaca, OjiaepoB HUKIyC je KoHcTpyucaH. MHave ce Taj LMKIIYC Mpo-
mpyje Ha cieaehu HauwH: monasehn w3 YBopa v MyX IMUKIIyca MPOHATIA3M CEe MPBU YBOP
¥ KOjH Mpunaga Tekyhem IUKIyCy U KOjU UMa IpaHy Koja HUje YKJbydyeHa y Hukiyc. Tom
rpaHoM ce Kpehe U3 4yBOpa v U OTKPHBA C€ HOBU LIUKIIYC (OH ce Bpaha y 4BOp v), KOju ce
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CacToju UCKJBYUHMBO OJ] TPaHa KOje jOI yBEK HUCY Y IPETXOJHOM LIMKJIycy. Taj HOBU LIMKJIYC
Jojajemo y Tekyhu nukiyc, KoHCTpyHiyhu off Ba IMKJIyca HOBU, Ty)u nukiyc. Iloctymak
ce HacTaBba JOK NMpoHaheHH LIMKIIyC He 0OyXBaTH CBe IpaHe rpada.

Jenan epykacaH anropuTaM 3acHOBAH Ha TIPETXOAHO] Uieju je Xupxoauepos'? antopuitiam.
I'pad ce odbunazu kpeHyBIIM O/ OMIJIO KOT YBOpA U, CBE JIOK CE Y HEKOM TPEHYTKY HE Bpa-
THMO Y YBOp ¥ M Tako npoHahemo Heku uukiyc. Hakon Tora ce penom oduiase 4BOpPOBU
TOT IIMKJIyca y TIOTPa3y 3a YBOPOM U3 KOT TIOCTOje TpaHe Koje jorn Hucy nmoceheHe. Y 3aBu-
CHOCTH Ofi CTPYKTYpe NojaTaka Koja ce KOPUCTH Y UMIIEMEHTALMj1, 0Baj OOMIIa3aK MOXe
duTH yHarpen, y peociely OTKpHUBamba YBOPOBa TOT IIUKJIyca WM yHa3a/l, Y OOpPaTHOM peio-
cieny. IlpernocraBumo aa ce oduia3ak BpILM yHa3a[, Tj. 4a ce U3 yBopa u Bpahamo yHa3az
rpaHaMa OTKpPHMBEHOT IMKJIyca. I'paHe (Wi, alTepHaTHUBHO, HUXOBE Kpajibe YBOPOBE) KOje
00parMoO TOKOM OBOT TIOBpaTKa yHa3aj godajemo y pe3yatyjyhu Ojnepo mukiayc. Ako je
rpad ycMmepeH, Tpeda 0dpaTUTH Maxiby Ha pefoce]] rpaHa (M1 YBOPOBA) Y KOHCTPYHUCAHOM
OjnepoBoM MKJIyCy. AKO LMKJIyC 4yBaMO y HU3Y U I'paHe (WIM YBOPOBE) A0JAjEMO PEioM
Ha Kpaj HU3a, Ha Kpajy aJropuTMa je Taj Hu3 NoTpedOHO OOpHYTH. AJITEpHATUBHO, TpaHe (Win
YBOPOBE) YMECTO Y HU3Y MOKEMO UyBaTH Y HEKOj CTPYKTYpH TO/IaTaKa Koja JAOIyITa euka-
CHO JIOlaBambe Ha MMoYeTaK (Ha IpUMep y JIMCTU WK pelly ca JBa Kpaja). [IpuirkoM noBpaTka
KpO3 IIUKJIYC, y CBAKOM KOpaKy IMpOBEpaBamo Jia Jii U3 TeKyher yBopa (permmo ja je To YBop
V) IOCTOj€ rpaHe Koje joIll HUICMO OOUIUTH. AKO MOCTOje, moKkpeheMo HOBU o0uia3ak rpacga
Y3 YBOpA U U TAKO HAJIA3UMO HOBH IMKJIYC KOjU CE€ CacTOju Of IO Tajga HermoceheHnx rpaHa.
AKo ce TakaB LUKJIyc npoHale, oHAa (IPUBPEMEHO) MPeJIa3uMO HA HEeroBy MHTErpauujy y
pe3yatyjyhu OjiepoB IUKIyC, TaKO IITO Cajia MPoJIa3uMo Kpo3 HeroBe rpaHe (yHasan), anu
MOHOBO TNpoBepaBajyhu Ja 1 U3 HEKOT OJ HEroBUX YBOPOBA IIOCTOje HOBU LIMKJIYCH KOje
Tpeda Ha UCTH HauMH OOMNM M MHTErpuUcaTy y pe3yaryjyhu nuxiyc. Hakon mro ce Bpatumo
y UBOP ¥ M 0OPaMMO CBE I'PaHe KOje U3 Hhera 1oJa3e, HaCTaB/baMO MHTErPAL]y MHUL]aTHOT
nuKiyca, Bpahajyhu ce yHasaz rpaHy 1o rpaHy rnpema 4Bopy u.

| Mpumep 2.7.3
Pazmormipumo ipagh ca cauke 2.62.

e Obunazak kpehe uz ueopa u u unuyujaaro ce kouciapyuuwe yuxayc C' uuju cy ueoposu
O3HAYEHU CUBOM OOJOM.

e Vuazag ce epahamo ueoposuma yuxkayca C' iioues og ueopa u u ipare pegom gogajemo
y Ojaepoe yurkayc (koju uysamo y oopaimirom pegocaegy). Kaga ciiuinemo go ugopa z,
apumehyjemo ga u3 reia iiocinioje Heiiocehene ipane, ia odunrazumo yuxkayc C. Ilpeiti-
HOCIasUMO, Ha Upumep, ga Kaga CIUIHemMo go 480pa W HACABHAMO Ca 0OUNACKOM
uunyca C| nazag ka ueopy z ymecitio ga ipehemo na odbunazax yurxayca Cy. Howdio cy

12Kapn Xupxonuep (nem. Carl Hierholzler), (1840-1871), Hemauku MaTemaTHyap.
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Cmuka 2.62: O0jenumaBarmbe MUKIIyca Y HOBU IUKITYC.

Kaga ce 8paiiumo y 4eop z cee ipare uz usopa z locehene, apahamo ce nazag gyorc yu-
kayca C u reiose ipare unisieipuuemo y Ojnepos yukayc. Mehyiium, kaga ciaiuinemo
go usopa W tpumehyjemo ga u3 reia nocitioje Heitocehene ipare u iiaga odUNAZUMO
uurayc Cy u epahamo ce y useop w. Taga cy iiocehene cee ipane uz ueopa w, ua ce
eépahamo Hazag ipanama yukayca CZ, unimeipumyhu ux y Ojnepos yukayc, a 3amum
Hacaewsamo ga ce pahamo nazag ipanama yuxayca C og ueopa w go ueopa 2, uH-
wweipuwyhu wako u e ipane y Ojnepos uuxayc.

Hacitiasmwamo ga ce epahamo nazag ipanama wyuxayca C' unitieipumyhu ux y Ojnepos
uurayc. Kaga ciwiuinemo go ueopa y odunasumo yuxayc C's u epahamo ce nazag y ueop
Y. Towitio cy waga cee ipare uz ueopa Y iocehene, epahamo ce nazag gyosic yukayca
Cs u Ha wwaj navun on ce unigeipuwe y Ojaepos yurkayc.

Haciniasmwamo ga ce epahamo nazag ipanama wyuxayca C' unitieipumyhu ux y Ojnepos
uukayc. Kaga ciiuinemo go ueopa x odunasumo wyuxayc C, u epahamo ce nasag y
ugop . Tlowtio cy wiaga cee ipane uz ueopa x iocehene, epahamo ce nazag ipanama
uurayca Cy u on ce na waj Hauun unitieipue y Ojaepos YUKAYC.

Ha kpajy ce epahamo ynazag ipeociianum ipanama yukayca C og ueopa x go ueopa u
uniieipuwyhu u itie ipare y Ojrepos yuxayc.

Towiio cmo ipane gogasaau yHaszayg, konauar Ojrepos yukayc gooujamo odpiiarbem pego-
cnega gogamux ipana.

Hpumeiniumo ga yuxayc C uma ynoty trasnot ayiia, a yukaycu C,, Cs u Cy umajy ynoty
cilopegHux iyiiesa y ogrHocy Ha weia. Mehyitium, y wpenyiixy gok unigeipuwemo yuxayc C
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Y pe3yaiiiait, o uma yaoly tnaenol iyiia, a yuxayc C o UMA Ynoly ciopegHol Uytia.

Hpumemiumo u ga yuxayce C| u Cy cMATAPAMO 0GBOJEHUM YUKAYCUMA, CAMO 3ATHO WITO CMO
woxom odunacka ipagpa yHaipeg y WpeHyiliKYy Kaga cmo gowau Y 48op W ogadparu ga ce
epaitiumo Hazag iparama yukayca C go ueopa z, ymeciiio ga Kpenemo y 0OUNa3aK YuKayca
02. Ja cmo fipunuxom u3z ueopa W HAUPAGUAU 0OUNA3AK UUKAYCA 02 ipe Helo wiio ce ipa-
Hama yukayca C| epatmiumo y ueop z, iwaga ou geaosano ga u3 4eopa z HOCoju camo jegau
cilopegnu uyuxkayc (gogyute camoitpeceyajyhu). Oduarackom reiosux ipana yHazag goduo ou
ce HOMHYHO uciu Kpajreu pesynimam, mj. Ojrepos yuxayc.

[pumehy jemo qa anroputam nMa peKyp3uBHY CTPYKTYPY (ca I71aBHOT LUKJTyca Mpea3uMo Ha
CIIOPE/IHY, ca KOjer MoxeMo Ipehy Ha HOBU CIIOPEHH LIUKJIYC U TaKo Jajbe), Ia M UMILIEMEH-
Taluja Moxe OUTH pekyp3uBHa. MoaudukyjeMo peKyp3uBHH aIropuTam odujIacka y 1youny
TaKo Jia MpoJia3u CBUM paHuje HeroceheHnM u3ina3HuM rpaHama u3 tekyher upopa. Kana ce
3aBpIIM PEeKyp3BHU OOMIIa3aK CBHX cycena, Tekyhu uBop ce noaaje Ha moderak OjiepoBor
UKJTyca Koju ce rpamy. [IpuMeTrMo aa ce, 3a pa3jivKy Of KJIACMYHOT oOWiacka y ayOuHy,
HE BOJY padyHa O TOMe KOjH Cy YBOPOBH paHWMje rmoceheHu, ma ce peKyp3uBHA 00paa HCTOT
YBOpa MOXe IMOKPEHYTH U HEKOJIMKO MyTa. Y WIAaBHOj (PYHKIMjU NIPBO M3padyyHABaMO M3Ja-
3HE CTereHe CBUX YBopoBa (j1a du OjiepoB MUKITYC CUTYPHO TIOCTO a0, IPETIOCTaB/haMo A Cy
VM YJIa3HU cTeneHu jeaHaku). Kana npohemo Hekom rpaHoM U3 Tekyher uBopa, nzdauuhemo
je 3 masber pasmaTpama. AKO je U3J1a3HU CTeleH Y HEeKOM TPeHYTKY jefiHak k, cmaTpahemo
na je HerioceheHo mpBux k rpaHa y quctu cycesa tor ysopa. I[locehupahemo yBek mocienmy
o1 BUX 1 u3danuBaheMo je U3 Jaber pasMaTpama cMamwyjyhu u31a3Hu CTereH.

deque<int> ojlerovCiklus;
vector<int> izlazniStepen;
void posetiCvor(int v) {

while (izlazniStepen[v] > 0)

posetiCvor(listaSuseda[v][--1zlazniStepen[v]]);

ojlerovCiklus.push_front(v);
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voild pronadjiOjlerovCiklus() {

int brojCvorova = listaSuseda.size();

i1zlazniStepen.resize(brojCvorova);

for (int v = 0; v < brojCvorova; i++)
izlazniStepen[v] = listaSuseda[v].size();

posetiCvor(0);

AKO He XeJIMMO pPeKyp3UBHY MMILUIEMEHTAL]y, TOKOM OTKpUBama LHUKJIyca hemMo rpaHe
Tj. BBUXOBE Kpajibe YBOPOBE CTaB/baTH Ha citiek. Ilpunmkom odpane HUKIyca Tj. Herope
UHTErpauyje y Kpajibu pesyJirar, YBopoBe ieMo CKuaTu ca cTeKa M TO je pasJior 3aliTo ce
npoHaeHH IMKJIyC y Apyroj (a3u odunasu yHasza[ (aJITepHaTUBHO, YBOPOBE OMCMO MOIU
JOAABATU y pel U Taja Ou OM ce UUKJIYC U y Apyroj ¢a3u odunasuo yHampen). [pumkom
CKHJ/Iaba CBAKOT YBOpa ca CTeKa MpoBepaBaMo Jia JIM Cy CBe I'paHe Koje Iosia3ze U3 mera
nocehene. AKO jecy, 3aBpIIMIM CMO 0Opajay TOr YBOpa U Hera JOAajeMO Y HU3 YBOpPOBA
Koju oapehyje OjnaepoB LHUKIyC. Y CyMPOTHOM, aKO HUCY CBE I'paHe Koje moja3e u3 Tekyher
ypopa nocehene, U3 Tor ysopa kpehemo oduinazak HOBOI LMKJIyca AoAajyhu 4Bopose Tor
LMKJIyca Ha Bpx cTeka. Ha Taj HauuH je 00e30eheHo na he Taj HOBU 1UKIyC OUTH 0OpaheH
Y MHTETPHCaH y pe3yJTaT Ipe HEero INTO Ce HACTaBH Ca 0OpaJioM IoJias3Hor Iukiayca. Kama
Taj UUKJIyC Oyne oOpal)eH U MHTErpUcCaH y pe3yJTaT, ’eroBu YBOpoBU he OMTH CKUHYTH ca
cTeka 1 Taga hemMo HacTaBUTH ca OOMJIACKOM MOYeTHOr Iukiyca (yHaszan). [Ipumernmo ma
HH Y jeJHOM TPEHYTKY HE MOPaMO EKCIUIMIMTHO Jla IPOBEpaBaMo Jia JI CMO C€ BPaTHJIU Y
MOYETHH YBOP TeKyher HUKIyca, HUTHU J1a MPOBEPaBaMo Jia JIM ce TPEeHYTHO BPIIY MpBa ¢aza
(odunazak yHampes KOjUM Ce OTKpUMBA HOBM LMKJYC) WM Ipyra ¢asa (oOuia3ak yHaszasj
KOjUM ce YBOPOBM MHTErpuuly y pe3yatar). Ako Tekyhu yBop mMa HemoceheHe cycene,
CTaB/baMO Ta Ha CTEK U IIPEela3MMO Ha HEKOI HEeroBOr HemoceheHOr cyceaa, a ako Hema,
CKM/IaMO Ta ca cTeka u jojajemMo y pe3yinryjyhu nukiyc. Kapa crek mocrane mpasaH, To
3HA4M J1a CMO 32 CBE YBOPOBE Pa3MOTPUIIM CBE IPaHE KOje [10J1a3e U3 IUX, Tj. Ja Cy CBE IPaHe
oOpabene u 1a je OjnepoB LMKIYC KOHCTPYUCaH.

Axo rpad G cagpxu camo Ojnepos myT, a He 1 OjJIepoB UKITYC, AITOPUTAaM 3all0UUHE CBO]
pan U3 YBOpa UMjU je U3JIa3HU CTETeH 3a jefaH Behu of yia3Hor. AJNTepHATHBHO, Y HEyCMe-
per rpad G ce MOKe JOJaTH rpaHa KOjoM ce HOCTH ke ycJIoB ja rpad uma OjiepoB LHUKITyC
Y 3aTUM MCKOPUCTUTHU MPETXOAHU anroputaM. HakoH nponanacka OjnepoBor HUKIyca y 10-
nymeHoM Ipadyy, Ta rpaHa ce yKjamwa U3 [UKJyca u 1oouja ce OjaepoB myT.

Y HacTaBKy je MpuKa3zaHa HEPeKyp3WBHA UMIUIEMEHTaIja XUPXOJIIEPOBOT aJITOPUTMA KOjH
npoHanasu OjnepoB HUKIyC y yeMepeHoM rpady. JeaHocTaBHOCTH paau heMo mpeTtnocrta-
BUTHU J1a je rpad MOBe3aH, Ia je 0duaa3ak JOBOJFHO MOKPEHYTH jeIHOM, U3 MPOU3BOJHHOT
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YBOpA.

vector<int> pronadjiOjlerovCiklus() {

// rezultujuci ciklus, odredjen cvorovima kroz koje se prolazi

vector<int> ojlerovCiklus;

// stek na koji stavljamo cvorove u redosledu obilaska

stack<int> tekuciPut;

// na stek dodajemo polazni cvor
tekuciPut.push(0);

// sve dok postoji neki cvor na tekucem putu
while (!tekuciPut.empty()) {
int tekuciCvor = tekuciPut.top();

// ako i1z tekuceg cvora postoji jos neka grana koju nismo posetili
if (izlazniStepen[tekuciCvor] > 0) {

}

// pronalazimo cvor do koga postoji grana i1z tekuceg cvora

int naredniCvor = listaSuseda[tekuciCvor][--izlazniStepen[tekuciCvor]];
// napredujemo ka narednom cvoru

tekuciCvor = naredniCvor;

tekuciPut.push(naredniCvor);

// ako iz tog cvora ne postoji neposecena grana
else {

}

// cvor dodajemo u Ojlerov ciklus
ojlerovCiklus.push_back(tekuciCvor);

// vracamo se unazad da bismo nasli preostale cikluse
tekuciPut.pop();

// obrcemo cvorove u ciklusu

reverse(begin(ojlerovCiklus), end(ojlerovCiklus));

return ojlerovCiklus;



240 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

Cnuka 2.63: Wnycrpauyja u3BpliiaBama XUpXOJLEpOBOr AlTOPUTMA Y CIIydajy JaTtor ycMe-
peHor rpada.

I Mpuwmep 2.7.4

Ha cauuu 2.63 uayciiposano je uzspuiasarbe Xupxonyepogot ariopuiima Ha gaimom ycmepe-
Hom Ojneposom ipapy. Aniopuitiam citiapiiyje u3 ueopa 0 u GpoHarasu, peuumo, YUKAYC
(0,5,4,0). I'pane osol yukayca ce wokom oduracka ykaareajy us ipagpa. Ilpuauxom io-
epaitika y usop 0 iiposepasa ce ga au iocitioju Heka Hellocehena ipana y ipagy xoja ionasu
u3 ueopa 0 u dowitio iocimoju ipana (0, 1) naciwiaewamo iparnom ka usopy 1 u iponarazumo
noeu uuxayc (0,1,5,1,3,5,0). I'pare u 060f yukayca ce WoKom 0dUNACKA YKAAHAJY U3
ipacpa. Iyt kojum cmo ce go cag kpeitianu cagpicu pegom usopose (0,5,4,0,1,5,1,3,5,0).
Y osom impenyiixy xonciaitiyjemo ga uz ueopa 0 ne focitioju Hujegra Hellocehena ipana y
ipagpy, iie jegaH ilo jegan ueop wexyher iyitia ipedbayyjemo ¢ kpaja iyita y Ojrepos yukayc;
iipe Heio witio usop ipedauumo y Ojnepos YUKAYC Ipoeepasamo ga Ay Iociioju jout Heka He-
ilocehena ipana y ipagby koja kpehe u3 iwioi ueopa, axo ilocitioju kpehemo y iomipaly 3a HOBUM
YUKAYCOM U3 THOT 480Pa, G AKO He HOCIOjU, OHga usop ipebauy jemo y Ojaepos yurkayc. Haxon
apedayusarba usoposa 0, 5 u 3 yiephyje ce ga uz usopa 1 fociwioju ipana ka ueopy 2 koja
go caga nuje duna iocehena ine owmkpusamo nosu yukayc (1,2, 1) u ueopose osor yuxayca
gogajemo Ha kpaj iexyher iyitia. Haxon 080T yuxkayca, ceée gox He UCUPIeMO C8e U80pose U3
wwexyher iyma Hehemo dponahu Hujegny Hosy ipany. Konauwno, 3axmwyuyjemo ga je y ogom
ipagpy jegar og Ojaeposux yurayca (0,5,4,0,1,5,1,2,1,3,5,0). Cagporcaj iwexyhei ayinia
u gena koncmpyucaror Ojnepogor yukayca Kopax o kopak ipukasanu cy y maodeau 2.2.
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Tabena 2.2: [Ipumep uzBpiIaBama XUpXOJILEPOBOT AITOPUTMA 3a rpag ca ciuke 2.63.

tekuciCvor

tekuciPut ojlerovCiklus
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Bpeme m3BpmaBama XUpXoIepoBOr AJITOPUTMA Y YCMepeHOM rpady KOju je MpeacTaB/beH

nmcrama nosesanoctr w3soc O(|E|). Hamwme, ykomuxko je |[V| > |E

, OHJa rpag uMma

M30JI0BaHE YBOPOBE KOjH CE TOKOM alropuUTMa He pa3Matpajy. MIcTakHUMO U TO Jja YKOJIMKO
je rpag HeycMepeH, OHJla PUIMKOM OpHcama HeKe rpaHe, Tpeda o0pucaTi 00e lbeHe Koluje:
(u,v) u (v, u), mITO je omepalMja Koja ce He U3BpIIaBa ePUKACHO Y CIIydajy perpe3eHTalje
rpaca nucrama noseszaHoctd. Crora je XupXoJLepoB ajJropuTaM y ciydajy HeyCMepeHOr
rpacda mMame euKacaH.

Ako ce Tpaxku OjepoB IyT (a He LIMKJIYC), AITOPUTAM CE IPUMEBY j€ Y UICTOM OOJIUKY, jeIMHO
IITO U3BPIIIABAEHE MOPA JIa [TOYHE O] YBOpA UMjH je N3JIa3HU CTEIIeH 3a jelaH Behul o/ y1a3HoT.



242 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

2.7.1.2 dnepujeB anroputam

Hpyru mo3HaTu anropuTam 3a KOHCTpYKIHUjy OjiepoBUX LUKITyca Wi ITyTeBa y rpady, mopea
Xupxonueposor, je @aepujes'® antopuitiam (enrn. Fleury’s algorithm). Ou kpehe ox mpou-
3BOJBHOT YBOPA M Y CBAKOM KOpaKy TeKyhu IMyT MpoIupy je HEKOM rpaHoM U3 Tekyher 4Bopa,
KOjy 3aTUM YKJIama u3 rpacda. Ako je moryhe, Oupa ce rpana Koja HHje MOCT Tj. TpaHa Koja
He pa30uja rpacd Ha BHIlle KOMIIOHEHATa MOBE3aHOCTH. AKO TaKBa rpaHa He TIOCTOju, OHJ/Ia ce
YT TIPOIIMPYje TpaHOM Koja jecte MocT. Hamme, ako Orucmo n3adpanu rpaHy Koja je MOCT
KaJia U3 TOT YBOpa IMOCTOjU jOII HeKa rpaHa, Mpelni OUCMO Y KOMIIOHEHTY MTOBE3aHOCTH KO-
jOj He mpuMaga Taj YBOP U He OMCMO MOTJIU 1 C€ BPAaTUMO JI0 Fhera U J]a IPoheMOo TOM rpaHOM.
Harnacumo na nako nonaszuu Ojnepos rpad CUTYpHO HEMa MOCTOBa, OHH €& MOTY I10 jaBUTH
TOKOM U3BpIlIaBaa aJirOpUTMa, jep ce u3 rpada uszdaityjy rpae.

OBaj anropuraM ce 3aCHMBA Ha JETEKLIMjU MOCTOBA Yy rpady y CBAaKOM KOpaky U Mame je epu-
KacaH — werosa cioxkeroct ustocu O(| E|?). Tloctoje MHKpeMeHTAIHY AJIOPUTMH 3 JIETEK-
L)y MOCTOBA YMjOM C€ YHOTPEOOM CJIOKEHOCT aJITOPUTMa MO3Ke IONpaBuTH, amu Prepujes
aJropuTaM M Jlajbe OcTaje CIOXKEeHUjU U HeepUKaCHUjU of XUPXOJIIepoBor, na ra Hehemo
1aJb€ aHATM3UPATH.

2.7.2 XaMuWU/ITOHOBM NyTEeBU U LUKYCU

Jeman ox BaxHUX MpodsieMa y OMOMH(MOPMATULM jecTe Malupame reHoMa, rIe je 3aAarak
HCKOMOMHOBATHU BEJIMKU Opoj MajMxX (p)parMeHaTa reHeTCKOr KOJa y jeIMHCTBEHY I'€HOMCKY
cekseHy. OBaj mpodsieM ce Moske pa3MaTpaTu Kao rpaoBCKU: CBakH of (pparMeHaTa Oaro-
Bapa 4Bopy rpada, a cBako IpeKaname (MoKJIaname Kpaja HeKor (pparMeHTa ca II04eTKOM
Hekor apyror) rpanu rpaga. [lutame Koje ce mocrapba jecte Aa v je Moryhe HanmpaBUTH
MPOCT MYT Yy rpady KOju Mposias3u Kpo3 CBaKM YBOP rpaca TauHoO jeJHOM.

Xamunitionos'* fiyii (enrsn. Hamiltonian path) je myT koju nocehyje ceaku usop rpaca TauHO
jenHoM. AKo XaMWJITOHOB IyT HIOUMEbE M 3aBpIIABa CE€ Y ICTOM YBOPY OH C€ HazuBa Xamii-
wwionos uyuxayc (eart. Hamiltonian cycle, Hamiltonian circuit).

I Mpumep 2.7.5

I'pacgp iipuxazan na cauyu 2.56 cagpocu Xamunimionos iyin A, B, C, D, E. I'pag ca cauxe
2.56 uma u Xamunimionos yukayc Koju douurbe u 3aspuwasa ce y ueopy A: iwo je uuxayc

(A7 B7 E? D’ C? A)'

I'pad xoju cagpxm XaMUITOHOB IUKIYC 30Be ce Xamuaitionos ipagh (enrn. Hamiltonian
graph). XamMWITOHOBU LUKJTyCH 100WIM cy uMe y yact Bumjama Xamuitona koju je 1857.

Bljep Xenpu ®nepu (¢pp. Pierre-Henry Fleury), pohen 1833, (hpaHIlycky MaTeMaTHyap ¥ HACTABHUK.
"“Bumtjem Xamunron (enrt. William Rowan Hamilton), (1805-1865), upcku MaTeMaTiyap.
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rOJMHE M3YMEO ClIarajviy Koja yKJbydyje MoTpary 3a OBOM BPCTOM LIMKJIyca y rpady cauu-
HEHOM Of1 MBUIIA JI0JeKaelpa.

IMpupoaHo ce pazmarpa npodiem oxpehuBarba XaMUITOHOBUX LIMKJTyca.

MpoGnem

3a gariu ipagh (Ouno ycmepen, ouno Heycmeper) yiuspguitiu ga au uma Xamuaitionoe uu-
KAYC U aKo uma ogpequinu ia.

3a paznuky o npodsieMa OjepoBUX LUKIyca, TPOdJIeM Halakeha XaMUITOHOBUX LIUKIyCa
(OAHOCHO KapaKTepu3alidje XaMIJITOHOBUX rpacoBa) je Bpio Texkak. [la Ou ce mpoBepuiio
na 4 je rpad Ojnepos, I0BOJBHO j€ 3HATU CTENEHE HEroBUX YBOPOBAa. 3a yTBphuBame Aa
M je rpad XaMWJITOHOB TO HMje JIOBOJbHO. 3aucTa, ABa rpadpa MpHKa3aHa Ha ciauiu 2.64
umajy mo 16 uBopoBa creneHa 3 (gakie nMajy ucty Opoj YBOpOBA M UCTE CTENEeHe YBOPOBaA),
M je npBu XaMIJITOHOB, a JPYrd OUYMITIEAHO Huje. [Ipodiiem mcnuTuBama 1a Ju je Jatu
rpacd XaMuITOHOB criafa y kiaacy NP-koMImieTHUX rmpodiiema, 1ma Huje TIO3HATO A JIU TIOCTO jU
CyOEKCIOHEHIVjaJTHU aJITOPUTaM 32 HerOBO pelllaBakbe.

Cnuka 2.64: JIBa rpadpa ca mo 16 uBopoBa cternieHa 3, 011 KOjUX je pBu XaMHUJITOHOB, a Ipyru
HHUje.

Asroputam rpyde cuiie NojipasyMeBa POBEPY CBUX MEPMYTALMja YBOPOBA U HEroBa CIIOKE-
woct je O(|V|!), wrro je uspasuro HeeprkacHo.

Moryhe je au3ajHUpaTH aIrOpUTaM 3aCHOBAH Ha JMHAMUYKOM IIPOrpaMupamy uuja O cjlo-
eHocT duia goneksie doma O(|V| - 2|V|). OcHoBHa Hj€ja je J1a ce pellaBajy HoTIpodIeMu
odnMKa: ,,3a (PMKCHpaHH MOYETHH YBOP U, CKYIT YBOpoBa S W 3aBPIIHKU YBOP ¥, A4 JIU MO-
CTOjH IyT KOjU MOYHEHE U3 YBOPA U, [IPOJIA3K KPO3 CBE YBOPOBE U3 S U 3aBPIIaBa Ce YBOPOM
v”. OdenekuMo OBy JIOTMUKY BpenHoct ca DP(S,v). Basy uuHu npasan ckyn S u Taja
DP({), v) Baxu TauHO 3a YBOPOBE ¥ 3a KOje TOCTOju rpaHa (u, v). 3a HelpasHe CKymoBe S

Baxxu DP(.S, v) ako u camo ako nocroju v° € S tako ga Baxu DP(S \ {v},v") u nocroju
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rpana (v',v). Ha kpajy, XaMUITOHOB LMKJIYC MOCTOJU AKO MOCTOJU HEKM YBOP U TaKaB Ja
Baxu DP(V \ {u}, v) u nocroju rpauna (v, u).

Mu ce y oBoM y11deHuKy HeheMo aetabHUje OaBUTH XaMUJITOHOBUM IyTEBUMA U LUKJITYCHMA.

3aparak: [le BpyjHOB HU3

Tle BpyjHos'> Hu3 je nukmmunm Hu3 Spojesa us untepsana [0, k), KOju Kao CBOje CerMeHTe
capxku cBe Moryhie n-ToulaHe HUCKe YHjH Cy elleMeHTH OpojeBu u3 untepsana [0, k). Ha
npuMep, Hu3 0110 je e BpyjHoB 3a k = 2 un = 2, jep caapxu pexom 01, 11, 10 1, Ha Kpajy
00 (jep je HOIYIITEHO Ja ce eJEMEHTH YuTajy U LIMKJIMYHO, Ae0 ca Kpaja HU3a, Ia 3aTUM ca
nouetka). Hajkpahu ne BpyjHOB HU3 cajipxu TauHO k™ enemeHaTa. 3aucta, KOHCTPYKTHBHO
hemo mokasaru ja noctoju ae bpyjHos Hu3 gyxkune k™. Ca apyre ctpaHe, OCTOju TavHO k™
PasIMYMTHX N-TOWIAHUX HU30BA YUjH Cy eJleMeHTH OpojeBu u3 untepsaia [0, k), cBaku of
UX ce jaBjba y Jie BpyjHOBOM HM3Y M MOUMIbE Ha Pa3IMINTO] MO3ULIMjH, TIa 3aTO Ty KHUHA J1e
BpyjHoBor HM3a Mopa outh dap k™. Hamucatu mporpam Koju 3a AaTto n ¥ k UCTIICYje HeKu
Hajkpahu ne bpyjHOB Hu3.

Onuc yaaza
Bpojn (1 <n <10),azatumudpoj k (2 < k < 4).
Onuc uzaaza

Ha cranmapaau uznas ucnucaty OWio Koju Hajkpahu ne BpyjHOB Hus3.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Yaaz Hznasz

2 2 0110 33 002221211122012021011020010
Peweke

Crakwu of k™ Hu30Ba Tpeda Ja ce jaBM TAYHO jeJIHOM Kao CETMEHT TPAKEHOT HU3a, IPU YeMY
ce CBakKa JBa y3acTOIIHA CerMeHTa MoKJanajy Ha n — 1 nosunyja. [IBa cerMeHTa MOry OUTH
y3aCTOIHA aKO U caMoO aKo ce mocneAwnx n — 1 dpojeBa mpBor nokiana ca n — 1 npBux
opojeBa npyror cermenta. OBo je Moryhe mopnenoBatu ycMepeHuM rpagom. CBaky HU3
Opojesa u3 untepsaia [0, k) 1yKuHE 1 MOKEMO IPE/ICTABUTH je[HUM YBOPOM rpacda (rpad,
nake, uma n* uBoposa), a rpaHa o usopa A 10 4Bopa 5B IOCTO 1 ako U camo aKko Hu3 A u
HU3 B Mory fa dy1y y3acTONHM cerMeHTH (KOjH ce mpekJianajy Ha n— 1 nosunmja). [Ipumepu
TakBuX TpadpoBaza k =2un = 1,n = 2 un = 3, Cy NIPUKa3aHN Ha CJIMIIH.

Caaku nyT y rpagy oarosapa dvHapHOM HU3Y U odpatHo. Ha npumep, ne bpyjHoBom HU3Y
00111010 3a n = 3 u k = 2, oaroBapa ImyT Kpo3 YBOpoBe 001, 011, 111, 110, 101, 010.

!SHukonac ne BpyjH (xon. Nicolaas Govert de Bruijn), (1918-2021), Xonanucku nH(pOpMAaTHIap.
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i

0
@ 1 0 0
0 1 ::jill’ 0 ! 1
(10f————o)
1 1 0 1
Ie BpyjHoB rpad.

Je BpyjHOB HU3 ce MOXe T0OMTH MPOHAIACKOM XaMIJITOHOBOT LIMKJIyca y rpady (jep Xamui-
TOHOB IUKJIYC OOMJIa3H CBAKHM YBOP TAYHO j€THOM, ITpe HETo IITO Ce BPaTH Y MOYETHH YBOP).
HyxuHa HU3a KOja oaroBapa XaMUJITOHOBOM IMKJIYCY je k™ + n — 1, mpu yemy ce nocien-
BUX 1 — 1 eleMeHaTa HU3a MOKJIana ca IpBHUX 72 — 1 eJleMeHaTa, 1a ce OHU MOTY N30CTaBUTH
(IITO OJrOBapa M30CTaBJbAbY MOCIIEHUX 1 — 1 eleMeHaTa XaMUJITOHOBOT [IUKJIyCa).

MehyTtumMm, e BpyjHOB HE3 3a nato n u k ce Mosxxe 100uTH 1 o rpada 3a 1o k un—1. CBakom
CEIrMEHTY @, Ag, ... , A,,_1, G, OArOBapa IpaHa of YBOPA G, ..., q,,_1 JO YBOPA Qqg, ... A,,.
VY ToM ciydajy ce Kpo3 CBaky I'paHy NpoJia3d caMoO jeJHOM, IITO 3Hauu jAa ge BpyjHoBumM
HU30BHMMa ofroBapajy OjaepoBy LIMKIYCH U 0OPaTHO.

3ajatak 3e 3aT0 MOXe pelIuTH MpoHataxemeM OjnepoBor nukiyca y rpady 3a mato k u
n — 1. OjiepoB MUKIyCc MOXeMO npoHahiv XupXoepoBUM arOpuTMOM. AKO 3HAMO CBe
yBopose Oj1epoBOr LHUKJIyca (IIPYA YEMY Cy IPBU U MOCJIECIHU jeIHAKN), HU3 MOXEMO TOOUTH
yuTajyhu peroM BHUXOBE NMocieame OpojeBe, U n3ocTabibajyhu nociaeamsy 4Bop.

VY HapelHOj UMIUIEMEHTAlUj! PEKyP3UBHO HadpajaMo CBE BapHjalldje U TaKO rpaJuMoO CBe
YBOpOBe rpadha Kao eKCILUTUIMTHE HUCKE Irhapa (MMIIEeMeHTalrja Ou ce MOTJIa YHAIIPEeTUTH
KopuliheweM Heke epuKacHuje penpeseHTanyje rpaga).

void sviCvorovi(int m, int k, string& s, vector<string>& rezultat) {
if (m == 0) {
rezultat.push_back(s);
return;
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}
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
s[m-1] = '0' + i;

sviCvorovi(m-1, k, s, rezultat);

// cvorovi grafa su sve varijacije duzine m od azbuke {0, 1, .., k-1}
vector<string> sviCvorovi(int m, int k) {

vector<string> rezultat;

string s(m, ' ');

sviCvorovi(m, k, s, rezultat);

return rezultat;

int main() {
int n;
cin >> n;
int k;
cin >> k;

// generisemo vektor svih cvorova grafa
// cvorovi su varijacije duzine m od azbuke {0, 1, .., k-1}
vector<string> cvorovi = sviCvorovi(n-1, k);

// za svaki cvor pamtimo koja grana je na redu za obilazak
unordered_map<string, int> tekucaGrana;
// na pocetku nismo obisli nijednu granu
for (const string& cvor : cvorovi)
tekucaGrana[cvor] = 0;

// Ojlerov put odreden cvorovima kroz koje se prolazi
vector<string> ojlerovPut;

stack<string> tekuciPut;
// krecemo, na primer, od cvora 00..00
tekuciPut.push(string(n-1, '0'));
while (!tekuciPut.empty()) {

string tekuciCvor = tekuciPut.top();
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if (tekucaGrana[tekuciCvor] < k) {
char grana = '0' + tekucaGrana[tekuciCvor]++;

string sledeciCvor = tekuciCvor.substr(1) + string(l, grana);
tekuciPut.push(sledeciCvor);
} else {
ojlerovPut.push_back(tekuciCvor);
tekuciPut.pop();

for (int 1 = 0; 1 < ojlerovPut.size() - 1; i++)
cout << ojlerovPut[i].back();
cout << endl;

return 0;

2.8 TeXuHcku rpadoBum

VY npodnemuma Koju ciene daBuhemo ce imedxcurckum ipagosuma (eHri. weighted graph),
OIHOCHO TpapoBUMa Yy KOjUMa je CBakoj paHM MpUIpYykKeHa WheHa iedxcura (eHr. weight).
VYMecTo TekuHa rpaHe 4yecto eMO KOPUCTUTH M TePMUH AyKMHA I'paHe W MOA TEPMHUHOM
gyoicuna iywia cMaTpaheMo 301p Ty)KHMHA I'paHa Ha TOM IyTy (a He Opoj rpaHa Ha TOM IyTY).
Ha cimm 2.65 npukasas je jeman ycMepeHH TeXUHCKH rpad. Y oBoM rpady ayKuHA MyTa
(1,2,0) usnocu 5 + 1 = 6, nok myxkuna nyra (1,3,2,0) msnocn 1 +2 + 1 = 4.

Cnuka 2.65: YcMmepeHu TeXUHCKU rpad.
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VY nporpamckoMm je3uky C++ TeXUHCKH rpad MOXeMO MpeICTaBUTH WM MaTPUIIOM ITOBe3a-
HOCTH y KOjOj C€ YMECTO JIOTUIKUX BPEeTHOCTH UyBajy Te:KUHE rpaHa (y3 HEKy CIIeIUjaIHy
HYMEPUYKY BPEIHOCT KOja 03HayaBa /ia YBOPOBU HUCY ITOBE3aHM) WITH JINCTaMa TIOBE3aHOCTH,
I7Ie Ce y CBaKOM eJIEMEHTY JIICTe NTOBE3aHOCTH UyBa MHJIEKC Kpajiher YBOpa IpaHe U TeKHHA
rpase. AKO TeXUHCKH Tpad MpeAcTaBhbaMo JIMCTaMa TIOBE3aHOCTH U aKO Cy JyKHHE TpaHa
1enodpojHe, rpad MoxeMo AeKIapucaT Ha cienehu HauuH:

typedef int Cvor;
typedef int Tezina;
vector<vector<pair<Cvor, Tezina>>> listaSuseda(n);

Hosy rpany (cvorOd, cvor Do) texune t nopajemo y rpad Ha cienehu HauuH:

listaSuseda[cvor0d].emplace_back(cvorDo, t);

INoncerumo ce ma ce mpuMeHoM (PyHKITHje emplace_back Hajmpe KOHCTpywile ypeheHu map
YBOpA U FHEroBe TEXKHHE, a 3aTHM Taj ypeheHu nap Jo1aje Ha Kpaj BeKTopa.

I Mpumep 2.8.1
Yemepenu inesxcuricku ipacp ca cauxe 2.65 3agajemo auctiama Ho6e3aHoCiu:

vector<vector<pair<Cvor, Tezina>>> listaSuseda

{{}, {{2,5}, {3,1}}, {{0,1}}, {{0,4}, {2,2}}};

Heycmepene rpaoBe MOkeMO cMaTpaTé ycMEPEHUM, IIPY YeMY CBAaKOj BMXOBO]j HEyCMepe-
HOj TPaHM OJroBapajy IBe ycMEpeHe I'paHe UCTe Iy)KUHe. AJIrOpUTMU Koje hemo pasmarpartu
HaJ| TeXKMHCKUM rpad)0BUMa OJJHOCE CE M Ha yCMepeHe U Ha HeycMepeHe rpadose.

2.9 Hajkpahu nyteBu N3 3agaTtor ysopa

ITocToju MHOTO cuTyalMja y Kojuma ce jaBiba MoTpeda Ja ce u3pauyHajy Hajkpahu myTeBu
kpo3 rpa¢g. Ha mpumep, rpad moxe onroBapaTu ayTo—KapTé: YBOPOBH Cy I'DaJoOBH, a Oy-
JKUHE rpaHa qyK1He AMPEeKTHUX MyTeBa nu3Mely rpagosa (vim Bpeme NOTpedHo Aa ce Taj myT
nipehe, WM TPOLIKOBH J1a ce M3rpaan). 3ajgartak je npoHahu Hajkpahu myT (y cMHUCITy TyKHHE,
MPOTEKJIOT BpeMEeHa 1M NOTPEOHOT yilarama) Off jeAHOT Ipaja 1o Apyror. 3agaly OBOT THIA
ce hopMyIuIIly Ha MPOU3BOJBHUM TEKHUHCKUM I'pacoBHMa, TAKO LITO Ce MOJ IyKWHOM ITyTa
MoJpa3yMeBa 30Mp CBUX TEKUHA I'paHa HAa TOM MyTy (ma je Hajkpahu myT 3ampaBo IyT ca
HajMamkHUM 30MpOM TeKHMHa I'paHa).

AunroputMu 3a opehuBame Hajkpahux IMyTeBa Urpajy BakHY yJIOTY Uy PYTUPamy MojlaTaka
KpPO3 KOMYHHKAIIMOHY MPEKY, Y KOHTEKCTY ofpehuBama HajepruKaCHUjUX MyTamba (Y CMUCITY
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MHHMMH30Baba Kallllbemha WK 3aryIlekha) ol U3Bopa JO OApeauIlTa. AJTOPUTMH 32 pady-
Hambe Hajkpahux myTeBa Hajla3e MPUMEHY U y ONTHMH30Baby JIaHIa cHabeBamba, OTHOCHO
y oapehuBamy Hajkpahux myreBa 3a TPaHCIOPT pode Of Mpou3Bohaya A0 AUCTPUOYTUBHUX
LEHTapa, a 3aTUM U Kpaj’hUX [0TpoLIaya.

Naxo je yecto notpedHO na ce Hahe Hajkpahu MyT o AATOr MOYETHOT O AATOT 3aBPLIHOT
YBOpa, HaJTaxkeme Tor Hajkpaher myTta Huje Moryhe 0e3 Hajlaxkemwa Hajkpahux myTeBa of Mo-
YETHOT [0 MHOTHX JIpYTMX 4YBOpoBa rpaca. 3ato ce 0OM4YHO pazMarpa ciiegehu mpoodsieM.

Mpo6nem
3a gainiu yemepernu wmexcuricku ipagp G = (V, E) u rbeios ueop S uponahu najkpahe
iyitiege (ilyiniese ca HAjMArGUM 30UPOM THENCUHA IPAHA) Og S gO C8UX OCIUANUX UBOPOBA.

I Mpumep 2.9.1

Pazmottipumo iipumep ogpehusarba najkpahux iyiiesa og ueopa 1 go ceux ociianux 4eoposa
y ipagby ca cauke 2.65:

* najkpahu iy go ueopa 3 je gupexina ipana (1, 3) gyocune 1,

* najkpahu iyi go ueopa 2 je iyiui (1,3, 2) yxyine gyscune 1 + 2 = 3, a ne gupexitina
ipana (1,2) gyocune 5,

* najkpahu iy go ueopa 0 je ayini (1,3, 2,0) yxyine gyscune 1 +2 + 1 = 4.

2.9.1 Auymknunukun rpacgosm

Ipernocraumo Hajupe aa je rpap G = (V, E) atmkimuku. V ToMm ciydajy npodiem je
JIAKIIH U BETOBO pelliekhe MoMohu he HaM /1a TpodJieM peluMo 1 y OIIITeM cityvajy. Texune
rpaHa Mory OuUTH NpOU3BOJbHE (TIO3UTHBHE, HYJI4, 1A YaK U HETaTUBHE).

Ha npumep, ako je rpad IpBo U TpaxuMo Hajkpahe ImyTeBe Off KOPEeHa 10 CBUX OCTaJIMX YBO-
POBa, Taja 10 CBAKOT YBOPA MOCTOjU jeJUHCTBEH MYT U OH je yjeaHo u Hajkpahu. [lyxune
THX IIyTeBa c€ MOTY OAPEIUTH OWJIO PEKypP3UBHO (Tako IITO Ce 3a CBaKM YBOP PEKYP3UBHO
oJpeny Hajkpahu MyT oJ] KOpeHa JI0 BeroBOI' POINTEba, KOjU CE 3aTUM MPOAYkKaBa rPaHOM
O] poJMTEshA IO YBOPA), OUJIO UTepaTUBHO (Tako mTo he ce Hajkpahu MyT o CBaKoT YBOpa
MPOIYKUTH I'paHama 10 HEeroBUX HacjaeaHuKa). IIpuMeTnMo /1a ce y OCHOBH 3alpaBo Kpuje
aIrOpyTaM 3aCHOBAH Ha TMHAMUYKOM Iporpamupamy (KOju je y ciydajy peKyp3vBHE UMILIe-
MEHTaLHje OI03r0-HAHMKE, & y CIyda]y UTEpaTUBHE O03[10-HABHIIIE).

U 3a arukmmuke rpacoBe KOjU HUCY APBETA J0 pelliemha ce MOxe TohM Ha CIIMYaH HAUMH.
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2.9.1.1 PeKyp3vVBHM NPUCTYN U AUHAMUYKO NpOrpamMmupar-e

OnummMo peKyp3MBHO pelere MmpodieMa (He odasupyhu ce y MoveTKy Ha euKacHOCT).
Heka je |V| = n. Towro je rpad aumKIMYK{, MOKEMO Jia MCKOPUCTUMO TOIIOJOIIKO COP-
TUpame rpada U Ja YBOPOBE y TOINOJIOLIKOM peJocieay O3HAuuMoO ca Uy, Uy, ..., U,,. AKO
j€ peaHu dpoj uBOpa s OJ Kora Tpeda ogpeuTy Hajkpahe myTeBe y TOMOJIOMIKOM peAociiely
jennak k (1j. ako je s = v;,), OHJIa c€ YBOPOBH Ca PEIHIM OpojeBUMa MaiM O k He Mopajy
HM pa3MarpaTy, jep He IOCTOjU HAUMH Jia Ce U3 YBOpa S JO BHX Aohe. 3aTo, jeAHOCTaBHOCTH
panu, MpeTnocTaBUMO Ja je peIHu Opoj YBOpa S OJ] Kora Tpeda u3pauyHatu Hajkpahe myTeBe
y TOIIOJIOIIKOM pefocieny 1, Tj. Aa je s = v;. AKO JOAATHO MPETHOCTABUMO Jja OCHM YBOpa
sy rpacpy HeMa Apyrvx YBOpOBa YMjH je yJIa3HU CTETeH HyJIa, TaJja MOXKEMO OUTH CUTYPHH Jia
he 1o cBakor 4Bopa MoCTOjaTy IMyT O MOJA3HOT (Y CYIPOTHOM, 0 HEKMX YBOpoBa Hehe mo-
CTOjaTH MyT, 1a 32 BbUX MOXEMO MPETIOCTABUTH J1a je TykHMHa HajKkpaher myTa jeqHaka -+00).
Penocen uBopoBa MoOHjeH TOMOJIOMIKMM COPTHPAEM je TIOToJIaH 3a IpUMEHY MHAYKIIH]je,
Tj. CyrepHilie jeIHOCTAaBHO PEKYP3UBHO PEIleHe, KOje ce 3aTUM TEXHUKOM JUHAMUYKOTL MPO-
rpamMHpama MOXe ONTUMHU30BATH U IIPETBOPUTH Y e(PHKACHO UTEPATHBHO pElIeHhe.

W3na3 u3 pekypsuje HacTyna Kajia ce odpalyje uBop v; ¥ Hajkpahu IIyT Off TOT YBOpa JI0 Bera
camor je gysxune 0.

INocmatpajmo Hoceisy YBOP Y TOMOJIONIKOM pelociely YBOpOBa, OAHOCHO 4BOp v,,. O3Ha-
4YUMO Jy:KHHY Hajkpaher IyTa of S 10 IIpOU3BOJBHOT 4BOpa v, ca v,.SP (eHr. shortest path),
a 1ykuHy rpase (x, y) usmehy npousBosbHa JBa uBopa x 1 y ca d(x, y). la ducmo oape
BPEIHOCT v,,.SP, JOBOJBHO je [a IpPOBEpUMO CaMO OHE YBOPOBE ¥, U3 KOjUX MOCTOjU rpaHa
10 v,,, jep ce Hajkpahu ImyT A0 v,, MOpa 3aBPIINTH HEKOM Of TUX IpaHa (ciuka 2.60).

€D

Ciuka 2.66: Pauyname Hajkpaher ImyTa o 4yBopa § = vy [0 HOCJIEIEr YBOpa vU,, Y TOIOJIO-
IIKOM TOpeTKY. YBOPOBH ) , ..., ¥; ~CY CBU YBOPOBU M3 KOJUX MOCTOJH IPaHa [I0 V,,.

[ommro ce Hajkpahu MyTeBU O CBUX OCTAIMX YBOPOBA MOTY OJPENUTH PEKYP3UBHO, BPEJHOCT
v,,.SP duhe jenHaka munumymy 30oupa v,.SP + d(v;,v,,), 110 CBUM YBOPOBUMA V,; U3 KOJUX
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BOJM I'paHa 10 94BOpa v, :

v,.SP= min {v;.SP+d(v;,v,)}.
(v;,v,)eE

Ha nu je tume npodsiem pemen? Hajkpahu myteBu 10 4BopoBa vy, ... U,,_; Cy odpeheHu des
pasmarpama 4Bopa v,,. [Iurame je 1a 1m gogaBame YBopa v,, y CKyIl YBOPOBA JI0 KOJUX CMO
oJpeIuy Hajkpahe IyTeBe MOXe [a CKpaTy HajKkpah ITyT o1 U 0 HEKOT Of BHX, Tj. Ja JIU je
moryhe 11a je Hajkpahu myT npeko v,, Kpahu oj Hajkpaher ImyTa Koju He BOIM NPEKO YBOpa
v,,. Iomro je v,, MocaeAmU YBOP y TOMOJOLIKOM PeIOoCieay, HU jeJaH APYrd 4BOp HUje
JOCTHXAH U3 v,,, l1a ce AyKMHE OCTaJMX Hajkpahux IyTeBa He Mewajy. [akie, ykiamame
4yBOpA v,, U3 rpada, NpoHaIakewe Hajkpahux MyTeBa y mpeocTaoM rpady, spahame 4sopa

v,, Ha3aja y rpad U pavyyHarbe pacTojama JI0 Hera Cy OCHOBHH JIeJIOBH aJIFOPUTMA.

W3 oBor pazmaTpama JUPEKTHO CJieu OAroBapajyhu pekyp3uBHH ajiroputam. MelhyTum, kao
HITO je TO YecT Cilyvyaj ca PeKyp3UBHMM aJirOPUTMHMA, OH MOXe OUTH Beoma HeedHKacaH,
ycJie]] IOHOBJLCHUX PEKYP3UBHUX TO3MBA (jep U3 YBOpa MOXke BOIUTH Buile rpaHa). OBo ce,
HapaBHO, ONTUMU3Y je HEKUM OOJIMKOM JAMHAMUYKOT TTpOrpaMuparma. Y OBOM CIIydajy je 3aja-
Tak doJbe peraBaTé MHAYKTHBHO, TAKO IITO CE YBOPOBU 00paly]jy y TOIOJIOIKOM pefocieny,
Hajkpahu myT 10 NOYeTHOT YBOpa ce MHULMjanu3yje Ha 0, IOK ce 3a CBaKU HapeJHU YBOP Haj-
Kpahu yT padyHa PUMEHOM IpuKa3aHe pekypeHTHe popmysie. OBO oAroBapa CTaHIapIHO ]
TEXHUIM JUHAMITYKOT MTPOTrpaMHparba HaBHIIIE.

I'pachoBCKM aNrOPUTMHU Cy YECTO 3aCHOBAHM HA HEKOM OOJIMKY MHAYKTUBHO-PEKYP3UBHE KOH-
CTpyKLIMje. Y TaKBUM IPOdJIeMHUMa je CBAaKOM YBOPY rpaca HOTpedHO MPUAPYKUTH BPEJHOCT
HEKe CTaTUCTHKe (y HallleM IPUMepY TO je Hajkpahu MmyT of oYeTHOr yBopa). Bpennoct cra-
TUCTUKE YBOPA OOMYHO 3aBUCH OJf BpETHOCTH CTATUCTUKA HETOBUX CyCe/la U 9ecTo je HajBehn
M3a30B y pellewny npoHahu penocien odpaae yBopoBa Koju he omoryhuru a cy IpriIMkoM
00pazie YBOpa CTAaTUCTHKE CBUX HEroBUX cycesia Beh HchpaBHO U3pavyHaTe Tj. la MOTy OUTH
n3padyHaTe peKyp3uBHUM MO3UBMMA KOj1 Hehe 00yXBaTUTH MO3UB 3a YBOP KOjU CE TPEHYTHO
oOpalyje (jep ou ce y ToM ciyyajy ynauo y OeCKOHaUHy peKyp3ujy). ¥ HalleM NpuMepy, TO
je omoryhuo tononomku pegocies. Ilomro je uBop yecto cycen sehem dpojy uBopoBa, ga
du ce n3derIo BUILIECTPYKO U3pauyHABahE eMY ITPUAPYKEHE CTATUCTHKE, TIOKEBHO je KOpH-
CTUTH WM MeMon3anjy (mamheme BpeIHOCTH Te CTAaTUCTUKE Y YBOPY WJIA ITOCEOHOM HH3Y)
WY JUHAMUYKO NIPOrpaMuparbe HaBuile (Te ce BpeJHOCTH [IaMTe HA UCTU HAYuH).

2.9.1.2 WHAYKTUBHM NPUCTYN: UCTOBPEMEHO TOMO/IOLWKO copTupawe u ogpehuBamwe Haj-
Kpahux nytesa

VY mpeTrxomHO ONMMCAaHOM MOCTYIIKY je Mpe MoYeTKa Tpaxewa Hajkpahmx myTeBa MoTpedHO

V3BPUIMTU TOMNOJIOWIKO copTUpame rpadpa. Takohe, MOTpedHO je 3a CBaKM YBOP OIPEIUTH

rpaHe Koje Bojie 10 Hera, IITo HUje eprKacHa omneparyja Kaja ce KOpUCTe JICTe MOBE3aHO-
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cTu (TpaHe Cy yCMepeHe oOff Ipe/jaka Ka MOTOMIIMMa Y TOTIOJIOIIKOM Pelociie/ly, a He 0OpaTHO).
KoncTpynmmumo caga anroputam 3a Tpaxemne Hajkpahux myTeBa y alluKJINIKOM rpady, y KoM
Cce TOTIOJIOIIKO COPTHpame 00aB/ba NCTOBPEMEHO ca MpoHaIaxkemheM Hajkpahux myteBa. [py-
MM peunmMa, Wb je 00 jeAMHUTH JIBa MpoJiaza Kpo3 rpad (jedgaH 3a TOIMOJOIIKO COPTUPAE U
OpYTHY 32 HaJlaxkeme HajKpahux ImyTeBa) y jeJjaH; IPUTOM Ce CBE BpeMe N3padyHaBama BpIIe
VMHAYKTUBHO, O MIpeJaKa Ka MOTOMIIMMA Y TOTOJIOLIKOM PeloCey.

PasmoTprmMo HauMH Ha KOjU ce aJlrOpuTaM peKyp3WBHO U3BpINaBa (Tociie Hajlakemha TOMOJIO-
mkor pegociesna). IIpBu kopak je no3uB peKyp3uBHeE Ipoleaype 3a uBop v,,. Ilpouenypa
3aTHM I1031Ba PEKYP3MBHO camy cede, CBe JIOK ce He gohe 10 YBopa S = v;. Y TOM TPEHYTKY
ce Oy’kvHa Hajkpalier myTa o 4Bopa S 10 YBOpa s MocTaBjba Ha (), 1 peKyp3uja Mmounmbse na
ce ,,pazmoTaBa”. Pasmarpa ce uBoOp v,; Oy’kMHa Hajkpaher IyTa 10 Wera nsjegHadyje ce ca
Jy’KUHOM rpaHe (v, VU5 ), aKO OHa [IOCTOjH; Y TIPOTUBHOM, He TIOCTOjH MyT Of ¥y 0 Uy. Ciie-
nehu Kopak je mposepa 4BOpa vs. Y 4YBOp Vs yJla3e HajBHUILE [BE I'PaHe — OJf YBOPOBA Uy
W/WIM Uy, Na ce ynopebyjy AyxuHe oaropapajyhux myreBa. YMeCTO OBaKBOI M3BPILIABAbA
peKyp3uje yHa3aa, mokymaheMo J1a ucTe Kopake U3BPIIMMO YHATpes.

Nunyknyja ce npuMemyje npema pacTyhum peaHuM OpojeBHMa y TOMOJIOIIKOM pefociiery
noyeBId of s = v;. OBaj penocnen ocnodaha Hac nmorpede na peaHe OpojeBe yHarpen
3HaMo, na hemMo OMTH y CTamy Ja M3BpIIABAMO MCTOBPEMEHO M aJIrOpuTam 3a oipehjuBame
TOTIOJIOIIKOT ypehema 1 anroputam 3a oapehuBame Hajkpahux myteBa on uBopa s. llake,
MOKEMO Pa3MOTPUTHU HApPEHY UHIIYKTUBHY XHUIIOTE3Y.

HNuaykTuBHA Xxunore3a. 3HamMo MpBUX k£ — 1 YBOPOBA Y TOMOJIOIIKOM PEIOCIIEly YBOPOBA
U IyXUHe HajKkpahux ImyTeBa of YBopa S JI0 HHX.

[NorpedHo je ga oapenumMo yBOp v, ca peaHuM opojem k. To moxe ga dyde Mpou3BOBHU
4BOp Y KOjU HE BOJM HH je[JHa IpaHa U3 YBOpa ca peJHUM Opojem Behum of k (Tj. OuIo Koju
yBop crerneHa 0 kaja ce uzdale cBe rpaHe U3 NpeTXoJHUX 4yBopoBa). da ducMo mpoHaim
Hajkpahu myT J10 v;,, MOpaMo Jia IPOBEPUMO CBe I'paHe Koje Boje y mera. ToNoJIomKy pejo-
CJIe/i TapaHTYje Ja CBe TaKBE rpaHe MoJia3e M3 YBOpPOBa ca MambuM peJHrM dpojeuma. [Ipema
WMHIYKTMBHO] XUIIOTE3U TH YBOPOBH CYy MO3HATH, Kao U OyKMHE HajKpahux MmyTeBa 1O HHX.
3a cBaky rpany (v;, v, ) 3HamMo ayxuHy v,.SP Hajkpaher myTa of1 s JI0 v;, 14 je JyXKHUHA Haj-
kpaher myTa o § 10 v, Ipeko v, jeaHaka v;.SP + d(v;, v, ). [lopen Tora, Kao u panuje, He
MOpaMo Jja BOJUMO padyHa O eBEHTyaIHUM ITpoMeHaMa Hajkpahux myTeBa Ka YBOPOBHMA ca
MambUM peJHIM OpojeBuMa of k, jep ce 10 WX He Moxe Johu U3 4Bopa vy,

Ja He dricMo 3a cBakM 4BOp onpehuBaIy YBOPOBE M3 KOJUX MOCTOjU TPaHa Ka HEeMy, jep TO
HUje edpuKacHa onepanyja y perpeseHTanuju rpada JucTamMma NoBe3aHOCTH, MOXEMO AMTHTH
myxuHe v.SP TpeHyTHO NO3HATUX HajKkpahux MmyTeBa 10 CBUX 4BOPOBA v, yKIbydyjyhu u one
ca ehuM penHuM dpojeM ox Tekyher uBopa vy,. IIpunnkom pasmMaTparma 4Bopa v, HIOTPEOHO
je jeIMHO pa3MOTpHTH rpaHe (vy,, vj) KOje 1oJ1a3e U3 1era, 3a YBOp U; NPOBEPUTH Jia JIH je
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BpeHoCT vy, .SP+ d (v, v ;) Maba o1t vj.S_P, ¥ aKO jecTe, aKypupaTh BPEIHOCT V; .SP. Jlaxne
yMecTo Ja TpaHy rpada odpahyjemo ,,yHa3zan”, OMHOCHO y TPEHYTKY Kaga oOpahyjemo meH
3aBpLIHU YBOpP, MU je oOpahyjemo ,yHarpen’, y TPEHYTKY Kaja odpalyjeMO beH MOJa3HU
yBop. Ilomro ce Te rpane Beh odpal)yjy Tokom KaHoBor anropuTma npujimkoM HU3dalBama
YBOPA Uy, KaJja ce CMarbyjy yJIa3HH CTENIeH! YBOPOBA V;, A)XypHparbe Hajkpahux pactojara
MOXEMO ypaauTty y ucroj nersu. Ilowmro cy npe odpase uBopa v;, Beh odpahene cee rpaHe
JI0 U, U3 IPETXOIHUX YBOPOBA ¥; Y TOLITO j& CBaKa OJ] bHX oOpahrBaHa y TPEHYTKY Kajia je
Beh Omio nosHato Hajkpahe pacrojame 10 vU;, IPUIMKOM 00paje 4Bopa v;, HU3 Hajkpahux
pacTojama cajipxu Hajkpahe pactojame /10 vy, Tj. Baku v,.SP = v, .SP. Hanve, ymecTo fa
ce ajiropuTam ofipehrBamba MUHIMYMa IIOKPEHE y TPEHYTKY 00pajie YBOpa vy, OH Ce MaJIo o
MaJIo U3BPIIIABA0 TOKOM 00pajie MPETXOAHMX YBOPOBaA U

j.

Cnuka 2.67: PauyHame Hajkpaher myTa y allMKJINYKOM rpacdyy: YBOPOBU Cy O3HAYEHU PEIOM
KOjH OJrOBapa HUXOBOj TO3UIMjU Y TOTIOJIOMIKOM ITOPETKY.

I Mpumep 2.9.2

Pazmomipumo uzepuasaree anriopuiima Ha idpumepy ayukauukoi ipagpa ca cauxe 2.67. Pego-
cneg ueopoea y wioiionoukom nopeiiky ipagha je vy, vq, Vs, v,. Heka je 3agaitiak ogpeguitiu
Hajkpahe fiyiieée u3 ueopa s = v;.

* Ha iioueitiky 1ociias/bamo épegHociu Uy SP najkpaher iyitia go usopa v, Ha 0 (u o
Je Konauna eépegrocii v, .SP najkpaher iyiia go ueopa v,), a epegrociiu Hajkpahux

ayiiesa v ;.SP go ceux ocimiamx u6oposea v ; Ha +00.

Pazmattipao ipare koje iionase us ueopa vy : o cy (Vy, va) u (vy, v3), U axcypupamo

HajKkpahe iyiiese go u6opa vy U go ueopa Vs Ha Vy.SP = min{+o00,0 + 5} = 5, a
v3.SP = min{+00,0 + 7} = T.

* Jpyiu ueop y wioonowkom pegocaegy je Uy : iekyhy epegrociii v, SP na jkpahel iyiia
go mela ipoinauasamo 3a KoHauHy eépegHoCii Hajkpahel iyilia, ogHOCHO Tpoinauia-
eamo vy.SP = 5.

Baimium pazmaimpamo ipame Koje uznaze uz 4eopa Vy: o cy ipane (Vy, v3) u (Vq, vy)
u axcypupamo najkpahe iyiiese go ueoposa v u v,: v5.SP = min{7,5+ 1} = 6 u
v4.SP = min{+4o00,5 + 5} = 10.
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e Tpehu ueop y wwoiionoukom Hopeiky je Vs, e iekyhy epegrocii vS.S_P Hajkpahel
iyita go weia poinauasamo 3a KOHa4Hy, OgHOCHO tpoinauasamo vs.SP = 6.

Pazmartipamo jeguny ipany (U3, 114) Koja #onasu u3 460pa Vs U adlcypupamo 6pegroci
v4.SP najkpaher iiyiwa go ueopa v,: v, .SP = min{10,6 + 2} = 8.

 Ha kpajy ipotaawasamo kao Konauny u gydsrcury v,.SP najkpaher iiyiia go ueopa v,
0gHOCHO Hpotnawasamo v,.SP = 8, uume ce ariopuiiam 3aépuiasa.

4] MNPETXOAHOI padMaTpakba CJIeaN HapeaHa TEOPEMA O KOPEKTHOCTU OBOT' AJITOPUTMA.

Teopema 2.9.1

Hexa je G = (V, E ) Ycmeper auuKAUMKI THENCUHCKU Ipag U V] HeKU Feiog Ueop YAa3HOT
ciueitera 0. Ako ce najkpaha paciiojarea unuyujausyjy waxo ga je v, SP=0u v; SP =
+00, 3a ceako 1 < i < n = |V/|, waga ce naxon ciposoherva ariopuiima goouja
HOHONOUIKU Pegocaeqg U80posa Uy, ... ,V,, U 3a ceaku ueop v; € V eadcu vi.ﬁ = v,;.SP,
iij. nus SP cagpaicu najkpahe paciiiojare 0g 460pa vy go cux ocimianux u6oposa y ipagy.

Ho capa cMo pa3maTpaii u3padyHaBame JyKMHA HajKkpahux MyTeBa, a He U pauyHame CaMUX
Hajkpahux nmyteBa. [IpumeTriMo ga cMo Hajkpahe myTeBe ofpehuBanu jeJaH no jeiaH: CBaku
HOBH Hajkpahu myT ce 7oduja MpoayKaBamkeM HEKOT MpeTXxoqHo oapehenor Hajkpaher myta
MOCJIeIHOM I'PaHOM Ha MyTy. ['paHe KojuMa ce BpIIM NpoAykaBambe GOopMUpajy T3B. gpeo
Hajkpahux yitiesa (eHr. shortest-path tree). Kako ducmo Morim fa peKOHCTPYHMILIEMO Haj-
Kpahe myTeBe 10 CBaKOI YBOPA, 3a CBAKM YBOP NAMTUMO HETOBOT NPETXOJHUKA (POIUTEIhA)
Ha Hajkpahem myTy on 4Bopa S. JeIuMHO YBOp S = v; HeMa poJuTesba Ha HajkpaheM myTy
(axo YBOP S HUje NIPBH Y TOIOJIOLUIKOM pefocieny, poauresbe Hehe MMaT HU YBOPOBU KOjU
Cy HUCIIpe]] Bera y TONOJIOKOM pefociienty). Ha Taj HaunH MOXeMO jeTHOCTaBHO /la PEKOH-
CcTpyulIlieMo came Hajkpahe myTeBe.

PazmoTrprmMo uMIieMeHTaIMjy anropuTMa: mpeTrnocTaBuheMo a je moTpedHo OApeIuTH Ha j-
kpahe myTteBe o uBopa 0 0 cBUX ocTanux YBopoBa. [IpeTrnocTaBumo, jeIHOCTaBHOCTH pajiy,
1 J1a je TOJIa3HU YBOP jeMHU 4BOp yiasHor crerieHa (. Bpeanoctu +o0o hemo y uMriiemen-
TalMjyu NpelcTaBbaT HajBehuM LieJMM OpojeM KOju MOXe Ja ce 3amuiie y tumy int. To
OJIaKIIaBa UMILIEMEHTAIIN]y jep ce u3deraBajy rpaHama, ajiy Tpeda OUTH 0da3puB J1a ce Taj
Opoj TokoM anropuTMa He cadbupa ca IpyruM OpojeBuma (MHave Ou TOIUTO 0 ITpeKopavenha).

const Tezina INF = numeric_limits<Tezina>::max();
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// kroz grane drveta najkracih puteva
void odstampajPutDoCvora(Cvor cvor, vector<Cvor> roditelji) {
// ako postoji put do roditeljskog cvora, stampamo ga
if (roditelji[cvor] != -1)
odstampajPutDoCvora(roditelji[cvor], roditelji);
// stampamo tekuci cvor

cout << << cvor;

// funkcija koja stampa najkraci put do datog cvora i njegovu duzinu
vold odstampajNajkraciPut(Cvor cvor, vector<Cvor> roditelji,
vector<Tezina> minRastojanja) {

cout << "Najkraci put do cvora " << cvor << " je:";
odstampajPutDoCvora(cvor, roditelji);

cout << " 1 duzine je " << minRastojanja[cvor] << endl;

// funkcija koja racuna najkrace puteve od cvora @ u aciklickom grafu
void aciklicki_najkraci_putevi() {

int brojCvorova = listaSuseda.size();

// niz koji za svaki cvor cuva njegov ulazni stepen

vector<int> ulazniStepeni(brojCvorova, 0);

// niz kojil za svaki cvor cuva duzinu

// trenutno poznatog najkraceg puta do njega

vector<Tezina> minRastojanja(brojCvorova, INF);

// niz koji za svaki cvor cuva roditelja u najkracem putu

vector<Cvor> roditelji(brojCvorova, -1);

// najkraci put od cvora 0 do njega samog postavljamo na 0
minRastojanja[0] = 0;

// inicijalizujemo niz ulaznih stepena cvorova
// potreban za izvrsavanje Kanovog algoritma
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor])
ulazniStepeni[sused]++;

// red koji cuva cvorove ulaznog stepena nula
queue<Cvor> cvoroviStepenaNula;
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cvoroviStepenaNula.push(0);
while(!cvoroviStepenaNula.empty()) {

Cvor cvor = cvoroviStepenaNula.front();
cvoroviStepenaNula.pop();

odstampajNajkraciPut(cvor, roditelji, minRastojanja);

for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor]) {

if (minRastojanja[cvor] + tezina < minRastojanja[sused]) {
minRastojanja[sused] = minRastojanja[cvor] + tezina;

roditelji[sused] = cvor;

}

ulazniStepeni[sused]--;

if (ulazniStepeni[sused] == 0)
cvoroviStepenaNula.push(sused);

Y anropuTMy ce cBaka rpaHa pa3Marpa 1o jeJHOM y TOKY MHUIjaIu3aliije yIa3HuX CTerleHa
YBOPOBA, M MO jeHOM Y TPEHYTKY KaJ C€ HeH I10J1a3HM 4YBOp yKJama u3 pepa. Ilpucryn
pely 3axTeBa KOHCTaHTHO BpeMme. CBakM 4YBOp ce pa3MaTpa TayHo jenHoM. llpema Tome,
BPEMEHCKa CJIOKEHOCT aJIrOpUTMa 3a oApehuBame Hajkpahux myTeBa y alMKJIMYKOM rpady
je y Hajropem ciayuajy O(|V| + |E|).

2.9.2 TpacoBu ca HeHeraTMBHUM rpaHama: JajKCTpuUH asiroputam

Kan rpacd Huje alMKIMYKH, He TIOCTOjU TOTOJIOMIKH PEAOCIIEN, fa e pa3MaTpaHu alropUTam
He MOXe ANPEKTHO IMpUMeHUTH. MelyTHM, OCHOBHE HJigje Ce MOTY UCKOPUCTUTH U y ONIITEM
ciyyajy, oayiie, caMmo Koj rpacoBa Ko KOjuX Cy AykuHe rpaHa HeHeraTusHe. Haume, jen-
HOCTaBHOCT ajiropuTMa 3a ofapehuBame HajKkpahux myTeBa U3 3aJaTOT YBOPA Y AIIUKJIAIKOM
rpacdy nocneania je cienehe ocoduHe TONMOJNOIMIKOT pefociieia: aKo je Uy, YBOP ca PeIHUM
OpojeM Kk y TOIOJIOIIKOM MOPETKY, OH/IA:
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* He [0CTOje ITyTeBU 0J] YBOpoBa ca OpojeBuma Behum ox k 10 uBopa vy,
* JlyaJIHO, He [IOCTOje ITyTEBH O[] YUBOPa ¥, 10 YBOPOBA ca OpOjeBUMa MAUM Of1 K (CJIMKa
2.68).

Cnuka 2.68: Kaga uBopoBe nopehamo caeBo HaeCHO Y TOTIOJIOIIKOM pelocieny, y aluKIny-
KOM Tpady MOTy ITOCTO jJaTH CaMO I'paHe ClieBa HA/IECHO, KOje BOJIE O] YBOPOBA Ca MAKUM PeJI-
HUM OpojeM Ka YBOpoBHUMA ca BehuM peaHuM Opojem (03HaueHe LIpHOM O0jOoM), IOK T'paHe
KOje Boje 3JIeCHa yJIeBO, O]l YBOpoBa ca Behum peaHuM OpojeM Ka YBOpOBHMA Ca MAmbUM
penHuM Opojem, He MOTy HOCTOjaTy (03HAYEHE LIPBEHOM O0jOM).

OBa 0coOMHa TOTIOJIONIKOT peiociea oMoryhyje HaM J1a OpraHu3yjeMo pelociesl peKyp3uB-
HUX Tj. MHAYKTHBHUX U3padyHaBama Tj. Ja HaheMo Hajkpahu IIyT o 4Bopa S = v, JI0 4BOpa
v},, He BoJiehy pauyHa 0 YBOPOBUMA KOJH Cy MOCJIE U, Y TOHOJIOIIKOM peJociey (jep ol BbUx
CUT'YPHO He IIOCTOj€e IyTEBU JI0 V},). Moxke Jiu ce HeKaKo JehUHUCATU Pefocie]l YBOPOBa Ipo-
U3BOJBHOT Tpada (KOjU HUje HYKHO allMKJIMYKK) KOjU O OMOryhro HEemrTo CiIm4Ho?

Kipydna uzeja je pazmaiipaiiiu usopose ipagpa pegom tipema gyxicunama Hajkpahux iyiiesa
og ueopa s go rux. Hamme, ako ce 4BOpOBM ypene y HU3 Uy, Vs, ..., U, Heomagajyhe Ha
OCHOBY Ny’)KMHa TUX IyTeBa, U ako y rpady Hema rpaHa HeraTWBHE TEXHUHE, Bake BeoMa
CJIMYHA CBOjCTBA KA0 KOJI TOTIOJIOMKOT MOPEeTKA!

* Hajkpahu 1yt 10 YBOpa v, HE TPOJIa3y IIPEKO YBOPOBaA ca pelHUM OpojeBuMa Behum
on k,

* JyayiHO, HajKpahu MyT 0 HEKOT YBOpa ca PelHUM OpojeM MamuM of k He mposasu
IPEKO YBOPA V.

Haxuie, npusnrkoM ogpehuBama Hajkpaher IyTa 10 v;, MOTY Ce 3aHEMapUTHU IIyTeBU KOjU BOJE
IPEeKO YBOPOBA ca peiHuM OpojeBuma Behium o £, Tj. Tpeda pasMOTPHUTH caMo IyTeBe MPEKO
YBOPOBA Ca PeJHUX OpojeBa MawKX OJ1 k, KOju MOTY MOTY OUTH ofipelyeHH peKyp3UBHO Tj. MH-
OyKTUBHO. AKO OMCMO yHanpeJ MOIJIM Jia OJpeJyMO OBaj pelociie]] YBOpOBa, PEKYP3UBHU
anroputaM o Morao Jia (PyHKIMOHHILE TT0 UCTOM MPUHLIMITY Kao M Y CIy4a]jy aluKINnYKUX
rpacgoBa. M3daumnmu ducMo 4BoOp v,, KOjU je HajyAa/beHUjU Off YBOpa S = v, U3padyyHaJIH
pacrojama o] S 10 CBHX OCTAJIMX YBOPOBA, & 3aTHM OMCMO aHAIM3UpaIu rpate (v,,v,,) u
pactojarse /10 v,, OAPEAMIH Kao min(, ., ycp{v;.SP + d(v;,v,,)}. 3axsamyjyhu nperxon-
HUM YCJIOBMMA 3HaMO Jla FpaHe Koje BOJE U3 U,,, Ha3a/l Ka IPEeTXOJHIM YBOPOBUMA He Tpeda
pa3MaTpary, 1j. Aa ogpehuBamwe Hajkpaher pactojama 10 vU,, HE MOXe HU Ha KOjU HaUKH axy-
pupaTt Hajkpaha pacTojama NPEeTXOJHUX YBOpOBa (0Ha he OUTH UcipaBHO ofapeheHa u nmpe
pa3MaTpama 4yBopa v,,). V3na3 u3 oBor pekyp3uBHOI IIOCTYIKa je ciaydaj v; = s (jep je



258 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

HajOMMkK YBOp MOYETHOM YBOPY S YIIPaBO YBOP S) Kada je Hajkpahe pactojame jemHako 0.

Mebytrm, anroprtaMm MOpaMo OpraHM30BaTH Jpyrauwnje, jep ce, HapaBHO, AyKUHE MyTeBa, 1a
HM OBaj TIOpellak Ha OYETKY He 3Hajy, Beh ce n3padyHaBajy y TOKY U3BpLIaBaba alrOpUTMA.

* [lomro cy cBe rpaHe HeHeraTHBHE IyXWHe, Hajkpahe pacTojame ol 9Bopa S 10 YBOpa
s je O 1 4BOp S je MpBU y OBOM pejociieny. Jlakiie, IOHOBO BaXH S = V.

* HakoH Tora npoBepaBaMo CBe IpaHe Koje u3Jiase u3 uBopa v;. Heka je (vy,v,) Haj-
kpaha mehy wuma. IlomTo cy, Mo mpeTnocTaBlM, CBE AyKMHE IpaHa HEHEraTMBHE,
Hajkpalii MMyT Oj1 YBOpa S JI0 YBOpA Vs je rpaHa (vq,vs). IlyKHHE CBUX APYIUX ITy-
TeBa Off YBOpa S [0 YBOpa U, Cy Behe WM jenHake ofl AyxXuHe oBe rpane. UBop v, je,
JOIaTHO, HAjOJIMKK OJ] CBUX YBOpOBa uBopy S. IIpema Tome, 3HaMo Hajkpahu myT 1o
YBOpA HajOJIMKET YBOPY S.

* Tlokymajmo aa HartpaBuMo ciieiehu kopak. Kako Mmoxemo ga nponahemo yBop Ao kora
BOJM HapeHU Hajkpahu IyT, OAHOCHO J1a OJPEeIMO YBOP Vs KOjU je Tpehu Hajomuku
4BOpy S (V; = S M Uy Cy IpBa [Ba Hajoyka). JeouHu MyTeBH Koje Tpeda y3eTH
y 003Up Cy IpeocTalle TpaHe U3 4Bopa v; (Koje He BOIe [0 VU,) WM IIyTEBU KOjU ce
cactoje oj| IBe IpaHe, Tako Ja je npsa rpaHa (vy,v,), a Apyra je HeKa rpaHa Koja
TOJIa3U U3 YBOPA V5. OCTasM MyTeBU MOTY OUTU caMo IyXH Off OBUX. UBOp V5, JaKJIe,
ojpehyjeMo Kao OHaj YBOpP ¥, Pa3IMUMUT Of V; U U, 32 KOjU je HajMara BPEIHOCT
min{d(v,,v;), d(vy,vy) + d(vy,v;) }.

» CnuyaH ce MOCTYNAaK KOPHUCTHU U 3a ofipehuBame HapeIHUX YBOPOBA.

I Mpumep 2.9.3

Pazuomipumo ipagh ca cauke 2.69 u iipodaem iwipadicerba Hajkpahux iyiiesa og ueopa S.

Crmka 2.69: YecMmepeHn TeXKUHCKY rpad KOjH CaipKu [UKITyCe.

e [lpeu Hajoaudicu u80p u8opy S je OH cdam.
e Jlpyiu Hajoaudicu ueop je jegar og cycega ueopa S u o oHaj go koia eogu Hajkpaha
ipara — 1o je usop b u najkpahu iyt go b je gyscune 2.
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 Tpehu najoaudicu ueop ueopy S je uau Heku gpyiu cyceqg 480pa v UAU HeKu 480p go Koia
sogu ipara uz ueopa b (kao Apeor Hajoaudicel ueopa ueopy S) — o je 48op a, go Koia
eogu iyt (8,b,a) gyocune 2 + 1 = 3.

e Yernigpiniu HAjONUNCU HUBOD UBOPY S Je B0 go Kola ce CIuudice IPaHOM U3 HEKOT 0g 460-
posa s, b unu a — iwo je ueop d, go koia éogu iyii (S,b, a,d) gywune 2 + 1+ 1 = 4.

e [leitiu najoaudicu ueop je ueop ¢ go Koia ce citiudice ipanom uz s, b, a uau d (jeguna
Ipana Koja u3 Wux 4eopo8a 60gu Ka HEKOM HOBOM 480pY je IpaHa u3 s go ¢ gyocure ().

Moske ce ¢popmyancaty ciegeha MHIYKTUBHA XUIIOTE3a.

MuaykrusHa xunore3a. 3a 3agati rpap G = (V| F) u weros 4Bop S, yMEMO Jia Ofipe-
AMMO k YBOPOBa HAjOJIMKHUX YBOPY S, KAO U JyXKUHE HajKpahuX MMyTeBa JI0 HhuX.

Nupykuyja ce npuMemyje o Opojy YBOpoBa 0 KOjUX Cy AyxkHHE Hajkpahux myTteBa Beh
n3padyHare, a He 1o BesmumHM rpacda. Ilopen Tora, mpernocTasba ce Aa Cy TO YBOPOBH Haj-
OJIMKU YBOPY S, U 1a yMEMO J1a UX oApeaumMo. UBop s je HajOIMKu caM ceO U Ha pacTojamy
je 0, ma je dasa (ciyuaj k = 1) pemena. Kag k nocrurne Bpegnoct |V, peuien je komrwe-
TaH NpodJieM. AKO ce He Tpake pacTojarma 40 CBUX YBOPOBA, HET'O CaMO 0 HEKOT UCTaKHYTOT
4BOpa v’, MOCTYNAK CE MOXE MPEKUHYTH U PAHK]E, UMM CE U3PauyHa PacTojarbe 10 YBopa v’.

Osnaunmo ca Vi, = {vy,...,v;,} CKyll Koju ce cactoju o k HajONMKUX YBOPOBA YBOPY S
(ykmydyjyhu u s = v;). IIpodnem je mponahu 4BoOp vy, | KOjU je HajOMMKu YBOpY S Mehy
4BopoBMMa BaH V,, 1 npoHahu Hajkpahu myT of1 s 10 vy 1.

Hajkpahu iyt ox1 s 10 v, , 1 MOKe Ja caipku caMo 4BopoBe u3 V.. OH He MOXe /1a capKu
HEKHM 4BOP v BaH V/, jep OM Tajia YBOp v OMO DIIMKM YBOPY S OJ1 UBOPA Uy, , 1, AKO CY TEKUHE
rpaHa MO3UTHBHE. AKO MOCTOj€ TpaHe TeXHMHE HyJIa, 3a YBOP Uy, 1 NeMo oadpaty HEKM Of
OHMX YBOPOBA BaH V. JI0 KOjuX Hajkpahu ImyT mmposasu camo Kpo3 uBopose u3 V), (dap jenan
TakaB YBOp Mopa Ja nocroju). Ilpema Tome, na OMCMO MPOHALLIA YBOP Uy 1, JOBOJBHO j€
Jla MPOBEPUMO T'paHe Koje crajajy ysopose U3 V), ca uBopoBumMa Koju Hucy y V,.; cBe apyre
rpaHe ce 3a caga mory urHopucatu. Heka je (v;, v) mponu3BosbHa rpaHa TakBa ja je v, € Vj,
v ¢ V. Takea rpana oapehyje ImyT o s 10 v KOJH ce CacToju o Hajkpaher myTa of s J10 v,
(KOjH je mpemMa MHAYKTUBHO] XuroTe3u Beh nosHar) u rpane (v;, v). JJOBOJBHO je yHopeauTu
Iy’)KWHE CBUX TaKBHX ITyTeBa M n3adpatu Hajkpahu mehy mrma (ciuka 2.70, 1eBo).

Anroputam ofpeheH OBOM MHIYKTUBHOM XHUIIOT€30M M3BpIIaBa ce Ha cienehu HaumH. Y
CBAKOj UTEPAIUjH y CKyIl V), ce ojaje HOBY YBOp. Y MPBOj je TO YBOp S. Y CBAKOj HAPEJHO]
urepaluju je to oHaj uBop v ¢ V). Koju je HajOMmMKM YBOpY S, Tj. 32 KOjU je HajMarba
BPEAHOCT U3pasa:

min {v;.SP + d(v;,v)|v; € V. }. (2.2)



260 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

Cnuka 2.70: Hanaxeme cneneher Hajonuker 4sopa 3aJaToM 4Bopy S = v;. JIeBo je npuka-
3aHa HEONTHMH30BaHa BapHjaHTa y KOjOj C€ y CBAKOM KOpaKy M3padyHaBajy pacrojama Jo
uBopoBa ckyna V' \ V. Tako mro ce aHanusupajy cse rpane usmelly ckynosa V, u V' \ V.
JlecHO je mpHKa3zaHa ONTMMU30BaHA BapHjaHTa. Y TPEHYTKY MpPOIIMpHBama CKyma V) 4uBo-
POM v}, | JJOBOJBHO je aXKypUpaTh PacTojama cCaMo OHMX YBOPOBA JI0 KOJUX BOJE IPAaHE KOj€
W1y U3 v, | Ka usopoBuMa 13 V' \ V.
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U3 Beh u3HETHX pasyiora, Tako ojiadpanu 4Bop v je 3aucta (k + 1)-Bu (cnepehin) Hajommxu
4BOD YBOPY S, 14 F'a MOKEMO OOENEKUTH ca Uy, , 1. Popmysiom (2.2) onpehena je u cTBapHa
Jy’)KMHa HajKpaher myTa oji YBopa S J10 YBOpa vy, 1 (OHa ce Hehe nabe cMambuBath). [Ipema
TOME, [0/IaBarbe YBOPa Uy, , 1 CKyIy Vj IPOLIMPYje MHIYKTUBHY XUIIOTESY.

AnropuTtaM je caja TMOTIYHO MpelM3vpaH, amd My ce e(UKACHOCT MOXE MOOOJbIIATH.
OcCHOBHM KOpaK ajJroputMa je npoHajakemwe cneneher usopa vy, ;. To ce octBapyje
M3pauyHaBameM IyKuHe Hajkpaher myTa (Ipeko 4BopoBa u3 Vy.) 10 cBakor yBopa v & V.
npema dopmyiu (2.2). Moxemo Jia, Kao U y cliydajy aluKJIudkor rpada, y Hu3y naMTuMo
nyxuHe v.SP TpeHyTHO T03HATHX HajKpahux myTeBa 0 CBUX 4BOpoBa v € V/, a Aa UM HpH
HPOILIMpPHBaKy CKyna V), axypupamo BpeaHocTU. 3a uBopose BaH V}, To he Outn Hajkpahu
MyTeBH KOJjU BOJIE MCKJbYUMBO IPEKO YBOpoBa y V), Tj. PEKO CBHX rpaHa Koje Hojase u3
4yBopoBa y V)., a He u modasHo Hajkpahu, jep MOXkIa OO BUX MOCTOjU U HEKH Kpahu myT
KOjU BOJY IIPEKO YBOPOBA BaH V), Ia yKJbyuyje ¥ HEKe JI0 cajla HelperieJaHe IpaHe.

Bpenrocty v.SP 3a uBopoBe BaH V), ce Merajy MPUIMKOM NMpoIMpuBarma ckyna V. (koju
urypumte y popmymu (2.2)). Mnak, peasHo je o4eKnMBATH Jia MPOIIMPHUBabE CKyna V), 4Bo-
POM v, | He yTH4e Ha BPEJHOCT pacTojama MHOTMX uBopoBa v ¢ V). 3aucra, Mory ce
IIPOMEHHTH CaMO BPEIHOCTH 3a OHE YBOPOBE U JI0 KOJHX HOCTOjH rpaHa (vy, 1, V), Tj. CaMo
OHE BPEJHOCTHU KOj€ OAroBapajy IMmyTeBMMa Kpo3 HOBOIOAATH YBOp vy, 1. [Ipema Tome, npu-
JIMKOM JI0/IaBarba YBOPa vy, , 1 Y CKyl V}, Tpeda IPOBEPUTH CBE IPaHe OJ1 YBOPA Uy, ; Ka YBO-
poBUMa BaH V), (cmuka 2.70, pecno). 3a cBaky TaKBY IpaHy (Vp41,v) ynopehyjemo 35up
Vg1 -SP + d(vy, +1, V) ca TpeHyTHOM BpeHowhy v.SP, ¥ 10 TOTpedU a)ypUpamMo (CMarby-
jemo) BpeaHocT v.SP. IlpuMeTnmo 1a cMO MCTH OBaj HAa4MH aXypupama KOPUCTHIM U 3a
u3padyHaBame Hajkpahux IyTeBa y alMKJIn4koM rpacdy. Caka uTepauyja alroputMa, Ja-
KJle, 0DyXBaTa HaJla)kele YBOpa U = v, BaH V), ca HajMamOM TPEHYTHOM BpeaHouihy
v.SP, U eBeHTYaJTHO a)ypUpame BpeHOCTH v.SP 3a mwerose cycejie koju Hucy y V.. Tlomro
Cy NPUIIMKOM M300pa Tor YBopa vy, , | Beh odpalhene cBe rpane Koje BOJE 10 Bera oj1 YBOpoBa
v; KOJH Cy OJIMKU YBOPY S Of H-era U MOIITO ce Ha HajKpaheM IyTy IO Bbera He Moxke Hahu
HUjenaH Apyru uBop Ba V;,, Tekyha Bpesoct vy, 1 .SP ce NokJana ca CTBapHOM BpeHohy
U}, 1-SP Hajkpaher pacTojarma 10 mera.

Osaj anroputam 100uo je Hasue Jajkciipur anfopuiiam 1o Emsrapy Hdajkerpu'® koju ra
je ocmucnuo 1956. roguxe. OH mpumnajga Tpyny MOXJIEMHUX ajJrOPUTaMa, jep ce y CBaKOM
KOpaKy OMpa JIOKAJIHO ONTUMAJHO PEllIeHE — HajOIMKU YBOP U HAKOH 00pajie TPEHYTHO Haj-
OJIMKEr YBOpa PacTojame [0 Hera ce BULIE HUKaja He pa3MaTpa.

Hajkpahe myteBe o uBOpa s JO CBUX OCTaJIUX YBOPOBa HAIIUIM CMO TaKO ILUTO CMO IIPOHa-
JIA3WIM jelaH 1o jedaH Hajkpahu myt. CBaku HOBU IyT je ogpeheH jeIHOM IpaHoM, Koja
MIPOJyKy je MPETXOAHO MO3HAaTH Hajkpahu myT j0 HOBOr yBopa. CBe Te rpaHe — MpoLyKelu

Emsrap JTajkcrpa (xon. Edsger Wybe Dijkstra), (1930-2002), xonanacku nH(opMaTiyap.
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nmyTeBa (hopmMupajy ApBO ca KOpeHOM y uBopy S. OBO IpBO Ha3MBA Ce gpeo Hajkpahux iyitiesa
Y BaXHO je 3a pelaBare MHOTHX MpodyieMa ca myTeBuMa. IIpuMeTrMo fa ako ou IyKuHe
CBUX IpaHa y rpady Omie mehycodHO jenHake, oHa Ou ApBO Hajkpahux IMyTeBa y CTBapu
owo BFS apBo ca kopeHOM y YBOpY S.

[TperxomHUM pa3MaTpambeM CMO JIOKA3aJId HapeIHy TEOpeMy.

Teopema 2.9.2

Heka je gaiu imiexcurncku ipagp G = (V, E) Y KOM CY UWiedcuHe ceux Ipana Heneiaiuere
unexka je s € V. Heka cy y ciliapiiy 480posuma Apugpydicene 8pegrociiii IaKo ga je
5.8P = 0 uv.SP = 400, 3a ceakov € V, v #+ s. Hakon wilio ce @oHo6u N Kopaxka
Hajrciipunor aniopuitima, wij. HAKOH WITio ce céaku ueop ipagpa yoauu y ckyit Vy,, 3a ceaxu
ueop v € V buhe uciipasno ogpehen najkpahu iiyii og s, iij. eaxcuhe v.SP = v.SP.

PP

st
A

Cmuka 2.71: [Tpumep usBpiaBama [ajkcTpuHor aaroputMa. [IprukasaHo je mpBo Hajkpahux
IMyTeBa U3 MOYETHOT YBOpa V. V3 CBakM YBOp je MpuKa3aHa IyKuHa Hajkpaher myTa Jo mwera.

I Mpumep 2.9.4

H3zepuasarse Jajrkcitipuror ariopuiima 3a Hanadicerbe Hajkpahux iyitiesa og ueopa v y ipaghy
ipuxazarom Ha cauuu 2.71 dpuxazan je y wiadeau 2.3. Ha cauyu cy ilogedrvane ipare koje
dpuiiagajy gpeeiiy Hajkpahux dyitiesa og ueopa s =V, ca koperom y ueopy V. Ipumeitiumo
ga, peyumo, najkpahu iy go weopa H godujamo imaxo witio ipanom (E, H ) dpogyocumo
apeitixogro iiponahenu najkpahu iy go ueopa E: aym (V, B, E).
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Tabena 2.3: [Ipumep usBpluaBama [JajkcTpuHOr ajiroputma 3a ogpehuBame Hajkpahux my-
TeBa u3 uBopa V' y rpady ca cimke 2.71. .

14 A B C D E F G H

0 00 00 00 00 00 00 00 00
V o0 1 5 00 9 00 %) %) %)
A 0 1 5 3 9 o0 %) (%) 00
c o0 1 5 3 7 o0 12 o0 00
B 0 1 5 3 7 8 12 (%) 00
D 0 1 5 3 7 8 12 11 o0
E 0 1 5 3 7 8 12 11 9
H 0 1 5 3 7 8 12 11 9
G 0 1 5 3 7 8 12 11 9
F 0 1 5 3 7 8 12 11 9

Y iwadenu cy ipuxasane iipomene y Hu3y SP Y KoM ce uyeajy gyoicure Hajkpahux iyiiesa og
ugoPA v go CBUX OCTHAMUX UBOPOBA TIPEKO U80p08a Koju iipuiiagajy ckyiy V.. Enemeniiiu ckyiia
V. (iiopeg usopa V') cy onu uuje cy gyocure najkpahux iyiiesa uciucare uckoutero (o cy
KOHauHe gyoicute Hajkpahux iyitiesa).

e [lpea epciua wiadene cagpiicu UHUKUJAAHE 8PEGHOCTHU HU3A PACTHOJarea U OGHOCU ce
camo Ha iyitiege Koju He cagpaice ipare. bupa ce najkpahu og wiux iyitiesa u y ogom
cayuajy ou douurve uz V' u saspuasa cey V.

e /lpyia épcinia iiadene 0gHOCU Ce Camo Ha iyitiese Koju ce caciioje 0g jegHe ipame Koja
ionazu u3 ueopa V. Bupa ce najkpahu og wiux iyitiesa (ipana) u y 080Mm cayuajy ow
6ogu ka usopy A.

e Tpeha epciiia wiadene Hokasyje axrcypuparee gydxcura Hajkpahux uyiiesa yrkavyuyjyhu
caga cge fiyitiese Koju ce caciioje og jeghe ipare Koja ionrasu uz ueopa V uau og gee
ipane upexo ueopa A. Jlpyiu najkpahu iyiu og usopa V' eogu go usopa C.

eV ceaxom Kopaxy astopuitima dupa ce HO8uU, HapegHu Hajoauxicu ueop ueopy V', gogaje
ce y ckyi V), u y napegroj épcitiu wiadene ce Upuxasyjy gyorcure peHyimiHux Hajkpahux
ayiesa og usopa V' go ceux ueoposa.

Ha ocnosy wwiadene moiyhe je pexonciipyucamiu u came najkpahe uyiiiege. Ha tipumep, axo
HCENUMO ga CazHAMO KOju je najkpahu iyig og ueopa V- go ueopa H gyoicune 9, pazmaiipamo
Konony xKoja ogiosapa usopy H u itipasicumo fiocregroy Apomeny 6pegrociiu Y oj KoAOHU
— oHa ogiosapa épcitiu o3Haueroj usopom E u iwio snauu ga je ueop E poguitien ueopa H
Y gpeeiiiy Hajkpahux dyiiesa. 3aitium, Ha 0cHo8y thadene ogpehyjemo poguitieva ueopa F,
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tnegajyhu xonony wadbene koja ogiosapa usopy F u yiiephusarbem Ha kom ueopy ce gecunra
focnegrea IpoMena 8pegroCctiiu i 060j iiadeau — o je ueop B itie je on poguitiess ueopa E, gox
Je poguitiess ueopa B iionaznu ueop V. Konauno, najkpahu iyisi pexkonciupyumwemo uuigajyhu
gooujenu HU3 poguitiebCKUX 460posa yHazag u kao Hajkpahu dyit og ueopa V- go ueopa H
gobujamo ayim (V, B, E, H). Hapaeno, ymecitio ga iilamiziumo yeay mabeny, epuxacruje je
ga poguitiesoCKe U8opoBe 0gpiHCaBaMO Y 3aCeOHOM HU3Y.

V Hajkcrpurom anropurmy notpedso je na O(|V'|) myra mponanasumo nyxkuHe Hajkpahux
HyTeBa [0 YBOPOBA BaH CKyma V), ¥ J]a 4ecTo aXypupamo myxuHe myteBa. CTpyKTypa mo-
JaTaka MorogHa 3a e(pMKacHO HaNaKeHhe MUHUMAIHKUX eJleMeHaTa je pell ca MPUOPUTETOM.
[IpernoctaBuhemo fa je OH peann3oBaH Ka0 MHUH-XHIT (MajJa MOXe OWTH peasIi30BaH U I10-
Mohy danaHcupaHoOr OMHApHOT ApBeTa, Kao ypehed ckymn). [lomito je noTpedHo aa mpoHahemo
YBOP /IO KOTa je y’KHHa ITyTa HajMara, CBe YBOPOBE ¥ BaH CKyma V), 4yBamMo y pefly ca Ipuo-
PUTETOM, ca KJbyueBuMa v.SP jeIHaKuM Jly’)KMHaMa TPeHyTHO HajKpahHX IyTeBa Off YBOpa S
1o wux. Ha moveTky cy cBe qykuHe myTeBa OCUM OHE J0 YBOpa S jeHaKe +00, 1a peJocie]
eJleMeHaTa y XUIly HUje OUTaH, CeM INTO je YBOp S Ha BpXy. Hanaxkeme 4Bopa vy, Koju
je mehy uBopoBuMa BaH V), HajO/MMKU YBOPY S je jeTHOCTABHO: OH C€ y3UMa ca BpXa XMIIa.
Iocrie Tora ce 3a cBaky rpaty (vy,, 1, V) HIpoBepasa Ja Ji je v Ba V/, ¥ fa u Hajkpahu myT
J10 YBOpA V), | TMPOAYKEH rpaHoM (v, v) ckpahyje TpeHyTHO Mo3HaTH Hajkpahu MyT 4O
YBOpA V.

MehyTum, KaJi ce POMeHHU AyKKMHa IyTa v.SP 10 HeKor YBopa v, MOTPEDSHO je 1a ce IPOMEHH
U I10J103kaj yBopa v y xuiy. IIpema Tome, noTpedHo je Ha oaropapajyhu HauMH NONPaBIHATH
xun. C 003upoM Ha TO Aa ce MyTEeBH JI0 YBOpa MOTY caMo CKpahMBaTu, TO 3Ha4YM J1a ce Bpel-
HOCT KJby4a Y XHUITy MOXE CaMO CMabUTH U EBEHTYATHO ITPH TOM MTOCTATH Marba Off BpETHOCTH
KJbyua CBOT' pouTesba (TIOIITO je MPETXO0IHAa BPEAHOCT eleMeHTa Ouila Mamba 0J] BPeIHOCTH
H,ETOBE JIe1Ie y XUITY, TO e BaKUTH U 32 CMameHy BPeAHOCT Kibyda). Oneparyja cMambiBama
BPEAHOCTH KJbyua Y MUH-XUITy HUj€ JUPEKTHO NMOAPKaHA Y CTaHAAPAHOj dndmoTeny jesnka
C++, anu ce oxroBapajyha nmormpaska Xura Moxe py4HO UMIUIEMEHTHPATH pa3MEeHOM BPeJHO-
CTH eJIeMEHTa 1 ’eroBOI pOAXTEsba, CBE JOK YCJIOB X1Na He Oyze 3a10BosbeH. OBa onepanuja
ce JaKJie MoXe u3BecTd anropurmMoM ciioxeroctd O(logn), rae je n dpoj enemeHata y xuiy.
MebyTtuM, podieM ca OBUM IIONIPaBKaMa je y TOME LUTO XHIl Kao CTPYKTypa IojaTaka He
NozipkaBa e(MKacHO MPOHAIAKEbE 3aJaTor eleMeHTa. Haume, Tpaxkemwe eJieMeHTa Y XUITy
je olepanyja JIMHeapHe BpEeMEHCKE CJIOKEHOCTU y OHOCY Ha Opoj eJleMeHara y XuIty. ¥ pyu-
HOj UMILIEMEHTALMjU OMCMO MOIJIM Y TIOCEDHOM HU3Y UyBaTH MOJIOKA] CBAKOT YBOPA Y XUITY.
Nnak, mocToju jeqHOCTaBaH HA4MH /1a Ce OBO M30ErHe M []a Ce yImoTpedn caMo OCHOBHH WH-
Tepdejc pesa ca MIPUOPUTETOM (JOJaBake eJleMeHaTa, IpOHaJaXemhe U OpUCabe HajMamber
enemenTa). Hanme, ymecTo fja ce BpeTHOCT pacTojama o HEKOT YBOpa Y XUy 3aMEeHH HOBOM
(MamoM) BpeaHolhy, BPIIY CE yMETambe HOBOT YBOPa Ca UCTOM O3HAKOM YBOpa M HOBOM (Ma-
HOM) BpeaHoLINy pacTojama (0Ba TEXHUKA CE HA3WBA MEXHUKOM Nerbol Opucarea (eHri. lazy



2.9 Hajkpahu nyTteBu U3 3agator ysopa 265

deletion technique)). C 0031poM Ha TO Aa je HOBa BPEJHOCT PACTOjarba Makba Of] CTape, HOBU
yBop he curypHo duTH CKMHYT U3 Xura npe ctapor. Octaje mpodsieM mTo he ce y HeKoM
KacHUjeM TPEHYTKY M3 XUIla CKUHYTU U CTapH MOAATaK o0 YBOPY v ca Behom BpeaHoihy Haj-
kpaher nmyta. Taj mogarak Tpeda Ja ce 3aHeMapH, Ma je MPWIMKOM y3UMama eJleMeHTa ca
BpXa XMIa MOTpedHO NPOCTO NPECKOYUTH YBOPOBE KOjU Cy paHHje Omnu odpaheHu Tj. koju
ce Beh Hasaze y ckymy V..

Ocraje 00ja3aH Ja oBakBa MMIUIEMEHTalMja MOXeE [1a oBeha BPEMEHCKY CIOXXEHOCT alro-
puTMa. AKO OMCMO BPIUWIM IOIPABKE KJbYyUEBa Yy XUILY, Y XHUIIy OMCMO YyBaJIM Y CBAKOM
TpenyTKy Hajsuine O(|V]) enemenara. Y uMIiieMeHTalMju KOja 1yBa KOIIMje YBOPOBA MIPH-
JIUKOM 00pajie cBake (yCMepeHe) TpaHe MOoKe ce JOAATH MaKCUMATHO jeJJaH HOBU €JIEMEHT Yy
xuit. Jlakje yKynaH Opoj eiemMeHarta y xuity Ouhie curypHo Mawsu i jeanak on O(|V |+|E|),
Te hie cBaka of omnepalyja yMeTama eJIeMEeHTa y XUII U Oprcarkba MUHUMAIHOT eJIEMEHTa U3
xuna 6utn cokernoctn O(log(|V| + |E|)). C odsupom Ha 10 1a je |E| < |V|2, u ctora
log |E| < 2-log|V]|, cnoxenocr O(log |E|) n O(log|V|) ce acumnToTcku He pasivkyjy,
Te he oneparyje Hal XUTIOM KO U IyBa KOIHje YBOPOBA OUTH MCTE ACHIMITTOTCKE CII0KEHOCTH
Kao U y ciIyyajy Kaga Hema konuja. HapaBHo, Memopujcko 3ay3ehe moxe dutu Behe.

JlajKcTpuH anroputaM 3a Hajaxkeme Hajkpahux MmyTeBa OJl JaTor YyBopa IMpHKa3aH je y Ha-
CTaBKYy.

vold najkraciPuteviDajkstra(int start) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();

vector<bool> resen(brojCvorova, false);
vector<Tezina> minRastojanja(brojCvorova, INF);

vector<Cvor> roditelji(brojCvorova, -1);

typedef pair<Tezina, Cvor> RastojanjeCvora;

priority_queue<RastojanjeCvora,
vector<RastojanjeCvora>,
greater<RastojanjeCvora>> rastojanja;



266 2 N'pachoBCKU anropuTmMun

// ubacujemo polazni cvor u hip i1 postavljamo rastojanje do njega na 0O
rastojanja.emplace(0, start);
minRastojanja[start] = 0;

// broj cvorova do kojih je konacno odredjeno najkrace rastojanje
int brojResenih = 0;

// dok se ne odredi najkrace rastojanje do svih cvorova
while (brojResenih < brojCvorova) {
// izdvajamo naredni najblizi cvor
auto [rastojanje, cvor] = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

// ako je taj cvor ranije resen, preskacemo ga
// ovo se moze desiti zbog lenjog azuriranja hipa
if (resen[cvor])

continue;

// inace pamtimo da smo sada odredili najkrace rastojanje do njega
brojResenih++;
resen[cvor] = true;

// stampamo informaciju o najkracem putu do tog cvora;
// najkraci putevi se ispisuju u redosledu njihovog "otkrivanja"
odstampajNajkraciPut(cvor, roditelji, minRastojanja);

// prolazimo kroz sve grane iz tekuceg cvora
for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor]) {
// koje vode ka susedima kojima jos nije odredjeno najkrace rastojanje
if (!resen[sused]) {
// ako je put kroz tekuci cvor do suseda kraci od poznatog
// najkraceg puta, azuriramo vrednost najkraceg puta do suseda
// 1 vrednost njegovog roditeljskog cvora
if (minRastojanja[cvor] + tezina < minRastojanja[sused]) {
minRastojanja[sused] = minRastojanja[cvor] + tezina;
roditelji[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip;
// ako je postojala prethodna vrednost, ne brisemo je:
// nova vrednost ce se naci u hipu iznad stare
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rastojanja.emplace(minRastojanja[sused], sused);

Kao mro cMo Beh momeHymu, ornepanuje ymerama M OpUcarma M3 XHUIA Cy CIOKEHOCTH
O(log |V'|). Moxemo umaru Hajsume O(|V| + |E|) ymerama y xun (y BapujaHTy ca dyBa-
eM Komuja ysoposa) u Hajeuie O(|V| + |E|) dpucarma u3 xuma. [Ipema TomMe, BpeMeHCKa
cinoxkenoct airopurma je O((|V| + |E|)log|V|). Banaxa ce na je JajkcTpuH anropuram
CTIOPUjU HETo aJiropuTaM Koju oapelyje Hajkpahe myTeBe of] 3a1aTOr YBOPA y AllUKIAYKOM
rpadpy. Axo Om ce ymecto OumHapHOr Xuma KopucTtuo PHOOHAUMjeB XWII, BpPEMEHCKa
cnoxeroct Jlajkerputor anropurMa ouwia ou jemnaka O(|E| + |V|log|V]). Hanomernmo
ma je Kox TycTuX rpacdoBa, KOI KOjuX je Opoj rpaHa acummtotcku jeanak |V|2, ymecto
Xura e(PUKACHU]je KOPUCTHTH OOMYAH HU3 U MUHUMYM TPQXHUTH JIMHEAPHOM IPETPAroM
(cnoxkenocrt je Tana O(|V|?), mok je cnoxkenoct Bapujante ca xurom O(|V|? log [V]).

Tumn npeTpare Koju ce jaBba y ajKCTpUHOM aITOPUTMY Ce Ha3UBa U iperipaia ca upuopuitie-
{fiom — CBAaKOM YBODY JIOJIEJbY j€ ce MPUOPHUTET (Y OBOM CIIy4ajy TPEHYTHO HajMarbe TIO3HATO
pacTojame ofl MoJa3HOT YBOpa), [a ce YBOPOBU OOMJIa3e PeJOCIe oM Koju je oapeheH mpu-
oputetoMm. Kag ce 3aBpmm pasmarparme Tekyher 4Bopa, pa3marpajy ce CBe HheMy CyceaHe
rpaHe ¥ [IPUTOM Ce MOTI'Y IPOMEHUTH PUOPUTETH HEKMX JIpyrux uBopoBa. HaunH n3Bohema
THX IPOMEHA je IeTasb TI0 KOME Ce jel[Ha IpeTpara ca IpUOPUTETOM pa3iuKyje ox apyre. Ipe-
Tpara ca IpUOPUTETOM je KapaKTepPUCTHUHA 3a TeKMHCKE rpad)oBe U CJIOKEHH]a je Off OOMUHe
nperpare 3a akrtop log | V| ako ce kopucTy xurr.

2.9.3 TpachoBU ca HEraTUBHUM rpaHama

Pazmotrpumo cama mpodiieM oppehiBama Hajkpahux myTeBa U3 3a1aTOT YBOPA Y OMIITEM CITy-
4ajy, KaJia TeKMHE rpaHa MOry OuTH 1 HeraTuBHe. [IpUpPO/IHO je 3amuTaTH ce 1a JI HeraTUBHE
TeXKMHE TPaHa MMajy UKaKBOT CMUCTA. Y KOHTEKCTY pacTojarba Ha Marama HemMajy, MehyTum
MOKa3yje ce Ja TeXUHCKU rpacoBU Udje TeKUHEe MOTY OUTH U MO3UTHBHE U HETATUBHE HUCY
HeyoOMuajeHH Y MOJIeJIOBaly HEKHUX MpodiieMa U3 peatHoT CBeTa!

* Ha oBaj HauMH MOXEeMO MO/IEJIOBaTH NTPOOJIEM OfipKaBarba calljia Ha pauyHy: YBOPOBU
rpacda oxaroapajy pauyHUMa, rpaHe TpaHCaKIFjaMa HaJ pauyyHUMa, IIPU YeMy U3Bp-
I1aBalbe TPAHCAKLIMje MOKE JAOBECTH JI0 3apaje — Kojy hieMo MozenoBaTy rpaHoM Ho-
3UTHBHE TEKMHE UM JI0 TYOUTKA — KOju heMo Mo/ienoBaTi T'paHOM HEeraTHBHE TEKHHE.

* [Ipodsiem myToBamwa U3 jeIHOT rpaja y APYrd, pya yeMy je Moryhe Ha HEKOM of je-
JIOBA ITyTa MOKYNUTH HEKOT IMyTHUKA U 3apauTH ojpeheHy KOJIMYMHY HOBILA, MOXKeE ce
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MOJIEJIOBAaTU Ha 0Baj HauMH. Llusb je ctrhu U3 jenHor rpajia y Apyry ca HajBUIlle HOBLA
Ha Kpajy. OBaj mpodiieM MOkeMO MOJIETIOBATH Y BUIY IIpodiiemMa Tpakera Hajkpaher
nyTa y rpady 4vje TeXuHe rpaHa MOTY OMTH MO3UTHBHE U OJroBapajy TPOIIKOBHMA
nyToBama n3Mel)y Ta JBa rpaja (ako Ha TOM JIeJTy MyTa IyTy jeMO caMH) U1 HeraTUBHE
(ako Ha HEKOM JieJTy IyTa HOKYIKMO jeJHOT WM BHILIE MYTHUKA U O HHX 3apaguMo
BUIIIE HOBIIA HETO LITO CY TPOIIKOBH TOT JejIa MyTa).

» Hanaxeme IyTa ca HajMamUM [IPOU3BOJIOM TEKMHA TPaHa CE€ MOXKE CBECTH Ha Haja-
Kebe MyTa ca HajMarmbiM 30MPOM TeXHHA TpaHa y rpadyy Y KOM je TeKMHaA CBaKe TpaHe
3aMeEHa BEHUM JIOTAPUTMOM (jep je JiorapuTaM MOHOTOHA (DyHKLIMja, a JIorapuTaM
MIPOU3BO/A jeIHaK je 30upy joraputama). [IpuMeTMo fa HaKOH JIOTapUTMOBakbha HEKE
TEKMHE I'PaHa MOT'y [IOCTaTH HEraTUBHE, I1a ce MOHOBO cycpeheMo ca mpodaeMoM Haj-
kpaher myTa y rpadyy ca HEeraTUBHUM TeKMHAMA IPaHa.

Axo rpad caipku HeKy rpaHy HeraTUBHeE TeXHHe, J[ajKCTpUH airoputaM He rapaHTyje na
hemo 10 cBakor YBOpa OJpeANTH 3aucTa Hajkpahe myTese.

I Mpumep 2.9.5

Pazmormipumo iipodaem ogpehusarsa najkpahux iiyiiesa u3 ueopa a go ceux oCHaUx 460posa
y pagpy upuxazarnom na cauuu 2.72. Ako ducmo upumenunu JajKciapur anriopuiiam, on ou
Hajiipe ogpeguo najkpahu iyiti go ueopa b (kao ueopa koju je og céux ueoposa go Kojux io-
CUlloju Ipana u3 a HAjOAUINCU U8OPY Q) U UPOTAACUO OU ga je OH gydicuHe 2, a HAKOH toia Ou
ogpeguo Hajkpahu iy go ueopa ¢ Kao gpyioi Hajoaudxcel ueopa 48opy a u upoinacuo ou ga je
gyoicuna najkpaher iyitia go reeia 3 uume Ou ce ce U3BPULABArLe ANTOPUTUMA 3a8puUN0. JacHo
Je ga najkpahu iyt og ueopa a go ueopa b eogu ipexo usopa c u gyocure je 1, mehyiumn
Aajkciipun aniopuiiam He U pamamipao 0eaj uyii.

Cmuka 2.72: Tlpumep rpada Koju caap:Ky TpaHy HeraTUBHE TeXWHE W 3a Koju JlajkcTpuH
aIropuTaM MOKPEeHYT U3 YBOpa a He padyHa Jodpo Hajkpaha pacrojama.

VY HacTaBKy TekcTa hemMo 4ecTo MpeTnocTaBbaTh Ja rpad He caapKu IMKJIYC HeTaTUBHE Te-
sxuHe. OBaj ycJIoB je MPUPOaH jep MHaYe IO HEKMX YBOPOBA HE MOpa JAa MOCTOjU Hajkpahu
myT (jep MyT MOXEMO YBEK JOAAaTHO CKPATUTU jOII jeJHUM TIPOJIACKOM KPO3 IUKIyC). Mo-
’KeMo JepMHUCaTH [a je Hajkpahe pacTojame A0 TaKBUX YBOPOBAa —OO (MAKO je MyT YBEK
KOHA4aH, I1a My JIy’)KMUHa HE MOXke OUTH —00).
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I Mpumep 2.9.6

Pazmomipumo ipacp ca cauxe 2.73: Hajkpahu iyiti 0g ueopa v go ueopa W ce He modice ogpe-
guitiu jep ceaxku Upoaasax Kpo3 UuKayc (b, c,a, b) cmarsyje gyacuny ayiia 3a 1 (gyocuna
Hajxkpahel dyitia je —00).

Ciuka 2.73: Tlpumep rpaca Koju caapKy UUKITYC HEraTUBHE TEKUHE.

2.9.3.1 OnwTu anroputam 3aCHOBaH Ha pefiakcauuju rpaHa

OCHOBHH KOpaK y aJIrOpUTMY 3aCHOBaHOM Ha peJlakcalyjama rpaHa je UcTH Kao u 'y Jlajk-
CTPHHOM QJITOPUTMY U y aJITOPUTMY 3a oApehuBame Hajkpahux myTeBa y allMKIMYKUM Tpa-
dosuma, a To je T3B. peraxcauuja ipare (u,v), OIHOCHO MPOBEPA A U je BpeaHocT v.SP
TpPeHyTHO Hajkpaher yTBpheHor pacTojama Of MOYETHOT YBOpa S /10 YBopa v Beha of Bpea-
Hoctu u.SP + d(u,v); ako je To TauHoO, KaXkeMo Ja je pelaKcaluja yCrelHa, axypupa ce
BpeaHOCT v.SP M MaMTH a Hajkpahu myT 10 YBOpa ¥ BOAM KPO3 YBOP U.

3arpaBo, CBY aJITOPUTMH 3a pelllaBake OBOT IMPOdJIeMa MOT'Y Ce TTOJIBECTH 1o ciefehy ormmry
CXeMy MpHKa3aHy y arOpUTMy 7.

Aaropuram 7 OmiuTy aJIroputaM peJiakcalyje rpaHa
1: 5.SP = 0,v.5P = +00,zasve v # s
2: while postoji grana (u, v) takva da je v.SP > u.SP + d(u, v) do
3 v.SP=u.SP+ d(u,v)

AKo y rpady NOCTOju HeraTUBaH LIMKJIYC, OBaj OIILITH aJITOPUTAM Ce HE 3ayCTaBJba, a aKO HeMa
HEraTHBHUX IMKJIyca alrOpUTaM ce 3ayCTaB/ba U UCTIPABHO U3pavyHaBa Hajkpaha pactojama
10 cBUX yBOpoBa (1To hemo yckopo u gokasaru). IIpumeTumo ga Huje Npeuu3upaH peno-
ciieq odpaje rpaHa 1 KOHKPETHH aITOPUTMH Ce€ Pa3jvKyjy IO TOME KOjUM PEAOM U KOJHKO
myTa odpahyyjy rpane (Ha mpumep, Jajkctpun anropuram odpahyje YBopoBe y penocieny He-
onazajyher pacrojama 1 peioM pelakchpa rpaHe Koje U3 bux n3inase). Od14Ho je pegocien
oOpaze TakaB Ja ce moj onpeheHuM IpeTrnocTaBkaMa o rpadyy yHaIpes 3Ha Aa je JOCTUTHYTO
KOHAYHO pelleme, Tj. TAKaB Jia ce He BpIIM e(peKTHBHA IIPOBEpa Ja JIM MOCTOje IpaHe Koje ce
MOTY peJlaKCHpaTH.
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JIoKaXKUMO 3ajeJHAYKA CBOjCTBA AJITOPUTaMa 3aCHOBAHUX Ha peJlakcalyju rpaHa. Mako Heke
0J] HApeJHUX JIeMa Baxe U y cIydajy Kajaa y rpady nocToju HeraTUBHU IUKIIYC, TO HaMm Hehe
OuTH MOTPedHO y aHATM3M AJITOPUTaMa, TaKo 1a heMo y CBUM HApeJHUM JieMaMa pa3MaTpaTu
camo rpacoBe Oe3 HeraTUBHUX IUKJIyca (OCHM aKoO je HaIJAIIEeHO Apyraduje).

Hexa je gaiu wexcuncku ipacp G = (V| E) 6e3 neiaimiuenux yuxayca u neka x.SP osna-
uaea Hajkpahe pacitiojarbe og usopa s € V gousopa x € V. 3a ceaxy ipany (u, v) ek
sagcu uw.SP + d(u,v) > v.SP.

JNoxas. He mosxe ma Baxkn v.SP > u.SP + d(u, U), jep o4 Taja mocTojao MyT O S 10 U Ha
KOju OM ce MoIUIa HaJoBe3aTu rpata (u, v), uume Ou ce J0OHO IyT Of S 10 ¥ Koju Ou Oro
Kkpahu oz Hajkpaher myTta of s 10 v, IITO jeé KOHTPAAUKIIH]A. O

JacHo je ma ce penakcaryjoM caMo MOXe CMambHUTU MpolieHa pacTtojama v.SP. Hapenna nema
TBPJIY JIa Ta MPOIIeHA HIKaa He MOke OUTH Marba O]l CTBapHe BPEJHOCTH Hajkpaher pacto-
jama v.SP.

Hexka je gaini iwiexcurcku ipagp G = (V, E ) 6e3 HelaiuGHUX YUKAYCA U HeKA 34 CBaKU Y80D
v € V, v.SP o3nauasa najkpahe pacitiojaree 0g ueopa s go ueopa v, a v.SP itiexyhy ipo-
yery ol pacimiojarea MoKOM U3epuiasarba HoCyiiKa peaaxcayuje ipana (Y poussomtom
pegocaegy). Toxom uuitiagor ol upoueca 3a céaxKu U8op vV 6adicu v.SP > v.SP.

Joxas. TBphewe goka3yjeMo HHAYKLIjOM IO Opojy peslakcupaHux rpaHa. basy unnykiuje
YMHY CJy4yaj HHULMjaM3anmje. 3a CBe YBOpoOBe v = § Mopa aa Baxu v.SP < v.SP = +00.
Moo rpacg HeMa HEraTUBHY LMKJIYC KOjU CaapxH S, Baxu s.SP = s.SP = 0.

IMpetnocTaBumo a TBphermwe Baky HAKOH A PENTaKCMPaHUX TPaHa U JIOKAKHUMO Jla BaXd U
HAKOH peNaKcuparba J0JaTHe rpade (u,v). 3a CBe YBOPOBE I F ¥ HE MEHa Ce BPeIHOCT
2.SP, 11a Ha OCHOBY MH/IyKTHBHE XMIIOTe3¢ Baku x.SP > x.SP. 3a 4Bop v HAKOH peJIaKcaliyje
Baxu v.SP = u.SP + d(u, v). Ha 0CHOBY MHIyKTUBHE XuroTe3e Baxu u.SP > u.SP, ma je
v.SP > u.SP + d(u,v), MehyTum, Ha OCHOBY HejeTHAKOCTH Tpoyria (eme 2.9.1) Baku
u.SP + d(u,v) > v.SP, na Baku v.SP > v.SP. d

JacHo je ma xaga jemHOM mporieHa v.SP nocTurHe BpegHOCT v.SP OHa cBe BpeMe Hallabe
ocTaje jelHaka TOj BPEIHOCTH (jep pesakcalyja caMo MOXke CMAambUTH BpeqHocT v.SP, a Ha
OCHOBY IIPETXOJHE JIEMe 3HAMO Jla OHa HE MOKe OUTH Mamba of v.SP).
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Hapenna nema Ham rapanTyje Ja he HakOH pejiakcaldja rpaHa U3 4Bopa U, 3a KOoju je Beh
M3pauyHaTa BpeAHOCT Hajkpaher pactojama o1 moueTHor yBopa s (Tj. Baxu u.SP = u.SP),
duTH UCIIPaBHO M3payuyHaTe BPeOHOCTH HajKpaher pacTojama OHMX HBEroBHX Cyceaa v 3a Koje
ce Hajkpahiul IMyT 3aBpIuaBa rpaHoM (u, ).

Hexa je gaiu wexcuncku ipagp G = (V| E) be3 neiaimiuenux yuxayca u nexa je (u,v) io-
caegrba ipana Ha Hajkpahem iyiiy og S € V go v € V. Hakon witio ce y WpeHy Ky Kaga
saicu u.SP = u.SP iia Ipana peaaxcupa uau ce YCuanosu ga ce He Modice PeNaKcupaiiu,
saoicu v.SP = v.SP.

Joxas. Tlomrro je (u, v) mocnera rpasa Ha Hajkpahewm myTy 10 v, Baxu 1a je v.SP = u.SP+
d(u,v). 3aro je v.SP > v.SP = u.SP + d(u,v) = u.SP + d(u, v). HakoH mro ce rpana
(u,v) penakcupa WK ce yCTAaHOBH 1a To HUje Moryhe, Baku /ia je BpeaHOCT v.SP MUHAMYM
crape Bpeanoctd v.SP u Bpensoctd u.SP + d(u,v). 3ato Baxu v.SP = u.SP + d(u,v) =
u.SP + d(u,v) = v.SP. O

Hapenna sieMa HaM rapaHTyje j1a ako He IOCTOjH IpaHa Koja ce MOKe pelakCuparH, Taja cy
cBa Hajkpaha pacTojama UCIIPaBHO U3payyHaTa.

Hexka je gaini imiexcuncku ipagp G = (V, E ) 6e3 HelamiueHUX YUKAYCA U HeKA 3a HeKU 480D
v € V eadxcu v.SP #+ v.8SP. Taga iiociwioju ipana e € E koja ce modice peraxcupaiiu.

Joxas. Heka je (s = vq,0s,...,0, = v) Hajkpahu IyT OJ] MOYETHOT YBOPA IO YBOpPA U
¥ HeKa je v; IPBM YBOpP HA TOM TIyTy 3a Koju je v;.SP # v,;.SP. TlomTo 3a uBop v; = s
cBe Bpeme Baxu s.SP = s.SP = 0, Mopa Baxutu i > 0. Ako ce rpana (v, ;,v;) He
Ou MOIJIa peslakCUpaTH, Ha OCHOBY Jieme 2.9.3 Mopasio du 1a Baxu v,.SP = v,.SP, mro je
KOHTpaaukmuja. [lakie, IocToju rpaHa Koja ce MOXe peJlakCHpaTH. O

Capa je jeqHOCTaBHO JIOKa3aTH KOPEKTHOCT OINIITE CXeMe peJlakcallyje rpaHa.

Teopema 2.9.3 [BaycTaB/bale U KOPEKTHOCT onwiTer anroputmal

Hexa je gaiu wexcuricku ipagp G = (V| E) y kome nema neiamuuenux yuxayca. Taga
ce aniopuiiiam 7 3ayciiiaéna U HAKOH 3ayciiiansarea 3a ceéaku ueop ipagpa v € 'V eascu
v.SP = v.SP.

Jlokaz. Tlomro ce cBe BpeAHOCTH v.SP cMarbyjy TOKOM M3BpIIaBamka airopuT™a (y CBaKoj
peJakcaljy HeKe rpaHe CTPOro ce CMarby BPeAHOCT U.SP 32 HEKH YBOP V), @ Ha OCHOBY JieMe
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2.9.2 cy oHe orpaHUUeHe 010310, Y jeIHOM TPEHYTKY cBe BpeaHocTu v.SP he noctuhu cBoje
rpanure v.SP. To je cacBUM jacHO ako Cy y MHUTamy TpaHe IeJIO0OPojHE TEXUHE, jep je 30up
CcBUX BpeHoCTH v.SP onanajyhu HU3 niemx 6pojeBa Koju je 0103710 OrpaHHYeH 30MPOM CBUX
BpenHocTH v.SP, a Mopa dUTH KOHauaH. AKO Cy rpaHe palOHaIHA OpOjeBH, MOrao Ou aa
MOCTOjU OECKOHAYHO yravyak onajaajyhu HU3 paquoHaIHUX OpojeBa KOju je 010310 OrpaHU-
yeH. MelyyTuM, MHOXEHEM CBUX TE:KMHA HEKUM IOTOJHO OJadpaHUM cTereHoM Opoja 10
MOXe€ ce JIaKo TocTHNM 1A TeKMHE CBUX I'PaHa MOCTaHy 11el100pojHe, Oe3 CYIITHHCKE U3MEHE
npodJieMa, Tako Ja je Uy TOM CJIydajy jacHO [ja ce aJITOpUTaM Mopa 3ayCTaBUTH HaKOH KO-
HAYHOT Opoja Kopaka.

Axo Ou ce Taja MOIVIa pelakchpary Heka rpaHa (u, v), Bakuio Ou 1a je v.SP > u.SP +
d(u,v), 1j. v.SP > u.SP+d(u, v), mro je Hemoryhe Ha OCHOBY He jeJHAKOCTH TPOYIJIa (JieMa
2.9.1). dakie, Taga HEMaA rpaHa KOje ce MOTY peJIaKCHpaTH, Tia ce aJITOpUTaM 3ayCTaBjba.

[MomTo ce anropuTam 3aycTaBH, HE IMOCTOjU IPaHa KOja ce MOXKe pejakcupatd. Ako ou 3a
Heku yBop v € V Bakmio v.SP # v.SP, Ha ocHOBY JieMe 2.9.4 1ocTojaia o1 rpaHa Koja ou
Ce MOIJIa peJIaKCUpAaTH, IIITO je KOHTPaAUKIHja. O

2.9.3.2 benmaH-dopaoB anroputam

Axo rpad uMa HeraTMBHE TeXKHMHE IpaHa, ajld He CaapXku IUKIyC HeraTHBHE TeXKWHe, Haj-
Kpahu myTeBu U3 JaTor YBOpa § Mory ce onpeautu beamarn-Popgosum ariopuitimom. Baxu
Y BUIIE OJI TOTa: ako y rpady rmocToju MUKJIyC HeraTuBHe TexuHe, benmvan-®opaos anropu-
Tam To eTekTyje. Puuapn Benvan!” u Jlectep ®opn'® cy odjasumm osaj anropuram 1958.
u 1959. rogune, mehyTum, cMaTpa ce a je 10 wera npsu gomao Asgponco [Humbden 1955.
TOJIUHE.

Y u3Bohemy oBor aqroputMa Ouhe HaM 3HavajHa HapeIHa JiemMa, Koja rapaHryje aa he HakoH
IITO Ce pegom peaKchpa jefiHa Io jeiHa rpaHa Hajkpaher myTta 0 HEKOT YBOpa YCHEIIHO
dutn n3pauyHato Hajkpahe pactojame 10 TOT YBOpa (Kao U A0 CBUX OCTAIMX YBOPOBA HA TOM

MyTy).

Hexa je gaiui imiexcurcku ipagp G = (V| E) be3 neiaiminenux yuxayca u neka jep = (s =
Vpyeen vj) Hajkpahu iyt 0g s go v;. Tlpoussosenu Hu3 peraxcauija Ipana Koju yr.oy1yje
u pegom peaaxcayuje ipana (vy,vy), (Vg,v3), ..., (V;_1,0;) gosogu go iwoia ga easicu
vj.S_P = v;.SP. Ilpe, iiocae u usmehy osux peraxcayija je goaywitieHo spuiuitiu Ouro Koje
gpyie peaaxcayuje ipana.

"Puvapn Benman (enrs1. Richard Bellman), (1920-1984), amepuuku npuMer-eHl MaTeMaTHyap.
18 Jlectep ®opy (enrn. Lester Ford), (1927-2017), aMepyuKu MaTeMaTHyap.
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Joxas. TBphewe JoKa3yjeMo MHAYKLKjOM IO YBOPOBHMA Yy HU3Y P Tj. JOKa3yjeMo [a 3a
cBako 1 < k < j HaKOH penakcauuja rpasa (v;, Vs), (Vg, U3), -.., (Vg_1, V), ) BaXH vy,.SP =
UkSP

Baza unnyknuje je uBop s. Ilomro rpad Hema HeraTuBHUX nUKIyca, Baxu s.SP = (. Bpen-
HocT s.SP Mopa cBe Bpeme outu O, jep je, 3HaMO Ha OCHOBY Jieme 2.9.2, yBek Beha wim
jenHaka ox S.SP, TOKOM pejiakcaryje ce caMo MOXe CMambUTH, a MHUIjau3yje ce Ha (.

TIpeTnocTaBuMO J1a CMO PejIoM peslakCHpa rpate (Vy, Us), (Vg, V3), -y (Vg_g, Vp_1) M 112
je Vp_1.SP = v;_;.SP. Y HekoM TpeHYyTKy HaKOH TOra Ce IOKYIlIaBa pejlaKkcalyja IpaHe
(vj_1,vy,). Ha ocHoBy neme 2.9.3 ciieju Jia HAKOH TOTa CUTYpPHO Baxku vy,.SP = v, .SP. Ha
ocHOBY neme 2.9.2 Baku v),.SP > v,,.SP, a ce 0Ba BPEIHOCT He MOKe Jla/be CMamUBATH 1
Hehe ce MewaT. U

JlakJie, TOBOJBPHO je Ma HaIll aaropuTaM 00e30elu Ja ce cee ipane ceux Hajkpahux iyiiesa
penaxcupajy pegom og ipee go iiocaegroe. beaman-PopaoB aaropuram TO MOCTUKE TAKO IITO
ykynHo |V'| — 1 myTa npou3BOIbHUM PejI0CiIeIoM U3BPIIaBa pelakCcallijy CBUX rpaHa y rpady.

Aurroputam 8 bemvan-®opaos anropuram

1: s.SP =0, v.5P = +00,zasve v # §
2: fori =1..|V|—1do

3: forall (u,v) € Edo

4: if v.SP > u.SP + d(u,v) then
5: v.SP = u.SP + d(u,v)

TBpouMo aa cy, ako rpad He capy HEraTuBaH LMKJIYC, HAKOH TOra KOPEKTHO U3pauyHaTH
HajKkpahu myTeBH 0J] YBOpa v JI0 CBUX YBOPOBA Y rpady. 3a YBOPOBE KOjU Cy HEJOCTHKHU U3
MIOYETHOT YBOPa, OyKMHa Hajkpaher myTta ocraje +-00. AKo rpad caipxu HeraTuBaH LHUKJIYC,
HAKOH CBMX OBHX peJlaKkcallyja U Jlajbe TI0CTOje IrpaHe Koje ce MOTy pejiakcupari (poBepa
MOCTOjarba TAKBE TPaHe je YjeAHO W HAYMH JIa Ce MMPOBEPH J1a JIM MTOCTO U HeTaTHBAH IUKJITYC,
Tj. 1a JIu cy nmpoHaheHa pacTojamba KOPEKTHA).

HlokaxxumMo oBO TBpheme.

Hexa je gaiu wexcuncku ipagp G = (V| E') de3 nelaimiusnux yuxayca. Kaga ce Beaman-
Dopgoe ariopuitiam (ariopuitiam 8) ipumenu na ipagp G, 3a ceaxu ueop v eaxycu v.SP =
v.SP.

Joxas. Axo je v DocTixaH u3 s y rpady O0e3 HeraTMBHUX LIMKJTyca MOpa J1a MOCTOjU MPOCT
yT 0f S 10 v. YV TOM IyTy He Moxe jia Oyze Buite of |V'| uBoposa, na uu Bume og |V — 1
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rpaHa. [lomro ce y cBakoj UTepalyju peslakcupajy cBe rpaHe, y MpBOj UTEPALUjH j€ CUTYPHO
pellakcupaHa mpBa IpaHa Ha TOM IyTY, y ApYyroj aApyra utha. (HapaBHO Moryhe je ma ce y
HEKO] UTepaLji PEIOM peslakcupa 1 Bullie rpana Hajkpaher myta). [Tomrro ce Bpum |V| — 1
WTepaluja, CBe rpaHe Cy PeioM peaKCHUpaHe, Tia Ha OCHOBY Jeme 2.9.5 Baxku v.SP = v.SP.

AKO ¥ HHUje IOCTHKaH U3 § Taja je v.SP = v.SP = +o0. 3aucTa, BpegHocT v.SP ce MHuIK-
jamsyje Ha 400, a He MOXe Jla ce CMamH UCIOJI CTBapHe BpeaHocTH v.SP Koja je jeaHaka
+00. O

Teopema 2.9.4 [BaycTaBmbame n kopekTHOCT BenvaH-PopaosBor anroputma]l

AKo y ipapy Hema yukayca HeiaimiusHe tedicure, beamarn-Popgoes ariopuitiam ce 3ayciia-
emva. Haxou 3ayciiagmarea 3a cee usopoge ipagpa v € 'V eadicu v.SP = v.SPu HujegHa
Ipara ce He modice peaaxcupaitiy. Ako y ipay HOCoju YuKkAyc HelaiueHe thexcuHe, io
3a8puteltiKy ariopuiuma uociioju dap jegHa ipana Koja ce mModice peaaKcupaiiu.

Aoxas. Tpeu neo TBphera IMPEKTHO ciem u3 jieme 2.9.6. 3a caky rpaty (u, v) Ha OCHOBY
He jeHakocTH Tpoyria Baku v.SP = v.SP < u.SP+ d(u,v) = u.SP+ d(u, v), na ce rpaHa
(u,v) He MOKe pelaKkCHpaTH.

Cnuka 2.74: 1lukjlyc HeraTuBHE TeXUHE.

IMpetnocraBumo ga G caapXu UKJTYC HETATUBHE TEXUHE ¢ = (vo, Ve ,vk), v, = Vg,
JIOCTHXXaH U3 uBopa s (cimka 2.74). Tana je:

k

> d(v;4,v;) <0 (2.3)

=1

ITpeTnocTaBUMO CYIPOTHO, Ja Ce HUje/IHA IPaHa He MOXE PEIAKCHPATH, Tj. JIa 38 CBaKy I'DaHy
(u,v) € E Baxu v.SP < u.SP + d(u,v). Tama u 3a cBaky rpady mukayca (v, 1,v;) €
E,i=1,... k, saxu: v;.SP < v, ;.SP+ d(v;_1,v;). CabupameM OBUX Heje/IHAKOCTH 3a
CBe TpaHe IUKJIyca Joouja ce:
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k k k
Z vi.ﬁ < Z vi_l.ﬁ’ + Z d(v;_1,v;)
i=1 i=1

=1

[Towrro je vy = vy, BaKu:

k k
S0, 5= v, 5P
=1

=1

TE JaJbe BaXKU:

CYIIPOTHO npeTrnoctaBuy (2.3). 0

[IpumeTrMo aa ce pesnakcaryja rpaHa He MOpa BPIIUTH UCTUM PEAOCIIeIOM Y CBAaKOj OJ] UTe-
panuja — camo je OUTHO Jja ce Y CBaKOj UTEpalvju peslakcupajy cBe rpaHe rpacda. Tume ce
TIOCTHMIKE J]a Ce Ha CBAaKOM HajKkpaheM IyTy CUTYpHO pelakcupa 1o je[Ha JojaTHa rpaHa.

IIpumeTnMO 1a ce HaKOH M3BpIlaBama ¢-Te UTepalyje NneTbe, IpoHaia3e Hajkpahu myTeBu
yrju Opoj rpaHa He MpeBa3suiIa3y BPEJHOCT 7.

C 0031poMm J1a ce 4yecTo MOXe JIECUTH Ja ce Hajkpaha pacTojama U3padyHajy U Mpe CIpoBo-
bemwa cBUX uTEpauyja, aaropuram je Moryhe MpeKkuHyTH paHHje aKo ce JeCH Ja Ce Y HEKOj
UTEpaLUj| He ycIle peslakcalvja HijeaHe TpaHe.

VmrnnemeHTanMja OBOT alrOPUTMA je BEOMa jeAHOCTaBHA.

// funkcija koja koriscenjem Belman-Fordovog algoritma
// racuna najkrace puteve do svih cvorova
vold najkraciPuteviBelmanFord(int start) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
// duzina trenutno poznatog najkraceg puta do cvora
vector<Tezina> minRastojanja(brojCvorova, INF);
// prethodnik cvora na najkracem putu
vector<Cvor> roditelji(brojCvorova, -1);

// postavljamo rastojanje do polaznog cvora
minRastojanja[start] = 0;
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// [V[-1 put prolazimo kroz skup svih grana
for (int k = 0; k < brojCvorova - 1; k++) {
bool biloRelaksacija = false;
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor]) {
// ukoliko je potrebno vrsimo relaksaciju grane
if (minRastojanja[cvor] + tezina < minRastojanja[sused]) {
minRastojanja[sused] = minRastojanja[cvor] + tezina;
// 1 postavljamo koji cvor mu prethodi na najkracem putu
roditelji[sused] = cvor;
biloRelaksacija = true;

}
if (!biloRelaksacija) break;

// ukoliko i1 dalje postoji put koji je moguce skratiti
// onda graf sadrzi ciklus negativne duzine
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor])
if (minRastojanja[cvor] + tezina < minRastojanja[sused]) {
cout << "Graf sadrzi ciklus negativne duzine" << endl;
return;

// stampamo najkrace puteve do svih cvorova u grafu
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
odstampajNajkraciPut(cvor, roditelji, minRastojanja);

}

Crnoxenoct benman-®opaosor amropurma usHocu O(|V| - |E|), jep cnomarumom for me-
mboM nponazumo O(|V]) nyta, a y cBakoj urepanuju oBe Met/be MpOoNa3uMO CKYIIOM CBUX

rpaHa y rpady.
I Mpumep 2.9.7
Ha cauyu 2.75 uayciiposano je uzepuiasarse beamarn-@Popgosot ariopuiima.

I'pagp uma 5 ugoposa, itie ce ariopuitiam cacimioju og 4 uiiepauuje, 3a k = 1,2,3,4.
Ilpsa cauka ogioeapa uHUUUjAAUBAUUTU, A HApegHe CAuKe UHOjegUHAUHUM TPONa3UMA
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Cnuka 2.75: IIpumep usBpiaBawa benvan-Popaosor aropurma.
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Kpo3 cee ipame. Bpegnociiu wipenyitino Hajkpahux pacitiojarba Upukazawe cy YHYmMap
ugoposa, a ipawe unrase Ooje 6oge 0g UPEIXOGHUKA 480po8a Ha (ipeHyiino) Hajkpahum
ymesuma: axko je ipaxa (u, v) ilnaee Ooje, onga ce go ueopa vV Hajkpahum Hymiem go-
Aa3u Upeko ueopa u. Y ceaxom dponasy ipame ce peaakcupajy y Hapeguom pegocaeqgy:
(t,2), (t,9), (t, 2), (2,1), (y, %), (y, 2), (2, 2), (2, 5), (5,1), (s,9)-

Benmman-®PopmoB anroputam ce MOXe YHAIIPEIUTH TaKO IITO ce CMamM OpOj penakcaryja
KOje ce pa3Marpajy y CBakoj urepauuju anropurma. Hamme, ako ce TpeHyTHO Hajkpahe pa-
CTOjarbe JJ0 YBOpa ¥ HUje U3MEHIIIO Off TPEHYTKA Kajla Cy MOCHIeIbH MyT peJakcupaHe rpaHe
KOje IoJia3e U3 YBopa v, OHJla HeMa NoTpede MOHOBO BPIIMTH peJlakcalyjy rpaHa Koje mnosase
13 uBopa v. Ha oBaj HauuH ce Opoj rpaHa Koje Tpeda peiakCupatd y CBaKOj UTEpaldju Mo-
TeHLIMjaTHO cMamyje. OBaj anropuram Mo3HaT je MO Ha3UBOM Opoicu arioputtiam Hajkpaher
iymia (edrn. Shortest Path Faster Algorithm — SPFA). Anroputam ce Moske UMITIEMEHTUPATH
TaKO LITO Ce OpKaBa Pefl y KOME ce UyBajy YBOPOBHU M3 KOjUX IOJIa3e IrpaHe Koje Tpeda pe-
JlakcupatH. Y MOYeTKy ce camo MOoYeTHH YBOp cTaBiba y pel. Kazma ce uBop usBaau us3 pena,
TMOKYIIIaBa Ce peJlakcalyja CBUX IpaHa KOje M3 Iera Imojia3e M ako Cce HeKa IpaHa pejakcupa,
HEH Kpajiby YBOp ce Aojaje y pel (ako ce Beh He Halla3u y lheMy).

Aaroputam 9 Anroputam SPFA

1: 5.5P =0, v.5P = +00,zasve v # s

2: Q.push(s)

3: while () nije prazan do

4 u=Q.pop()

5. forall (u,v) € E do

6: if v.SP > u.SP + d(u,v) then
7: v.SP = u.SP + d(u,v)

8: if v nije u () then

9: Q.push(v)

KopekTHOCT ce 3acHIBa Ha YMICHUIIM Jja ce Ha CBAaKOM yJia3y y MeTby while y peay Hamaze
CBU YBOPOBU U3 KOjUX je Moryha pesakcauyja rpaHa (IITO ce MOKe JOKa3aTh UHAYKLIHjOM).
AKO ce pen ucmpa3HU pefakcandje HUCY Moryhe u cBa Hajkpaha pacTojama Cy UCHpPaBHO
onpehena. Ako y rpady 0ocToju HUKJIYC HEraTUBHE TEXXUHE, peJlakcaliyje cy yBek Moryhe u
aIropuTaM ce He 3ayCTaBiba.

BpeMeHCKa CIIOKEHOCT ANTOPUTMA j€ Y HAjrOpeM CIIydajy UCTa Kao CIOKEHOCT Benman-
®opuosor anropurma u uztock O(|V| - | E|), MmehyTim npocevsa coKeHOCT Ha HACYyMUYHO
rerepucanum rpagosuma je O(|E|).
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3aparak: HajMaw-e HanopHa cTasa

Mama jemHor mpezena je mpeicTaB/beHa MPaBOYTaOHOM MATPHIIOM I0Jha TaKO je& 3a CBAKO
ToJbe MO3HATA HAAMOPCKA BUCKHA TOT JIena npenena. [LmaHnHapy TOKOM KpeTama ca CBaKor
oJjba MOTY JIa TIpeJia3e caMo Ha HEKO O]l HajBUIIe YeTHUPU HEeMy CYCeTHHX IT0Jba W, TIOIITO
HOCe IIYHO TepeTa, Ha MyTy He MOy [la caBjiajiajy BeJIMKe BUCHHCKE pa3iuke. TexrHa HeKor
myTa ce nedpuHuUIIe Kao HajBeha armcosyTHa BpeIHOCT BUCHHCKE pa3jnke m3Mel)y Heka JBa
cyce/lHa ojba Ha ToM myTy. Hamucatu nporpam koju onpelhyje HajMamy TeXKUHY HEKOT ITyTa
KOjU TIOBE3Y j€ TOPH-E JIEBO U JIOHE AECHO MOJbE Ha MaIlH.

Onuc yaaza

Ca cranaapAHOT yja3a ce YHOce AUMEH3Uje MaTpulle 1M U 1, a 3aTUM U MaTpulla TUMEH3Hje
m X M Koja cagpXu HaAMOpcKe BucuHe (mpupoaHe Opojese mamely 0 u 1000).

Onuc usiaasa

Ha cranmapaay uzia3 ucnucatu HajMawy TEKUHY ITyTa.

IIpumep 1

Yaasz Hznaz  Objawrverve

33 2 HajnoBosbHMjM TIYT je OHAj T/Ie TUTAHMHAPH TIpeJia3e MPeKo 1MoJba BUCHHE
122 1, 3, 5,4, 5. Ha Tom nyty caBnagaBajy peaom pasnuke of 2, 2, 1 u 1
382 MeTap, Ia je TeKMHA IMyTa jeHaKa 2.

545

IIpumep 2

Yaaz Hznaz  Objamrverve

55 0 Hajnakimm nyT je oHaj rae ce cBe BpeMe Kpehy nobuMma umja je BUCHHA
12111 1.

12121

12121

12121

11121

Pelwiew-e

AajkcTpuH anroputam

3ajarak ce MOXe pellUTH jeTHOCTaBHOM MoaudukanujoM JajKCTpUHOr aaropurMa 3a mpo-
HaJlakere HajKkpaher IMmyTa oJ] TOPsET JIEBOT I10Jba, Ta JI0 CBUX OCTANIMX M0Jba, yKIbydyjyhu n
nociieibe, Johe JECHO Mojbe. JequHa pa3arKa y OfHOCY Ha yoOuuajeHu [ajkcTpuH anropu-
TaM je HauYMH KaKo Ce aXypupa BPeJHOCT Hajkpaher pactojama. AKO je TIO3HATO HajMajmbe
pacTojame 1, 0 4BOpa U 0 YBopa v (HajBeha pasivKa BUCHHA Ha HajOOJbEM IIYTY OZ U
10 V) ¥ PacTojame T,,, 01l YBOpa v JI0 keMy CyCeHOr YBopa w (pa3iiiKa BUCHHA), Taja je
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HajMame PacTojarbe OJ] YBOPa U 0 YBOPA W jEAHAKO Max(7,,,, ', ). BPEAHOCT pacTojara
ce axypupa Ha OCHOBY JIOHEIIE Ty, = Min(7,,,, MaX (7,0, Tpw) )

»TexuHa” rpane (u, v) je y OBOM mpumMepy JeduHucaHa Kao pa3ivKa BUCHHA JBa YBOPa KOje
Ta rpaHa craja. ., JyxkuHa” myta (vg, vy, ..., Uy,) je OBIe deprHACaHA Ka0 MaKCHMAJHa pa-
3JIMKa BUCHHA YBOPOBA Ha MyTY. ,,30Mp” QyKWHE JBa MyTa jeAHAK je BHUXOBOM MaKCHUMYyMY.
OBa MeTpuKa 3a/10BoJbaBa cieneha cBojcTBa:

* Henelamiuenoctii: TeXWHA CBaKe IpaHe je HeHeraTHBHa (jep ce Iieda arcoiyTHa pa-
3JIMKa BUCHHA).

* Ycmepenociui: ,,JyX)vHA” MyTa KOJU C€ CACTOjU O]l jeIHE yCMEPEHe I'paHe jefHaKa je
,TEXKUHU~ Te TpaHe (IIITO JUPEKTHO CIIeAn U3 Ne(pUHUIH]A).

* Hejegnaxociu wipoyina: 3a cBaka TpH 4BOpa U, U, W, ,,AyKHHA~ Hajkpaher myta og u
IO W je Mama WK jeJHaka ,,30upy” ,,ay:kuHe” Hajkpaher myta of v 10 v | ,,TeXUHe”
rpaHe v Ao w. 3aucTa, ,,Ay:KUHA” MyTa Ol U JO W MPEKO YBOPa ¥ je MaKCUMyM HajBehe
pasivKe BUCHHA Ha YTy OJ1 U JI0 ¥ M pa3JIuKe BUCHHA YBOpoBa v U w. Hemoryhe je na
je HajMama Moryha pasziuka BUCHMHA Ha IyTYy O U O w Beha ox oBor dpoja (jep yBek
MO’eMO MPOhu MyTeM MpPeKo ).

Moske ce mokas3aTH Ja Cy OBa CBOjCTBA JIOBOJbHA [la OCUTYpPajy KOPEeKTHOCT JajKCTpHHOT aj-
TOpUTMA.

int najmanjeNapornaStaza(const vector<vector<int>>& visine) {
// dimenzije matrice
int m = visine.size(), n = visine[0].size();
// rastojanje od pocetnog do svakog drugog cvora pamtimo u matricti
vector<vector<int>> rastojanje(m, vector<int>(n, INF));
// podatak da 1i je do cvora odredeno rastojanje pamtimo u matricti
vector<vector<bool>> resen(m, vector<bool>(n, false));
// red sa prioritetom koji koji sadrZi trojke na cijem je prvom mestu
// duZina grane, a zatim cvor i1z kog ta grana polazi (njegove koordinate)
priority_queue<tuple<int, int, int>,
vector<tuple<int, int, int>>,
greater<tuple<int, int, int>>> pq;
// rastojanje do pocetnog cvora je 0
rastojanje[0][0] = 0;

// krecemo od pocetnog cvora
pg.emplace(0, 0, 0);
while (!pqg.empty()) {
// skidamo element sa vrha reda sa prioritetom
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auto [tezina, v, k] = pg.top();
Pa.pop();
// ako je do cvora na poziciji (v, k) ranije odreden najkraci put,
// taj cvor preskacemo
if (resen[v][k])
continue;
// pamtimo da smo upravo odredili najkraci put do cvora na poziciji (v, k)
resen[v][k] = true;

// prolazimo kroz sve susede ovog cvora
int dv[] {-1, 1, 0, 0};

int dk[] = {0, 0, -1, 1};

for (int 1 = 0; 1 < 4; 1++) {

int vw = v + dv[i];

int kk = k + dk[1];
if (1(0 <= v && vv < m & & 0 <= kk && kk < n))
continue;

// do kojih je najkrace rastonja jos nepoznato
if (resen[vv][kk])
continue;

// teZina grane od trenutnog do susednog cvora
int razlika = abs(visine[vv][kk] - visine[v][k]);
// azuriramo rastojanje do suseda ako je manje od dosadasnjeg
int novoRastojanje = max(rastojanje[v][k], razlika);
if (novoRastojanje < rastojanje[vv][kk]) {
rastojanje[vv][kk] = novoRastojanje;
pg.emplace(rastojanje[vv][kk], vv, kk);

}
// vracamo najkrace rastojanje do ciljnog polja
return rastojanje[m-1][n-1];
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3aparak: MewauHuya

VY MemwavHuIy je Moryha TpropuHa Bajytama vy, Uy, ... , U,,_ 1. Kypck; ; onpebyje komauHy
jeauHnia Bamyte v; Kojy je moryhe noduru 3a jeguuuiy Banyte v,;. Harmcartu nporpam
koju ogpelyje Hajsehu Moryhu usHoc BanyTe v Koju je Moryhe JoOuTH 3a jefiHy jeIuHULLy
BaJlyTe v 4, IPY YEMy Ce 3aMeHa MO:Xe BPLIUTU U MOCPeIHO, KopuilheweM Apyrux BalyTa.
[Iporpam yjemano Tpeda na ogpeau u ga v je Moryha T3B. apOuTpaxa, Tj. Ja JId je Memad-
HUIIA JIOIIIe OfIpe/Iiiia KypceBe U oMoryhua a ce jejHa jeIMHUIIa HeKe BaTyTe MOCPEeJHUM
3aMeHaMa 3aMeHH 32 BHIIE O] je/IHE jeAVHHIIE Te BaTyTe.

Omnuc yiaa3a

Ca craamapaHor yiasa ce yaocu opoj Bamyta n (1 < n < 100) u MaTpuiia TuMeH3uje n X n
KOja caipiku cBe KypceBe. Ha nujaronanu matpwuiie cy ynucane jemunune. BpemHoct O Ha
nosby k;; 03HaYaBa /ja IMPEKTHA 3aMEHa BaJlyTe v; y BaIyTy v; HUje Moryha. Hakow Tora ce
yuntaBajy opojeu Au B (0 < A, B < n).

Omnuc usiasa

Ha cranpgapmay usnas ucnmcatd U3HOC Hajsehu Opoj jequHHLA BaIyTe Up KOJU CE MOXE
JOOUTH IIPOJAjoM BallyTe v 4, OMHOCHO —1 ako je moryha apdurpaxa.

IIpumep
Vaaz Hznaz
4 0

1.00 0.97 0.65 0.00
1.03 1.00 0.64 0.73
0.00 0.00 1.00 1.16
1.28 0.00 0.00 1.00
14

Pelwiew-e

[Tpobiem MoxemMo MOJENOBaTH TEXKUHCKUM T'pad)oM Y KOM Cy BaJlyTe YBOPOBH, a KypCeBU
TeXHMHE TpaHa (rpaHe MocToje u3Mely CBUX MapoBa pa3lIWYUTHX YBOPOBA 3a KOje je Kypc
crporo nosutuan). [Ipodnem ce Taga cBoaM Ha ofipehuBame myTa Ha HajBehuM TPOU3BOJIOM
TEeKHMHA TpaHa. AJITOPUTMU 3a IPOHAIAKEHhE HajKpahuxX myTeBa MpoHaiase MyT ca HajMambUM
30MpoM TexnHa rpaHa. [la Ou ce mpou3Bo cBeo Ha 30up, Moryhe je ymoTpedUTH JIorapuTaM-
cky Gynkumjy (jep Baxu log(zy) = logz + logy). OHa ce MOXe NPUMEHUTH Ha CBaKy
TeXHMHY TpaHe (jep Cy KypceBH NO3WTHBHH). [IpiMeTHMO ja ce HAaKOH JIOTapUTMOBAaFa MOTY
JIOOWTH Y TIO3UTHBHE U HETaTHMBHE TeKWHE TpaHa. AKO je ocHoBa joraputMa Beha ox 1, jio-
rapuram je pactyha yHKIija, ma ce HajBehu mpousBop goduja kaga je Hajsehu 30up. Mu
ymeMo J1a HaheMo Hajkpahu myT (Kaja je 30up HajMawM), Ia 3aTo Tpeda Ja TeKUHE IpaHa
3aMEHHMO JIOTAPUTMOM 32 HEKY OCHOBY KOja je Mama of 1 (Wid, eKBUBAJIEHTHO, 1a y3MEMO
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HeraTMBHE BPEIHOCTH Jioraputama 3a ocHoBy Behy of 1). Jlakie, ako TeXuHY CBake TpaHe
k;; samennmo, na npumep, Bpeanouhy —Ink; ;, Taja ce nonasHu npodiem CBOM Ha Ofpe-
buBamwe Hajkpaher myTa y rpady y KOM TeKHHE IpaHa MOTY OMTH M HEraTMBHE U OH MOXKe
outu perien benvan-®opaoBuM anropuTMoM. AKO MOCTOjU apOUTpaxa, Tj. HU3 BAIyTa TaKO
fa je Kiiy = iy o ki 0 > 1,. Taga je —Ink; ; —Ink; ; —..—Ink; ; <O,
Tj. y TpaHcopMrcaHOM Trpady MOCTOjU LUKIYC HEraTUBHE TEKHMHE, LITO CE ONET MOXE ycTa-

HOBHUTHU BCHMaH-(I)OpIIOBI/IM AJITOPUTMOM.

2.10 MwnHumanHo noesyjyhe gpBo

PaszmoTpumo cucteM padyHapa Koje Tpeda noBe3aTy ONTUYKUM KadJIOBUMa TaKo Ja HOCTOjU
Be3a u3Meljy cBaka JiBa pauyHapa. [1o3HaTH Cy TPOLIKOBH NOCTaBJbarba Kadia usmely cBaka
IBa pauyHapa. Llnb je mpojeKToBaTi Mpexy ONTHYKKX KadJioBa TaKo Ja YKyITHA [IeHa Mpexe
dyne muanMaiiHa. CrcteM padyHapa ce MOXke MOJENIOBATHA HEYCMEPEHUM IpadoM, Urju YBO-
POBH OJroBapajy padyHapvma, a TpaHe — MOTEeHIMjaTHUM Be3ama u3Mmely padyHapa, ca of-
roapajyhum (1mo3utuBHUM) leHamMa. Tazga ce mpodsieM CBOOM Ha MPOHAJAXeHe MOBE3aHOT
noarpada (ca rpaHama Koje oJroBapajy nocTaB/beHUM ONTUYKAM KaOJIOBUMA) KOjU CaapXKU
CBe YBOPOBE, TAKAB J1a My YKYIIHAa CyMa TeKMHA rpaHa Oyje MuHuMaiHa (ciavka 2.76). Huje
TEIIKO BUIETH J1a Taj moarpad Mopa na dyxae apeo. Haumme, ako du moarpad umao nukiyc,
OHz1a Ou ce U3 IIMKJIyca MOIJIa YKJIOHUTH ITPOM3BOJbHA I'paHa, unMe OH ce 10010 noarpad Koju
je U Jajbe TIOBe3aH, a UMa Mawy YKYIHY TexxuHy. TpaxeHH moarpad 30Be ce MUHUMAAHO
osesyjyhe (pasaiiureyhe) gpso (eHrn. minimum—cost spanning tree, MCST) 1 mma mMHOTO
nprMeHa. ClIMyaH MpeTXoJHOM MpodJieMy je U mpodiieM noBe3uBarba N rpajoBa ayToryTe-
BMMa, TaKo Ja MOCToju MyT u3Mely cBaka [1Ba Tpaja, a Aa yKyIHa IIeHa M3TPaJbe ayTomyTa
Oyzae MuHuManHa Moryha. MuHuUMaliHO noBe3yjyhe IpBO UMa NPUMEHY U Y KOHCTPYKIUjU
MPUOIIKHNX aNropyuTamMa, Ha MIpYMep, 3a pellaBambe MpodieMa TProBadyKor MyTHHUKA.

Cnuka 2.76: HeycmepeHny moBe3aHu TeXXMHCKH rpad U Ier0BO MUHUMAITHO MoBe3y jyhe IpBo.

HaxJie, mpodieM KojuM ce OaBMMO je KOHCTPYKIMja e(PUKaCHOT alrOpuTMa 3a HAJIAXeHe
MUHHMMAJTHOT TToBe3yjyher apBera y JaToM HeyCMepeHOM TeXKUHCKOM rpady.
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Mpo6nem

3a 3agaitiu Heycmepenu iosezanu wmexcuncku ipagp G = (V, E ) KOHCUpYucaiiu HeKo
ioeesyjyhe gpeo T’ munumanme wwiedxncune.

AKko cy cBe rpaHe rpada MehyCodHO paszimunTe TeKWHE, MIHAIMATHO MOBe3yjyhe ApBO je
jeauHcTBeHO oapeheHo (ITo He Mopa OUTH Cilydaj KaAa MoCTOje rpaHe UCTe TEXKUHE).

INocToju BuIe pa3NMUUTHX alTOpUTamMa 3a oApehnBame MUHUMATHOT MoBe3yjyher apBeta
naror rpacga: mu hemo pasmotputu Ba — [IprimoB u Kpackenos airopuram.

2.10.1 WMHayKuuja no 6pojy uBopoBa U rpaHa

ITprmkom KOHCTpyK1HMje rpacOBCKUX aIropuTaMa IMPUPOAHO j€ MOKYLIATH HHAYKIMjOM I10
Opojy uBopoBa wiu 1o dpojy rpaHa. Ha nmpumep, npoHanaxewe Hajkpahux myreBa U3 jea-
HOT YBOpa y allMKJIMYHOM rpady kKao u [ajKCTpHH ajropuTaM ce MOTY OMNKCATH TaKo IITO
ce u3 rpacga uzdanu jenad yBop (MOcienwy y oAropapajyhem noperky), peKyp3uBHO peliu
CcMameHU IpodJIeM U Ha Kpajy Joaa n3dadeHu yBop. HapaBHO, UMIUTEMEHTAITHja Tede UTepa-
TUBHO J0Aajyhu jeiaH no jeaaH yBop, IIpU YeMY ce YBOPOBU MoOpajy oOpahuBaTu y oAarona-
pajyhem penocieny.

Hasxanocr, TakaB mpUCTyII ce He MOXe jeIHOCTABHO NMPWJIATOJVTH pelllaBamy MpodieMa Mu-
HUMAaJTHOT TIoBe3yjyher npeera. Hamme, y omnmmreMm city4ajy He TOCTOjU HEKU PUPOJIAH PeIo-
cne y koM Ou ce yBopoBu oOpahuBanu. M30aueHn yBop Moke OUTH apTUKYJALMOHA TayKa
1 pa3duTu rpad Ha HermoBe3aHe KOMIIOHEHTE TaKo Ja ce He JA00Hje MpodyieM MUCTOT 0dJIMKa.
MoxeMo o/ipeJuTH MUHIMAJIHY TTOBe3Yjyhy IIyMy 3a mocedHe KOMIOHEHTe, ajii TO KOMILIH-
Kyje airoputam. Yak v kaja ce n3dalmBameM YBOpa 00uje moBe3aH rpad, Hije jaCHO Kako
0Ou ydanuBame HOBOT YBOPA YTHULAIO Ha MpOoHaheHO MUHUMAJIHO MoBe3yjyhe IpBO Mamer
rpacga. Haume, Hemamo rapasiyjy ja je MUHUMAJIHO NoBe3yjyhe apBo moarpada moaapso
MUHUMAJTHOT TIoBe3yjyher npseta uenor rpada (cauka 2.77). IIa du ydayeHu yBop duo mo-
Be3aH ca OCTaluMa, CUTYPHO je MOTPedHO Jla HeKa rpaHa Koja ra craja ca cyceauma Oyje
yKJbyUeHa y Kpajie 1pBo. Mehytum, Moryhe je ga ymecto caMo jeHe TakBe TpaHe y IPBO
Tpeda ydaluTH 1 BUITIE X, a U3DAIUTH HeKe rpaHe paHKje KOHCTPYUCAHOT MOIpBeTa. AHa-
JIN3a OBOT IIPUCTYIIA IIOCTa je KOMIUTUKOBAaHA U ogycTaheMo ofl ibe, jep, Kao mTo hemo BuaeTn
MOCTOj€ jeMHOCTaBHU]U, BeOMa e(PUKACHU AJITOPUTMH.

Jlo clIMYHOT 3aKJbyUKa ce A0J1a31 U aKO ce MOKYIa MHAYKLIMja 110 Opojy rpaHa. 3a pa3juKy of
yBOpoBa Mel)y KOjuMa He MOKEeMO YHarpe[| yCIOCTaBUTH HEKW MPUPOAAH pefociiel], rpaHe
ce MPHUPOAHO MOTY YPEAWTH MO TeXHWHH W MOXEMO YTHUIATH Ha TO KOjy rpaHy hemo uzda-
LUTH, PEKYP3UBHO PEIIUTHU MOTIIPOOJIEM U Ha Kpajy je IOHOBO BPaTUTH Yy ApBo. Baxku (1to
hemo kacHuje 1 popMasIHO I0Ka3aTh) Ja Hajkpaha rpana rpaga Mopa OUTH YKJbyUeHa Y MH-
HUMaJIHO NoBe3yjyhe apBo. 3aTo je MPUPOIHO Kby YKJIOHUTH U3 Tpacda, pElUTH PeKYP3UBHO
MOTHPOOJIEM (IPUMEHUTH MHIYKTHBHY XUIOTE3Y) U Ha Kpajy je ykbyuut. [a iqm je oo
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Ciuka 2.77: Tlpumep Kaga MUHMMaIHO ToBe3yjyhe apso noarpaga G’ rpada modujeror
n3damBarmbeM jefHor YBopa u3 rpada GG Huje moarpadh MUHMMAITHOT MoBe3yjyher apeera

rpada G.

peryjapHa npuMeHa UHIyKIuje?

[IpBu mpodsieM y OBaKkBOj MPUMEHN MHAYKIMjE j€ y TOME IITO TOC/e YKJIamamba rpaHe, J10-
OujeHu npodJieM HUje eKBUBAJIEHTAH Noja3HoM. Haume, u300p jenHe rpaHe orpaHMYaBa Mo-
ryhHOCTH M300pa Jpyrux rpaHa.

I Mpumep 2.10.1

Cnuka 2.78: I'pad koju je y 0daMKy LUKITyca.

Pazmoitipumo iipumep ipagpa ca cauxe 2.78. I'pana (c,d) je ipana munumanne iwiedxcume y
ipagpy, U aKo roY YKAOHUMO U UPOONIEM CBegeMO HA Mpadicerbe MUHUMAAHOT Hogesy jyhel gp-
eeiia y ipapy G bes ipane (c,d), godujamo ga mweia uune cée ociiane ipame ipagpa: ipare
(d,e), (e,a),(a,b) u (b,c). dogasarwem ipane (c,d) y o060 munumarno iosesyjyhe gpeo
goodujamo yuKAyc, a 3HaMo ga YUKAYC He Modce OUiliu geo MUHUMANHOT iloee3yjyhel gpeeria.

Jpyru mnpodnem ca NMpUMEHOM OBaKBe MHAYKTHBHE XMIIOTE3€ je Taj HITO YKJIOHEHa IpaHa
MOX€e OUTH MOCT M HAKOH HEHOT YKJIamarma I'pad He Mopa 1a OCTaHe MOBE3aH.

| Mpumep 2.10.2

Pazmoitipumo ipagh ca cauxe 2.79: nakon ykaarearea ipame (¢, d) munumanne iwexcure, ipag
ce paciaga Ha gee KOMIUOHeH e H08e3aHOCIIN.
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Cnuka 2.79: I'pac koju ce HaKOH yKJIambara rpaHe MUHIMAaJIHE TeKMHE pacriajia Ha JABe KOM-
MOHEHTE ITOBE3aHOCTH.

MoxeMO peKyp3UBHO KOHCTPYHCATH MUHMMAJIHY MOBe3yjyhy IIymy, ajau MOHOBO, Kao U Yy
ciIydajy MHIYKIFje 1o Opojy YBOpOBa, OAYCTajeMO OJ OBOT MPHUCTYIIA, jep MOCTOje jeTHO-
CTaBHUjU.

2.10.2 TMpumos anroputam

Jenan moryhm mpucTyn pemaBarmy OBOT IIpodJieMa je Ja ce TOKOM HM3BpIIaBama aJropuTMa
MUHHMMAJTHO 1TOBe3Yjyhe MocTynmHo rpaay, 1o4ajyhul y cBakoM KOpaky TPEHYTHOM MOJIPBETY
jeAHy HOBY TpaHy M jeJaH HOBH 4Bop. [Ipema Tome, MHAYKIIMja ce OBAE HE W3BOJM IO BEJIH-
yrHU rpadpa (dpojy rpaHa uiam yBoposa rpada), Beh nmpema Opojy ipana y iioggpeeiiy mumu-
Mannoi iosesyjyher gpeeitia koje ce ipagu.

MuaykrusHa xunore3a. 3a 3aatu nosesat rpadp G = (V, E') ymemo na nponahemo qpBo
T}, ca k rpana (k < |V| — 1), tako na je apBo 7}, MOAAPBO HEKOI MUHMMAJIHOT MOBE3Yjyher
apeerta 1’ rpacda G.

bas3nu cinyyaj je k = 0. Ilommro cBaku yBop rpaga npurmazia leroBOM MUHUMATHOM TTOBE3Y-
jyhem apsery T (koje nmoctoju, jep je rpad nosesan), ApBo 1, Moxke Jja caJip:K1 IPOU3BObHU
4yBOp rpacda U HUjEeAHY FPaHy.

[MpernocraBUMO Aa CMO MPOHAILIH ApBO 1), KOje 3a0B0/baBa UHAYKTUBHY XUIIOTE3Y U 1A je
notpedHo aa 1), mpommpumo HapegHoM rpaHoM. Kako na mpoHahemo HOBY rpaHy 3a KoOjy
hemo OUTH cUTypHU Aa MpuUMaga HEKOM MUHUMAJIHOM NoBe3yjyhem apeety? Y cBakoM MoBe-
3yjyhem apBety koje npommpyje apBo 1), Mopa Aa ImocToju dap jeaHa rpaHa Koja MoBesyje
HeKH 4Bop u3 1}, ca HeKUM YBOPOM y ocTaTKy rpaca. Heka je [/, CKyI CBUX TaKBHX I'paHa.
[MomrTo je rpad moBe3aH, Taj CKylm MOpa OWTH HermpasaH. 3a HapeIHy I'paHy y3UMaMoO MpOU-
3BOJbHY I'PaHy ca HajMambOoM TexkUHOM u3 ;.. TBpaMMO Ja cBaka TakBa rpaHa MpHIajza HEKOM
MHUHMMAJHOM 1oBe3yjyhem npsety 1.

Hexa je T}, iioggpeo nexoi munumannol iosesyjyhet gpsemia T wwexcunckor ipagpa G =
(V, E) unexa je E,, ckyii ipana koje iiosesyjy ueopose uz T), ca ueoposuma éan T}, Hexa
Jje e = (u,v) Heka og ipana najmaree wexcune mehy ipanama uz E,. Taga iociuioju
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munumanno iosesyjyhe gpeo T’ ipagpa G koje cagpoicu cee ipane uz T}, u ipany e.

Jokaz. Axo npso T' caipxu rpaty e, oHJa je OHO TpaxkeHo apso 1" = T.

Axo T He cajipxH €, OHO CaPXKK TAYHO jefla IyT o/ v 10 v. [Tourro rpana (u, v) He Npunaa
MUHMMaJIHOM noBe3yjyhem apsery T, oHJa OHa He MpHMNaAa HU MyTy OJ U JI0 U KPO3 IPaHe
npeera T'. MelhyTum, NOIITO « MPUIaja, @ U He NpUIaga Apeery 1), Ha TOM MyTy Mopa ja
nocroju dap jour jensa rpana (u’,v’) takea ja v’ € T), m v’ ¢ T). Pazmorpumo oaHOC
TexuHa rpana (u, v) u (u',v'):

e TexuHa (u, v) je HajMarba Mehy Te)xMHAMa rpaHa Koje noBe3yjy T}, ca ocratkom rpada,
na TexuHa rpade (u', v”) He MOXe OUTH Marba Off Hhe.

e Texwuna rpate (u’',v") He Moxe dutn Hu Beha off TexuHe rpaHe (u,v). 3aucra, aKo
rpany (u, v) JOIAMO MUHMMAIIHOM 110Be3y jyhem apBety T', a U3 thera U30auMo rpaty
(u’,v"), nodujamo nosesyjyhe IpBO Marbe TeKHMHE, ITO je KOHTPAIHUKIIH]a.

* Ako je texuna rpate (u’,v’) jenHaka TexuHu rpaHe (u, v), Taja ce 3aMEHOM IpaHe
(u’,v") rpanom (u,v) noduja mosesyjyhe apBo 1" ucte TexkuHe, Ma je U OHO MUHHU-
MastHo. [lakJie, OCTOju MUHUMAJIHO TIoBe3y jyhe IpBo Koje canpxku rpany (u, v).

O

AJropuTam ce, JakJje, ClpoBoau Ha cieaehu HauuH. [IpBo T’ ce uHUIMjanu3yje TpBETOM
T}, xoje cagpxu caMo jefaH (IIPOU3BOJBHO 0JadpaHM) YBOpP. Y CBAKOj MTEpPALMjHU CE BPIIN
HPOIINPHUBAae TPEHYTHO KOHCTPYUCAHOT ApBeTa 1) jeJHOM I'DaHOM U YBOPOM, TaKO HITO
ce MpoHaJa3M HeKa rpaHa U3 cKyna [, Koju cafipXku cBe rpaHe Koje noe3yjy 1}, ca HeKuM
YBOpPOM BaH 1), a KOja UMa HajMamwy TeXKHUHY O[] CBUX I'paHa y TOM CKYIy (aKo MMa BHILIE
TaKBHUX, O¥pa ce mpon3BosbHa). OBO je miycTpoBaHo Ha ciumm 2.80.

YMecTo dyBama U axypupara LeJor cKymna [, 3a cBaku 4BOop v BaH 1), MOXEMO y HU3Y
MaMTUTH pacTojame of ApeeTa 1), Tj. MUHUMAaJIHY TeXUHY IpaHe Of U 10 HeKor uBopa u3 1),
(ako TakBa rpaHa He IOCTOjH, BPETHOCT MOCTaB/baMO Ha +00) U Y CBAKOM KOPaKy MOXEMO
oapehusat MuHIMYM ToT HU3a. Kaga ce ogadepe rpaHa HajMame TexXHHe U3 [V), ¥ IeH YBOp
v ¢ T}, aHaIM3MPaMo CBE TpaHe Koje BOJE O ¥ 0 HEKOr YBOpa w BaH T}, M aKo je TexHHa
HeKe TakBe rpate (v,w) Mara OJf TPEHYTHOr pactojama w o Apsera 1}, axypupamo To
pactojame (4 rpaHy Koja oJl ApBeTa BOAU JIO Hera).

Panu eprukacHor Hamaxemwa MUHUMYyMa, CBE IpaHe CKyma [}, MoxkeMo uyBaTH y pejly ca Ipu-
oputeToM, ypeheHoM 1o TykuHama rpaHa. HakoH pomaBara HOBOT 4Bopa vy 1}, y pen ce
1of1ajy TpaHe Koje ra crajajy ca usopouMa BaH 1. Mehytum, Heke rpaHe koje cy dune y E),
He Tpeda BuIlle 1a OyAdy, jep caja cnajajy aBa uBopa y apeety. CimdyHo Kao kof JlajkcTpuHor
ITOPUTMA U OBJE MOXKEMO KOPUCTHUTH JICHO aXypUpame pela ca MPHOPUTETOM U Te TpaHe
He MopaMo OpucaTH U3 pefa. 3aro, Kaja ce rpaHa MUHMMAaJHe TeXMHE W3BaJM U3 peaa ca
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Cnuka 2.80: Hanaxemwe cneaeher usopa u rpane MUHUMATHOT noBe3yjyher apeera. Iloxe-
dsano je apso 1}, a rpaHe ckyna I, cy mpukasaHe ucnpekugano. JpBeTy ce Joaje Heka
rpaHa TOT CKyIla KOja UMa HajMarmby TEKHUHY.

HPHOPETOM, Tpeda MPOBEPUTH Ja JIM OHA chaja 4Bop y 1) ca YBOpOM BaH mera. AKO craja
Ba yBopa yHyTap 1., Tpeda je pocTo NPECKOYUTH.

INoctymnak ce 3aBpinaBa Kaja ce KOHCTPYHIIIE APBO T\V|—1 =T, jep OHO CajIpiKU CBE YBOPOBE
rpaca (mmomTo je Opoj YBOpoBa yBek 3a jegaH Behu o Opoja rpana, Tajza APBO MOBE3Yje
cBux |V | usoposa). Ilomro je Ha ocHOBY Jieme 2.10.1 ¥ OHO MOAIPBO HEKOT MUHUMAJIHOT
nope3yjyher apeera, 0HO MOpa OMTU MUHUMAJTHO TIoBe3yjyhe IpBo.

Onwcany anropuraM Mo3Hat je oA Ha3uBOM [Ipumos asiopuitiam v civaH je [lajkcTpuHoM
AITOPUTMY 3a Halaxeme Hajkpahux myTeBa off 3afator yBopa. MIHTepecaHTHO je [a je oBaj
anroputam 1peu ocMucano Bojrex Japuuk'® 1930. rojmne, a a cy Tek KacHuje HE3aBUCHO
110 wera gouum Podept IMpum?’ 1957. roaune u Emsrep Tajkerpa’! 1959. rommne.

W3 onumca unaykTUBHE KOHCTpyKIMje u teme 2.10.1 cneau cneaeha teopema.

Teopema 2.10.1 [KopekTHOCT MpumoBor asiroputmaj

3a iipoussoman Heycmeper osesar twedxcurcku ipalh G = (V, E) Ilpumoe ariopuiiam
KOHCTUpYume jegno MUHUMAAHO iose3yjyhe gpeo.

Jenuna pasmuka nzmely [IpumoBor u [lajKCTpUHOT airopuT™Ma je y TOMe IITO ce He Tpaku
YBOp BaH TPEHYTHOT CKyNa KOju MMa MUHHMMAJIHO pacTojame oJ] MOYeTHOr 4Bopa, Beh ce

Bojrex Japuux (vem. Vojtéch Jarnik), (1897-1970), yerku MatemaTryap.
20Podepr IMpum (enrn. Robert Prim), (1921-2021), amepuuku uxbopmaTiayap.
2'Ensrap Jlajkerpa (xon. Edsger Wybe Dijkstra), (1930-2002), xonaHacku HHbopMaTayap.
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TPaX¥ YBOP BaH TPEHYTHOI CKyIa KOjU MMa MUHUMAJIHO PacTojame OJ TPEHYTHO KOHCTPYH-
caHor apBera. OcTaTak aJITOPUTMa MPEHOCH Ce TIPAKTUYHO Oe3 MpOMeHe.

// Primov algoritam za odredjivanje minimalnog povezujuceg drveta
vectorGrana> minimalnoPovezujuceDrvoPrim() {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
// da li je cvor ukljucen u trenutno drvo
vector<bool> uDrvetu(brojCvorova, false);
// najkrace rastojanje od cvora do trenutnog drveta tj.
// duzina najkrace grane koja povezuje trenutno drvo 1 cvor
vector<Tezina> minRastojanja(brojCvorova, INF);
// roditeljski cvor svakog cvora u minimalnom povezujucem drvetu
vector<Cvor> roditelji(brojCvorova, -1);

// uredjen par koji cine rastojanje do cvora i1 broj cvora;
// redosled elemenata mora biti ovakav zbog operacije poredjenja parova
typedef pair<Tezina, Cvor> RastojanjeCvora;
// min-hip u koji smestamo duzine najkracih grana od drveta do svih cvorova
priority_queue<RastojanjeCvora,

vector<RastojanjeCvora>,

greater<RastojanjeCvora>> rastojanja;

// pocetni cvor moze biti bilo koji

Cvor start = 0;

// ubacujemo pocetni cvor u hip 1 postavljamo duzinu grane do njega na 0
rastojanja.emplace(0, start);

minRastojanja[start] = 0;

// broj cvorova trenutno ukljucenih u minimalno povezujuce drvo
int brojCvorovaUDrvetu = 0;

// dok se svi cvorovi ne ukljuce u drvo

while (brojCvorovauDrvetu < brojCvorova) {
// izdvajamo cvor cvor najblizi drvetu
// (u prvom koraku izdvajamo pocetni cvor)
auto [rastojanje, cvor] = rastojanja.top();
rastojanja.pop();

// ako je taj cvor vec u drvetu, treba ga preskociti
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// ovo se moze desiti jer vrsimo lenjo azuriranje hipa
if (uDrvetu[cvor])
continue;

// dodajemo cvor u drvo
ubDrvetu[cvor] = true;
brojCvorovauDrvetu++;

// za sve susede tekuceg cvora
for (const auto& [sused, tezina] : listaSuseda[cvor]) {
if (!luDrvetu[sused]) {
// ako je grana iz tekuceg cvora do sused kraca od
// prethodno najkrace grane iz drveta do tog suseda,
// azuriramo vrednost najkrace grane 1 roditeljskog cvora
if (tezina < minRastojanja[sused]) {
minRastojanja[sused] = tezina;
roditelji[sused] = cvor;
// ubacujemo element u hip;
// ako je postojala prethodna vrednost, ne brisemo je:
// nova vrednost ce se naci u hipu iznad stare
rastojanja.emplace(minRastojanja[sused], sused);

// odredjujemo niz grana drveta na osnovu niza roditelja
vector<Grana> grane;
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (roditelji[cvor] != -1)
grane.emplace_back(roditelj[cvor], cvor);

// vracamo konacan niz grana drveta
return grane;

Kana ce kopuctu peji ca mpUOPUTETOM, CJIOKEHOCT [IprMOBOT alropuTMa MIEHTUYHA je CJIo-
keHocTH JajKCTpUHOr aJITOpUTMa 3a HalaXerme HajKkpahMx pacTojama Of 3aJaTor YBopa U
wHocu O((|E| + |V|) log [V]).
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VKOJMKO Cy TeXHWHE CBUX IpaHa y rpagy MehycoOHO pa3iuyuTe, MUHMMAIHO MOBe3yjyhe
apBo rpacda ouhe jeJUHCTBEHO.

I Mpumep 2.10.3

Tpumos aniopuitiam 3a KOHCIUPYKUUJY MUHUMAAHOT Hose3y jyhel gpeettia 3a Ipagh Upukazan Ha
cauyu 2.81 unyciiposat je y miadeau 2.4. Yeop y iipsoj koronu wiadene je oHaj xoju je gogai
y ogiosapajyhem xopaxy. Ilpeu gogaitiu ueop je V', u y iipeoj epcitiu HasegeHu cy 480posu go
Kojux focitioje ipane uz ueopa V' ca ceojum imiexcurnama. Y ceaxoj epciiu dupa ce ipana ca
Hajmarbom iiexcurnom. Ciucax peHyiHo HajoosbUX IPana U FeUX08UX IENCUHA adcypupa ce y
ceakom Kopaky (ipuxazanu cy camo kpajesu ipana). Ha cauyu ipagba cy ipane xoje ipuitagajy
MUHUMANHOM Ho8e3Yy jyhem gpeeilly flogedvatie.

T

e
Lodod

Cmuka 2.81: Ilpumep u3BpmaBama IlpruMoBor ajiroputma 3a Halaxemhe MUHUMATHOT TIOBe-
3yjyher npsera.

Tabena 2.4: UsBpaBame [IpumoBor anroputma 3a rpag ca cnuke 2.81.

vV A B C D E F G H
Vi - 1V) 6(V) oo 9(V) o 00 00 00
A - - 6(V) 2(4) 9(V) o0 00 00 00
c - - - - 4(C) oo 10(C) oo 00
D - - 6(V) - - 7(D) 10(C) 12(D) oo
B - - : : : 3(B) 10(C) 12(D) oo
E - - - - - - 10(C) 12(D) 5(E)
H - - : : : : 10(C) 11(H) -
F - - - - - - - 11(H) -
G - - - - - - - - -

IIprMmoB anroputaMm je mpumep MOXJIEITHOT alropuTMa, jep ce Yy CBaKOM KOpaky Oupa rpaHa
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ckyna I, ca HajMamOM TEXHMHOM, Tj. N300p JIOKAJIHOI MUHMMYMa BOJM M Ka ITI0DATHOM
MUHUMYMY.

2.10.3 KpackenoB anroputam

MHTYUTUBHO je jacHO Aa je MoxeJbHO 1a MUHUMAJTHO MoBe3yjyhe ApBo caapxu rpade rpada
ca IITO MambKM TeXKMHaMa. AKO Cy CBe TexXHHe rpada Mel)ycoOHO pasinuduTe, rpaHa HajMarmbe
TeXuHe y rpadyy MOpa OUTH YKJby4eHa Yy MUHUMAIIHO ToBe3yjyhe qpBo. AKO oHa He Ou Oua
yKJby4eHa, OH/Ia OM FeHO JJO/IaBarhe MIHMMAITHOM ITOBe3Y]jyheM ApBeTy 3aTBOPHIIO HEKH IH-
KJIYC; YKJIaakeM MPOU3BOJBHE JpYre IpaHe U3 TOr IUMKJIyca MIOHOBO CE JA00Mja OPBO, ajlu
Mambe TeXXUHE — IITO je Y CYMPOTHOCTH ca MPETIIOCTABKOM O MUHIMAJTHOCTH KOHCTPYHCAHOT
noee3yjyher ngpeera. OBO MHCIIUPHUILIE aAJITOPUTaM KOju 00MIa3u rpaHe rpada y Heonajaajy-
hewm penoceny TexuHa U YKJbydyje jeHy M0 jenHy y rpad. AKo IMOCTOju BUIIIE TpaHa UCTe
HajMame TeKUHE KOje MOry OUTH JoAaHe, Oupa ce Omio Koja of wux. Mnak, notpedHo je
BOJIUTY payyHa Jja HeKe IrpaHe ca paHuje JoAaTUM rpaHaMa 3aTBapajy LUKIIYC U X MOpamo
MIPECKOYUMTH.

Haksie, u npyru eprikacan aaropuram 3a oapehrBame MUHUMATHOT MOBe3yjyher npeera aa-
Tor HeycmepeHor TexuHckor rpada G = (V| E) je noxyenan, jep y CBakoM KOpaky dupa
jenHy o Hajkpahux pacrofioKMBHX TPaHa, ajld JO MUHIUMAJTHOT MOBe3yjyher IpBeTa He J10-
JIa3¥ Jo/IaBabeM HOBUX IpaHa Ha TPEHYTHO JIPBO, HETO Ha TPEHYTHY IIyMY.

WNupykigja y oBoM airoputMy Tede o 0pojy odpaheHux rpaHa y Heonagajyhem pemocieny
TEeXKUHE TpaHa.

MuaykruBHa xunore3a. 3a 3axaty nosesad rpad G = (V, E) u ckyn meropux k rpana
E),, C E najMame TeXHHEe yMEMO Ja OApeanMo IyMy /', Koja je 1eo HeKOT MUHUMAJTHOT
nose3yjyher apeera rpada GG. To apBO caapxu cBe TpaHe ckyrna K, a He caipku HU jeqHY
rpany ckyna L = F. \ K.

WHuiumjanHo cBaku yBop rpada npejcTasiba 3acedHO IpBo 1 oarosapajyha myma cagpxu | V|
IpBeTa U HUjeIHy rpaHy. 3aTHM ce IMOCTeTIeHO Cajajy Mo JBa IpBeTa OBe IIyMe, J0/IaBamheM
rpaHa. JlomaBamem cBake HOBe IpaHe, Opoj ApBeTa y IIIyMH ce cMamyje 3a 1, Te he ce HakoH
nopasawba |V| — 1 rpane modutu tauHo jenHo apBo. Ilpu ToMe ce rpaHe Koje ce Jojajy
pasMaTpajy y Heonagajyhem peaociieny TexXuHa; ako TpaHa Koja je cieneha Ha pey moBesyje
IBa YBOpA y pa3MIWTHM ApPBETHMA TPEHYTHE IIyMe, OHJA Ce Ta rpaHa yKJbydyje y IIymy,
YyKrMe ce Ta JIBa JIpBeTa Crajajy y jeflHO. Y MPOTMBHOM, aKO TpaHa MoBe3yje JIBa YBopa U3
WCTOT JpBeTa TPEeHyTHe IIIyMe, TpaHa ce IMpecKaye.

Osaj anroputam je ipeu o6jasuo Llozed Kpacken>> 1956. rofyse 1 Mo3HAT je Mo HA3MBOM
Kpackenoe aniopuitiam.

2Jlozep Kpacken (enri. Joseph Kruskal), (1928-2010), aMepyuku MaTeMaTHyap U MHGOPMATHIAP.
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Jokaxumo aa he oBaj anroputaM yBeK BPaTUTH HEKO MUHMMAITHO MOBe3yjyhe npBo mator
rpada.

Teopema 2.10.2 [KopekTHOCT Kpackenosor anroputma]

3a iipoussoman Heycmeper iosezan wexcuricku ipagp G = (V, E) Kpackenos aniopu-
{fam KoHCipyuute jegno MUHUMAAHO Hoee3yjyhe gpeo.

Joxas. Jlako ce nmokasyje ga anroputaM Bpaha nose3yjyhe apBo gartor rpada (jep Ha Kpajy
“MaMoO 7. YBOPOBa MOBE3aHMX ca 1. — 1 rpaHa, Oe3 muKIIyca, IMTo Mopa dutH aApBo). Tpeda
MOKAa3aTy Ja je OHO M1 MUHMMAJIHO.

Jokazahemo HHIYKIIMjOM J]a Y CBAKOM KOPaKy anroputma (MpuiuKoM pa3MaTpama Ouio Koje
rpaHe) NOCTO ju MUHUMAJTHO noBe3yjyhe npeo 1’ rpacda koje caapxu cBe rpaHe ckyna K koje
cy oabpaHe y IPeTXOJHAM KOpalMa 1 He Ca/IpKK HU jeJHY IpaHy ckyma L Koje cy ondadeHe
y MpeTxXoAHuM Kopanmma. HakoH oOpaze cBux rpasa, K je IpBo Koje Mopa OUTH jeqHaKo
MUHHMAJTHOM TIOBe3yjyheM ApBETy Koje Ta CafpKHu.

Y modeTHOM KOpaky HMje HUTH IpruxBaheHa, HUTH of0aveHa HU jenHa rpada rpadga. Ilomro
je rpad moBe3aH oH MMa MUHUMAITHO roBe3yjyhe npeo 1. To npBo 3a70BObABA YCIOB jep
oOyxBara noveTHu npasan ckyn rpana K = () u ve odyxBata Hu jeany rpany ckyma L = ().

Hexka je e Hapenna rpaHa kojy pasmatpa KpackesnoB anropuram y TpeHyTKY Kaja Cy y IIymy
NPETXOAHO JojaTe rpaHe ckyna K u ondaueHe rpaHe u3 Hekor ckyma L. OHa moxke dutn
JojaTa y Tekyhy mymy wiv ofdayeHa.

Pa3zmotpumo ciiyyaj nogaBama HOBe rpaHe e y mymy. Heka je 1" HeKO MUHMMAJIHO MOBe3y-
jyhe 1pBo koje oOyxBarta cBe rpaHe ckyna K W HujesHy rpaHy u3 L (OHO IOCTOjU Ha OCHOBY
uHayktuBHe xunorese). Hosa myma K’ = K U {e} canpxu u rpany e u oHa He 3aTBapa
[UKJIYC ca OCTAIUM rpaHama u3 K.

¢ Axo rpana e npunaga apeery 1, Taga je 177 = T TpaxeHO MUHMMAJIHO TOBe3yjyhe
IpBO Koje caupku cBe rpane u3 ckyna K’ = K U {e} u Hujenny rpany u3 ckyna
L' = L.

* AKko rpaHa e He mpunaja Apeetry 1', OHJa ce BeHUM JoflaBambeM y I’ 3aTBapa HEeKU
mukiyc y apeery 1' (jep y apBery 1’ MOCTOjU HEKM OPYTH YT KOJjU MOBE3Yje Kpajibe
4yBopoBe rpane e). Taj 1mkiyc He octoju y mymu K U e (jep ce y CynpoTHOM rpaHa
€ He OM JojaBaga ImymMu). 3aTo y TOM IMKIJIYCy MOpa Ja MOCTOju HeKa rpaHa €, pa-
37MYKTA OJ1 €, KOja Ipunaza apeety 1, anu He npunaaa mymu K . Tomro e’ npunazga
npsety T', oHa He MOXe Ja npunaja ckymy L ondavenux rpana (jep 1’ He cajipku HU
jenny omdaveHy rpady us ckyna L). [lakie, e’ He npunaga vy ckyny L Hu ckymy K
U pas3nuuuTa je ox e. 3ato je KpackesnoB aaropuram jomn HHje pa3marpao, ma mbeHa
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TeKMHA MOpa OMTH Beha WM jeIHaKa TEKUHU rpaHe e. V3baruBambeM rpase e’ us Jip-
Beta T' 1 lojlaBambeM rpate e JodujamMmo HOBO Jipeo T (OHO MMa UCTH OPOj YUBOPOBA U
rpaHa Kao apBo 7', a ocTaje moBe3aHo, jep ce jesiHa IpaHa Koja 3aTBapa LUKIJIYC Metba
JIPYyrOM TPaHOM TOT' LMKJIyca). YKyIHa TexuHa apseta 1’ He MOke OUTH Marba O]l
TexkxuHe apBeta 1, jep je T MuHMMaiHO moBe3yjyhe npBo, He Moxe outu Beha, jep
TeXMHa IPaHe e Koja ce noaaje Huje Beha ox TexuHe rpae €’ Koja ce usdallyje, na
yKynHe texune apsera T u T’ mopajy duru jemnake. T je 3a10 Takohe MUHUMAITHO
noBe3yjyhe apBo, a oHoO caapsku cBe rpade u3 ckyna K’ = K U {e} u He cagpku Hu
jenHy rpaHy U3 cKyna odaueHux rpana L' = L.

Pa3moTpumMo Ha Kkpajy ciyyaj ondaiyBama rpaHe e. JeaMHHU pasior Jja ce OHa 0/10al| je
KaJla OHa 3aTBapa HEKM IMKJIyC ca rpaHama u3 K. Mebhyrum, momro ce ce rpane n3 K
Hanase y apBety 1, ay 1T’ Hema nuKJIyca, rpaHa e He npunaaa apeery 1. 3ato je 1’ TpakeHo
MUHHMMAJIHO T0Be3yjyhe JpBO Koje caapxku cBe rpate u3 ckyna K = K u Hu jelHy rpaHy
u3 ckyna L” = L U {e}. O

3a yTBphUBathe J1a 1 Cy Kpajibi YBOPOBH U 1 U TeKyhe rpaHe (u, v) y MCTOM WM Y pa3/inyu-
THM JIpBETUMAa TPEHYTHE IIyMe, MOXe Ce MCKOPUCTUTH CTPYKTypa MojaTaka 3a JUCjyHKTHE
ckyrnoBe (eHr1. union-find): TpeHyTHa IpBeTa IIyMe Cy AWC]YHKTHH ITOJCKYIIOBH CKyIa YBO-
poBa rpaga. Onepanuje pronadji(u) u pronadji(v) npoHaase npeacraBuuke v’ , v’ 1Ba NOj-
cKyna (KopeHe IpBeTa KOjUM CY OHH MTPEACTaB/bEHN), I1a CY YBOPOBH U U U Y UICTOM MOACKYITY
ako 1 camo ako je u’ = v’. Ako je u’ # v’, oHzia ce Ta JBa MOJCKYIA 3aMekbY jy CBOjOM YHHU-
jOM, Tj. IpUMEmYje ce orepanyja unija(u',v'), a IBa MOJAPBETA TPEHYTHE IIIyMe Ce TPaHOM
cnajajy y jeaHo.

vector<pair<Grana, Tezina>> minimalnoPovezujuceDrvoKraskel() {
int brojCvorova = listaSuseda.size();

UF_inicijalizuj(brojCvorova);

typedef pair<Cvor, Cvor> Grana;
vector<pair<Tezina, Grana>> grane;
for (Cvor cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
for (const auto& [sused, tezina]: listaSuseda[cvor]) {
Grana grana{cvor, sused};
grane.emplace_back(tezina, grana);
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// sortiramo skup grana u neopadajucem redosledu teZina
sort(grane.begin(), grane.end());

// grane koje pripadaju konacnom minimalnom povezujucem drvetu
vector<pair<Grana, Tezina>> drvo;

// drvo ce sadrzati [V| - 1 grana, pa unapred rezervisemo memoriju
drvo.reserve(brojCvorova - 1);

// prolazimo redom kroz skup grana
for (const auto& [tezina, grana] : grane) {
// krajnji cvorovi grane
auto [u, v] = grana;
// predstavnici cvorova u union-find strukturi
Cvor predstavnik_u = UF_pronadji(u);
Cvor predstavnik_v = UF_pronadji(v);

// ako tekuca grana povezuje dva cvora koja pripadaju razlicitim drvetima,
// onda tu granu dodajemo u minimalno povezujuce drvo
// 1 pravimo uniju skupova cvorova koji pripadaju tim drvetima
if (predstavnik_u != predstavnik_v) {
// spajamo drveta kojima pripadaju u i v (dodavanjem grane uv)
UF_unija(predstavnik_u, predstavnik_v);
// granu dodajemo u skup grana koje cine sumu (tj. drvo na kraju)
drvo.emplace_back(grana, tezina);
// drvo je kompletno konstruisano kada je broj grana za jedan manji
// od broja cvorova
if (drvo.size() == brojCvorova - 1)
break;

return drvo;

OyHKIMjA 32 MHULMjIM3aLKAjy CTPYKTYpe MOJIaTaKa 3a AUCjYHKTHE CKYIIOBE je CI0KEHOCTH
O(]V|), monasare rpana y ckym rpana je cnoxeroctd O(|E|), BUXOBO cOpTHpatbe je CJo-
xeHoctr O(|E|log |E|), a HakoH Tora ce IIaBHa IeTba u3Bpiuasa | F| myra, 1ok cy onepa-
1Mje Koje ce u3Bpiuasajy y newbr (UF_pronadji u UF_unija) cioxkenoctu O(log |V|]). dakie,
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yKynHa croxkenoct Kpackenosor anropurma usnocu O(|V|) + O(|E|) + O(|E|log |E|) +
O(|E|log|V]) = O(|E|log|V|) (xopuctumo unmennnuy aa je O(log |[E|) = O(log|V])
360r |[E| < |V|?).

I Mpumep 2.10.4

Tpumep uzspuasaroa Kpackenoeor aniopuitima 3a ipagh ca cauxe 2.81 iipuxazan je y wadenu
2.5. Ipoaasumo pegom Kpo3 ckyil ipana upema Heouagajyhem pegocaeqgy WiediCUHA U 3a6p-
wasamo odpagy kaga y ckyii gogamo |V| — 1 (y oeom cayuajy 8) ipana. Kao pesyaiviaiu
goodujamo munumanto iosesyjyhe gpeo tpuxazarno na cauuu 2.81.

Tabena 2.5: [Ipumep m3BpmaBamwa Kpackenosor anroputma 3a rpad ca ciuke 2.81.

HapegHa ipana  gyxcuna ipane  yrkwyuena y MCST?  iwipenyiuina wyma

(A, V) 1 ga VA B,C,D,E,F,G, H
(A,C) 2 ga AV .B,C,D,E,F,G,H
(B, E) 3 ga ACV B,C,D,E,F,G,H
(C,D) 4 ga ACV,BE,D,E,F,G,H
(E,H) 5 ga ACDV ,BE,F,G,H
(B,V) 6 ga ACDV,BEH,F.G
(D, E) 7 He ABCDEHV F,G
(D,V) 8 - ABCDEHV,F,G
(C,F) 9 ga ABCDEHV ,F,G
(G, H) 10 ga ABCDEFHV,G
ABCDEFGHV

KonavHO, HanmoMeHNMO Jja ce Ha CIIMYaH HaYWH MOXe KOHCTPYMCATH | roBe3yjyhe apBo ca
MaKCHMaJIHOM MOTyhoM yKYITHOM TE€KMHOM I'paHa, T3B. MaKcumanro uosesyjyhe gpeo rpada.
JemuHo je moTpedHO rpaHe odpalhBaTH y OOPHYTOM penocieany.

3apgarak: Bopa go cBake kyhe

V jemHowm ceny uma n Kyha. Kenumo ga n3rpaarmo BogoBO[ Tako Ja Ao cBake Kyhe gosasu
BOJIa: TO MOCTHKEMO THME IITO TPaJuMO OyHape M rmosesyjemMo Kyhe nieBuma. 3a cBaky Kyhy
7 MOXXEMO WJIH J1a U3rpauMo OyHap WM Aa je LieBUMa IMOBEXEMO ca HEKUM CyCeJHUM Kyhama.
Kpo3 cBaky 11eB Boa MOXe Ja HJie Y IIPOU3BOJ/BHOM CMepY. AKO Cy I03HATe LIEHE U3IPajiibe
OyHapa y cBakoj Kyhu 1 11leHe moBe3uBama Kyha 11eBUMa, HAITUIIN IPOrpaM KOju U3pavdyHaBa
HajMamy IIeHy MOTpeOHy Ja cBaka Kyha n1oduje Boay.
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Onuc yaaza

Ca craHmapJHor yiasa ce yuntasa opoj kyha n (1 < n < 5 - 10%), 3atum n Spojesa koju
Mpe/ICTaBIbajy lieHe U3rpajibe OyHapa 3a cBaky Kyhy, a 3aTHM JI0 Kpaja yjia3a ieHe U3rpaimbu
1IeBH (TI0 TpH IieJia Opoja y pemy, Te mpBa qBa dOpoja mpeacTarbajy pasnuunte kKyhe, a Tpehn
1ieHy M3rpajibe ey u3Melly Tux kyha, nipu uemy ykynas dpoj uesu He npenasu 10%). Bpo-
jeBu kyha cy ox 1 o n.

Onuc n3ja3a

Ha cranpapaau m3nas ucnmcaTy HajMamy IIeHy H3Tpaiibe BOAOBOA.

IIpumep 1

Yaas Hznaz  Odjawrberve

3 3 Hajbose je nanpaButu dyHap y kyhu 1 u nmoBe3atu apyre aBe kyhe ne-
122 BUMa Ca HOM.

121

231

IIpumep 2

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

4 8 Hajbosme je na ceaka kyha noduje cBoj dyHap.
2222

125

135

145

235

245

345

Pewene

Kaga dynapu He du moctojanu u Kaga Ou camo Omiio morpede moBe3aTH cBe Kyhe 1eBuma,
mpodJieM O ce AMPEKTHO CBOAMO Ha MPOHAIAKEhe MUHIMATHOT MoBe3yjyher apBeTa gaTor
cKkyma kyha.

MoryhHoct u moTpeda aa ce usrpage OyHapy Hau3riie ] YMHe 3a1aTak KOMIUTMKOBaHUjUM. Me-
DyTum, noctoju BeoMa esleraHTaH Ha4MH Ja ce U podseM ca OyHapuMa cBejie Ha MpodseM
MHUHUMAJIHOT noBe3yjyher npsera, Tj. Aa ce u3rpaimba OyHapa MOAENyje U3rpaaboM LIEBH.
Hauwme, cBaku ce OyHap MosKe 3aMUCIIUTH Kao LIEB Koja craja Kyhy 3a 3eM/boM y K0joj ce Beh
HaJIa3¥ Boda. 3aTo MoJjia3Hu rpady y KoMe ce Hasa3e Kyhe ¥ IIeB1 KOje UX MOTY TIOBe3aTH Tpeda
JOTYHUTH jeJHUM HOCeDHUM YBOPOM KOjH IpelcTaBiba 3eMjby U CBaky Kyhy Tpeda noBe3atu
ca TUM YBOPOM TIpH YeMy je IieHa IIeBH KOja craja 3eMiby U Kyhy jemHaka [eHH U3rpagme
OyHapa y Toj kyhu. Kana ce nponahe MmuHrmManHo nosesyjyhe npBo, oHo he curypHo nose-
3WBATU 3eMJbY ca ocTayiuM Kyhama, 1mto 3Hauu 1a he Boga U3 3emsbe curypHo mohu ga dyze
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JOonpeMJbeHa 10 CBake apyre kyhe (ga Ou 3emsba duiia moBe3aHa, cUrypHo he dap jenan dyHap
ourtu m3rpaheH). Axo rpaauMo ycMepeH rpad, JOBOJBHO je /1a YCMEpUMO I'paHe O]l 3eMJbe Ka
cBakoj kyhu (y 3emspu ce Beh Hasiaszu Boja, Na HUje NOoTpedHO Bpahatu Body U3 Heke Kyhe
Haz3aj JI0 3eMJbe).

Kapa ce HanpaBu OBaKo npoIupenu rpad, MUHUMATHO TIoBe3y jyhe IpBo MOXe 1a ce mpoHabhe
yoOHWYajeHUM aJIrTOpUTMHUMA.

I Mpumep 2.10.5

Ha cauyu neso je iipurxasan ipagh ige cy iipuxasare moiyhe uesu u uere dynapa 3a céaxy xyhy,
gOK je Ha cauuu gecHo dpuxazan apouwupen ipad ige je yseger usop 0 (zemmwa) u dynapu cy
ipegciiiasvenu yesuma Koje cilajajy zemmy u kyhe. Haupitiano munumanno ioeesyjyhe gpeo
yKasyje na o ga je omipedno usipaguiiiu oynape y kyhama 1 u 4, a ga je kyhe 2 u 3 ioitipedrno
uesuma iosesamiu ca kyhama 1 u 4.

2.11 Cs.u Hajkpahu nyTeBu

IIpodrnem pyTupama y Mpexama padyHapa (WM JUCTPUOYHpPAHUM CUCTEMHMa) IPEe/CTaB/ba
0Jadup MyTame Kpo3 MPEXy KOjOM MaKeTH MyTy]y O CBOje MOYETHE AeCTHHALUje IO oApe-
oumrta. Jenan oj KpuTepHjyma Mo KOjuMa ce BpIIM Ofadup MyTame jecTe Taj Aa npehenu
myT Oyne mTo je moryhe kpahu. Kako du ce mpeHoc mogaraka ox jemHor ypehaja mo gpyror
YUMHHO IITO je Moryhe e(UKacHUjuUM, MOTPEOHO je mo3HaBaTU Hajkpahu myT u3Mmely cBaka
nBa ypehaja. OBaj mpodsiem Moryhe je MoaenioBaT y Buny rpacda, Tako mTo hemo cBaku o
ypehaja y Mpexu npeactaBuTi YBOpoM rpada, a cBaky oj nocrojehux Beza usmely ypebaja
rpaHoM rpada urja TexxuHa OAroBapa Mepu pacrtojama usMel)y Ta aBa ypehaja. Tama ce mo-
JIa3HU MTpodJIeM CBOAM Ha NMpodJieM n3padyHaBama Hajkpaher myta u3mehy cBaka aBa 4Bopa
y TEKUHCKOM Tpady.
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Mpoo6nem
Haiti je wexcuncku ipap G = (V| E) (yemepenu uau neycmepenu). Ogpeguitiu iiyitiese
MUHUMANHE gydcure usmely ceaxa gea ueopa y ipaghy.

IToHOBO, MOIITO FOBOPUMO O HajKpahuM MyTeBUMa, TeKHMHE rpaHa MOXXEMO MHTEPITPETHUpaTh
Kao ayxuHe rpaHa. OBaj npodjieM Ha3uBaMoO ipoodaem HANAdCerA C8UX Hajkpahux iyitiesa
(enry. all pairs shortest path). 3a moderak hemo ce 3aI0BO/BUTH HANTAKEHHEM TYKHUHA CBUX
Hajkpahux myTeBa, ymecTo camux Hajkpahux myTteBa. [IpernoctaBumo fa je rpad ycmepeH;
cBe To he dUTH pevyeHo Baxu U 3a HeycMepeHe rpagose. TexuHe rpaHa y rpadgy Mory OUTu
HeraTuBHe, ajii y rpadyy He CMe MOCTOjaTH UKIyC HeTaTHBHE TEXUHE.

Jenan moryhu npucryn je na ce benman-®opnos anroputam (wim JajKCTpUH aroputam,
aKo Cy TeXHMHE TpaHa HeHEeraTWBHeE) MOKPEeHe M3 CBakor 4Bopa rpaga. Mehyrum, Bugehemo
Ja TIOCTOje U e(pUKACHUjU AITOPUTMU KOjU AUPEKTHO PElIaBajy OBaj MPOOseM.

Kao 1 0dnuHoO, nokymiajMo ca AUPEeKTHUM UHIYKTHUBHO-PEKYp3UBHUM MpUCTYNIoM. Moxe ce
KOPUCTHTHU MHJYKIHja 110 OpOjy rpaHa uim 1o dpojy uBoposa y rpady. Ozxaunmo ca d(u, v)
nmyxuny rpade (u, v), a ca SP(u, v) TykuHY TPeHYTHO TIO3HATOT Hajkpaher MmyTa oj 4BOpa U
10 YBOpA .

2.11.1 Anroputam 3aCHOBaH Ha UHAYKLMjU No 6pojy rpaHa y rpady

PasmoTprMO Hajiipe MHIYKIKjy 1o Opojy rpada. IIpernocraBumo ja cmo u3 rpada G ykio-
HWJIM TPany (U, ¥) ¥ ia CMO PeLIMIIK IpodJieM Ha ripeoctaioM rpadgy G, Tj. 1a 3HaMO Ly KuHe
Hajkpahux myteBa usmely cBaka jaBa uBopa y rpady G’. Kako ce Memajy Hajkpahu myTeBu
y rpacpy HaKoH JofiaBama rpare (u, v) y rpad? HoBa rpaHa Moxe Ipe CBera jia pe/ICTaB/ba
kpahu myT o1 1o caga mpoHaheHor Hajkpaher myTa o uBopa u 10 uyBopa v. Ilakie, moTpedHO
je nposeputy aa m Baxu d(u,v) < SP(u,v) ¥ ako Baxu, NOCTABUTH BpeaHOCT SP(1, v)
Ha d(u,v). Tlopex tora, [oqaBameM rpaHe (U, V) MOXe ce IPOMEHUTH U Hajkpahu myT u3-
Mely TIpoM3BOJbHA JIpyTa aBa 4Bopa s  t. Jla OM ce yCTAaHOBHMJIO MMa JIM TIPOMEHE, Tpeda
ca TPETXOJHO TIO3HATOM HajMaOM J1y’KUHOM IIyTa OJl YBOPA S JI0 YBOpa ¢ yIIOPEAUTH 30Up
Jly’)1Ha HajKpaher MmyTa of1 $ 10 u, MykuHe rpane (u, v) U yxkuHe Hajkpaher myTa o v 110 t.
Takne, ako je SP(s,u) +d(u,v) +SP(v,t) < SP(s,t) norpedHo je Hoy BpenHocT SP(s, t)
nocrasutu Ha SP(s, u) + d(u,v) + SP(v,t).

Towro je 6poj maposa usoposa O(|V'|?), npu nonasamwy rpane (u,v) NOTpedHO je U3BP-
umtu O(|V'|?) mposepa. OBaj mocTymnak je moTpedHO CPOBECTH 3a CBaKy TpaHy Tpada, Te
j€ CTIOKEHOCT AJITOPUTMA 32 HAJIAKEEHE CBUX HajKpahuX MMyTeBa 3aCHOBAHOI HA MHIYKLIjH 110
6pojy rpana y Hajropem ciayuajy O(|E| - |V |?). Tomro je 6poj rpana najsume O(|V|?),
crioxkenoct osor anroputma ussocu O(|V [*). OBo je Beoma HeeprkacHo, 1a OBaj aropuTam
HeheMo UMIIIeMEHTHPAaTH.
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2.11.2 Anroputam 3aCHOBaH Ha UHAYKLMjU No 6pojy uBopoBa y rpady

PasmoTpumo cazia MHAyKIK]jy 1o Opojy uBoposa. IIpernocraBimo ga cMmo u3 rpada G ykio-
HWIM YBOp 4 U Ja cMo u3Melhy cBaka zpyra jBa yBopa y rpady mpoHauud Hajkpahu myT.
Kako ce memwajy Hajkpahu myTeBH y rpady ako ce y rpad noaa Hosu uBop u? [lorpedHo je
Hajnpe npoHahu Hajkpahe myTeBe ol YBOPa U A0 CBUX OCTAJIMX YBOPOBA, U Hajkpahe myTeBe
0]l CBUX OCTaJIMX YBOPOBa 10 4Bopa u. [lommro cy nyxuHe Hajkpahux myTeBa KOju He cagpike
u Beh nosHare, oppehuBame Hajkpaher myTa o 4Bopa [0 IPOU3BOJEHOT YBOpA W CBOAU
ce Ha ofipeljiBarbe camo NpBe IpaHe Ha TOM IYTY; ako je To rpaHa (u,v), OHAA je JyKUHa
Hajkpaher myTa oj] YBopa U JI0 YBOpa W jeHaKa 30Upy AyKHUHE rpaHe (U, V) U LyKUHE Haj-
Kkpaher mmyTta o1 v 10 w, Koju je Beh mo3Hat. IloTpedHo je, gakiie, 1a ynopeaumo oBe 301poBe
3a CBE IrpaHe Koje MoJsia3e U3 4Bopa U, 1 Aa Mehy muma nzadepemMo HajMamu:

SP(u,w) = min {d(u,v)+ SP(v,w)}.
(u,v)eE

Hajkpahu myT on mpor3BOJbHOT YBOpa W JO YBOpPA U MOXe ce NMpoHahy Ha CJIMYaH HaduH.
OBe 1poBepe ¢y y HajropeM ciydajy (Kaja u3 usopa u nojasu/y wera gonasu O (|V]) rpana)
croxenocta O(|V]?).

Mebytum, nogaBame YBOpa U MOXKE CKpAaTUTH IyTeBe M3Melly Heka Jpyra jABa 4BOpa, jep
MyT MpeKo u Moxe OMTH Kpahwm Hero myTeBM KOjH He Mpoja3e Kpo3 u. 3arto je, JOAaTHO,
MOTPedHO 3a CBAKM Iap YBOPOBA MPOBEPUTHU Jia JIM u3Mel)y HUX MOCTOjU HOBU Kpahu myT
KpO3 HOBU YBOP . 3a MPOM3BOJbHA [IBA UBOpa S U ¢ Tpada, 1a OU ce YCTaHOBWJIO TIOCTO JU JTH
Kpahu myT Mpeko 4YBopa U, MOTPedHO je ca MPEeTXOAHO MMO3HATOM HajMamOM JIyKUHOM IyTa
0] S 10 t ynopenuTH 30up AyXuHe Hajkpaher myTa o § 10 u U IyXKUHe Hajkpaher myTa ox
u 1o t. Ako Baxu SP(s,u) + SP(u,t) < SP(s,t), axypupamo Bpeasoct SP(s, t).

Oso yksyuyje ykymao O(|V'|?) npoBepa u cabupama mociie 01aBarba CBAKOT HOBOT UBOPA,
11a je CNI0keHOCT OBaKBOT aroputMa y HajropeM ciydajy O(|V|-[V|?) = O(|V|?). Ykynan
Opoj Kopaka 3a ogpehuBame qy:KrHa Ha jKpahux MmyTeBa o 1 JJO HOBOAOJATOT YBOpa je Takohe
O(] V]?’). JlakJie, McriocTaBiba ce Ja je 3a pellaBambe OBOTI MpodiieMa euKacHrja NHAYKIHja
o Opojy YBOpOBa HETO MHIYKITHja [0 OpOojy rpaHa.

Pa3MoTpUMO UMITJIEMEHTAIM]y AJITOPUTMA 3a padyHarbe CBUX Hajkpahiux myTteBa y rpady 3a-
CHOBAHOT Ha WHAYKITUjH 10 YBOPOBUMA, y CIIy4ajy Kama je rpad 3a1aT MaTPHUIIOM ITOBE3aHO-
ctu. Havme, oBlie HaM je Ta peripe3eHTaldja MOroHUja O/ JIUCTU TIOBE3aHOCTH jep AyKUHE
rpaHa O/IrOBapajy WHUIMjaTHUM HajkpahuM pacTtojamuma u3mely yBopoBa.

const int INF = numeric_limits<int>::max();
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vector<vector<int>> sviNajkraciPutevi(
const vector<vector<int>>& matricaPovezanosti) {
int brojCvorova = matricaPovezanosti.size();
vector<vector<int>> najkraciPut(brojCvorova);
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
najkraciPut[i].resize(brojCvorova, INF);

// dodajemo jedan po jedan cvor
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++) {
najkraciPut[i][1] = 0;

// odredjujemo najkrace puteve od cvora i do svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < i; j++) {
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
najkraciPut[1][j] = matricaPovezanosti[i][j];
// proveravamo da li je mozda bolji put od i do j koji vodi preko
// nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
// ako postoji grana od 1 do k 1 put od k do j
if (matricaPovezanosti[1][k] != INF && najkraciPut[k][j] != INF &&
matricaPovezanosti[1][k] + najkraciPut[k][j] < najkraciPut[i][j])
najkraciPut[1][j] = matricaPovezanosti[i][k] + najkraciPut[k][j];

// odredjujemo najkrace puteve do cvora i od svih prethodnih
// cvorova j
for (int j = 0; j < 1; j++) {
// pretpostavljamo da je direktno rastojanje najkrace
najkraciPut[j][1] = matricaPovezanosti[j][1];
// proveravamo da li je mozda bolji put od cvora j do 1 koji
// vodi preko nekog prethodnog cvora k
for (int k = 0; k < 1; k++)
// ako postoji grana od 1 do k i put od k do j
if (najkraciPut[j][k] != INF && matricaPovezanosti[k][1] != INF &&
najkraciPut[j][k] + matricaPovezanosti[k][1] < najkraciPut[j][1])
najkraciPut[j][i1] = najkraciPut[j][k] + matricaPovezanosti[k][i];
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for (int j = 0; j < 1; j++)

for (int k = 0; k < 1; k++)
if (najkraciPut[j][i] !'= INF && najkraciPut[i1][k] !'= INF &&
najkraciPut[j][1] + najkraciPut[i1][k] < najkraciPut[j][k])
najkraciPut[j][k] = najkraciPut[j][i1] + najkraciPut[i][k];
}

return najkraciPut;

2.11.3 ®nojp-Baplanos anropuram

INokazyje ce ga mocToju jou jeAHOCTaBHUja MHAYKTHBHA KOHCTPYKIIMja 32 peliaBambe OBOT
npodisiema. Maeja Ha K0joj ce 3aCHMBa OBaj aJIrOpUTaM je J1a ce He Mema Opoj YBOPOBA WU
rpasa y rpady, Beh aa ce yBeqy orpaHudYera Ha THIT JO3BOJbEHHX IMyTeBa. Hamme, pa3ma-
Tpajy ce caMo IIyTeBH KOju Kao Me[)yuBOpOBE KOpUCTE YBOPOBE M3 3aJaTOT CKyIa YBOPOBA,
MIpY YeMy Ce Y CBaKOM KOpPaKy Taj CKYIl IPOILIKpYje jeAHMM HOBUM uBopoM. Ha mouertky je
Taj CKYII Ipa3aH, na y o03Up Joja3e camo rpaHe rpaga, a Ha Kpajy oOyxBaTa CBe YBOPOBE
rpacda, na y od3up gonase csu Moryhu nmytesu. Hymepuimmo yBopoBe rpaga Ha Mpou3Bo-
JbaH Ha4MH OpojeBuMa ox 1 1o |V| [Tyt on uBOpa u 70 yBOpa v 30Be ce k-iyil, Tie je
k €{0,1,...,|V|}, ako cy peasu OpojeBr CBUX YBOPOBA Ha TOM IMyTy (M3y3€B U U V) Makbk
WM jepHaku K (CKymn gomymTeHnx MeljyuBoposa je, makiie, CKyn YBOpOBa O3Ha4eH Opoje-
BuMa of 1 o k). Crenmjaino, O-IyT of yBOpa ¥ JI0 YBOpa v MOXE OUTH CaMO JUPEKTHA
rpaHa oJ YBOpa ¥ 10 YBOpa v (TMOIITO Ce HUjelaH APYrd YBOP HE MOXKE I0jaBUTH Ha TOM

nyTy).

| Mpumep 2.11.1

Pazmoisipumo iapumep ipagha ca cauxe 2.82. Heka cy pegru dpojesu ugoposa a, d, ¢, b pegom
1,2, 3, 4. Hyw (a,b) og usopa a go usopa b gyocune 10 je 0-iyin, jep ce cacimioju og camo
Jegre ipane (nema yciyitinux ueopoea na iyiy). Iyiu (a,d, c,b) gyocune 6 je 3-iyi, jep cy
pegHu Opojesu céux U6oposa Ha oM Wyitly marel Ul jegnaxu 3 (uctiospemeno je u 4-iyii),
anu nuje niap. 2-iyit. Cauuno, iy (c,a,b) je 1-iyi, jep cy pegru dpojesu céux ueoposa
(y 06om cayuajy jegHot jequHot usopa) Ha yidy mareu ur jegraxu 1 (oeaj iyiu je, imaxohe,
u 2-ayim, 3-uyim u 4-iym). Ipumeitiumo ga je najkpahu O-iyid (ucitiospemeno u najkpahu
1-ayiw u najkpahu 2-iiyini) og ueopa a go ueopa b iy (a, b) gyocune 10, gok je najkpahu
3-ityii (u ucimiospemerio najkpahu 4-iiyi) (a, d, c, b) gyocune 6.

Pa3moTpumo anropuram 3acHOBaH Ha MHAYKIIM)jH 10 onaaajyhem dpojy orpaHuyerma Ha THIT
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Ciuka 2.82: Wnycrpanyja k-myteBa y yCMEpeHOM T€KUHCKOM rpady.

HO3BOJbCHUX ITyTEBA.

NuaykTHBHA XHIOTE3a. YMEMO /1a OfIpeIuMo IyxuHe Hajkpahux (k — 1)-myteBa usmely
CBaKa /iBa YBOpA.

Baza nnaykimje je cinydaj k = 1, kajx ce pa3mMaTpajy camo JUPEKTHE TPAHE U PEIIErbe je
ounrieaHo: Hajkpahu O-myT n3mely nBa 4Bopa jeiHaK je MyKMHHU IpaHe ako OHa MOCTOjH, a
400 aKo rpaHa He MOCTOjH.

I[MperrnocTaBUMO 12 je MHAYKTMBHA XMIIOTE3a TayHA M Ja XOheMo [a je MpoimmpuMo Ha k-
nytese. [TorpedHo je ma onpeaumo Hajkpahe k-myteBe m3mely cBaka nBa uBopa. Heka je vy,
4BOp ca pegHuM OpojeM k. IIponsBosbaH Hajkpahu k-IyT CaipKK YBOP V), HAjBUIIE jeJHOM.
Haume, npernocTtaBka je aa y rpady He MOCTOjU LUKJIYC HEraTUBHE IyXUHE, I1a Hajkpahu
IyT He MO:Ke JiBa ITyTa ja rnpobhe Kpo3 4BOp v;, — y MPOTUBHOM OU Ce IIyT MOrao CKpaTUTU
n30aLMBambeM LMKTyca oJ1 rpaHa u3Mely npBor U Ipyror nojassbuBama yBopa v;,. Hajkpahu
k-myt o uBOpa s 10 uBOpa ¢ je wim Hajkpahu (k — 1)-myT ox yBOpa s 4O 4BOpa ¢ MM Ce
cacroju on Hajkpaher (k — 1)-myta oj 4Bopa $ 10 4BOpa vy, u Hajkpaher (k — 1)-myra
01 UBOpa v}, 0 YBOpa t jep Cy UBOPOBU Ha Kk-TyTy O S O U U O U, OO t HyMepHcCaH!
OpojeBrMa MarbuM Wik jenHakum k— 1 (cimka 2.83). TIpeMa MHIYKTUBHOj XMITOTE3U MU Beh
3HaMo aykuHe Hajkpahux (k — 1)-nyteBa. [lakie, ja SUCMO NPOHAIILIM Iy KUHY Hajkpaher
k-myTa o1 uBOpa S /10 YBOpa ¢ AOBOJBHO je Ja cadepeMo OBe JBe TyXKUHE 1 30Mp yIOpearnMO
ca ty’kuHoM Hajkpaher (k — 1)-myra on uBopa $ 10 uBopa t.

Jlo 0BOT aNrOPUTMA Cy HE3aBKCHO JOMLIA U 00 jaBum ra Podept ®noja’’ u Ctusen Bapmran®*

Y MO3HAT je moj HasuBoM Paojg-Bapuianoe ariopuitiam. HamomeHUMo Aa je HEKOJHUKO ro-
JIMHA TIpe BHUX [0 MCTOT alropuTMa jommao 1 Bepuap Poj?, MelyyTum, Taj pesynrar je mpo-
a0 HezamaxeHo. Wmnak, Herje y JIMTepaTypu ce OBaj aifOPUTaM MOMUELE U T0]] HA3UBOM
Poj-Bapmanos win Poj-®nojnos anropuram. Proja-Bapmanos anropuraM je 3a KOHCTaH-
TaH (pakTOp OpkKU Ol AITOPUTMA 3aCHOBAHOT HA NMPUMEHHU MHAYKIHje M0 Opojy YBOpOBa U

BPobepr Pioja (enr. Robert Floyd), (1936-2001), amepuuku uH(opmaTryap.
24Crusen Bapian (enrn. Stephen Warshall), (1935-2006), avepuuku nH(opMaTHyap.
ZBepnap Poj (¢pp. Bernard Roy), (1934-2017), ¢ppaHiycku MaTemMaTiyap.
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Cimka 2.83: Vrycrpanuja nporieca pauyHarma Hajkpahux k-mytesa: Hajkpahu (k — 1)-myt
0J1 YBOpA § J10 UBOpa t mopeauMo ca 30upom Hajkpahux (k — 1)-myreBa ox $ 10 v,,, M 04 V,,
Jo t.

JIAKIIC T'a je peaim3oBaTu.

IIpeTxoqHUM MHAYKTUBHUM pa3MaTparbeM JOKa3add CMO KOPEKTHOCT OBOT aJITOPUTMA.

Teopema 2.11.1 [KopekTHOCT ®nojg Bapwanosor anroputmal
3a gaimu yemepen wexcurncku ipagp G = (V, E) de3 yuxayca neiaimiuene wwexcure, Projg-
Bapwanoe ariopuiiam uciipasrno uspauynasa Hajkpaha pacimiojarea uzmehy ceux naposa
Ygoposa.

Ho cax cMo ce daBUIM U3pavyHaBameM AykrMHa Hajkpahux myTeBa n3Melhy cBaka aBa 4Bopa
y rpadpy. PazmoTpumo cama kako OMCMO MOTJIH Jla peKOHCTPYHINIEMO came Hajkpahe myTese,
a J]a IPUTOM UyBaMO LITO Mame MH(pOpMalMja: MOKebHO je Ja 3a CBaKU Hajkpahu myT uy-
BaMO caMo 10 jeqHy BpeaHocT. IlpuceTnMo ce aa je y IpeTXOAHUM ajJroOpuTMUMa 3a CBaKU
YBOp OWJIO AOBOJHHO UyBATH IMPETIOCIEHHU YBOP Ha HajkpaheM myTy A0 TOT 4BOpa, jep je
CBaKM HapeIHH Hajkpahu myT OMo J00MjeH MPoayKUBakbeM HEKOT TPETXOAHO oApeheHor Haj-
Kpaher nmyTa jeqHOM HOBOM rpaHoM. OBjie TaKBa PEKOHCTPYKIIMja HE O MMaJsia CMUCJIA, jep
ce Hajkpahu myTeBM KOHCTPYHILY Ha JIpyraduju HauMH, 1a alropuTaM peKoHCTPYKIMje Haj-
Kpahux rmyTeBa Mopa Ja MpaTH IOCTYINaK KOHCTpyKIje Hajkpahux myTeBa. Y aJlrOpuTMy ce
tekyhu Hajkpahu myT u3mely IBa 4Bopa Mea OHJIa Kajia je MmyT Kpo3 HOBOpa3MaTpaHU YBOP
v}, kKpahu Hero nmpeTxoaHo oapehenn Hajkpahu (k — 1)-myt. [lakie, MOKEMO aHraxoBaTu
JOIATHY MaTpuLy medjucvor y K0joj hemo Ha no3uuwju (7, j) maMTUTH MaKCUMAIHY BpeJl-
HOCT k TakBy /1a YBOp v, IPUNA/a HajkpaheM myTy o1 YBOpa ¢ 10 YBOpa j, a aKo je Hajkpahu
NyT IUPEKTHA rpaHa oJ ¢ OO j, OHJa BPEAHOCT medjucvorl.j MOXEMO IOCTABUTHU Ha 4. AKO
ce IPWIMKOM Tpakera Hajkpaher myTa o 4yBopa % 10 4Bopa j Hahe kpahu myT koju Boau
IPEKO YBOpa vy, aXKypupaheMo BpeaHOCT medjucvorij Ha k. UcnucuBame Hajkpaher myta
0J1 YBOpa ¢ J0 YBOpa j ce OHJIa CBOJY HA UCIHCHBaKe Hajkpaher myta of 4Bopa ¢ 10 YBOpa
med, jucvorz.j 3a KOjuM cieau Hajkpahu myT o uBopa med jucvorij JI0 YBOpA j.

VY Hapeanoj C++ UMILIEMEHTAIjH MTPETIOCTaBbaMo Aa je rpad 3aJaT MaTPUIIOM ITOBE3aHO-
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cru. Kao Hymepanujy yBopoBa uckoprctuieMo BHX0B MHAEKC. [IpeTnocraBmbamo aa ce Ha
MeCTHMa KOja OroBapajy napoBUMa YBOpoBa M3Mel)y KOjux He IMOCTOje TpaHe Hajla3u Bpe-
HOCT +00 (kogupaHa nomohy MakcMMaslHe BPEAHOCTH THIA KOJUM Ce MPeIcTaB/ba TeXUHA
rpasa). OBakBa yJa3Ha MaTpuIia OJroBapa AyKMHHU HyJa ImyTeBa u3mel)y usoposa. Hapeana
(dynxmja onpelyje myxuHe Hajkpahux myTeBa u3Melly cBaka aBa mapa 4Bopa, a y moMohHy
MaTpHIly medjucvor, y BPCTy i M KOJIOHY j cMellTa Hajsehy BpegHocT MehyuBopa k Koju ce
HaJla3u Ha HajkpaheM nmyTy n3mMehy yBopoBa i # j.

// vrednost kojom predstavljamo +beskonacno (odnosno odsustvo grane tj. puta)

const int INF = numeric_limits<Tezina>::max();

// funkcija koja racuna najkrace puteve izmedju svaka dva cvora
// ulaz je tezinska matrica povezanosti (sa vrednostima INF gde nema grane)
// duzine najkracih puteva se smestaju u matricu najkraciPut
// matrica medjucvor sadrzi cvorove koji su deo najkracih puteva
vold sviNajkraciPutevi(const vector<vector<Tezina>> &matricaPovezanosti,
vector<vector<Tezina>>& najkraciPut,
vector<vector<int>>& medjucvor) {
int brojCvorova = matricaPovezanosti.size();
// inicijalizujemo matricu koja cuva duzine najkracih puteva
// na duzine direktnih grana
najkraciPut = matricaPovezanosti;

// alociramo 1 inicijalizujemo matricu medjucvor pomocu koje cemo
// rekonstruisati najkrace puteve
medjucvor.resize(brojCvorova);
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++) {
medjucvor[i].resize(brojCvorova);
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)
// put od cvora do njega samog
if (1 == ])
medjucvor[i][j] = 0;
// postoji direktna grana izmedju dva razlicita cvora i1 1 j
else if (matricaPovezanosti[i][j] !'= INF)
medjucvor[i][j] = i;
// ne postoji direktna grana izmedju dva razlicita cvora i 1 j
else if (1 != j)
medjucvor[i][j] = -1;
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for (int k = 0; k < brojCvorova; k++)
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)

if (najkraciPut[i][k] !'= INF && najkraciPut[k][j] '= INF &&
najkraciPut[i][k] + najkraciPut[k][j] < najkraciPut[i][j]) {

najkraciPut[i][j] = najkraciPut[i1][k] + najkraciPut[k][]j];

medjucvor[i][j] = k;

}

HamomeHnumo fa je y TpocTpyKo yraexeHoj neT/bi HEONXOJHO /1a CIoJballiba NeT/ba KOH-
TpoJHIIIe TTapameTap k KOju orpaHMyaBa TUII JI03BOJbEHUX IMyTEBa, JIOK CE YHYTpAIIbe JIBe
NeT/be KOPUCTE Ce 3a MPOBEPY CBUX IapoBa YBOpPOBA. 3araka ce Ja ce OBa IMPOBepa MOXe
M3BpIIABATH Ca MTAPOBMMAa YBOPOBA y NIPOM3BOJBHOM peJoCiiefly, jep je CBaka of MpoBepa
MOTITYHO HE3aBHCHA O OCTAJIHX.

I Mpumep 2.11.2

Cnuka 2.84: I'pagp koju yka3yje Ha BaXHOCT pejociesa newsn y ®noja-Bapmanosom anro-
purMy. BapujanTa aropuT™Ma KoJ KOje YHyTpallliba (a He CIOJballlibha) NeT/ba KOHTPOJIUILE
THII I03BOJbEHHMX ITyTeBa 3a OBaj rpacd MorpelHo u3pavyyHasa Hajkpahu nyt og uBopa 0 mo
yBopa 1.

Pazmomipumo apumep ipagpa ca cauke 2.84 kog xoia cy iedxncure ceux ipaua jegrnake 1. Heka
cy pegnu dpojesu usoposa 0, 1, 2 u 3 ca cauxe pegom jegnaxu 1, 2, 3 u 4. 'V wemy idocitioju
iyt og ueopa 0 go ueopa 1 gyocurne 3 u on ipegciiaswa Hajkpahu iy og ueopa 0 go usopa
1. Pazmoiupumo eéapujariiiy @Pnojg-Bapuanosor ariopuiima ca Hapeguum, MAno uMerbeHUM
pegocaeqgom tetisoll:
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for (int i = 0; 1 < brojCvorova; 1i++)
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)
for (int k = 0; k < brojCvorova; k++)
if (najkraciPut[i][k] != INF && najkraciPut[k][j] != INF &&
najkraciPut[i1][k] + najkraciPut[k][j] < najkraciPut[i][jF]) {
najkraciPut[i1][j] = najkraciPut[i][k] + najkraciPut[k][j];

H y oeoj eapujanitiu iipomersousa k konimiponuute imuii go3600eHUX Yiliesd, © HONA3HU Y60p, A
7 Kpajrou ueop tyitia, anu je pegocaeq ieitlavu gpyiaquju. Osaj arioputtiam ogiosapa imome ga
ce 3a c8aKa gea PUKCUPaHa u60pa HYMePUCand 8pPegrHOCTIUMA & U J HPONA3U KPO3 C8e UBOPO8Ge
k u pazmaitipa ga au octiioju iyt ipeko usopa k. 3a spegrociu ipomenvusuxi = Qu j =1
iipoeepasajy ce pegom epegrociiu 0, 1,2 u 3 3a k u dowitio ne iocwoju k iwiaxo ga ucitiospe-
MeHO Hocitioju u Ipaua (i, k) u ipana (k, 7 ), ayii og ueopa O go usopa 1 ne du duo iponajen,
uaxo on dociioju y ipagy. Haume, ga ducmo omixpuru najkpahu ayia (ij. najkpahu 4-iyii)
og usopa 0 go useopa 1 iioitipedno je ipeitixogno ogpeguitiu Hajkpahu 3-iyii og ueopa O go
ugopa 1, witio ce y 060j eapujaritiu ariopuiima He geuasa. 3axKbyuyjemo ga 08axas pegocaeq
ieitiou He omoiyhasa nanadicerbe ceux Hajkpahux iyiiesa. /lakae, 8ajicHO je ga cilowmaulrba
0g pu deitive iponasu ckyiom spegrocitiu k, ige k konimipoauue wiuii go3eompHot iyiia.

®so0ja-Bapiianos anropuraM paay KOPEKTHO U 3a rpadoBe KOjU UMajy HeraTUBHE TEXKUHE
rpaHa (cBe 0K y rpady He MOCTOjU UHMKJIYC HETATUBHE TEKHUHE) jep KOPEKTHOCT aIroOpuTMa
He 3aBHCH O]] TOTa JIa Cy TeXWHE rpaHa y rpadyy HeHeraTuBHe.

AKko moj1a3Hu rpad MMa MUKJIyC HeraTUBHE TeXHWHE, TO ce MOKE YTBPIUTH Tako mTo he Ha-
KOH u3BpIaBama Ooja-Bapmanosor anroprtMa 1yxuHa Hajkpaher myTa o1 HEKOT YBOpa 10
era camor OuT Mama o1 0, OJHOCHO HeKa BPEeIHOCT Ha JMjaroHav MaTpuIile najkraciPut
he dutu mamwa ox 0. Haume, nnnnMjanHo Baxu najkraciPut[i][i] = 0 3a cBako i. P1oja-
BapmanoB anropuram padyHa Hajkpahe myTeBe u3mely cBaka aBa 4uBopa y rpady, ma u us-
Meljy mapoBa MCTHX YBOpOBa. AKO YBOp i MpHIajaa IUKIYCY HEraTWBHE TeXHHE, oHja he
®0ja-BapiianoB axropuram pa3MOTPUTH U IyT OJ1 YBOpa i JI0 Hera caMor Kpo3 rpaHe OBOT
UKJTyca ¥ MHUNHjATHY BpeaHOCT () CMamUTH Ha TeXXHWHY OBOT ITUKJTyCa.

AKO ce y HEeKOM KOpaKy CIOJballlihe MeT/he YCTAaHOBH JIa Ce MaTpHIIA najkraciPut HUje Tpome-
HUJIA, AJITOPUTaM Ce MOXe paHUje MPEKUHYTH.

3a cBaKy BPeIHOCT K alropuTam U3BpIlaBa jeJHO cadrparme U jeIHO yropehuBarbe 3a CBaK1
nap uBopoBa. Bpoj kopaka unaykimje je |V, na je ykynan 0poj caduparba, OQHOCHO yriope-
husama, Hajsuiue |V|3. TIpuceTumo ce 1a je BpemMeHcKa ciloxkeHocT JlajKCTpMHOT alropuT™a
3a HaJaXeme Hajkpahux myTeBa of jeHOT 3a7aTor 4yBopa y rpadyy KOju He CaApXKU TpaHe
neratusne myxune O((|V| + |E|)log|V]). Axo je rpad rycr, ma je 5poj rpana O(|V]?),
OHJa je 3a ogpehuBame cBuX Hajkpahux nmyreBa y rpacdy ®ioja-Bapianos anropuram epuka-
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CHMjH OJ1 U3BpIIaBamba JlajKCTPUHOr AITOPUTMA OJ1 CBAKOT T0JIa3HOT uBopa y rpady. C apyre
crpase, ako rpad Huje rycr (ma uma, Ha npumep, O(|V|) rpana), onna je dosba BpeMeHCKa
cioxkeroct O(|V|(|V| + | E]) log |V]) koja notude o |V | myta ynorpedsbeHor anropurma
3a Hajkpahe myTeBe of jeqHor uBopa. Jeana ox npeanoctu Proja-BapinanoBor anropurma
je, CBaKaKo, U heroBa jeJHOCTABHA pealn3aliija, Kao 1 TO IITO je IPUMEHJBUB U Ha rpadoBe
KOjU MMajy HeraTHBHE rpaHe.

I Mpumep 2.11.3

Pazuomipumo iiociiyiiax ogpehusarba najkpahux iiyitiesa uzmehy ceaka gea usopa y ipay ca
cauke 2.85.

Cnuka 2.85: YcmepeHH TeXHMHCKU rpad 3a KOju TpaxkuMo Hajkpahu myT usmely cBaka nBa
4yBOpA.

OH ce cacitioju U3 HapegHUx Kopaka:

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 8 oo 1 1 0 1 — 1
k = 0: najkraciput: 2 oo 0 1 oo medjucvor: 2 - 0 2 -
3 4 oo 0 o 3 3 — 0 —
4 oo 2 9 0 4 — 4 4 0
1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 8 o 1 1 01 — 1
k = 1: najkraciput: 2 oo 0 1 o© medjucvor: 2 -0 2 -
3 4 12 0 5 3 3 1 0 1
4 oo 2 9 0 4 — 4 4 0
1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 8 9 1 1 01 2 1
k = 2: najkraciput: 2 oo 0 1 o© medjucvor: 2 - 0 2 —
3 4 12 0 5 3 3 1 0 1
4 oo 2 3 0 4 — 4 2 0
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1 2 3 4 1 2 3 4

1 0 8 91 1 01 2 1

k = 3: najkraciput: 2 5 0 1 6 medjucvor: 2 3 0 2 3
3 4 12 0 5 3 3101

4 7 2 30 4 34 20

1 2 3 4 1 2 3 4

1 0 3 41 1 0 4 41

k = 4: najkraciput: 2 5 0 1 6 medjucvor: 2 30 2 3
3 4 7 0 5 3 3 4 01

4 72 30 4 34 2 0

H3 fiocnegroe maripuue najkraciPut modxcemo dpouuttiaiiiu ga je Hajkpahu iy og ueopa 1
go ueopa 3 gyoicune 4, a uz mamipuye medjucvor ga je MaKCUMAAHU UHGEKC Y80PA HA THOM
Hajkpahem ayity jegnax 4. [laxne, ga Oucmo pekonciupyucaiu Hajkpahu wyi, dompeoHo je
ga na najkpahu iyim og ueopa 1 go usopa 4 nagosesicemo najkpahu iyt og ueopa 4 go ueopa
3. U3 maitipuye medjucvor moxcemo dpouuiniaitiu ga je Hajeéehu ungekc usopa Ha HajKkpahem
ayiy og usopa 1 go ueopa 4 baw jegrnax 1, witio nam toéopu ga je waj wyi gupekiiina ipana
usmepy mux ueoposa. M3 maitipuye medjucvor modcemo iiakohe apouuitiamiu ga je Hajeehu
uHgeKc usopa Ha Hajkpahem iyiy og ueopa 4 go ueopa 3 jegnax 2, witio nam 106opu ga mwaj
ayi ogpehy jemo iiako witio Ha Hajkpahu iyt og ueopa 4 go ueopa 2 nagoesexcemo Hajkpahu
iyt og ueopa 2 go ueopa 3. M3 maitipuye medjucvor MOdiceMo 3aKbyuUtiu ga 0oa 0éa uyia
ogilosapajy gupexiinum ipanama. Konauno, 3axmwyuyjemo ga je najxpahu iyt og usopa 1 go
ueopa 3 jegnax (1,4,2,3).

Matpuiy medjucvor ynorpedsbaBaMo Ja OMCMO OJpeIuM U OJIITAMIIAIN CBe Hajkpahe my-
teBe. Ilpukaxumo caga C++ HUMIUIEMEHTALMjy OBe (PYHKLIMOHAIHOCTU. PeKkyp3uBHa Io-
MohHa (pyHKIMja odrediPut_ oapehyje uBopoBe Ha HajkpaheM myTy u3Mely AaTor napa 4Bo-
poBa i 1 j. OHa NpBO y BEKTOp put ydailyje YBOpOBE Ha MyTy Of i /10 k, a 3aTUM YBOpPOBE
Ha 1yTy of k 1o j. [la ce uBop k He Ou [1Ba myTa MOHABJBAO, (DYHKLIMjY MPABUMO TaKO Ja Ce
y BEKTOp put He JojAaje MocieAmhy YBOp Ha Hajkpahem myTy oA i A0 j (TO je 4BOp j) U mera
JoaajeMo y (byHKIMjH OMOTady odrediPut.

vold odrediPut_(const vector<vector<int>>& medjucvor, int i, int j,
vector<int>& put) {
if (medjucvor[i][j] == -1)
return;

if (medjucvor[i][j] == 1)
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put.push_back(i);

else{
// stampamo put od cvora i do cvora k, gde je k maksimalni redni broj
// cvora koji pripada tom putu, pa zatim put od cvora k do cvora j
odrediPut_(medjucvor, i, medjucvor[i][j]);
odrediPut_(medjucvor, medjucvor[i][j], 3);

// funkcija koja odredjuje najkraci put od cvora i do cvora j
vector<int> odrediPut(const vector<vector<int>>& medjucvor, int i, int j) {
vector<int> put;
odrediPut(medjucvor, i, j, put);
put.push_back(j);
return put;

}

VY maBHOj (pyHKIMjU odstampajPuteve MpBo nomohy ®soja-Bapianosor aaropurma umriie-
MeHTHpaHor y (pyHKIMjU sviNajkraciPutevi ompehyjemo Hajkpahe myTeBe, 3aTUM IIpoBEpa-
BaMo [a J1 y rpadyy IOCTOjU LIMKJIyC HEraTUBHE TEXHHE (IITO BaXU aKO U CaMO aKo je HEKH
€JIEMEHT Te MaTpHIIe HEraTWBaH) M ako HUje, OHJA 32 CBAaKM Map YBOpoBa i 1 j ogpehyjemo n
UCHOHCY jeMO HajKkpahu myT.

// funkcija koja stampa najkrace puteve izmedju svaka dva cvora u grafu
void odstampajPuteve(const vector<vector<Tezina>>& matricaPovezanosti) {
// primenjujemo Flojd-Varsalov algoritam i1 odredjujemo najkrace puteve
vector<vector<int>> duzinaPuta;
vector<vector<int>> medjucvor;
sviNajkraciPutevi(matricaPovezanosti, duzinaPuta, medjucvor);

// proveravamo da li u grafu postoji ciklus negativne duzine
bool negativniCiklus = false;
for (1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
if (najkraciPut[i][i] < 0) {
negativniCiklus = true;
break;

if (negativniCiklus) {
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cout << "U grafu postoji ciklus negativne duzine" << endl;
} else {
int brojCvorova = duzinaPuta.size();
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)

if (1 != j & medjucvor[i][j] != -1) {
cout << "Najkraci put od cvora " << 1 << " do cvora

<< j <<

<< "ima duzinu: " << najkraciPut[i][j] << endl;

for (int cvor : odrediPut(i, j, medjucvor))

cout << cvor <<
cout << endl;

2.11.4 TpaH3UTUBHO 3aTBOpPEH:E N TPAH3UTUBHA peayKuuja

3a 3amatu yemepenu rpad G = (V, E) BeroBo wpansuitiueHo 3aitiéoperoe (SHIIL. transitive
closure) je yemepenu rpad G* = (V, E*) y koMe MOCTOj1 rpaHa 0j1 YBOpa U JI0 YBOPa U aKO
1 caMo ako y rpady G 1MocToju ycMepeHH IyT O YBOpa u JI0 YBopa v. Jlakiie, CKyIy rpaHa
FE tpebda momatu mto Mamu Opoj rpaHa, Tako ja JO0OMjeHM HOBHU CKym rpaHa B* oapeljyje
penanujy koja je TpansutuBHa. Ha cimum 2.86 npukasaH je jenaH ycMepeH rpad U BberoBo
TPaH3UTHBHO 3aTBOPEH-E.

(O—©) 9.0

e eoe""

Cnuka 2.86: I'pac 11 1€roBO TPaH3UTHBHO 3aTBOPEIHE: TIABOM OOjOM MCTAKHYTE Cy TpaHe
KOjUMa je MoJ1a3HU rpad NpoUIMpeH Kako Ou ce 100MI0 TPaH3UTUBHO 3aTBOpEE rpada.

INocToju Benvkm Opoj pasIMIUTHX MPUMEHA TPAaH3UTUBHOT 3aTBOPEHaA, Na je BaXKHO MMATh
edukacaH anropuTaM 3a leroBo Hajlaxemwe. Ha npumep, tadey y mporpamy 3a TadenapHa uz-
padyHaBama (HIp. Microsoft Excel) Moxemo nipeacTaBuTH y BUIy ycMepeHor rpada: mosba
TadeJie OiroBapajy YBOpPOBUMA, a TpaHa O] YBOpa KOjU OAroBapa Mojby a A0 YBOpa KOju Ofi-
roeapa nosby b mocToju ako BPeIHOCT KOja ce pavyyHa y MoJby b 3aBUCH OJ1 BPEJHOCTH I0Jba
a. Kayma ce n3aMeHu Heka o1 BpeJHOCTH Yy TadesH, OTPedHO je aXKypupaTH BPEIHOCTU CBUX
T0Jba KOj€ O] b€ 3aBUCE, OJTHOCHO CBUX YBOPOBA KOjU Cy TOCTHXKHH U3 JIATOT MoJba. Ta mosba
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ce MOT'Y OZIpEIMTH Ha OCHOBY TPaH3UTHBHOT 3aTBOpema aaTor rpada. JlogaTHo, Ta mosma je
HOTPEOHO aXXypUpaTy y TOIOJIOIIKOM peJlociiely YBOPOBa.

Cnu4HO, aKO HEKH CKyII aepoApOMa Pa3MOTPUMO Ka0 CKYIl YBOPOBA, a IOCTOjabe JUPEKTHOT
JieTa Of jeJHOT 0 APYror aepojpoMa MpeACTaBMMO YCMEPEHOM IpaHoM u3Melly oaroBapajy-
hux yBOpOBa, OHJA HaM TPAH3UTHBHO 3aTBOpEe rpada gaje nHpopMaImjy 0 ToMe ca KOor
aepopoma 10 Kor aepopoma je Moryhe ctuhin AMpEeKTHUM JIETOM WJIM ITyTEM BUILIE OBE3a-
HUX JIETOBA.

Mpo6nem

Ogpeguitiu TPan3UUEHO 3AIHEOperse 3agatiol ycmeperol ipagpa G = (V, E)

IlocToju BHIle HAYMHA 32 pAadyHAE TPAH3UTHBHOT 3aTBOPEHa AaTor rpada. JemaH HavuH
je [a ce U3 CBAKOr YBOpA MOKpPEHe MpeTpara y JyOMHy WX IMPUHY U Aa ce cadyBa HHQOp-
Mallyja O CBUM YBOPOBHMMA JOCTIDKHUM U3 TOJIa3HOT YBopa. OBaj alropuTaM je BpeMeHCKe
cnoxkenoctu O(|V| - (|V| + |E|)) u uma godpe nepdopmance axo je rpad peiak, Jok 3a
rycre rpacose noctaje cokenoctu O(|V]3).

AKko je TpaH3UTHBHO 3aTBOpemse rpada G rycr rpad, edukacHuje je Hajupe U3pavuyHaTH
KOMIIOHEHTe jake roBe3aHocTu rpada (6. 3a cBaka aBa YBOpa U3 MCTe KOMIIOHEHTE jake Mo-
BE3aHOCTH BakM Jia Cy Mel)ycoOHO JOCTHMKHY, Ia Y TPAaH3UTHBHOM 3aTBOpEY Tpeda a Oyamy
MOBE3aHU rpaHama. AKO IOCTOju rpaHa (U, v) KOja MoBe3yje YBOPOBE U3 PA3INUUTHX JAKHX
KOMITOHEHTH TIOBE3aHOCTH, CBAKH YBOP N3 KOMIIOHEHTE KOjO] IIPUIIajia YBOP U je JOCTHKAH U3
CBaKOT YBOpa KOMIIOHEHTE K0jO] IpHIaga YBop u 1 ogroBapajyhy rpany Tpeda qopatu TpaH-
3UTHBHOM 3aTBOperby Tpada GG. Ilakie, mpodiieM ce CBOIY Ha MPOHANAKEHE TPAH3UTHBHOT
3aTBOpEha KOMIPHUMOBAHOT Tpada, CAYMEHOT OJ] jaKMX KOMIIOHEHTH MOBE3aHOCTH, KOjU
00MYHO MMa JI0CTa Mame YBOpOBa U rpaHa (cimka 2.87). Ako noctoju K KOMIIOHEHTH jake
MOBE3aHOCTH, CJIOXKEHOCT oapeljBama TpaH3UTHBHOT 3aTBOPEHa KOMIIPUMOBAHOT rpada je
O(K?), mrro Moxe dutu 3natHO Marbe o1 O(|V|?) xana je K moBomHo mame o | V.

Cnuka 2.87: I'pa ¥ TpaH3UTUBHO 3aTBOPEH-E HErOBOI KOMIIPUMOBAHOT rpada (I1aBoM 0o-
jOM O3HaueHe Cy TpaHe Koje cy goaate y rpad).
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Tpehu HauuH Aa pemyMo oBaj MPodJIEM jecTe peayKIHjoM (CBohermeM) Ha APYru NpoOseM.
Axo rpaHama rpaca AOIeSUMO NPOU3BOJbHE TEXUHE (Ha MPUMED, CBAKOj TPaHH JOJIEIUMO
TexknHy 1) u u3pauyHamo Hajkpahe myteBe m3melly cBHMX mapoBa YBOpoOBa Tako JOOWjEHOT
TeKUHCKOT rpada, AyxuHa Hajkpaher myta u3mehy uBopoBa uzmMel)y Kojux nmoctoju oyt he
OUTH KOHAayHa, JOK he ayxuHa Hajkpaher myTa usmely uBopoBa usmehy Kojux He MOCTOjU
MmyT ocTaTh +00. Hakie, mpodaem opehrBama TPaH3UTUBHOT 3aTBOPEHA, IITO j€ y CYIITHHU
podJieM UCTIMTUBAaa AOCTHKHOCTH U3Mely YBOpOBa, IPUPOIHO CE MOKE CBECTH Ha Ofpe-
huBame ayxuHe Hajkpahux myTeBa u3Mely cBaka JjBa 4BOpa.

VYMecTo Ja IUPEeKTHO NMPUMEHMMO ajiropuraM 3a oapehuBame CBUX Hajkpahux ImyTteBa y
rpady, MOXeMO ra BPEMEHCKH M MPOCTOPHO ONTMMM30BATH TAKO Ja JUPEKTHO pellaBa
podJieM TPaH3UTUBHOT 3aTBOpewa rpacda. Ilpumernmo ma Hac jequHO MHTEpecyje Aa Ju
je nyxwuHa Hajkpaher nyrta y rpady G’ koHauHa wim OecKoHayHa (a y ciydajy Kaja je
KOHa4yHa, He MHTEPeCY je HaC mheHa KOHKPeTHa BPEJHOCT, Tj. JIa JIK je oHa jeaHaka 10, 7 wiun
2). Nakie, ymecTo Ja KOPUCTHMO IeJI00pOjHY MaTPHILy Y KOjOj ce TaMTe JTyKiHe HajKpahux
myTeBa n3Mmely cBaka JBa YBOpPA, MOKEMO KOPHCTHUTH JIOTHUKY MATPHUILy KOja Ha MO3UIHjU
(4,J) canpxu BPEIHOCT true ako je YBOp j JOCTHXKAH U3 YBOpa i, a mHaye false. Takobe,
YMECTO Ja KOPHCTUMO apUTMETHYKe orepaiyje, MOXeMo mnpehu Ha JIOTWYKe olepalyje:
YMECTO orepalyje cadupama AyKUHa KOPUCTUMO JIOTUUKY KOHJYHKIIM]Y (IyKMHA IMyTa KOjU
ce cacToju u3 [Ba jiena he OUTH KOHauHa ako M caMo ako cy 00a Jiea ImyTa KOHavHa).

vector<vector<bool>> tranzitivnoZatvorenje(

const vector<vector<bool>>& matricaPovezanosti) {

vector<vector<bool>> zatvorenje = matricaPovezanosti;
int brojCvorova = matricaPovezanosti.size();

for (int k = 0; k < brojCvorova; k++)
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)
if (zatvorenje[i][k] && zatvorenje[k][j])
zatvorenje[i][j] = true;

return zatvorenje;

Marpuria zatvorenje Ha Kpajy U3BpIlIaBama alropuTMa Koaupa nHpopMalyje o JOCTHKHO-
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crtu y nonasHoM rpady (G, OJHOCHO MpeJCTaBba CKYI IpaHa y TPaH3UTUBHOM 3aTBOPEHY

rpada G.

PasmoTpumMo ocHOBHM Kopak anropuTma, Hapeady if. OHa ce cacToju on JBe mpoBepe: ja
JI BaXu zatvorenje[1,k] ¥ 1a Jiu Baxu zatvorenje[k,j]. AKIHja ce Mpemy3rumMa camo ako Cy
oba ycioBa ucnyrena. OBa 1f Hapenda usBpiuasa ce | V| myta 3a cBaku nap uBoposa. CBaka
TIOTIpaBKa OBE Hapende BoAWIa Ou OMTHO] MOMpaBLy alroputMa. Mopajy JIl ce CBakd IyT
npoBepaBatu 0da ycnosa? IIpBa nmposepa 3aBHCH caMo O] BPEHOCTH ¢ U k, a Ipyra 3aBUCH
camo of] BpeaHoctu k u j. 300r Tora ce mpea mpoBepa Moke 3a (pukcupaHe BPeaHOCTH & U k
M3BPLIMTH caMo jenHoM (ymecto |V | myra). Haunwme,

* aKoO IIPBU YCJIOB HUj€ UCITYHEH, OHJIA CE JPYTY He MOpa MPOBEpaBaTH HY 32 jeHY Bpell-
HOCT 7,

* aKO je Mak MpBH YCJIOB UCIYHEH, OH/IA CE HEeroBa UCITYHEHOCT HE MOpa MIOHOBO TPO-
BEpaBATH 3a CBAaKy BPEIHOCT j.

Oga npomeHa je yrpahieHa y rmodoJbIIIaHu aIropyuTaM Yvju je KJbyYHH (pparMeHT Jar y Ha-
CTaBKy. ACHMIITOTCKA CJIOKEHOCT aJITOPHTMa OCTaje HEPOMEhEHa, I Ce aJITOPUTaM Y IIpo-
CeKy M3BpIlIaBa JBa MyTa Opxe.

for (int k = 0; k < brojCvorova; k++)
for (int 1 = 0; 1 < brojCvorova; i++)
if (zatvorenje[i][k])
for (int j = 0; j < brojCvorova; j++)
if (zatvorenje[k][j])
zatvorenje[i][j] = true;

Ogaj asropuTaM MOXe ce ajbe ycaBpmmTa. JlnHuja

if (zatvorenje[k][j])
zatvorenje[i][j] = true;

MOJe Ce eKBUBAJICHTHO 3aMEHUTH JIMHUjOM

zatvorenje[1][j] = zatvorenje[i][j] | zatvorenje[k][j];

3anaxa ce Ja ce Mocje OBe 3aMeHe y YHYTpalllhOo] MeT/bH alrOpUTMa Orepanuja or MpuMe-
IbYje Ha BPCTY ¢ U BPCTY k MaTpHile zatvorenje, a pe3ysiTaT je HOBa Bpcrta ¢. 300r Tora, ako
jen = |V| < 64, Bpcre Matpulle zatvorenje TpeCTaB/bajy HUA3 HyJIa U jEMHULIA U MOTY
ce TyMauuTH Kao 1. OUTOBa y OMHAPHO] pernpe3eHTarmja 1eyior Opoja, ma ce MpruMeHa orepa-
L{je or Ha BPCTEe MOXE 3aMEHHUTU OMTCKOM or ONepalijoM JBa Lena Opoja, IITo je 1 myTa
Opxe. Ako je n > 64, oHIa ce BpCTa MOXe MPEICTAaBUTH HU30M 64-OUTHHUX 1IeJIUX OpojeBa,
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Ta ce aJlropuTaM M3BpIIaBa NPUOIMKHO 64 myTa dpike. ACMMIITOTCKA CJIOKEHOCT j€ U Ia/be
O(|V|3), anu yop3ame 3a paktop 64 Huje 3aHEMAPIBLUBO.

| Mpumep 2.11.4

Pazmoitipumo fipumep uspauyrasarba Mpan3uiiueéHol 3aiieoperoa ipagpa ca cauke 2.88.

i

Crnuka 2.88: [Ipumep rpacda 3a KOju je MOTPedHO OAPEIUTH TPAH3UTHBHO 3aTBOPEHHE.

On ce cacitioju U3 HapegHux Kopaka:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 0100 1 0100 1 01 11
k=0:2 0 011 k=1:2 0 011 k=2:2 0011
3 1 000 3 1100 3 1111
4 \0 0 0 O 4 0 00O 4 \0 0 0 O
1 2 3 4 1 2 3 4
1 11 11 1 1111
k=3:2 1111 k=4:2 1111
3 11 11 3 1111
4 0 000 4 \0 0 0 O

Tpumertiumo ga y ipagpy ca cauke 2.88 He Hociioju gupekiiina ipana og ueopa 3 go usopa 2,
anu doctioju ayim gyxcure gea ipexo ueopa 1. Cauurno, og usopa 3 go usopa 4 me iociioju
gupeKitina Ipana, aau Hocimoju Uy gyscure 3, ipeko ugoposa 1 u 2.

Uuraornmma ce 0CTaBjba 332 Pa3sMUIIUbakhe MUTAEe KAKO OW M3IIENAN0 TPAH3UTHBHO 3aTBO-
pemwe HeycMepeHor rpada.

WHTtepecanTaH podsieM y BE3U ca HaJlakeheM TPAaH3UTUBHOT 3aTBOPEH:A je 1 ITPOodJIeM ofipe-
bhuBamwa iipan3uitiuere pegykuuje rpacda (eHri. transitive reduction). OBa oneparnivja npeacra-
BJba OTEPALIMjy UHBEP3HY ONepallyju MpoHaIakeha TPAH3UTUBHOT 3aTBOpeha rpacda: ub je
7Ia ce 3a IaTh yCMepeHu rpad KOHCTpYHIIe yCMepeHH Tpad ca UCTHM CKYIIOM YBOPOBA H IIITO
MambKMM CKYIIOM I'paHa, a [a ce IPUTOM He NMPOMEHHU pelialidja JOCTHKHOCTH. TpaH3UTUBHO
3aTBOperbe rpada G jeHAaKO je TPaH3UTHBHOM 3aTBOPEHY TPaH3UTUBHE pPeAyKImje rpada
(G. Mako je TpaH3UTHBHO 3aTBOpetse rpada GG jeqUHCTBEHO ofipeh)eHo, y OriTeM ciydajy
rpad MOXe UMaTH BUILE Pa3INIUTHX TPAH3UTHBHUX PEAyKIHja.



316 2 N'pacpoBCKM anropuTmun

3apartak: LieHTpanHu uBop

VY jenHoj 0dnacTy je HEKOJIMKO MECTa MOBE3aHO j€JHOCMEPHUM WM JBOCMEPHUM ITyTEBUMA.
[TotpedHO je omadpaTu MecTo y KoMe he ce u3rpaguTu BaTporacHa CTaHMIIA, TaKO Ja BaTpo-
racLy IITO Op:ke MOTY Jja CTUIHY JI0 CBHX OcTaiux Mecta. Hanucatu nporpam koju ongpehyje
TaKBO MECTO.

Onuc yaaza

Ca craHgap/HOT yJa3a ce yuuTaBa Opoj rpajioBa n, a 3aTuM M CUMETprdHa Marpuia A Tako
Jla BpE/IHOCT A, ; 03HayaBa BpeMe MyTOBakba y MUHYTaMa TMPEKTHUM IyTeM OJI Ipaja 4 0
rpaga j. Tamo rae qupexTaH MyT HE MOCTOjU yIMCaHa je BpeaHocT —1.

Onuc n3Jja3a

Ha crannmapaam uznas ucniucatu dpoj ox 0 no n — 1, Koju rpeacraBiba MHIEKC MeCTa Ha KOM
je HajOoJbe U3rpauTH BaTPOracHy CTaHMUILY, a 3aTUM M OpOj MUHYTa KOju he BaTporacimma
OUTH TOBOJBAH J1a CTUTHY 10 OWJIO KOT Mokapa y TOj 0dylacTu (MecTa Ccy Maja, Ia ce MOXKe
3aHEeMapUTU BpeMe MyTOBama YHYTap CBaKOT MeCTa).

IIpumep
Yaaz Hznaz  Objawrverve
4 06 AKo ce BaTporacHa CTaHuna nocrasu y mecto opoj O (mpBo mecto),
O 2 8 -1 Tajna he BaTporaciiy Mohu ga CTUrHY JO OWJIO KOT APYror MecTa 3a
-1 0 3 4 Hajumre 6 MuHyTa (OO Mecta 1 Mory jga CTUTHY 3a 2 MUHYTa, /IO
-1-1 0 7 MecTa 2 3a 5 MUHYTA, a JIo MecTa 3 3a 6 MUHYTa).
5-1-1 0
Pewere

UBop Koju ce Tpaxu ce MOHEeKa 1 Ha3uBa cpeguiitie ipagha, Ipy 9eMy KoJl ycMepeHHUX rpagosa
Tpeda duty 0da3puB jep ce Mope MecTa OJ] KOT je IMTyTOBame JI0 CBUX JIPYTUX MecTa Hajkpahe,
MOJKe pa3MaTpaTH U MECTO 0 KOT je MyTOBame U3 CBUX APYTMX MecTa Hajkpahe.

Ila Ou ce oppennio cpemuiiTe MOTPeOHO je M3pavyHaTH Hajkpaha pacrtojama m3mel)y cBUX
napoBa MecTa, mTo ce Moxe ypaautu Onoja-Bapmanosum anroputMom. Y 100HjeHOj Ma-
TPUILIM j& 3aTUM TIOTPEOHO OJIPeTUTU MaKCUMyMe CBUX BpPCTa U MO3MIIMjy OHE BPCTE Y KOjOj
ce HaJla3u MUHMMYM TaKo JOOUjeHUX MaKCUMYyMa.

VY 3aaTom mpuMepy AyKHHE CBUX Hajkpahux myTteBa cy

0 2 5 6
9 0 3 4
12 14 0 7
5 7 10 0
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Cnoxenourhy anroputMa goMuHupa ®ioja-Bapimanos armopuram, na je yKylHa CJI0XEHOCT
O(n?) — 3a onpehuBame MakcUMyMa ¥ MUHMMYyMa IOBOJBHO je Bpeme O(n?).

// odredjujemo najkrace puteve izmedju svih parova mesta
vector<vector<Tezina>> najkraciPutevi = sviNajkraciPutevi(A);
// globalni minimum (najmanje vreme potrebno da se iz do sada obradjenih
// mesta stigne do drugih mesta)
Tezina min = INF;
// redni broj mesta iz kog se taj minimum dostize
int pozMin = -1;
// analiziramo sva mesta
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// maksimum vrste tj.
// najvece vreme potrebno da se iz mesta i1 stigne do svih drugih mesta
Tezina max = 0;
for (int j = 0; j < n; j++)
if (najkraciPutevi[i][]j] > max)
max = najkraciPutevi[i][]j];
// ako se i1z ovog mesta moze brze stici do ostalih, azuriramo
// globalni minimum
if (max < min) {
min = max;
pozMin = i;

cout << pozMin << << min << endl;
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3. AnreGapcku anroputmu

VBek Ka/ia U3BpIIaBaMo HEKy aJiredapcKy orepanujy, Kao IITo je pelriMo MHOXeHe iBa Opoja
WY BUXOBO CTEIICHOBAWke, MU, y CTBApH, U3BPIIABAMO HEKH ajaroputaM. Takse omepauuje
KOPHMCTHMO Kao IpaJMBHE eleMeHTe PHIMKOM M3Boherba CI0KEHUjUX aJlropuTaMa U 4ecTo
HE 3aJ1a3UMO [IyOJbe y aHAIN3y HBHUXOBE CIOKEHOCTH. MelhyThM, U caM# alropuTMu cadu-
pama, Ofy3uMara, MHOXEHa, Je/beha U CTeNIeHOBama OpojeBa (IocedDHO ako ¢y dpojeBu
JaTh HA30BUMA CBOjUX mudapa) MpeacTaB/bajy BakHe anredapcke ajroputme. Y anredap-
CKE aJITOPUTME Cllafajy U MHOTH aJITOPUTMH ca KOjUMa CMO Ce paHHje CyCpeTaid, Kao ILITO
Cy M3pauyHaBambe BPEIHOCTH Opoja Ha OCHOBY AaTux mudapa (y HEKOj OCHOBU) WM, HACY-
MPOT TOME, ofpehuBame 1udapa dpoja Ha OCHOBY HEroBe BPeJHOCTH, pauyHame Hajeher
3ajeJHIYKOT JeJTolIa ABa AaTa Opoja, 3aTUM pa3HU aJIrTOPUTMU HaJ TOJTMHOMUMA KAo IIITO Cy
M3padyHaBambe BPEIHOCTH MOJMHOMA U MHOXEHE TOJIMHOMA. Y OBOM IIOIIaB/by OaBuheMo
ce anredapcKUM aJropuTMHUMA ca KOjUMa ce [0 cajia HICMO cycpend. MHOTH Off BbUX Urpajy
BaXKHY YJIOTY y 00JIaCTU KpUInTorpaduje, aji 1 'y ApyruM o01acTUMa, MOIYT aaredapcke Teo-
puje dpojeBa U KBAaHTHOT payyHApCTBA.

Anrebapckul aIrOpUTMHU KOjU ce pa3Marpajy y OBOM MaTepujaiy paje ca IpupoaHUM Opoje-
BMMa U Yy BEJIMKOj MEpH Ce 3aCHMBAjy Ha 0COOMHAMa JeJbUBOCTH IMPUPOAHUX OpojeBa (HIIp.
MOjMy MPOCTOT dpoja).

Y oBoM nornaesey 0aBuheMo ce pa3HUM TeMama U3 Teopuje dOpojesa.

* IIpBo hemo ce noxncetntu EykingoBor ajropurma 3a pauyHawa Hajseher 3ajen-
HHUYKOT [1eJiuona g8a Opoja, a 3aTHM W MPUKA3aTH HEroBy MPOILIMPEHY BapHjaHTy
Koja omoryhasa aa ce uzpauynartu H3/l npeacraBu kao 1enodpojHa JimHeapHa KOMOU-
HAaIWja MoJIa3HUX OpojeBa.
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* Pasmotpuhiemo 3atum anroputme pakTopusanmje 6poja: aaropuraM 3acCHOBaH Ha
Jesbemy U PepMaoB anropuTam.

* BaxHa npumeHa (pakTopuzalyje je mpy pauyyHawmy BPeAHOCTH MYJITHILITNKATHBHHUX
¢dyukiuja. VY texcry he duru pasmorpena OjaepoBa pyHknmja ¢ Koja pauyHa
Opoj OpojeBa MawUX 0Of1 AAaTOT Opoja, KOjHU Cy y3ajaMHO MPOCTH ca BuM. 3aTuM hemo
pasmotpuTi (yHKIMje 0; 30upa [-THX cTeneHa JeJuiana gator dpoja (pyHKIHja
0, padyHa dpoj, a o 30up Heauiana).

* [lozadaBuhemMo ce 3aTuM OocHOBaMa MoAyJapHe aputMeTnke. OOHoBuhemoO pena-
I1je KOHFPpyeHIHja Mo MO/YJy, OIMCATH CBE apUTMeTHYKe olepanuje 1mo Mo-
ayay (ykbydyjyhu u 0p30 creneHoBame U ofpehuBame MOAYIapHOT MYJITHILIH-
KaTHBHOT HHBEP3a) a 3aTUM YBECTH MOJAYJapHe rpymne (aIuTHBHE W MYJITUIUIAKA-
tuBHe). Jlokazahemo OjiaepoBy Teopemy u Maiay ®epmMaoBy TeopeMy W HaBECTU
Heke wuxoBe npumene. Jlokazahemo KmHecky TeopeMy o ocTammma 1 onucaTty He-
KOJIMKO aJITOpUTaMa 3a pelllaBambe CcTeMa KOHTPyeHIHja.

* VBezeHe KOHLENTE U ajiroputMe hemo minycrpoBaty Ha npuMepy ajiaropurma RSA,
KOjU MMa IIPUMEHY y KpUnTorpaduju.

» Konauno, npencrasuhemo ajaropuram FFT (6p3y ®ypujeoBy TpaHchopmanujy) koju
IpeJICTaBsba jeJaH Of Haj3HauyajHUX ajJropuTama AaHAIIbHLE U WIYCTPOBATH KAKO Ce
OH MO’e MPUMEHUTH Ha Op30 MHOXere HMoMMHoMa. PasMorpuhemo 1 weroBy Bapu-
jaHTy y MoaynapHoj aputMmertuiy (ajaroputam NTT).

3.1 EyknunpoB anroputam

Ako ¢y a u b uenm dpojesu u Baxu b # 0, kaxkeMo 1a je dpoj q koauunuk, a 5poj T ocluaimak
npu Jiesberby Opoja a Opojem b ako u camo ako Baxu a = ¢ - b+ ru 0 < r < y. Bpojesu
@ ¥ T Cy OBUM YCIIOBOM jeauHcTBeHO oapehenu. Ilucahemo ¢ = adivb u r = amodb.
VY nporpaMckuM je3unpMa ce onepauvja mod OdMYHO O3HAYaBa CUMOOJIOM %, IOK je div
LIEJIOOPOJHO JEeJbeHEe Y3 3a0KPYKHUBabe HaHMKE (IITO je MOo/ApasyMeBaHO MOHAIlIAke orepa-
TOpa / MPUMEHEHOT Ha Liesie Opojere), oqHOCHO a divb = L%J Heku nporpamcku jesuiiu
¥Majy mocedaH onepaTop 3a u3pauyHaBambe [eJJ0OPOjHOT KOJUYHUKA (HIIp. orepatop //y je-
3uKy Python). Tpeda Out 00a3puB jep pa3IMIUTH MPOTPAMCKH je3WIIN Jpyradrje TPeTupajy
clyJajeBe KaJa je HeKu o] OpojeBa a win b HeraThBaH (y HEKMM je3UIMa OTIepaTop % u3pa-
YyHaBa MO3UTHBAH, a Y HEKMM HEraTHBaH OCTaTaK, IITO jé y CYNPOTHOCTHU ca Je(pUHHIINjOM
OCTaTKa KOjy CMO HaBeJH).

Bpoj a je gemus dpojem b + 0, mto o3Hauasamo b|a, ako u camo ako je a mod b = 0. Bpoj
b je geaunay Spoja a, a dpoj a je cagprcaray, dpoja b.
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BpojeBu koju vMajy TauHO ABa pas3iaMuUTA JIENNOIa Ha3uBajy ce hpociiu: opoj n > 1 je
MIPOCT aKo cy My jenunu aenuorm 1 u n. [IpupoaHu dpojeBu Koju MMajy BHIIE Of JIBa pa-
3IIMYUTA JIeNnona cy croxceny. bpoj 1 Huje HU mipocT HU cioxeH. [Ipoctux OpojeBa mMa
deckoHayHO MHOro. Hamme, ako MpeTHnocTaBUMO Jia UX UMa KOHaYHO MHOTO, Opoj Koju ou
ce 0010 MHOXEH-EeM CBHX IPOCTHX OpojeBa u JoaaBameM Opoja 1 Ha Taj mpousBos Ouo du
Behu of cBUX mpocTUX OpojeBa, a He Ou OMO JIe/bUB HUjeIHUM O IbUX, Te O1 MOpao Ja dyze
MIPOCT, YUMe OMCMO JOOMIIM KOHTPaauKIjy. CBH OpojeBr Marby OJl IaToT Opoja 71i ce MOTY
e(bMKACHO OJPEIMTH ANTOPUTMOM MO3HATUM TMOJl MMeHOM Epaitiocitienoso' cuiiio.

Hajeehu 3ajegrnuuxu geaunay, (H3[T) dpojea a u b je najsehu dpoj d = nzd(a,b) Takas
na dla u d|b, a najmareu 3ajegnuuxu cagpacanay (H3C) dpojeBa a u b je Hajmarmu Opoj
s = nzs(a,b) Takas jga a|s u b|s. Toacetumo ce ocHoBHOT EyK/IMa0BOr? airoputMa 3a

onpehuBame HajBeher 3ajemHuukor aenrona opojesa a u b.

3.1.1 OcHoBHU Eyknupos anroputam
Pazmorprmo npodiem nponanaxkema H3/] mea dpoja.

MpoGnem

3a gaitie nenelaitiusre yene Opojege a u b Koju HUCY UCTHOBPEMEHO jegHAKU HYAU UPAUY-
namiu nzd(a, b).

Pasmarpamo uyBenu Eyxaugos aniopuitiam. AJropuraM ce Moxe WIyCTpoBaTU U FeOMeTpHj-
CKU M Y JUPEKTHO] je Be3M ca mpodieMoM ofpehuBamka MaKCUMAaIHE IUMEH3Uje jeTHAKUX
KBaJpara KojiMa MOke Jia ce MOIJIoYa PAaBOyraoHuK 4uje cy QyKUHE CTpaHuLa @ U b.

I Mpumep 3.1.1

Hexa je gaiui fipasoyiaonux gumensuje a = 46 u b = 18, dpuxazan na cauyu 3.1. Taga
ce ipeo u3 rweia moly ucehu gea keagpaitia gumensuje 18 X 18 u ocitiaje nam apasoyiao-
Huk gumensuje 18 X 10. Vkoauko nexum maroum xeagparmiuma yciuemo ga uouiouamo mwaj
iipeociiany Apagoyiaonuk, mum Keagpaiiuma hemo mohu ga oitaouamo u oge Keagpaitie gu-
menzuje 18 X 18 (jep he gumensuja wiux marux xeagpaumia geauitiu 6poj 18 jegnax jegrnoj
gumeH3uju peociianol upagoyiaonuka), ia hemo camum mwum mohu ga ioirouamo u yeo io-
saaznu apasoyiaonux gumensuja 46 X 18. Og dpasoyiaonuxa gumensuje 18 x 10 moowcemo
ucehu keagpaiti gumensuje 10 X 10 u iipeocitiaje nam iipasoyiaonux gumensuje 10 x 8. Ilo-
HOB0, Keagpaiiiuhu Kojuma ce modice HoUAOUAIIY TWA] Upeoctiau UpasoyiaoHux ouhe wakeu
ga ce mwuma modice uoinouaimiu u uceuenu Keagpaiii gumensuje 10 x 10. Og ot dpasoyiao-
HUKQ UCEUaAMOo Keagpaill gumersije 8 X 8 u gooujamo tipasoyiaonux gumensuje 8 X 2. Hheia

'Epatocren (rp. ‘Epatoc0évng), (276-195. nHe), rpuku MaTeMaTuyap.
2Byksmn (rp. Edk)etdng), (oxo 300. mHe), rpuky MaTemMaTHyap.
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MOJHCEMO PABNONCUTHU HA Yelliupy Keagpaiiia gumeHsuje 2 X 2 u iio je Hajeeha gumensuja
Keagpamia Kojuma ce mModxce Houaouaimiy HoAa3Hu upasoyiaoHux.

18 ¢

16
14
12

10

t t t * + + + + + + t + + + + + + t + +
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

o
SRS

Cnuka 3.1: [NonnoyaBame MpaBOyraOHMKa KBaApaTHMA.

NmnneMeHnTanyja Koja AMPEKTHO NpaTH NPETXOIHY Ne(PUHUL]Y je peKyp3UBHa, a Moryhe je
JEAHOCTaBHO HAIPaBUTH U UTEPATUBHY UMIUIEMEHTALIM]Y, Y KOjOj C€ y CBAKOM KOpaKky Bpea-
HOCT Beher of1 Ba Opoja 3aMemyje BbUXOBOM Pa3IMKOM, CBE JIOK ce OpOjeBU HE U3jeHaue.

Pekyp3uBHO ce axroputam Moxe U3pa3uTH Ha ciienehy HaunH.

int nzd(int a, int b) {
if (a > b) return nzd(a-b, b);
if (a < b) return nzd(a, b-a);

return a;

Pexyp3uja ce u3 NpeTXoJHOT AITOPUTMA MOXKE jaKO JIAKO YKJIOHUTH.

int nzd(int a, int b) {
while (a !=b) {

if (a > b)
a -= b;
else
b -=a;
}
return a;

Jlokaxumo (pOpMaIHO KOPEKTHOCT aIrOpUTMa (I0Ka3yjeMo caMO KOPEKTHOCT PeKyp3HBHE
BapujaHTe, MOLITO jOj je UTepPaTHBHA BapHjaHTa EKBUBAJIECHTHA).
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Teopema 3.1.1 [KopekTHOCT EyKnupoBor asiroputma ca ogysunmatem]
3a gaiuie ipupogre bpojese a u b, Koju Hucy uciospemero jegraku Hyau, Eyxaugoe anio-
PUiiam ca ogysumarbem Kopekiuto uspauynasa rwuxos H3/1.

Joxaz. KOpeKTHOCT peKyp3vBHE UMILIEMEHTALIH]E CE jeTHOCTABHO MOXE J0Ka3aTH MH/IYKIH-
jom.

Ba3y uunu ciydaj a = b. Tlomuro cy OpojeBr pa3inyuuTH O HyJIe, OUMITIETHO je [a je HhUXOB
H3/[I jenxak a = b.

IpernocraBumo na je a > b. Tana je nzd(a, b) = nzd(a — b, b). 3aucra, ako Heku dpoj d
nienu dpojese a u b, Taga on e u a — b. dakne, d = nzd(a, b) curypHo nemiu a — b u b.
Axo on He o1 oro H3]I 6pojeBa a —b u b, Tana 61 nocrojao Heku Behu 6poj d’ koju ou neamo
v a— bub. Mehyrum, tana ou d’ nenmo u 3oup a = (a — b) + b, na du d’ duo u nenman
Opojesa a u b, koju je Behu ox1 d, mTo je KOHTpaauKIMja ca TuM 1a je d H3]1 dpojesa a u b.
Ha ocroBy unayktusHe xunorese nzd(a — b, b) yMeMO UCIIPABHO J1a M3paYyHAMO.

Cny4aj a < b je HOTITyHO CHMETPHYAH. O

Ogaj ce anropuram Jiako Moxe onTuMusoBati. Pasmorpumo onpehusame H3/1 nBa Opoja Ha
JjEITHOM TpUMEDY.

I Mpumep 3.1.2

nzd(279, 45) = nzd(234, 45) = nzd (189, 45) = nzd(144, 45) = nzd(99, 45) = nzd (54, 45)
=nzd(9,45) = nzd(9, 36) = nzd(9, 27) = nzd(9, 18) = nzd(9,9) = 9.

Modicemo tipumeriuitiu gyiauax Hu3 KOpaka y Kojuma ce Mano o mano og époja 279 ogysuma
opoj 45, cse gok ce ne gohe go dpoja koju je marou og dpoja 45. 3a wium Hema Hoitipede,
Jjep 3namo ga he ce fiocae wor gyiol HU3a KOPAaKa UOCHYHAK 3ayCilasuitii Kaga Ham jegar
apiymenii Oyge daw 45, a gpyiu dyge jegrax octiaitiky ipu gemwersy opoja 279 dpojem 45, a
wo je 6poj 9. akae, ymecitio ga WiiepaitiuHo Widj OCIAaK pauyHamo Y3AaCciouHuM ogy-
3UMarbUMA, O0SoU UPUCTUYIL Je ga UPUMEHUMO geberbe U Y JegHOM KOPaKy 1a uspauyHamo Kao
OCIHATHAK WpU gemverby. AKO cauuar apuHyuil apumenumo na dpojese 9 u 45, gohu hemo go
woia ga he nHam ocmiaitiu Opoj 9 u ocriaitiak ipu geswervy wa gea opoja, wiiio je nyaa. To
Huje daut Y HOTHHYHOCIY UGEHIMUYHO KAO Y CAYHAJY OgY3UMared, 1ge CMO ce 3ayCiiaeuu Kog
uapa (9, 9), MehYymium, caceum je UCApAHO U MOodce ce CMAtpaiiy upogydicerbem ipeixog-
HOT HoclyiKa Y kom OU ce iipe Upujaspusarsa pe3ymiamia ypaguno joul jegHo 0gy3umarbe u
gouno ce go moia ga je jegau og opojesa jegrax nyau, kaga je H3/ jegrnax gpyiom 6pojy.

Bpku EykinnoB anropuraM, y KOM ce KOPUCTH JIeJbeibe, 3aCHOBaH je Ha cnenehum tBphe-
BUMA.
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* 3aa # 0 Baxu nzd(a,0) = a.
 3a b # 0 Baxu nzd(a, b) = nzd(b,a modb).

IMpumeTrMO 1a HeMa MoTpede aHATM3UPATH KO jU je Opoj MarbH, a Koju je Behn. Ako je a < b,
Taga Baxu a mod b = a, ma ce y npBoM Kopaky noouja na je nzd(a, b) = nzd(b, a). owurro
je amod b < b, jenHoM kana je mpeu aprymeHT Behu of aApyror, To he Tako ocTaTu 10 Kpaja.

U Eyxinzos anroputam ca AebemheM, JakJie, JOIyLITa jeJHOCTABHY peKyp3UBHY UMILIEMEH-
Talujy.

int nzd(int a, int b) {
if (b == 0)
return a;

return nzd(b, a % b);

}

EykmnoB anropuram ce Mosxe (popMyJIHCaTH ¥ UMIUIEMEHTHPATH U UTEPATUBHO, TAKO IITO Y
NET/bM KOja Ce U3BpILaBa CBe JIOK je 0poj b Behin o Hysie nap npoMeHsbuBuX (a, b) 3aMerby-
jemo Bpemroctuma (b, a mod b). Ha kpajy netbe je b = 0, Tako ia Kao pe3yinraT MOXeMO
npujaBuTy Tekyhy BpeaHocT Opoja a.

int nzd(int a, int b) {
while (b != 0) {
int ost = a % b;

a = b;
b = ost;
}
return a;

Jokaxumo (pOpMaIHO KOPEKTHOCT AIrOpUTMa (I0Ka3yjeMo caMO KOPEKTHOCT PeKyp3HBHE
BapHjaHTe, MOLITO jOj je UTepaTHBHA BapHjaHTa EKBUBAJIEHTHA).

Teopema 3.1.2 [KopekTHOCT EyKknuaoBor asiropyutma ca geberem]
3a gaitie dpupogre dpojese a u b, koju Hucy ucitiospemero jegraku Hyau, Eyxaugos anio-
puitiam ca gesoerbem KOpekmino uspauynasa ruxos H3/1.

Joxa3. KopeKTHOCT peKyp3uBHE BapHjaHTe ce JOKa3yje MaTeMaTHYKOM MHIYKIIK]jOM.

Basy unnu ciy4aj nzd(a, 0), 3a a # 0. Iowrro Baxu a|0 u a
a’ > a rakaB na a’|a, Baxu na je nzd(a,0) = a.

a, a He TIOCTOjU HU jedaH Opoj
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Ha ocHoy edunuimje nenodpojHor aeberva Baku a = (adivbd) - b + (amodb). Oberne-
xumo ca d H3]T dpojesa b 1 a mod b. JTa ducmo mokazanu aa je on yjeano H3]I opojera a
1 b TOBOJBHO je I0Ka3aTH Ja OH JIe/IM Ta /iBa Opoja M Ja CBaKK OpOj KOju Jiesu Ta JBa Opoja
JIeJN Hbera.

* Tlourro 6poj d nemu dpojese b u a mod b, oH enm 0da cadupka Ha JeCHOj CTpaHH, Na
3aTO JIeJIM ¥ BbUXOB 30Mp KOjH je je[HaK @, Te 3aTO Oeu U a U b.

e Jlame, ako Heku Opoj d’ memm Opojese a u b, o Mopa aemitr u dpoj a mod b (jep ce on
MOe MCKa3aTh Kao pa3iKa JBa 0poja aebuBux 0pojem d’), ma nowro je d’ aemmnat
dpojesa b u a mod b, or Mmopa ety 1 wuxoB H3I, 1j. Mopa aenutu Opoj d.

[Momrro nzd(b, a mod b) MOKXeMO U3pauyHATH HA OCHOBY MHIIYKTHBHE XUIIOTE3E, TBpPhErE je
IIOKa3aHo. O

EykimaoB ajiroputam KOju je 3aCHOBaH Ha JIe/behy MOXEMO IPEICTaBUTH U Ha ciiefiehn Ha-
YMH:

ry = a
r, = b
r; = romodr; =7y—q "y, 0<ry<my
riy1 = T;qymodr; =1, —qr,, O<r, 1 <ry
T = Tpomod7Ty_y =74 o — Q1T 1, 0<r, <rp,
Tl = T Modry =7y 4 — @47, Tpp1 =0

Bpemnocr r;, je H3]1 dpojesa a u b. 3ancra, nomro je 1, = 0, Baxu 7,_; = @1, Na
0poj 7y, Aem 1,1 . Mehytum, nowro je r,_o = qp_17p_1 + g Tj AU U T _o. CIn4HEM
PEe30HOBaEM, YHA3al, MOXKE Ce 3aKJbYUNTH A 7, NS U 7 U T, Tj. a 1 b. OdparHO, ako
HEKH Opoj e ¥ a ¥ b OHzla OH JIeJIM U Ty U 7', a HOIITO je 'y = Ty — ({71, OH JeJI1 U
75. CIMYHUM PE30HOBAEM, YHAIIPE, MOXKE CE 3aK/byUUTH [a Taj OpPoj Mopa JEIUTU U T
Crora je r;, H3]] 6pojeBa a u b.

Hakne, nonasehu ox dpojea 1y = a u r; = b, U3padyHaBa ce ocTaTak ry = romodry,
3aTUM OCTaTak rs = 71 mod o, uta. Ha Taj HaunH no0uja ce onagajyhu Hu3 ocraraka r; 3a
KOjH BaXU:

Ti 1 :qiri+ri+1, 0§T’i+1 <T’L'7 zai = 1,2,...,k (31)
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Ilpu mebery r; 1 ca r; KOIMYHUK je ¢;, a ocTaTak 1, 1. /lodujenu Hu3 r; je KOHa4YaH jep
je omamajyhu (Baxu r;,; < T, 3a CBAaKO %), a CaCTOju C€ OJ NPUPOJHUX OpojeBa. AKO je
71 = 0m 7y, # 0 mocie/iy WiaH OBOT HU3a Pas/IMUUT Of HyJIe, Kako je

nzd(ry,ry) = nzd(ry,ry) = ... = nzd(ry_q,75,) = nzd(ry,0) = 7y,

3aKJbydyjemo 1a je d = nzd(a, b) ynpaBo jeHaKO 7, OCIEAHEM OCTATKy y HU3Y OCTaTaka
KOjH je pa3IiyuT O[] HyJIe.

[ITto ce Tvue UMIIEMEHTaITHje, Y CBAKOM KOPaKy alrOprTMa OJIpXKaBaMO JIBE Y3aCTOITHE Bpe/I-
HOCTHU HH3a OCTaTaka. Y TOYETKY, TO CY WIAHOBU 7'y U 71, Tj. OPUTHHAIHE BPEIHOCTH a U b.
Baxu nma je ¢ = adivb, ary = amodb. V apyrom xopaky npomenssuse a u b Tpeda
1a MIMajy BPEIHOCTU WIAHOBA 7'y U T, IITO 3HAYM Ja Ce Map NMPOMEHBUBHX a, b 3aMemyje
BpenHocTuma b u amod b. TlocTynak ce HacTaBiba CBe JIOK TAp y3aCTOIMHHUX BPEAHOCTH HE
TNIOCTAHE Ty, T}, 1, Tj. MOMITO MApP y3aCTOIHUX BPEJHOCTH OJPKABAMO y IPOMEH/bUBAMA 4 U
b, nok b He nocrane HyJa u taga je H3/I koju je jeanak r;, caapikaH y IPOMEH/BUBO] d.

IMpumeTMO J1a ce TOc/ie HajBHIIe je[IHOT KOpaka OcHrypaea jia je a > b (jep ce y cBakoM Ko-
paky map (a, b) 3amemyje napom (b, a mod b), a ysek Baxu a je a mod b < b). Iocne duso
Koje aBe urepaumuje ce ox napa (a, b) nonasu 1o napa (a mod b, b mod (a mod b)) (HapasHo,
ozt mpernoctaBkoM aa je b # 0 u 1a je amod b # 0). Tokaxumo na je amodb < a/2.
Axo je b < a/2, tama je amodb < b < a/2. Y cynporHom, 3a b > a/2 Baku 1a je
amodb = a—b < a/2. 3ato ce NpBU apryMeHT IOC/Ie CBAKa [Ba KOpaka cMarby je dap qBo-
crpyko. [lo BpeaHocTy 1 IpBU apryMeHT CTHIKE Y JIOrapuTaMCcKOM Opojy KOpaka y OZHOCY Ha
Behu of mona3zHa ABa Opoja v Taja APYru OPOj CUTYPHO JIOCTHKE HYITy (jep je CTporo Mamu
0[] IPBOT) U IOCTYIAaK ce 3aBpiuasa. Jlakie, CIOKEHOCT aJlrOPUTMA je JIOTapuTaMcKa y Of-
Hocy Ha Behu ozt 1Ba dpoja, onHocHo O(log(a +b)). AKo ce CI0KEHOCT payyHa y OQHOCY Ha
Opoj mmdapa Opoja (ITO je BeaMUMHA yiia3a), OHAA je OHa 3ampaBo JuHeapHa. OBO ykasyje
Ha To Aa je npodnem oapehusawa H3]l Beoma ak npodiiem 1 Aa ce e(prKacHO MOKe peluTH
1 3a OrpoMHe OpojeBe (OpojeBe 1 ca HEKOJIMKO Xmbaa Iudapa).

3.1.2 MpouwunpeHun Eyknuaos anropuram

V3 Many nonyny, EykiinioB airoputaM ce MOxke UCKOPUCTUTHU U 3a pelllaBambe cieneher npo-
onema.

Mpo6nem

Hajeehu 3ajegnuuxu geaunay, d gea apupogra dpoja a u b uspazuitiu kao ruxosy yeao-
opojny auneaphy komounauujy. JApyium peuuma, ogpeguisiu yese opojese x u vy, WaKo ga
éaxncu d = nzd(a,b) =x-a+y-b.
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I Mpumep 3.1.3

Hajeehu sajegruuru geaunay opojesa a. = 10 u b = 18 je d = 2 u on ce moorce iipegcitiaguitiu
Kao 1UX08a uenoopojHa auneapHa Komdunayuja Ha cregehu nauun: 2 = 2 - 10 — 1 - 18.

BpojeBu x 1 y nmocroje Ha OCHOBY TBphemwa Koje je MO3HaTo Kao be3yog citias, a Koje hemo
y HaCTaBKY KOHCTPYKTHBHO JIOKa3aTy Ha JIBa pa3jMyuTa HauMHa (13 kojux he mpousahu nBa
pa3aMuMTa AITOPUTMA 3a U3padyHaBawe KoeduLjeHara T u y).

Teopema 3.1.3 [BesyoB cTaB]

Ako cy a u b gea dpupogra bpoja (He uciiospemeno jegnaxa HyML) U ANCU ga je
nzd(a, b) = d, iwaga iociioje yeau dpojesu x u Y iwakeu ga je x - a +y - b = d.

3.1.2.1 MpepacTtaBbawe H3/[, npeko y3acTONHUX ocTaTaka

Iomwro je 7y = aur; = b, npodnem MoxeMo popMyicaTH HELITO Apyrauuje: 3aJaTaK je
opoj d = nzd(a, b) n3pasurn y 0dIHMKy 11e7100pOjHE JIMHEapHe KOMOMHALMje OCTaTaka 7' U
71, OMHOCHOKao d = T, = X -Ty+ Y- T, T1e je Tj, MOCIe/IbY WIaH HA3a OCTAaTaKa Pa3JIMIUT
on Hyse. OBako dopMysricaH MpoOIeM ce MOXKe PEITUTH HHIYKIIHjOM.

IMonasu ce o Ha3HOT cilyyaja KOju OAroBapa MpeacTaBbamby opoja d Kao 1ea00pojHe JuHe-
apHe KOMOMHAIH]je [Ba y3aCTOIHA OCTATKA I'y,_o U T),_1:d =T}, = T},_o — Q1711 OBaj
U3pa3 je eKBUBAJIEHTaH NPETIOCIeNbEM Je/betby Y Eyknaoom anroputMy (u3pas (3.1)) 3a
1=k—1.

Kopak unaykiuje duo ou na ce nosasehu ox uspasa 3a d

d=z'-r,+vy -1 (3.2)
Kao LeJI0OPOjHe JIMHeapHe KOMOMHALIMje OCTaTaka 1; U 7; 1, Opoj d U3pasu Kao 1eaodpojHa
JMHeapHa KOMOMHAIMja OCTaTaka 1;_; | 1;, ORHOCHO y 0dimmky d = x” -r,_y +y” - r;. OBO

C€ MOCTUIKE 3aMEHOM BPEHOCTH 1", , 1 Y jeIHaKoCTH (3.2) ca r; 1 — q;7; U3 jemHakoctu (3.1).
Ha taj Haumn ce noduja

d=z'-ri+y -ria=2"-r+y - (riy—qr)=y r+@ —qy) r; 33

OJHOCHO:

V4 /

4

y' = o' —qy
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Tj. M3Pa3UIM CMO d y OOJIMKY 11eJI00pOjHe IMHeapHe KOMOMHaIMje ocTaTaka r;_, u ;. Jdakue,
HHAYKIMjoM 1o 4, ¢ = k — 2,k — 3, ..., 1, nokazaHo je 1a ce d MOXe M3Pa3UTH Kao IEI0-
OpojHa IMHEapHa KOMOMHALM]a IIPOU3BOJbHA JIBA Y3aCTOIHA 4laHa 7'; U T'; | | HA3a OCTATaKa.
CreuyjaiiHo, 3a ¢ = 0, noduja ce Tpaxenu uspas. OBa Bep3uja EykimnoBor airoputma ce
MOHEKAa]| Ha3uBa ipouupenu Eyxaugoe aniopuitiam (enrn. extended Euclidean algorithm).

I Mpuwmep 3.1.4

[owpedno je ogpeguitiu yeae dpojese T u Yy mwaxo ga eaxcu 3 = 33x + 24y. C 0d3upom Ha
o ga je nzd(33,24) = 3, moorcemo uckopucituitiu iipeixogru HoCiuyiax 3a ogpehusaroe
opojesa x u y. Ipuauxom uspauynasarba Hajeehel 3ajegnuuxol geauouya dpojesa 33 u 24
umamo napegnu nu3 jegnaxocimiu: nzd(33,24) = nzd(24,9) = nzd(9,6) = nzd(6,3) =
nzd(3,0) = 3. lpaitehu ynaszag nuz gemerwa ca ocmamixom godujamo: d =3 =9 — 6 =
9—(24—2-9)=3-9—24=3-(33—24)—24 = 3-33—4-24, ognocro x = 3,y = —A4.

[IperxoaHa MHIYKTUBHA KOHCTPYKIIMja IOTOJHA j€ 32 peKyp3WBHY UMIUIEMEHTAII]y jep HOBe
BPEAHOCTU MPOMEH/BUBUX I U ¥ 10OMjaMO HA OCHOBY NPETXOJHUX. Y HApeAHOj UMIUIEMEH-
TalWju, BpeJHOCT Kojy (pyHKIMja Bpaha jecte HajBehn 3ajelHIYKHM Aennial] JaTux Opojena,
JOK BpeAHOCTH KoedunyjeHara x 1 y Bpahamo npeko pedepeHuy, Kpo3 JIMCTY napamerapa
dynxmje.

[TpumeTnmo 1a je 6a3a MHAYKIMje Y HApEeAHOj UMIUIeMeHTauuju ciydaj d = r, = 1 -7, +

0 7pp1-

int nzdProsireni(int a, int b, int &x, int &y) {
if (b == 0) {
X =1;

y = 0;
return a;

int x1, yi;

int nzd = nzdProsireni(b, a % b, x1, y1);

X = yl;
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y=x1-(a/b)*yi;
return nzd;

}

IIpumeTnMo f1a ce y 0BOj BEp3UjH aJlroOpUTama /iBa IyTa MpoJia3u Kpo3 KOJINYHUKE U OCTaTKe.
VY mponasy yHanpen ce onpehyje Bpegroct H3]l, a 3atum ce y mposa3zy yHazan oapehyjy
KoeulMjeHTH (y peKyp3UBHOj UMIUIEMEHTALIMjU Taj APYTH MpoJia3 ce U3BpIIABA TEK HAKOH
IITO ce CTUTHE JI0 M3J1a3a U3 peKyp3uje). 3aTo ce OBaj airopuTaM Teke UMIUIEMEHTHpa He-
PEKYP3MBHO (M MEMOpPHjCKa CJIOKEHOCT My j€, Kao M BpeMeHcKa, log(a + b), jep 3axteBa
WCTOBPEMEHO UyBame BUIIE CTEK OKBHUPA).

3.1.2.2 TMpepacTaB/bake ocTaTtaka npeko a u b

Y nperxogHoM u3Bolhemy CMO CBe BpeMe MOCIe/bU OCTaTak d = 7, MPEeCTaB/baIN Kao
1eJI00pOojHY JMHEapHY KOMOMHALIM]Y /IBa Cyce/lHa €JIeMEHTa U3 HU3a OcTaTaka II04ueB Of 'y, q
U T),_o. AJNTepHaTHBHO, Moryhe je jeiHy IO jedHY BpEIHOCT U3 HM3a OCTaTaka IOYEB Off
7 TIPEJICTABUTH Kao LeJ00POjHY JIMHeapHy KOMOMHaIujy OpojeBa a u b 1, Ha Kpajy, 1 Opoj
T}, TIPEAICTAaBUTH Ha oBaj HaunH. Haumme, nmomro je v, = a u r; = b, Baxu cnexeha daza
VHIYKITHje:

ro = 1l-a+0-b
OIHOCHO 3a T = @ Baku Ty = luyy = 0,a3ar;, =bpaxuz, =0uy, = 1.

JKemmo 1a 7; | TIpeCTaBUMO Kao HenodpojHy TMHeapHy KoMOMHaImjy dpojeBa a u b, ako
3HAMO JIa BaXU:

Tiig = Tiq-a+ty._q1-b

r, = x,-a+y;-b

7

Ha ocnoy jeanakocru (3.1), 1j. 7, 1 = 7,_1 — q; - T; JOOHjaMO:

Tiv1 = (T -a+y;, b)) —q(x;-at+y;-b) = (v, —qz;) a+ (Y —qy;) b

Jlakyie, BpeTHOCTH X, , | M Y/, , | MOKEMO M3PauyHaTH Ha OCHOBY IIPETXOJHUX BPEJHOCTH T';_ 4
¥ X;, OOHOCHO Y, | U Y;, Tj. Bake HapeHe jeHAKOCTH:
Tiyr = Tjq1 — 4%y

Y1 = Y1 —4Y;
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Ha ocHOBY 0BUX jenakocTul 1oj1asu ce 1o HapeaHe C++ MMIUIEMEHTalje UTepaTUBHOT aJiro-
pUTMa 3a pellaBambe HoJIa3Hor Ipodiiema.

// funkcija koja vraca nzd brojeva a 1 b i racuna koeficijente x 1 y
int nzdProsireni(int a, int b, int &x, int &y) {
// vrednost x 1y za r 0 = a
1;
03
iyzar1l=5>b

int x_preth

int y_preth
// vrednost x
int x_tek = 0;
int y_tek = 1

-

we

while (b != 0) {
// azuriramo vrednosti za a i b
// kao u standardnom Euklidovom algoritmu

int q = a/b;
intr=a-q*b;
a = b;

b=r;

// azuriramo tekucu i prethodnu vrednost niza x
int xpom = x_preth - q * x_tek;

x_preth = x_tek;

x_tek = xpom;

// azuriramo tekucu i1 prethodnu vrednost niza y
int ypom = y_preth - q * y_tek;

y_preth = y_tek;

y_tek = ypom;

// postavljamo konacne vrednosti za x 1y
// kao vrednosti x i1 y za r_k

X = x_preth;

y = y_preth;

// vracamo a kao nzd brojeva

return a;
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I Mpumep 3.1.5

Tpumenumo aniopuitiam Ha dpojese 33 u 24.

33 = 133 + 0-24
24 = 0-33 + 1-24
9 = 33 — 1-24 = (1-33+40-24) — 1-(0-33+1-24) = 1-33 — 1-24
6 = 24 — 2.9 = (0-33+41-24) — 2.(1-33—1-24) = —2.33 + 3-24
3 = 9 — 16 = (1-33—1-24) — 1-(-2-33+3.24) = 3.33 — 4.24
0 = 6 — 2-3

Bese mmely (2,1, ¥;,1) 1 (x;,y;) cy Ouie u3axeHe Ha HAYMH MOTOAH UMILICMEHTALI]H
(HapeHM KOe(pULIMjEHTH Cy OMJIM N3PaKEeHH MPEKO NpeTxoHux). [IpumeTmo na ce oBe Bese
MOTY M3pa3uTH U Ha ciefiehr HauMH, Tako Ja je OOJIMK je[IHAKOCTH UCTH U 3a KOJIMYHUKE U
OCTaTKe I U 32 Koe(pULIMjeHTe T U Y-

i1 = Tyt T
T = T + Ty
Yior = 4GYi T Y

ITpu TOM y CBaKOj KOJIOHM Y BaXe jeJHAKOCTH UCTOT ODJIMKA:

riy = Tqa + y;4b
7"1' = Iia + ylb
Tiv1 = Zia + Yiqb

DBpoj onepanyja koje ce U3BpIIaBajy y NpOIIMpeHOM EyKinaoBom anroputMy npornopryuoHa-
JnaH je Opojy onepanuja y cranaapaHom Eykinnosom anropurmy, 1j. ustocu O(log(a + b)),
na je ¥ 0BO u3pas3uto edukacad anroputaM. [IpumeTnMo u Aa ce y OBOj BapHjaHTH ajro-
pUTMa BpIIM CaMo je[jaH MpoJia3, Nla ce HAaKOH ofipehBamba HapeJAHNX BPETHOCTH KoeHIl-
jeHaTa, MpeTxoJHe Mory 3adopaBuUTH. MeMOpHjcKa CIOKEHOCT je, CTora, KOHCTaHTHa (3a
pas3NuKy of] MPETXO/He, PEeKyp3MBHE BapHjaHTe KOja 300T dyBama CTEK OKBHpaA 3aXTeBa Mpo-
crop O(log(a + b))).

W3 mpeTxoHO onvcaHUX pasJiora oBa (jeIHONMpoJa3Ha) BaprjaHTa aJrOpUTMAa je MOKeJbHIja
o[l TIpeTXOo/IHe (IBOTIpOJIa3He), TIa CTOra HeKH ayTOpH 0] HA3UBOM ipoutuperu Eykaugos an-
fopuitiam TIoJIpa3yMeBajy caMmo OBy BapHjaHTy.
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3.1.3 PewaBare nuHeapHUx AnodaHTOBUX jegHAYNHA

Jenna ox npumena besyoBor craBa u npommpeHor EykimaoBor airopurma je y peliaBamby
jenne xnace JduodantoBux® jenHaunHa, T3B. auneaphux Juobaniiiosux jeguauuna Koje cy
odbmika a-x +b-y =c.

Mpo6nem

3a gaitie Heneiaimiugre yene dpojese a u b (Koju HUCY UCTHOBPEMEHO jegHAKU HYAU) U HeHe-
faimusarn yeo 6poj ¢ ogpeguitiu uene 6pojese T u Yy Waxko ga éaxcu a - r + b -y = c.

Besyos* cTaB jiaje jeiHo pememe jeanaunne ax + by = d, 3a d = nzd(a, b). Hapeaau ctas
TOBOPH O CTPYKTYPH CBHX pellietha.

Axko je (), ) jegno pewere jegnauune ax + by = d, ige je d = nzd(a, b), onga cy cea
peutera 00MKa T = T — k%, Yy =y + kg, sak € Z Iocitoje wauno gea ,mara’
iapa pewersa, 3a koje je |x| < |b/d| u |y| < |a/d|. Jegnaxociti saxcu axo u camo axo je
Jegan og bpojesa a uau b ymmodsicax onot gpyio.

3]

Jokas. Tlourro je axy + by, = d = azx + by, Baxu a(xy — x) = b(y — y,). Osa ce
jemHakocT Moke moaenTH ca d 1 u loduja ce §(xy — ) = g(y — Yo)- BpojeBu § u g cy
y3ajaMHO IPOCTH I1a MOpa J1a OCTOjU LIeo Opoj k TakaB Ja je Ty — T = kg, ay—1yo=kj.
Opatiie ce m00Mja v OMIITE PelleHhe:

(z,y) = (wo - kg, Yo + k%)

»Maj” mapoBu pellierha ce 100Mjajy Tako IMITO ce 3a k y3Me OMJIo KOju of JBa Ieja Opoja
KOjH Ccy HajOJMKU BPEAHOCTH JIO%. O

Hanomenumo na mpommpenu Eykinnaos anroputaM yBek Bpaha jeman on qBa ,Mana” mapa
pelema 0 KojuMa ce TOBOPH Y IIPETXOTHO | JIEMH.

3 MuodpanT (rp. ALdpavTtog), (0ko 250.), TpYKK MaTeMaTHyap.
“Erjen Besy (¢pp. Etienne Bézout), (1730-1783), (ppaniycKi MaTeMaTr4ap.
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I Mpumep 3.1.6

Pazmoitipumo caga jegnavuny 4z + 10y = 2. Baxcu d = nzd(4,10) = 2, ia kopuwheroem
apowupenor Eykaugosor aniopuiima najeehu sajeguuuxu geaunay d = 2 dpojesa a = 4 u
b = 10 uspaxcasamo xao rwuxosy ueaoopojry auHeapny komounauujy: Toa + yob = d,
wj. —2-4+1-10 = 2. Ociniana pewersa jegnauure cy obnuxa v = ry—k-b/d = —2—5k
uy=vyo+k-a/d=1+ 2k. 3aucia, eaxu 4z + 10y = 4(—2 — 5k) + 10(1 + 2k) =
(—8 + 10) + (20k — 20k) = 2. ,Mana” pewersa cy ona 3a koja éaxcu |x| < |b/d| =5 u
ly| < la/d| = 2 u o cy jeguno (—2,1) u (3,—1).

Teopema 3.1.4 [MocTojake pewewa NMMHeapHe anogaHTCKe jegHaunHe]

Jegnauuna a - x + b -y = c uma éap jegno peuierbe ako u camo ako eadxcu ga opoj
d = nzd(a,b) geau bpoj c.

Jlokaz. Hanme, niommto d aeiu JeBy CTpaHy jefHaurHe, Mopa Aa Jed U JeCHy, Ma je oBaj
ycnoB notpedaH. JJokaxumo aa je u I0BOJbaH, TaKO IITO heMo oIucaTé MOCTyNaK KOHCTPYK-
uyje peiema. Haume, ako je oBaj ycjIOB UCMYHEH, jeIHO Of pelleha OBE jeHAYNHE JIAKO
ce J00Mja HapeJHUM MOCTYIIKOM: Hajrpe ce d n3pasuy odmuky d = x’ - a + 3y’ - b a 3atum
ce MHOKEEbEM JIEBE U [JECHE CTPaHE jeHAKOCTH LieIM OpojeM c/d nodwuja:

x'c y'c
— Nl L §
c d a+ P

Tj. jeJHO pellene NojJa3He jeAHAYNHE ITPeCcTaBba nap
( ) ( x'c y'e )
€T = _—
0 yO d 9 d

CrpyKTypa cBUX pelema cieau u3 geMe 3.1.1, Tj. cBa pelliewa cy onucaHa napom:

(z,y) = (a:’c; l~cb7 y’c;lk ka)

| Mpumep 3.1.7

Pazmoitipumo jegnauuny 4x + 10y = 7. Bagcu ga je nzd(4,2) = 2, mehyiwium 2 ne geau
gecHy ciapany jegnaxociau, wj. 6poj 7, te osa Juodbanitiosa jegnauuna nema peutersa.
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I Mpumep 3.1.8

Pazmoitipumo caga jegnauuny 4x + 10y = 8. Jaxae, a = 4, b = 10 u ¢ = 8. Bayxcu
d = nzd(4,10) = 2 u 2|8, ia dowiwo d|c, osa jegnauuna uma peweroa. Jegro roero
pelterbe ModcemMo goouiliu Ha cregehu Hauun: kopuutherbem tpowuperoi Eyxaugosor anio-
puitima Hajeehu 3ajegruuxu geaunay, dpojesa a = 4 u b = 10 uspasxcasamo kao rouxosy
ueaodpojuy auneapry kombunauujy: r'a + y'b = d, wj. —2 -4 + 1 - 10 = 2, a 3aitium obe
cinipane jegnaxociu mrodxcumo opojem ¢/d = 8/2 = 4 uume godujamno: xya + y,b = ¢,
wj. —8-4+4-10 = 8. Jakane, jegho pewerve oge jegnauune je ry = —8 u Yy, = 4. Ocitiana
pewtersa cy obnuka x = o —k-b/d = -8 —bkuy =y, + k- a/d = 4 + 2k. 3auciua,
éancu 4z + 10y = 4(—8 — 5k) + 10(4 + 2k) = (—32 4 40) + (20k — 20k) = 8.

Hame pumMene npommpeHor EykimmoBor anroputMa douhe mpukasane y HapeaHUM Iorya-
B/pMMa (y moriaBby 3.4 OBaj adropuraM ce IpuMemyje Ha mpodieM ogpehuBama Moayiap-
HOT' MyJITUITUKaTHBHOT MHBEP3a, a Y MOMIaBby 3.4.5 Ha pelaBambe cucTeMa KOHIpyeHIHja
npuMmeHoM KuHecke Teopeme o octanmma).

1

éa,anaK: Mctu octaum cBux 6pojeBa

Hat je HU3 npupoaHuX OpojeBa aq, ... , a,,. Oxpemurn cBe Moryhe BpeJHOCTH d TaKBe Ja CBU
eJIeMEHTH TIPHU JieJbelby ca d UMajy UCTU OCTaTaK.

Onuc yiaa3a

Ca crangapaHor ynasa ce yunrtasa gyxuHa Huza n (2 < n < 100), a HakoH Tora y HapeJHOM
peny U eJleMeHTH Hu3a (IPUPOJHU OpOjeBH MabU O]l MUIMjapAy, Pa3BOjEHH ca [0 JeAHUM
pasmakom). IlpernocTaBsba ce 1a HUCY CBU YYUTaHU OPOjeBU UCTH.

Omnuc usjasa

Ha cranmapanu usias ucnvicati cBe Moryhe BpemHocTu d.

IIpumep 1 IIpumep 2
Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz
5 3 3 2
517 23 14 83 12 36 48 3

4

6

12
Pewerwe
Fpy6a cuna

Perierse rpydoM cuiioM Mojipa3yMeBa Jia ce McnuTajy cBe Moryhe Bpeanoctu d. Hujenan
Opoj d Behu ox MakcumaiHOT dpoja y Hu3y a (0desexumo ra ca M) He Moke OUTH pelehe
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(Tajga OW ocTauM OMJIM TAYHO €JIeMEHTH HU3a @, a TO HUje Moryhe, jep HUCY CBU €lIEeMEHTU
y HU3y a jenHaku). [lakie, mpoBepaBaMo peioM cBe BpeaHoctu d oa 2 no M u 3a cBaku
JIMHEapHOM IPeTparoM IMpoBepaBaMo Ja JIM CBU €JIEMEHTH HU3a ¢ ajy UCTU OCTaTak.

Croxenoct oor airopurma je O(M -n), rae je M BpenHoct Hajseher opoja y uusy. IMomrro
ce ouekyje aa ce 3a BehuHy BpesHOCTH d BeoMa Op30 YCTAHOBM J1a He Jiajy CBH €JIEMEHTH
UCTH ocTaTak (Tj. Hehe duTH moTpede MpoBepaBaTH CBE €JeMEHTe Y HHU3Y), Ha CJIOKEHOCT
JIOMHHAHTHO yTH4e BennmdrHa Opoja M.

H3/[, pasnuka 6pojeBa

JIBa Opoja jajy HCTH ocTaTak MpH Jesbeby ca d ako U camMo aKO UM je aricoyTHA BPEIHOCT
pasinvike nesbuBa ca d. Jlakie, CBU OpojeBH MMajy UCTe OCTAaTKe TIPH JIe/berby ca d ako U caMo
aKo d jenu cBe pasiuke |a; — aj| 3a0 < ¢ < j < n. Jladu dpoj d nenmo cBe pasnvike
la; —a;|3a0 < i < j < n,n0BOMBHO je ma nemm cBe pasmuke |ag — a;[,3a 0 < i < n.

JloKka)XUMO MPETXOAHO TBpheme. P.a3MOTpI/IMO MPOU3BOLHY PasIKy |ai.— aj|. Omna je jen-
Haka WM 30Mpy WM pasmuim dpojesa |ay — a;| u |ag — a| (jennaxa je 3dupy y ciyuajy
nia je ag m3mely a; 1 a;, a pasauuy y cynpotHom). Mehyrnm, ako d A oda dpoja, nenu
Y HbHXOB 30Up U BUXOBY Pa3JIMKy, Ia ako d [eJu CBe pa3jivKe MPBOT Opoja v OCTaJMX, OH/A
€1 ¥ pa3/IuKe CBUX MapoBa (HApaBHO, aKO JIeJIN pa3/IMKe CBUX IapoBa, OHAA AN U Pa3jIiKe
u3Mely npBor dpoja u OCTAJMX).

Hexu 0poj nemm cBe OpojeBe Hekor cKyma ako u camo ako fnenu H3]I enemenara Tor ckymna.
3aro TpaxeHe BPeAHOCTH d MOKEMO Ja opeauMo Kao cBe aeimone H3/I-a cBuX pasimka
IIPBOT" €JIEMEHTA OJ1 OCTAJIMX eJIeMEHaTa YYUTAHOT HU3A @.

H3]1 dpojeBa Mmoxemo ytako oapeautu Eykimmposum anroputmom. Jlesnrorie MoxkeMo eprka-
CHO OJIPE/IUTH KOpUIheheM YHeHUIIE 1A Ce eMOIM jaBbajy Y Mapy, Tj. 1a CBAKOM JIeH-
OIly MamkeM O] KOpeHa Opoja oroBapa jemaH Ienuiail koju je Behu o kopeHa dpoja.

UspauyyHaBarbe pasivka CBUX OpOjeBa 1 MpBor Opoja Bpiiu ce y ciokenoctu O(n). Uspauy-
HaBatbe wrxoBor H3]1 y Bpemeny O(nlog M) rue je M Bennunna HajBeher Opoja y Hu3Y
(jep je HajBeha amconyTHa pa3nuKa cCUrypHO Mawa of 2M). Jlenuonm ce 3aTUM U3pavyHa-
Bajy Y CIOXEHOCTH O(\/M ), jep je Bpeanoct H3]I curypHo 0/103ro orpaHuyeHa BpeaHorhy
HajBehe pasiuke.

long long nzd(long long a, long long b) {
while (b > 0) {
long long ost = a % b;
a =b;
b = ost;
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return a;

long long nzd(const vector<long long>& a) {
long long NZD = 0;
for (long long x : a)
NZD = nzd(NZD, x);
return NZD;

vector<long long> delioci(long long n) {
vector<long long> Deliocti;
long long i1 = 2;
while (1 * 1 < n) {
if (n% 1 ==0) {
Delioci.push_back(i);
Delioci.push_back(n / 1);
}
i++;
}
if (1 * 1 ==n)
Delioci.push_back(i);
Delioci.push_back(n);
sort(begin(Delioci), end(Delioci));
return Deliocti;

vector<long long> deliociKojiDajuIsteOstatke(const vector<long long>& a) {
int n = a.size();
vector<long long> razlike(n-1);
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
razlike.push_back(abs(a[i] - a[0]));

return delioci(nzd(razlike));
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3apatak: Kytuje 3a knukepe

IMoTpedHO je ga n KJIMKepa 3amakyjemMo y KyTHje Koje hemo aa Kynmmo, Tako j1a cBe KyTHje,
ako je 1o moryhe, Oyy y MOTIIYHOCTH HamykbeHe. MoXeMO KOPUCTUTH JIBE BPCTe KyTHja:

* IIpBa KOILTA C; 110 KOMajly U Yy by CTaje 1, KJIUKepa,
* Jpyra KOIITa C, 110 KOMajly 1 Y By CTaje 7o KJIMKepa.

Hanwimm nmporpam ko ju mpoBepasa jia jid je Moryhe J1a ce CBY KJIMKEpH 3aIaKkyjy y KyTrje Te
BpCTE U aKO jecTe oApelyje HajMawu U3HOC HOBLA KOjU je MOTPeOHO MOTPOLIUTH HA KYIO-
BUHY KyTHja.

Omnuc yaa3a

Ca crangapaHor ynasa ce yuurasa Opoj 7, 3aTUM OpOjeBU C;, Ti; U Cq, iy (CBU YUUTAHU
6pojeu cy npupoaHu dpojesu Mamu o 2 - 107).

Onuc usjaasa

Ha cranmapmam w3ia3 ucnrcaTy HajMamy IIeHy KyTrja Koje Tpeda KyrmuTi winl — 1 ako Huje
Moryhe criakoBaTH CBe KJIHUKepe.

IIpumep 1

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

43 15 V¥ 13 kyrtuja Tvna 1 Koje MOXeMo KynuTH 3a YKYNHO 13 quHapa MOXeMo

13 crakoBatH 39 KJMKepa, a y jelHy KyTHjy THMa 2 KOjy MOKeMO KYIUTH 3a

2 4 2 nunapa Moxemo cnakoBaty 4 kiukepa. Ha Taj HauMH MOXeMo criako-
BaTH CBUX 43 KJIMKepa.

IIpumep 2

Yaaz H3zna3

40 -1

59

7 12

Pelwene

Heka je d H3]1 6pojeBa n, u n,. Ako dpoj n HHje nesbuB dpojeM d, KimKepe Huje Moryhe
CIAKOBaTU. Y CyNPOTHOM, IpoiypeHuM EykinioBuM airopuTMOM MOKEMO OJIPEAUTH LieJie
OpojeBe T| U Ty TAKO Ja BAKU L1 + ToNy = d, Tj.

n n
xl-g-n1+x2-g-n2:n

Koedunujenru y3 ny u n, IpelcraBbajy Opojese KyThja 1 MOpajy OUTH HEHEraTHBHH, IITO
TPEHYTHO He Mopa OuTH ciayvaj. CBa pelera MpeTxoJHe jeTHauYnHe Cy 00JIMKa
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—k k
rqn - n2n1+ x2n;|l— nln2 0

XKemmo na 0da koedpunujeHra Oy 1y NO3UTHBHA, T1a MOPa Ja BaXU T 1N — kngy > 0 xyn +
kny, >0, 1j.

—Ty M Tyn
L=—"2_"<k<=—=U
Ny N
3a aty BpelHOCT K IleHa Kojy Iutahamo je
xyn — kngy Ton + kny
_= . C —_—Ch =
d ! d 2
T1C1N + ToCoN T1Cy — NoCy 1
d d

Buaumo na je y nuramy JmMHeapHa (pyHKIMja 1o k, IITO 3HAYM Jia je MOHOTOHA M JIa Ce OIl-
TUMaJIHA BPEJHOCT JI00Mja Ha rpaHuiiamMa uHTepBana. Hajmama moryha BpeaHoct k je [ L],
a Hajeeha |U| (ako je L < U). 3a oBe aBe BpeqHOCTH k M3padyHaBaMo LieHY U OMPaMo
MIOBOJBHU]Y.

// odredjujemo x1, x2 tako da je x1*n1 + x2*n2 = d
// gde je d nzd brojeva n1 i1 n2
long long x1, x2;
long long d = prosireni_euklid(ni, n2, x1, x2);
if (n % d !=0)
cout << -1 << endl;
else {
// interval [kL, kU] u kom se nalaze vrednosti k tako
// da oba koeficijenta (x1*n-k*n2) / d 1 (x2*n+k*n1) / d
// budu pozitivna
long long kL = ceil(-x2 * n / n1);
long long kU = floor(x1 * n / n2);
if (kL > kU) {
cout << -1 << endl;
} else {
// odredjujemo manju cenu
long long miL = (x1*n - kL*n2) / d;
long long m2L = (x2*n + kL*n1) / d;
long long cL = miL*cl + m2L*c2;
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long long miU = (x1*n - kU*n2) / d;
long long m2U = (x2*n + kU*n1) / d;
long long cU = miU*cl + m2U*c2;
cout << min(cL, cU) << endl;

3.2 PacTtaB/bame Ha npocTte YnHuoue (thakropusaumja)

Mpo6nem

Aaiu je 6poj n. Pacitiasuitiu ia Ha Apocitie yuHuoye.

I Mpumep 3.2.1

3an = 315, goduja ce pazraiarbe 315 =3 -3 -5- 7.

Kao mro hemo BuaeTn HelTo KacHuje, hakTopusaluja dpojeBa Urpa BaskHy yJIOTY y 00lIacTU
kpunrorpacguje. MehyTum, oHa MOXe OUTH O] KOPUCTH U 32 pelllaBarbe HEKMX CTaHJapAHUX
MaTeMaTUUKuX npodseMa, MOMyT pauyHawa HajBeher 3ajenHunukor aenavona (0e3 Eykmmo-
BOT QJITOPUTMA) WM HAjMamer 3ajeTHHYKOr caapKkaolia 1Ba Opoja, 3a M3paduyHaBame KBa-
ApaTHOT KOpeHa MOTIYHUX KBaJpata UTA. Y HACTaBKy hemo omucaTé OCHOBHHU ajlrOpHTaM
3a (pakTOpU3aLMjy OpojeBa 3aCHOBaH Ha MOKYIIAjuMa Je/betha MOTeHLMjaTHUM JIeJTHOIMMa
(enru. trial division), koju je cnoxenoctu O(1/n). Tloctoje 1 MEHOTM epUKACHU]H AITOPUTMH
(na npumep, [Tonapaos p, kBagpatHo cuto, Pepmaosa 1 Ojneposa dakTopr3alyja UTA.), Me-
hytrm, 1 ca muMa mpodieM (haKTopHU3aIdje OcTaje TeXaK IMpodJieM, Urje BeJIMKe WHCTAHIIe
(HIp. dpojeBe ca HEKOJIMKO CTOTUHA Liidapa) HU HajcaBpeMEHUjU pauyyHapy HE MOTY HUKAaKO
pelmTH.

3.2.1 dakTopusauuja ucnpobaBar-emM genunaua

[Tpobnem akropuzaiuje dpoja 1 MOKEMO pelIaBaT UHIAYKTUBHO-PEKYP3UBHUM IPHUCTY-
oM. ®opmynuieMo cienehy UHAYKTUBHY XUIIOTE3Y.

HNupykTusHa xunore3a. Ce dpojeBe Mame Of 77 yMEMO Ja PacTaBUMO HA MPOCTE YMHU-
oLe.

AKO HEKaKO YCTaHOBUMO Ja je Opoj 7 MpOCT, OHJA je jeJUHU IMPOCT YMHMIALl Opoja n OH
cam | TIpodJieM je perrieH (To je 0a3a WHAyKIHje). AKO 1 HHUje MPOCT Opoj, OHMIA Ce OH MOXKe
HPEICTABUTH KA0 NMPOU3BOA 1 = d - Ny, TIe je d HajMamy Of CBUX Jeuiana dpoja n (Behu
og 1).
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AKo je n tipupogar 6poj Koju Huje Apocit, rweios Hajmareu geaunay, d > 1 je dpocini dpoj
u saxcu d < \/n.

Jlokaz. Hajmamu nenwarl d dpoja n Mopa OUTH pocT Opoj, jep ako O OHO CIIOXKEH Tj. aKO
ou Baxwio d = d; - d,, dpojeBu d; u d, (Behu o 1) Om dmim genmvonw dpoja n jorr Mambu
on d. HonatHo, Baxu d < \/n. HauMe, ako NpeTNoCTaBUMO CYNpOTHO — jia je d > +/n,
nowro je n = d - ny, oHAA 01 Bakmio ny < \/n < d, Te o1 HajMarbK Aenwiar opoja 1,
OO yjeaHO U HajMarby JIe/IiJIall Opoja 1, CyNpOTHO MPETHOCTABIIM Jia je d HajMamb| JIeual]
opoja n. [lakne, Baxu d < \/n. O

JaxJie, 1a Ou ce MpoHaIllao HajMary IPOCT YHHIIALl Opoja 17, JOBOJBHO je MpoHahu HajMamu
Jenwal] Opoja n 1 oH he 0d0aBe3HO OUTH MPOCT (TO Ce He MOpa eKCIUTAIIUTHO MPOBEPaBaTH).
Hajmamu nenmuian ce Moxke mpoHahu MpoJiackoM Kpo3 CKyH IPUPOTHUX OpojeBa peioM Ofl
2 10 v/n. Ako nocroju nemunan d < /n, dpoj n je CIOKEH U MIPOdIIEM ce CBOM Ha (HaKTo-
pusanujy dpoja n, = n/d, ymje mpocTe YMHUOLE PeMa UHIYKTUBHO] XUIIOTE3H YMEMO J1a
onpeaumo. Ako He noctoju nemunan d < /n dpoja n, Taja je dHpoj N MPOCT U OH je CBOj
JEAVHY TTPOCT YMHHUJIALL.

Ha ocHOBy 0Be KOHCTpYKIIMje jeTHOCTaBHO je (pOpMyJIUCATH PEKYpP3UBHH aITOPUTAM.

UrtepatuBHa BapHjaHTa OBOT PEKYP3MBHOT AJITOPUTMA CACTOjH C€ U3 HAPEIHUX KOpaKa: Mpo-
a3y ce ckyrnom dpojesa d o1 2 10 /1 U aKo je n JebUBO dpojeM d, CBE JOK je 7 IEJbUBO
ca d MamMTHMO MM IITaMIIaMO BPEIHOCT d (TO Cy MPOCTH YMHHUOIM) U TIOCTAB/HAMO BPEIHOCT
n Ha n/d. HakoH Tora, ako je n > 1, n je IpOCT ¥ OH je MPOCT YNHMJIALL TIOJIA3HOT OpOja.

C o03upom Ha To J1a HUjenaH nMpoct dpoj Behu o 2 HUje mapaH, edukacHuje je 3acedHO
pasmarpartu Opoj 2, a 3aTMM pohu cKyrnoM HenapHux dpojesa oa 3 10 y/n. CimuHo, Moryhe
je ¥ HakoH OpojeBa 2 u 3 pa3maTpartu camo dOpojeBe odimka 6k+ —1, unme ce qoduja yireaa
3a (pakrop 3.

vector<int> prostiCinioci(int n) {
vector<int> cinioci;

while (n % 2 == 0) {
cinioci.push_back(2);

n /= 2;
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for (int d = 3; d*d <=n; d += 2) {

while (n % d == 0) {
cinioci.push_back(d);

n /= d;

if (n > 1)
cinioci.push_back(n);

return ciniocti;

WuBapujanTa criojpalime for neTbe aIropuT™Ma unja je uMivieMeHtanuja y C++ npukasasa
je To J1a je y CBaKOM KOpaKy MPOM3BOA 10 Taaa oapeljeHuX MpocTMX YMHWIIala U TPEHyTHe
BPEIHOCTH TIPOMEHJBMBE 71 jeTHAK ITOJIA3HOM OpOjy 71, Ko | JIa TpeHyTHA BPEJHOCT 7. HUje
JIe/bMBA HU €A jeJHUM OpOjeM KOju je MarH Win jefHak d. Kaza ce crospaliimba netba 3aBpliiy,
TIOIITO OPOj M HUje JeJbUB HU Ca jeTHUM OpOjeM MarmbUM WM jeTHAKUM Off CBOT KOpPEeHa, 7
Mopa OUTH MpocT, Na ako je Behu of 1, oH je HajBehn mpocT YMHMIIALL ToJIa3HOT Opoja.

HcrakHUMO jeHy BaskHY CTBap: HUTZE y IPOrpamMy ce MoCedHO He UCTIUTYje Aa JIM Cy IPOHa-
henu genuwony npoctu OpojeBu. Ha mpBu morien oBo Moxe JienoBatu 30ymyjyhe, MehyTum
penocIIe Ko juM TpaxkuMo JeTHole Opoja 1 Ham rapanTyje aa he ceakm oapehenu pemumnarr d
dutu npoct. Hanme, Ha OCHOBY MHBapHjaHTe 3HAMO J1a Kajla ce BpeIHOCT d JI0/1a Y KOJIEKIHUjy
MPOCTUX YMHUIANA Opoja 1, TPEHYTHA BPEAHOCT TPOMEHIbHBE 1 HUje JIeJbIBa HUjeHUM Opo-
jeM mMamuM of d, a ako du d duo cioxkeH, Tj. ako ou Baxwio d = d; - dy, 1 o1 duo nepuB
ca d, u d, koju cy Behu oz 1, a Mamu of d, IITO je Ha OCHOBY MHBapujaHTe HeMoryhe.

oo ce nemba for U3BpINABA A0 KOpeHa U3 1 (KOje je CBe BpeMe Make WM jeTHAKO Iojia-
3HO]j BPeJIHOCTH Opoja 1y = 1), MOKEMO 3aKJbYUUTH 1A j€ CIOKEHOCT aITOPUTMA O(\/n_o ).
[puMeTUMO f1a Ce 3a CIIOKEHe OpOjeBe rpaHMIA /7. METbe for CMambyje ca CBaKMM HO-
BUM TipoHaheHMM mpocTrM ymHEONeM (jep he HOBa BPeJHOCT 3a M OMTU CTPOTO Marba Off
CcTape), 1a y HEKMM CJly4ajeBUMa alrOpPUTaM MOKE U3BPILUTHU U IOCTA MAHe KOPAKa Off /7.
AKO cy IpOCTH YMHHOLM (HE HY)XKHO Pa3IM4YMUTH) Opoja 1o PedoM jeJHAKH p; < Dy <
oo < Py < pp, MOXKE CE MOKA3aTH JIa j€ CIO0KEHOCT OBOI aJITOPUTMA 3a (pakTopH3aLujy
O(max(py,_1,/Pr))» jep ce ienm 10 p;, 1, a 3aTUM EBEHTYaJIHO JI0 /Dy, [IpuMeTnmo 1a je
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y IIMTaky W3J1a3HO-3aBHCHA CJIOKEHOCT, jep CJI0KEHOCT 3aBUCH o[ pe3yartata. I1pu Tom npert-
MOCTaBJbaMOo Jla PAAXMO ca MAIIMHCKUM THUIIOBHMA OJJaTaKa, 1a Ce YHyTpalllha MeT/ba KOjoM
ce BpILM Ae/beHhe U3BpIlaBa yBeK Maliu Opoj myTa (30Up CBUX CTeleHa y (pakTopuzaluju je
OrpaHUYeH OpojeM OUTOBa y 3amucy Opoja).

I Mpumep 3.2.2

Hayciupy jmo caoorcenocisi Ha HEKOAUKO pa3auuuiuux upumepa:

ako jen = T1 - 73, dpsu (a yjegro u Apeitiiiocaegrout) APOCIll uunuraY, Opoja N je
Jegnax pi._; = T1 u rweia bucmo ogpeguu kaga ipomensousa i for eitive ciiuire go
71, naxon ueia epegrociti ipomerwuee N iociiiaje 73, a dowitio panuya 3a i uge go
V] = |V73] = 8, osge ce apexuga for ieiina. Jaxne, kaga cy bpojesu pj,_; u
Py, OAUCKU [0 6pegHocTu, Spoj utiepayuja ieiive ouhe jegrnax O(py_1).

° axo jen = 273, ipeu (a yjegro u ipemiiiocregrout) Upocili uuHuAaY Spoja N je jegrak
Dr_1 = 2 ureia bucmo ogpequau y Cliapity —Kaga i Uma 6pegHoctil 2, HaKoH ueia epeg-
Hocill fipomervuee n, iocitiaje T3, a owitio ipanuua 3a i uge go | /n| = |V/73| = §,
for fletiva du ce uzspuwasana O(\/p_k) iyima. /Jakae, kaga je p;,_, gociia marbe 0g
Py, Opoj uttiepauja ieiiive duhe jegnax O(\/py,)-

axo jem = 73, dpoj je iipociti u for iemiva ce uzspmasa O(+/n) iyitia, a jegunu Apocii
uunuray, 6poja n o6u Ouo uporahern HaKHAGHO, HAKOH UBAACKA U3 for Uelllve.

Haxie, Baxu cnenehe: HHje jeqHako TemKko (haKTopucaTté cBe OpojeBe mcte nyxuHe. Haj-
Te)ke MHCTaHLIE OBOT MPOdJIeMa, ako ce PUMElbY je ONMCAHU AITOPUTaM, YMHE OPOjeBU KOjU
Cy MPOCTH WM Cy MPOM3BOAM [Ba MPHOIMKHO jeAHaKa mpocrta Opoja. Hamme, kaga cy oda
0Ba [IPOCTA YMHHUOLIA BEJIMKA U CIMYHE BEJIMUMHE, OBAj ITPOOJIEM MOCTAj€ jaKO TEIIKO PELLHTH.
Kao miyctpanujy oBora, HaBeIuMO Jia ce IPUMEHOM BeoMa e(PUKACHOT aqropuTMa (pakTopu-
3anmje, 2009. roguHe OKOHYA0 JIBOTOJUIIILY HAMOP IPyIe UCTpaxkuBada Ja ce (haKTOpHUILe
0poj ox 232 nudpe kopurthewmem BHIlle CTOTUHA pauyHapa. [IpeTmocraBbeHa TeXKUHA OBOT
npodJieMa je OCHOBA 3a MPOLIEHY CUTYPHOCTH BEJMKOT Opoja KpuntorpadCKuxX aaropurama,
Kao mro je anroputaM RSA (Bupetn nornassse 3.5).

Haracumo 1 f1a je To LITO ce MeTba 3aycTaBiba Kaaa je d > /1 1 ITo ce ciyyaj IpocTor
Opoja n odpabyje BaH netbe 10BeNo 10 anroputma cioxenoct O(y/n). Ako ou ce genmonu
peaoM MpoBepaBaI CBe JIOK ce OpOj JIeberheM He CBejie Ha BPEAHOCT 1, yMecTo J1a ce cTaHe
Kazia ce npehe /1 (Kako ce 4ecTo pajM Kaja ce py4Ho oapelyjy MpocTu YMHHOIM), 100UO0
ou ce anropuram ciokenoctu O(n). Jlakie, To mito ¢y 3a 6a3y MHIAYKIIMjE Y3€TH CBH IPOCTH
OpojeBu a He Opoj 1, MOBeNO je 10 3HaYAjHO erKaCHU]jeT aIrOpUTMa.
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3.2.2 depmaoB anroputam cakropusaymje

Kana 6poj n uma jenuone 6113y BpeaHOCTH /1, oHH ce edpukacHuje Mory Hahu depmao-
BuM® anroputMoM. OH je 3aCHOBaH Ha TOME Jia cé CBAKM HelapaH MPUPONAH OPoj 1 MOKe
HATIMCATH Kao pa3/iKa JBa MOTMyHa KBajipata n = a® — b2. 3aucta, 6poj n ce yBeK Moke
HAIMCaTU Kao IPOM3BOJ 1. = 7y - Ny (AKO je 1 IPOCT, Tafla je Ny = NU Ny = 1,aaKo jen
CJIOXKEH, 71 U Ny MOTY OMTH HETOBY IPON3BOJBHY Jesmoi). [Ipu Tom cy 1y u n, HelapHy,
jep je n HenapaH. Taga Baxu

n= (nl +”2>2 _ (”1 —n2>2
B 2 2 ’
IIPY YeMyY Cy KBaJpaTu LIeJ0OPOjHHU, jep CYy 11, U My HENAPHU, 1A Cy HBUXOB 30Up U pa3iiiKa
MapHU.

Axo jen = a? — b%, tana ce n Moxe pactaBuTn Ha ynHEone (@ —b) - (a +b). Axo jea —b

paznmmuuTo of 1, Taga cMO MpPOHAIILTH JIBa YMHKOIIA, KOjU Ce JaJbe MOTy (DaKTOpHCATH.

AJIropuTaM ce 3aCHMBA Ha UCTIPODABAkbY PA3HUX BPEIHOCTH @, KPEHYBIHM o1 [ /7|, HaBuie
¥ MICTINTHBAKbY 14 JIU je a? — 1 KBaJpaT HeKoT 1ejior opoja b. To ce y HEKOM TpeHyTKy Mopa
flecuTH. 3aucTa, ako je N = 7, - Ng, Y HEKOM TpeHyTKy he a nocruhu Bpemsoct (14 +
N5)/2. Axo je n npocr, To he ce gecutu Tek Kaja ce gocturte (n + 1) /2, mro je npumyano
needukacHo. Ca ipyre cTpaHe, ako NOCTOjU AeMIal dpoja 1 OJIn3aKk BPeIHOCTH /71, OH he
ce Op3o nponahwy, jep nperpara kpehe on Bpeanoctn a = [1/n], a ako mocroje BpeaHOCTH
Ny ¥ N, OIKCKE OPOjy /M, ¥ BUXOBA APUTMETHYKA CpearHa he My dutn dimcka u op3o he
6urtn nponahena. ITpummkom mpoBepe 1a 1 je b2 MOTIYH KBaapaT IyHO OpojeBa Moxe OUTH
010aueHo Ha OCHOBY jeIHOCTAaBHHMX TECTOBA (Ha MpHUMep, Hocieamwa uudpa Tj. ocTaTak npu
nebery ca 10 mormyHor kBagpara Mmopa outu 0, 1, 4, 5, 6, uim 9, a cIMYHU KpUTEPHUjyMU ce
MoOry (popmyJHcaTH U 32 Apyre OpojeBHE OCHOBE).

I Mpumep 3.2.3
Daxkiriopuwumo o6poj 5959. Baoswcu (\/ 5959-‘ = 78, iia artopuitiam kpehe og a = T8.

Kopax 1 2 3

a % 79 80
b2=a%2—-n 125 282 441
b - - 21

STjep ne Pepma (Ppp. Pierre de Fermat), (1607-1665), (ppaHIycku MaTeMaTHyap.
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JNlakne, y camo iipu kopaka ce fponanasu ga je 5959 = 802 — 212, witio gaje uunuouye
a—b=89—21 =59ua+b=80+21 = 101. Onu cy gocitia marou 0g iorasuoi dpoja u
ruxoea gpaxiiopuzauuja iieue opaice. Ilpumeiumo ga ou aritiepHamiu6Hy IPUCIUYl i KOM ce
pasmaiipajy epegrocitiu b og 1 go \/ﬁ u iiposepasa ce ga au je opoj b +n HoiyH Keagpaiu
3axieeao MHOLO uule Kopaka.

3.2.3 ddakTopusauuja Buiue 6pojesa nomohy EparocTeHOBOr cuta

Hexkan je moTrpedHO Besmku Opoj myTa U3BpIINTU (haKTOpU3aIlKjy Opoja U TO ce MOXe ypa-
Uty epukacHo KopuiheweM uaeje EpatocteHoBor cuta. 3aTo HapeIHUW MOCTYNAK Ha3H-
BaMoO hakiropuzayuja iomohy Epaitiocitienosor cuitia.

MpoGnem

3a gaimu 6poj n iponahu gaximopusauujy eehel bpoja dpojesa uz unitiepsana [1,n] (na
fpumep uzepuUTiY paxkmiopuzayujy ceux opojesa Koju cy marbl Ul jegHaxu n).

Moryhe je O(n) myTa U3BPIIUTH UCTIOYETKA OCHOBHH aNropuTaM (pakTopusaluje 1 yKyIHa
CII0keHOCT 0BOT TipucTyna usHocu O(ny/n).

Kiby4HH KOpak pa3MOTpeHOr alroputMa 3a (pakTOpU3alyjy je MpoHalaxee HajMamber (Ipo-
cror) uynHMoIa Tekyher Opoja. Kanma dakropumemo Buie dpojeBa mohu hemo y curyanujy
Ja BUILIE IyTa 32 UCTU Opoj onpehyjemo HajMamu rpocTu ynHUial. Ha npumep, npuimkom
(paxTopucama Opoja 221 ogpeanhemo a je HEroB HajMarm K NPOCT YMHWIAL 13, a MPHITUKOM
(pakTopucama dpoja 442 oppenuhieMo na je HEroB HajMamwM MPOCT YMHIUIALL 2, MehyTUM,
taga hemo 6poj 442 noxenutu ca 2 u noHoBo gohu y cutyanujy na Tpeda aa oapelhyjemo Haj-
Mam¥ MPOCT YMHMIAI] Opoja 221, mro cmo Beh ypagumm. [lakie, 1o edrkacHHjer pemema
J0J1a31 Ce aKO MPUMEHNUMO TEXHHUKY JUHAMHUUKOI IporpaMuparma Tj. MeMOU3allije U KOH-
CTpyHIeMo oMohHM HU3 Ty XKUHE 1 KOjH 3a cBako k < 7 cafipiku HajMamb| ITPOCT YMHUIIAL]
opoja k. Haume, ka OucMoO 3HAIM BPeJHOCT HajMarber MpoCTOr YHHUOIIA CBaKor Opoja k 3a
k < mn, dpoj m < n ducmo mMoru (akToprcaTh Ha ciieiehy HauMH: pavyHaMo BPEIHOCT Pq
HajMamer IPOCTOr YUHKOLA Opoja 171, 3aTUM BPETHOCT Py HajMamber IPOCTOr YMHUOLIA Opoja
m /Py, 3aTUM BPEIHOCT HajMarber MpoCTor YrHKola dpoja m/(py - psy ), ... Jakie, npodiem
(pakropuzanmje dpojesa o 1 10 n MOxeMo cBecTH Ha IpodsieM e(pUKacCHOT U3padyHaBamba
HHU3a HajMambuX MPOCTUX YMHMIAIA CBUX OpojeBa of 1 1o n.

Hu3 xoju 3a cBaku npupoaaH Opoj MamK WK jeJHAK 7 CalpK1 BPEAHOCT HErOBOT HAjMatber
MIPOCTOT YMHHUOIA, MOXe ce JoOUTH MaimM npuiarohaBamem EpatoctenoBor cura. Ionce-
THUMO ce, EpaTocTeHOBO CHTO ce KOPUCTH Jja e OIpesie CBU MPOCTH OpojeBH A0 Jator dpoja
7, TAKO IIITO Ce TPeIpTajy CBM YMHOIIIM Opoja 2, 3aTuM dpoja 3, 3aTUM Opoja o U Tako pe-
JIOM, CBE [IOK C€ He MPELpTajy U CBU yMHOUIIM Opoja | /n|. Henpenpranu dpojesu cy cu
TpaXkeH! IMPOCTH OPOjEeBH.
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Ogaj ce airopuram Jiako mpuiarohaBa Tako Aa ofapehyje HajMamM MPOCT YMHUIALL CBAKOT
Opoja 1o n. VHuIMjaIHO 3a CBaKM OpOj ¢ MOCTaBhaMoO Ja je HEeroB HajMawy MPOCT YNHU-
Jan damr ¢. Y opuruHagHOM EpaTocTeHOBOM CUTY Ce NPUJIMKOM ITPOJIacKa KpO3 YMHOLLKE
HEKOT MPOCTOr Opoja d 03HavaBa a Cy TH YMHOIIIM CIOKEHH (32 IITa Ce KOPUCTH HH3 JIOTUY-
KHX BPEJHOCTH). YMECTO TOI'a, y OBOM JITOPUTMY NeMO NPHIIMKOM IPOJIacKe KPO3 YMHOLIKE
HEKOT MpoCTor Opoja d, CBUM YMHOIIIMMA KOjuMa HHje paHHje yMarbeHa BPeTHOCT HajMma-
eI IIPOCTOT YMHHUOIIA, TIOCTAaBUTH Ty BPeAHOCT Ha d. 3a dpoj d 3akipydyjemMo Ja je mpocT,
aKo je HeroB HajMamy MMPOCT YMHWIIALL OH caM. [IpuirKkoM pa3marpamba YMHOKAaKa IPOCTOT
6poja d, Moxkemo fa KpeHeMmo of d2, jep cy 6pojesu 2d, 3d, ... , (d — 1)d memusu penom ca
2,3,...,d — 1, Te curypHO UMajy npoCT YMHIIAL MarH O d.

Kana ce mpBa (paza 3aBpIim v IOMYHN HU3 HajMambKX MMPOCTHX YMHWIIAIA, Taga Ce Y JPYyroj
(pazm norymeHn HU3 MOKe yroTpeduTu 3a dp3y (pakropuzarujy duso kor dpoja ox 1 no n.

I Mpuwmep 3.2.4
Hexka je iioitipedno paxitiopucaiiiu cée dpojese koju cy marbu unu jegraki 50.
* Kpehemo og nuza y xome je na no3uuuju i Yyuucana 8pegHoCii 1.

12 3 45 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

e YV iipsom Kopaxy ceum uapHum dpojesuma iocitiasbamo ga je Hajmareu ipocit YuHUAaY,
JegHak 2:

12 3 2 5 2 7 2 9
11 213 215 217 2 19
21 223 225 227 229
31 233 235 237 239
41 243 245 247 2 49

N N N NN

e Ymnowmuma dpoja 3 iioues 0g 9 xoju Hucy gemusu ca 2 HOCHAsbAMO HAJMARU HPOCTH
uununay Ha 3: wo cy 9, 15, 21, 27, 33, 39 u 45.

12 3 2 5 2 7 2 3
11 213 2 3 217 219
3 223 225 2 3 229
31 2 3 235 237 2 3
41 243 2 3 247 249

N N N NN
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e Pazmaitipamo 6poj 4. 3axswyuyjemo ga je oH Cr0xCeH Jep je Helos Hajmarbu Upoci
UUHUAQY TOCTIHAB/bEH HA 8PegHOCTL Marsy 0g 4, e opoj 4 ipeckauemo.

o Ymnowuuma opoja b iioues og 25, Koju HUCY gesoUsU HEKUM MAFUM BPOCTAUM OpOojem
(2 u 3), doctiaseamo ga je najmarou ipociti wunuray, jeguax 5. To he duttiu dpojesu 25

u 35.
12 3 2 5 2 7 2 3 2
11 213 2 3 217 219 2
3 223 2 5 2 3 229 2
31. 2 3 2 5 237 2 3 2
41 243 2 3 247 249 2

* bpoj 6 kao crodicen ipeckauemo.

e Ymnowyuma dpoja 1 iioues og 49, koju Hucy gemusu ca 2, 3 Huiiu 5, HOCIHABHAMO ga
Jje T mwuxoe Hajmareu dpoctii wunuaay, (o je camo 6poj 49).

12 3 2 5 2 7 2 3 2
11 213 2 3 217 219 2
3 223 2 5 2 3 229 2
31 2 3 2 5 237 2 3 2
41 243 2 3 247 2 7 2

e Tume ce obpaga 3aspuasa jep je 8> > 50.

Ha ipumep, ipuruxom dpaximopuzauuje opoja 48 uciucyjy ce pegom spegrocimiu 2,2,2,2 u 3
KAO 6DegHOCIAU HAJMARUX APOCITiuX uunuraua pegom opojesa 48, 48/2 = 24, 24/2 = 12,
12/2=6u6/2 = 3.

VY HacTaBKy je maTa UMIUIEMEHTallfja aqropuTMa ¢hakTopu3aliije cBux opojeBa ox 1 o n
kopuiihemem EpaTocTeHOBOT CHTA.

vector<int> eratosten(int n) {

vector<int> najmanjiCinilac(n + 1);

for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
najmanjiCinilac[i] = i;
for (int d = 2; d * d <= n; d++)
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if (najmanjiCinilac[d] == d)

for (int i =d *d; 1 <=n; 1 +=4d)

if (najmanjiCinilac[i] == 1)

najmanjiCinilac[i] = d;
return najmanjiCinilac;

vold ispisiProsteCinioce(int n, const vector<int>& najmanjiCinilac) {
while (n != 1) {

non,
s

cout << najmanjiCinilac[n] <<

n /= najmanjiCinilac[n];
}

cout << endl;

}

CrnoxeHocT MpBOT KOpaka ajropurMa — oapehrBama HajMamer [IPOCTOr YNHMOLA CBUX Opo-
jéBa 10 n jelHaKa je CI0XKEeHOCTH alroputrMa EpaTtocTeHOBO CHUTO Koja je, ako MpeTrnocTa-
BUMO J1a je crioxeHoct cabupara O(1), jennaka cymu n/p no npoctum dpojeBuma p, HITo
je O(nloglogn).% CnoxeHocT ucnmcuBarma npocTux unHuiana opoja k usnocu O(log k)
jep je Makcumannu Opoj npocTux unHWIala opoja k jenak log, k, a npeTrnocrasbamo Ja
je nesbere KOHCTaHTHE BpeMeHcke cioxkeHocTn.’ Tomro Tpeba McnucaT NpocTe YHHHOLE
cBux Opojesa ox 1 10 n, yKymHO Bpeme oTpedHo 3a To jenHako je log 1 +1log2+-... +logn
IITO je, TIPUCETUMO ce, jeaHako O(nlogn). Jlakie, CIOKEHOCT NPUKAZAHOT AJITOPUTMA 34
(akropuzanmjy opojesa ox 1 o n je jemnaka O(nloglogn) + O(nlogn) = O(nlogn),
LITO je 3Ha4yajHO e(pUKACHHUje OJl MPUCTYIAa 3aCHOBAHOT HA HE3aBUCHO] (pakTOpHU3alUjU CBa-
KOr Opoja nocedHo.

®HamomeHnMoO 1a ako 1 7 MOIJIO SUTH IPOM3BOJBHO BEJIMKO (KO O1 Opoj 1O MpeCcTaB/beH perpe3eHTali-
jOM ca mpousBobHIM Opojem OuToBa), OHIA U criokeHocT cadupara ouna O(log 1), MehyTUM Y KOHKPETHUM
HMILIEMEHTALMjaMa OCJIalbaMo ce Ha cadupame OpojeBa OrpaHUYEHOr OIcera Koje je XapaBepcKU MOAPKaHO U
3a Koje cMatpamo Ja je cnoxeHoctd O(1).

7 Ako 61 6poj 1. MOrao SUTH TIPOU3BOILHO BEIMKH, OHJIa 1 CIOKEHOCT JieJberha Oula O(log2 n).
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3apgartak: flonyHa A0 nNyHOr KBagparta

Hanwimm nporpam Koju 3a yHeTH TTpupogHu Opoj 1 oxpehyje HajMamu Opoj m Takas Oa je
N - M MOTIYH KBapar.

Omnmuc yiaa3a

Ca cTaHiapaHOT yJia3a ce yHocu npupoaau opoj n (1 < n < 2 - 1012).
Onuc n3nasa

Ha cranmapaau uzna3 ucnucary TpaxeHu Opoj m.

IIpumep
Vaaz Hznaz
104 26

Pewene

Hajmawu Opoj kojuM ce 1 MHOXM J1a O ce JodMO MOTIYH KBaJpaT Mopa OUTH JAeaujall
Opojan (oH Mopa aa OyJe mpou3Bo MPOCTUX (PaKTOpa Opoja 1 KOjU Ce jaBibajy ca HEMapHOM
BUnIecTpyKkouhy). 3aTo MOKEMO UCIMTATH CBE JeroLe Opoja n (JIMHEapHOM IIPEeTparoM) u
MIPOBEPUTH KOjU je MPBU KO U KaJia ce MOMHOXKH ca 7 1aje MOTHyH KBaapart. [Iposepy aa mu je
Opoj MOTITYH KBagpaT MOXKEMO BPIIUTH Y3 MOMOh (DyHKITHje (peaTHoT) KopeHOBama (JIoayIIe,
TO MOe HeKaJia JIOBeCTH JIO Ipelllaka ycjie ] HEMPEIU3HOCTH Y 3aIiCy peaiHux Opojera).

TMormTo ce aeroly jaribajy yBeK y mapy (ako je 0poj d aenwmnar dpoja n, OHIA je aemiar
1 6poj n/d), mpeTpary MOKeMO BPIIUTH CaMO JIO BPEAHOCTH /7.

Axo je dpoj d < +/n TIpBU KOjH 3a[0BOJbABA YCIIOB, OH j€ HAjMarbU TAKaB U MPETPAra ce
Moske npekunyTu. Ca ipyre crpae, Kaga 6poj 1/ d 3a10B0JbH YCIIOB, CAMO TO PETUCTPY jEMO
1 HaCTaBJbaMOo MPETpary, jep He 3HaMO /1A je OH HajMary TaKas..

OcuM mTo Moke OUTH JOHEeKJIe HeeMKacHa, OCHOBHHU MPOOJIeM ca OBAaKBOM MMILIEMEHTa-
LUjOM je TO IITO OPOj M U HErOBU JEeIUOIM MOory Outu 64-OuTHU OpOjeBH, mMa ce HUXOB
MPOU3BOJ HE MOXe MPEJICTABUTH UCIIPaBHO 64-OMTHUM OpojeM, Tako Jia 0Baj MPUCTYIT MOXe
Jla 1a rapaHTOBAHO UCTIPABHE pe3ynrare camo ako je n < 107,

Cnoxenoct osor npucryna je O(y/n).

I Mpumep 3.2.5

Pazmoitipumo opoj 234. On ce modice pacitiasuitiv Ha dpocitie wuruoue kao 2 - 3 - 3 - 13. Ja du
06aj 6poj ouo oY1 Keagpait HOMPeOHO je ga ce C8aKU YUHUAAY, HOHO8U Hapar Opoj iyiia
u 3aiio je mwipaxcena gouyna 2 - 13. 3auciia, muodxcervem ca 2 - 13 = 26 goduja ce dpoj
22 . 32 . 132 koju je keagpaiii bpoja 2 - 3 - 13 = 78.
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Kapa ce myH kBagpat pacTaBi Ha IpOCTE YMHHOLIE, CBAKM YMHMJIALL CE jaBJba IIapaH Opoj MmyTa.
Axko je dpoj n = p’fl ‘... pm’, Tala je TpaxkeHa JOIyHa jeJHaKa MPOU3BOJLY OHUX YMHU-
Jana p; 3a KOju je BUILECTPYKOCT k; HemapaH Opoj. Jakiie, 3a1aTak ce jeAHOCTaBHO pelaBa
IIPUMEHOM QJITOPUTMA pacTaBbarba Ha MpocTe YnHuoue. M3apajamMo YMHMIALL IO YMHUIIALL
Opoja 1 3a CBaKkM O[] lbUX OPOjUMO BUILECTPYKOCT (TaKO LITO CBAKM MYT KaJia MOJEIMMO Opoj
7 ca HeKMM TIPOCTUM uMHHoLeM p yBehamo BpenHocT dpojava k). Kama yrBpanmo na Hekn
YMHWIAL MUMa HeMapHy BUIIECTPYKOCT, TaAa HMMe MHOXMUMO TPEHYTHY BpeJHOCT Opoja m
(KOjy HUIHjaM3yjemMo Ha 1).

[Tpumetumo na Hema notpede Aa u3padyyHaBamo MPOU3BOA OpojeBa 1 U M, Na je UCIPABHO
cBe BpeMe KopucTuT 64-OMTHM THI TojiaTaka (KOjU je JIOBOJbaH 3a 3aIliuc Opojea n u m,
aJT HEe U FBUXOBOT MPOU3BO/IA).

CJ103X€HOCT OBOT AJITOprUTMa OAroBapa CJIOKEHOCTU paCTaB/batba Ha IIPOCTEC YNHUOLIE, 4 TO je
O(/n).

long long dopunaDoPunogKvadrata(long long n) {

long long m = 1;

long long p = 2;

while (p * p <= n) {
int k = 0;
while (n % p == 0) {

n/=p;
k++;

if (k % 2 !'=0)
m *= p;

p++;

if (n > 1)
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m *= n;

return m;

r 1

3aparak: Hajsehu H3/[, 6pojeBa uuju je npousBog, nosHar

Hamuim mporpam Koju Ha OCHOBY MO3HATOT MPOM3BO/IA [[BA TIO3UTUBHA MPUPOIHA Opoja a U
b onpehyje Hajsehy moryhy BpeqHOCT BHMXOBOT HajBeher 3ajeHIUKOr IeHOoIa.

Onuc ynaza
Ca cTaHiapaHor y/ia3a ce yunrapa opoj p = a - b (1 < p < 1019).
Onuc n3naza

Ha cranpapaau u3nas ucnvcat MakcumaiiHy Moryhy Bpeasoct 3a H3I.

IIpumep

Yaas Hznaz  Odjawrverve

600 10 Hajsehn H3/] ce modmja kana ce dpoj 600 mpemcTaBu Kao mpou3BoI Opo-
jesa 20 u 30.

Pelwiew-e

PauyHare H3/[] cBux npoussoga

Pememe rpydoM criiom moapa3syMmeBa fia ce Opoj p Ha cBe Moryhe HaunHe pas3yioku Ha Mpo-
u3Boa p = a - b u ma ce uzpauyna H3]I 3a cBe Tako nodujeHe mapoBe. be3 ryduTka Ha
OMNIITOCTH Ce MO’Ke TPETIOCTaBUTH 1a je a < b, Na ce 3aTo NpoHanase CBU AeMol a < /P.
H3]I nBa Opoja ce Moxe n3padyHatu EykiauaoBUM airopurMom.

IpoHanaxeme jeuiana Bpummo y cioxkesoctn O(,/p), a pauyHame muxosor H3JI-a y
cnoxenoct O(log p). Crora ykynHy ciykeHocT Moxkemo ouenntu ca O(,/plogp).

PactaB/bame Ha NpocTe YMHuoue

. . (0% (e
PacTaBumo p Ha MpocTe YMHHUOLIE, Tj. IIPETIOCTABUMO Ja je P = Py ' ... p;.~.

JBa yunmona a u b Tpeda ogpeautu Tako aa um je H3]I mro Behu, Tj. 1a MMajy mITo BUIle
3ajenHUuYKMX npocTux pakropa. Crora je Hajdosbe a MpBU Opoj Oyne jenHak

3 ok
a:plﬂ...p,EQJ
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a npyru 6poj dyne jemnak b = £. Bpoj b je nemwus dpojem a m H3]I Ta 8a dpoja jennax je
a. To je yjenno najsehu H3]] xoju ce Moxe qodouTH.

CrnoskeHocT notide of coxkeHoctn dakropusauuje n ussocn O(,/p). Hourro ce 6poj nemu
cBOjuM (paKTOpUMa, aJITOPUTAM CE YeCTO M3BpIIaBa caMo 10 KopeHa HajBeher mpoctor gaxk-
Topa dpoja p, ITO MOXE 3HAYajHO YTULATH Ha BpeMe M3BpIIaBarba y TAKBUM [IpUMEpHUMAa.

3.3 MyntunnukatuBHe pyHKUuje

Jenna o BaxxHMX NpUMeHa (akTopu3anyje Opoja je epuKacHO n3padyHaBame HEKUX (PyHK-
1Mja Haj npupoaHnM OpojeBuma. 3a pyHkumjy f : N — Ny kaxemo na je mynisiuiiuka-
miuena (eHr1. multiplicative function) ako ¥ camMo ako 3a CBaka JiBa y3ajaMHO IIpocTa dpoja
a u b (nBa dpoja 3a koje je nzd(a, b) = 1) Baku na je f(a-b) = f(a) - f(b). Kana ce 5poj
1 (haKTOpHUIIE Y NPOU3BOJ, Py ' Py” ... Py, YUHUOLM P, Do”, ... , Py CY Y3ajAMHO MPOCTU
na, ako je f MyJITUIUIMKATUBHA (DYHKIMja, OHJA BaXu:

Fn) = Fi) - Fo52) - oo fom).

Haxne, na du ce MorIa OOPEIUTH BPEJHOCT MYJITHIUIMKATUBHE (DYHKLHjE 32 MPOU3BOJBHU
Opoj n MOTPedHO je oApeAuTH BpeAHOCT (PYHKIIUje 3a MPOU3BOJBHU CTEMeH MPOCTOr Opoja
Tj. 3a 5pojese odmka p¥. To je 4ecTo MHOTO jeHOCTABHHjE HEro y OIIITEM CIyuajy H MOKe
Ce PelUTH aHAJIMTUYKH, TPOHATAXEHhEM U3pa3a KOjUM ce Ta BpeJHOCT u3padyHaBa. Harna-
CUMO 71a je y orureM ciyyajy f( pF ) £ f(p) k_jep crenenu mpocror dpoja p Hrcy MehycodHo
y3ajaMHO MPOCTH (MMajy 3ajeIHUYKH JeIuiall p).

AKO je BpeMeHCKa CJIOXEeHOCT M3pauyHaBama BpeaHoctd f(pF) jemnaka O(1), mro je ve-
CTO CIIy4aj, OHJIa BpEMEHCKA CIIOKEHOCT M3pauyHaBara BpeaHOCTH f (1) OfiroBapa BpeMeHy
norpedHOM 3a (akropusaimjy opoja n mro je O(y/n).

AKO je HoTpedHO u3pauyHaTH BpeIHOCTH HEKMX MYJITHUIUIMKATUBHYX (PYHKIIMja 32 BUILE yJia-
3HMX Mapamerapa (Ha MpUMep 3a CBE BPeTHOCTH o 1 10 M), Tama je moryhe ymorpedutu
¢akropuzanujy nomohy EpatocteHoBor cuta, koja je epukacHuja of (pakTopusalyje CBakor
Opoja o jeauHAYHO.

VY HacraBky he dutH nprika3zaHo U3padyHaBake HEKOJIMKO BAKHUX MYJITHILIMKATUBHUX (DyHK-
nyja.
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3.3.1 OjnepoBa thyHKUnja

Pasmotpumo HapeHu ipodiiemM: MOTpedHO je ojipeuTH OPOj HECBOIJBUBUX Pa3jIOMaKa y UH-
Tepsaty [0, 1] unju je umenmman jenHak gatom dpojy 7. To cy cBu oHE pasiomMm 7, m <
T 32 KOje BaXH Ja Cy ™ U 11 y3ajaMHO IPOCTH. 3afiaTak ce JakJjie CBOAU Ha MpedpojaBame
KOJIMKO MIMa TIPUPOTHUX OpOjeBa MambUX WIN jeJJHAKUX 7 KOJU CY y3ajaMHO IIPOCTH ca 7.

Ojneposa ¢pynxyuja (enrn. Euler’s totient function) ¢ dpoja n o3HayaBa dpoj MPUPOTHUX
OpojeBa MamUX WIM jeTHAKUX O] 1 KOJU CY y3ajaMHO IIPOCTH ca 1.

I Mpumep 3.3.1

Baowcu o(9) = 6, jep iiocimioju weciti dpojesa 1,2,4,5,7,8 mareux og 9 koju cy ysajamno
apociuu ca 9, a p(17) = 16, jep je opoj 17 ipociti u yzajammno je iipociii ca céum dpojesuma
CUHIPOLO MAFUM 0g Feld.

o nepunummiu je (1) = 13, Oznauumo ca ®,, ckyn cBux HpojeBa KOju Cy MambH Ofi 1 U
y3ajamHo cy nipoctu ca n. Ha npumep, ®¢ = {1,2,4,5,7, 8}. Baku na je p(n) = |

nl

OjnepoBa (pyHKIMja UMa IPUMEHY y TeOpHju OpojeBa, y ajredpu, aiu, Kao mro heMo BUaETH,
Urpa ¥ KJbY4HY yJIOTYy Y cUCTeMY 3a g poBame RSA.

MpoGnem

3a gaiiu iipupogarn bpoj n uzpauynaitiu epegrocii Ojaepose Pyrxuuje p(n).

3.3.1.1 [upeKTaH anroputam

JlupekTaH HauUWH Ja ce pel mpodsieM OMo O Ja ce peJoM mpohe Kpo3 cee dpojese oa 1 no
n — 1 1 ga ce M30pOju KOJIMKO je Of BhHX y3ajaMHO ITPOCTO ca Nn.

int ojlerovaFunkcija(int n) {

int phi = 1;
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
if (nzd(i, n) == 1)
phi++;

return phi;

8Hekan ce OjnepoBa dyHkuuja 6poja n AebuHmITE Kao HPOj MPUPOJHUX HPOjeBa CTPOTO MABUX Of 72, IITO
jemuHo ytide Ha BpeaHoct OjnepoBe dyHkIHje opoja 1.
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[Tpunukom pauyHama BpenHoctu OjnepoBe pyHKUMje, (pyHKLHM]a 3a ogpehuBame HajBeher
3ajeIHIUKOT Jenmola apa dpoja ce mosusa O(n) myra. Kako 3HaMO jia je CIOKEHOCT anro-
pHTMa 3a M3pavyHaBare HajBeher 3ajeHuuKor aemvona opojesa i u n jennaka O(log(i+n))
¥ KaKO je OBJie YBeK ¢ < 7, BakKH J1a je CJIOKEHOCT padyHawa BpeaHoctu nzd (i, n) jeaHaka
O(logn), Te je yKyIHa CIIOKEHOCT MPUKA3aHOT aJITOPUTMA 3 U3pavdyHaBarbe BpeaHoctu Oj-
nepose dyHKImje dpoja n jeqnaka O(nlogn).

3.3.1.2 PauyyHahe OjnepoBe (hyHKUMje 6poja cBohjeH-eM Ha (hakTopusauujy

Hoxkazahemo aa je OjnepoBa (pyHKLMja MyJITUIUIMKATUBHA, IITO OMOryhaBa leHO U3pavyHa-
Bame cBohermeM Ha (hbaKTopU3aIyjy.

Ojneposa (pynruuja o je myamuiauxarmusua, wj. ako cy M u N yzajamno ipocitu opo-
jesu, aga je p(M - N) = (M) - o(N).

Hoxas. Tloctoju dujekuuja nzmely ckynosa @, x @ u @, . Bujexunja ce ycrocrasmba
Tako mrTo ce cBakom mapy (m,n) € ®,, x ®, nomemm jenuucrsed opoj k < M - N
KOju TipH fesbery ca M maje ocratak m (1j. Baxu kmod M = m), a nipu mebewy ca N
naje ocratak n (1j. Baku kmod N = n). Taj dpoj MOCTOjU M jeNUHCTBEH je Ha OCHOBY
13B. KuiHecke Teopeme o octanmma (BuaeTv nornasibe 3.4.5). OH je y3ajamuo npoctca M - N,
na npunazga ckyny P, . 3aucra, Ha ocHoBy Eykimposor anropurma Baxu nzd(k, M) =
nzd(M,kmod M) = nzd(M,m) = 1 unzd(k, N) = nzd(N,kmod N) = nzd(N,n) =
1. Towro je nzd(k, M) = 1 unzd(k, N) = 1, mopa na Baxu u nzd(k, M N) = 1.

ObpartHo, cBakoM 0pojy k € @5 ce moxe npunpyxut map (kmod M, kmod N) €
®,, X @ . 3aucra, ocrany cy yBek Mamwu oj genona, a k mod M u kmod N mopajy ouru
y3ajamHo ripoctu ca M ogrocHo N (IITO ce A0Ka3yje aHAJIOrHO MPETXOJHOM cMepy). Jlakiie,
rmommTo je n3Mely 1Ba KOHaYHA CKyIa YCIOCTaB/heHa OMjeKIja, OHU CY UCTOOPO jHU:

P(MN) = |@y | = @y X Pr| = [®ps] - [Pn| = (M) - 9(N). O

| Mpumep 3.3.2

Hexa je M = 5 u N = 6. ¥zajamno ipociiu ca M = 5 cy enemeniiu ckyiia
o, = {1,2,3,4}, a ca N enemeniuu cxyia ®5 = {1,5}. Vzajamno iapociuu ca
MN = 30 cy enremenitiu cxyiia P45, = {1,7,11,13,17,19,23,29}. Ocimayu ipu
genwerwy enemenaiiia ckyiia Do opojesuma M = 5 u N = 6 cy pegom caegehu iiaposu:
{(1,1),(2,1),(1,5),(3,1),(2,5),(4,1),(3,5),(4,5)} u jacno ce eugu ga cy o wauro
ceu iiapoeu cxkyita s x Dg.
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[owro je OjnepoBa pyHKIMja MyITUILIMKATUBHA, JOBOJBHO j€ OJPEOUTH CaMO HEHE Bpe-
HOCTH 3a CTeNeHe MPOCTUX Opojea Tj. 3a Opojese obmka p~.

Hexa je p ipociu 6poj. Taga eaxcu:
p(p*) = pF —pFt = pF (1 - —)

Jlokaz. O cBuX OpojeBa Mambyx WM jeaHakux ox p* (kojux uma p*) ca Spojem p* Hucy
y3ajaMHO MPOCTH CaMO YMHOILI Opoja P, OZHOCHO OpojesH p, 2p, 3p, ..., p* p, kojux
uMa yKyrHo pF L. O

o(n) =n- g (1 — %) (3.4)

P prost
Ha ocHoBy oBora, Moryhe je uzpauyHatu BpeaHocT OjepoBe (yHKIIMje 3a MPOM3BOJBHO 1.
Hoxaz. 'Y onmrteM ciay4ajy je n = p;* - ... - Py, TAE CY D1, Doy --. , Py, PA3IMYUTH IIPOCTH

YUHHUOIM Opoja 1, ma je

p(n) = oy )e(ps?) - oo (i)

1 1 k 1
= p]fl (1——) p§2 (1——> S Pm” (1__>
1 D2 P
1 1 1
D1 D2 Pm

ST

P prost



3.3 MyntunnukatuBHe pyHKumje 355

I Mpumep 3.3.3
* 9(30) = p(2' - 3" - 5') =30(1 — 5)(1 — )(1 — §)
c p(36) =p(22-3%) =36(1—3)(1—3)=36-1 -2 =12

Yecro je y mpumeHama (Ha mpumep y anroputMy RSA) norpedo uzpadynaru ¢(n), rjie je
1 TIPOM3BOJI [IBa BeJIMKa mpocta dpoja p u ¢; taga je p(n) = ¢(p - q) = p(p) - p(q) =
(p—1)-(¢g—1).

NmmnemenTanyja padyHamwa OjiepoBe (pyHKIMje Opoja CBOOM ce Ha MpuilarohaBame ajro-
putma dakTopusanuje. BpeaHoct ¢yHKIMje ¢ dyBaMoO y MPOMEHJbUBOj phi. Hbeno mHo-
Kemwe (paktopoM (1 - 1/p) y UMIUIEMEHTALIMjU HE OM OUJIO0 KOPEKTHO, jep Taj (pakTop HUje
1eodpojaH. AKO phi MHUIMjaJM3yjeMO Ha n, MOKEMO ra aXypuparu HapegdamMa OdJIMKa
phi = (phi / p) * (p - 1), jep je Opoj phi yBek nebUB OpojeM p (phi ce MHULMjaIu3yje Ha
BPEIHOCT n, & p je yBek aemuial opoja n). [omto je (phi / p) * (p - 1) = phi - phi / p,
MOXEMO U30ehr MHOKEHE Tj. MOKEMO aXypuparu phi Hapegdama odsuka phi -= phi / p.

int ojlerovaFunkcija(int n) {

int phi = n;

for (int p = 2; p * p <= n; p++) {
if (n%p==0){
while (n % p == 0)
n/=p;
phi -= phi / p;
}
}

if (n > 1)
phi -= phi / n;
return fi;

}

CJ10%eHOCT OBOT aJITOPUTMA O/IFOBapa CIOKEHOCTH ojiroBapajyher aropurma 3a akropusa-
umjy, omHocHO jeanaka je O(y/n). Yako je oBaj anropuram HEYNopeauBoO e(PUMKACHU]U HETO
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JUPEKTaH aJirOpuTaM, u3pauyHaBamwe BperHocT OjiiepoBe PyHKIMje Kaa HUje Mo3HaTa (pak-
TOopH3aIja dpoja 1 ce cMaTpa pauyHCKH M3Yy3€THO TEMIKUM IIPOodJieMOM M HUje ra Moryhe
W3BPUIMTH 3a BEJIMKE OpojeBe 1 (ca HEKOJMKO cToTHHA udapa). Ha oBome ce 3acHuBa cu-
T'YPHOCT HEKUX KpHITOrpapckux ajaropurama (Ha npumep, RSA omnucaHor y nornasiwy 3.5).

Kao mro je To ciayyaj kaga ce pagu pakTopusalyja, yMECTo Ja ce y NeT/bU MpoJia3u peaoM
KpO3 CBE NPUPOJIHE OpojeBe 01 2 J10 /7, MOCEDHO Ce MOKE Pa3MOTPUTH BPEIHOCT p = 2, a
3aTUM Ce Y TIET/bU MOKE TPOJIA3UTH CaMO KPO3 CKYI HEMapHUX OpojeBa oft 3 10 /7, YuMe
ou ce modmo yop3ame 3a akTop 2.

3.3.1.3 PauyHane OjnepoBe hyHKLuje cBUX 6GpojeBa A0 h
Ykomuko ou 3agatak Ouo fa ce u3pauyHa BpenHocT OjiepoBe (byHKIHje 3a CBE OpojeBe Mambe
WM je/IHAKE 71, IPETXO/IHA MMILIEMEHTaIMja dua ou ciokenoctd O(n+/n).

Kao u panuje, paaMoTpuMo BapHjaHTy alropuTMa 3aCHOBaHy Ha EpaTtocteHOBOM cuTy, KOjoM
ce aHraxyje nogaTHu Memopujcku tpoctop Beimuune O(n). Ha ocHoBy jemnakocty (3.4)
MOXXEMO 3aKJbYUUTH Ja ce 3a CBe OpojeBe JAebiBe HEKMM MPOCTUM OpOjeM P y u3paszy 3a
BpenHoct OjnepoBe (yHKIMje jaBjba YMHWIAN 1 — %. Hakse, MOXeMO peloM IMpOJa3UTU
Kpo3 cBe npocTe Opojese 1 BpegHoctu OjiepoBe (pyHKIMje CBUX YMHOKaKa TeKyher mpocTor
Opoja p TOMHOXUTH M3pa3oM 1 — %.

Iomiro y w3pasy (3.4) 3a ¢(n) Kao uvHWIAL (UTYpHUIE 7, BPEOHOCTH elleMeHaTa HU3a
@(i), 1 < ¢ < n, nanmmjammzoBaheMo Ha BpegHocT ¢.  Pasmarpahemo pemom cie
BpPEJHOCTH 32 P Off 2 0 7i: HauMe, 3a pa3/MKy Ofi OCHOBHE BapujaHTe EpaTocTteHoBOr cuta
TJIE j€ BPEAHOCT 3a P UILIA 10 /7, OBJIE j€ HEONXOIHO Ja P TPOhe CKYNOM CBUX BPEIHOCTH
10 N, jep je MOTpedHO 0dpaJuTH BPEIHOCTH CBUX IPOCTHX YMHMIALA (a HE caMO HajMambuX)
CcBHX OpojeBa. AKO IPUIMKOM 00pajie Opoja p u najbe Baxu p(p) = p, Opoj p je mpocr, na
BPEIHOCT (© CBUX YMHOXkaKa opoja p (YKbydyjyhu U mera) MHOXKUMO ca %. [Iputom He
MOKEMO Ka0 y OPMTMHAJIHO] Bep3Hju EpaTocTeHOBOT cUTa KPeHyTH Of BPEAHOCTH D2, jep
MOpaMo cBe yMHoIIKe Opoja p (1 dpojese p, 2p, 3p, ..., (p — 1)p) MOMHOKUTH ca %1. Ako
NpUIMKOM odpane Opoja p Baku ©(p) # p, Opoj p je cloxeH U mpeckade ce. Ha kpajy
anroput™a y Hu3y (i) Hanase ce BpeaHoctu OjiepoBe (yHKIMje 3a CBE BPEAHOCTH ¢ o1 1
10 .

vector<int> OjlerovaFunkcijaDoN(int n) {
vector<int> phi(n + 1);

for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
phi[i] = 1;
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for (int p = 2; p <= n; p++) {

if (phi[p] == p) {

for (int 1 = p; 1 <=n; 1 += p)

phi[i] -= phi[i] / p;

}

return phi;

I Mpumep 3.3.4

Haycripyjmo ogpehusarse epegrocitiu Ojnepose dbynxuuje ceux opojesa koju cy Marbi uau
Jegraku og opoja 20.

e Kpehemo og Hu3a y kome je Ha Ho3uUUju © YIUCAHA 8PEGHOCIH 1.

12 3 45 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

e YV iipeom kopaky ce 3a cee dpojese gemuse ca 2 tiexyha epegrociii Ojnepose yrxuuje
muoxweucal —1/2 =1/2.

11 3 2 5 3 7 4 9 5
11 613 715 8 17 9 19 10

e Harxon tiioia ce pazmaitipa upociu 6poj 3 u 3a cee dpojese gesvuse ca 3 iiekyha 8pegHociil

ce mnowcucal —1/3 =2/3.

112 2 5 2 7 4 6 5
11 413 710 8 17 6 19 10

* Bpoj 4 ce iipeckaue Kao croxcen.
* 3a cee bpojese geruse ca b iexyha epegrociti ce mnoxcu ca 1 — 1/5 = 4/5.

11 2 2 4 2 7 4 6 4
11 413 7 8 817 6 19 8

* bpoj 6 ce iipeckaue Kao croxcen.

* 3a cee bpojese geruse ca T itiekyha épegrociti ce mroxcu cal — 1/7 =6/7.
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11 2 2 4 2 6 4 6 4
11 413 6 8 817 619 8

e bpojesu 8, 9 u 10 ce iipeckauy kao croxcenu.

* Bpojesuma 11, 13, 17 u 19 ce (kao apocitium dpojesuma) spegrociu Ojnepose dpyrxyuje
MHOXMCU ogioeapajyhum KoepuyujeHtiumMa u mume ce oee 8pegHOCIiU 3aiipago Hociia-
envajy na 10, 12, 16 u 18. He iiociiioje opojesu marou uau jegruaxu 20 koju cy rouma
gemusl, e Hemamo gogaiHux axcypuparsa.

11 2 2 4 2 6 4 6 4
10 412 6 8 816 6 18 8

Uaxko ce ca Iposa3oM Kpo3 JeJMolle He uiie 10 /7 Beh 10 M 1 Mako ce mpenpraBajy CBU
YMHOIIIM O P 10 7, YMECTO Of P> 10 N, CIOKEHOCT NPUKA3AHOT ANTOPUTMA U Jabe 3-
socu O(nloglogn), mITO je U CIOKEHOCT OCHOBHE BapHjaHTe EpaTtocTeHOBOT CUTA y KOjy Cy
YKJbyYeHa CBa OBa OJICelarba.

36up OjnepoBux hyHKuuja genunaua
Hapenna nema naje jenHo uaTepecanTHO cBojctBo OjniepoBe (pyHKIMje Koje HaMm oMmoryhasa
Jla Ha IpYTy Ha4MH ofpeaumMo Bpeanoctu Ojiepose ¢yHKIM]je 3a cBe Opojese o 1 10 n.

3a ceaku ipupogar 6poj n 8axcu:

> wld)=n

d|n
ITpe Hero wmTo nmpehemMo Ha JoKa3, pasMOTPUMO HAPEIHH IIPUMED.

I Mpumep 3.3.5

Hexa je n = 10. Haguwumo cee pazaomke k/n 3a k og 1 go n y ckpahernom odauxy.

1132137 491

Jlaxo ce ipumehyje ga cy umenuouu geauouu opoja 10 (ceaku je gooujen gesvervem dpoja 10
HekuM Opojem THOKOM CKpahueara paznomka) u ga ce 3a C6aKU HiaKae UMEHUNAY, Jae/bajy
cau opojuoyu Koju cy ysajamro upociiu ca rum. Tako ce 3a umenunay 10 jasrwajy dpojuouu
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1,3,7,9 u uma ux ¢(10) = 4, 3a umenuray 5 ce jaswajy opojuoyu 1,2,3,4 u uma ux
©(b) = 4, 3a umenunay 2 ce jaewa camo dpojuray, 1 u eaxcu ©(2) = 1 u 3a umenunay 1
ce jaemwa camo opojunay, 1 u eaxcu (1) = 1.V nusy iocitioju 10 paznomaxa u éaxcu ga je

©(10) + ¢(5) + ¢(2) + ¢(1) = 10.

Joxas. 3axibydak U3 IPETXOJHOT IPUMEpa Ce JIAKO YOIIUTaBa Ha MPOM3BOJBHO 70 TAKO LLITO
1 n

Cce pa3MOTpe CBH PA3JIOMIM Of -~ /10 ;- y ckpaheHoM o0imky. Hbux uma n. Ca Apyre cTpate,

FUXOBU MMEHHOILIH Cy CBH JIEJMOIM d |n, ¥ 32 CBAKM MMEHWIIAIL d Y OBOM HU3Y TIOCTOjU TAYHO

©(d) pasnomaka (CBAKOM OAroBapa dpojuiall y3ajaMHO mpocT ca d). 3ato y HU3Y MOCTOjU

Ta4yHO » dln (d) enemenara v TBphetbe je JOKa3aHo. O

[TpeTxo/iHa IeMa HaM J1aje HaYWH 1a KopuiiherweM HapeaHe (hopMylie n3padyHamo ().

pn)=n— > ¢d).

din,d<n

INocrymnak je cmuuan EpatoctenoBoM cuty. MHUIMjaIm3yjy ce CBe BPEIHOCTH y HU3Y fi Tako
71a ce Ha TIO3UIIWjH ¢ HaJla3U BPEJHOCT ¢. 3aTHM MPOJIa3uMO KPo3 cBe BpeaHocTH d o 1 Jio n.
MHBapujaHTa aJropuT™Ma je TO Ja ce y TPEHYTKY 00pajie BpeIHOCTH d y HU3Y Ha MO3UIUjH d
Beh Hasasu uspauyHara BpeaHoct ¢(d). Tama Ty BpeOHOCT Ody3MMaMo OJf CBUX YMHOKaKa
Opoja d. MuBapujaHTa 3amMcTa BaxH, jep Kaja ce CTUTHe 10 Opoja d of moveTHe BPeTHOCTH
d cy omy3eTte cBe BpeqHOCTH (PYHKIIHje  3a aenuorie Opoja d (OHM Cy CBH MarbH Of1 d 1a Cy
Tana Beh odpahenn).

NmmemenTanyja je jerHocTaBHA.

vector<int> OjlerovaFunkcijaDoN(int n) {
vector<int> phi(n+1);
for (int 1 = 1; 1 <= n; i1++)
phi[i] = i;
for (int d = 1; d <= n; d++)
for (1 =d+d; 1 <= n; 1 +=d)
phi[i] -= phi[d];
return phi;

}

[omiTo ce y 0BOM alrOpUTMY YHYTpAIllkha TIeT/ba U3BPIIABA 3a CBE BPeAHOCTH Opoja d, a He
caMmo 3a 1pocTe, cioxeHocT anropurma je O(nlogn).
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I Mpumep 3.3.6

3a n = 10, asiopuitiam pagu Ha caegehu HauuH.

Hajiipe unuyujanusyjemo cee epegrociuu.

i: 06 1 2 3 45 6 7 8 9 10
phi: 12 3 45 6 7 8 9 10

Y wwiom thpenyitixy cmo culypHu jequro ga je uciipasHo uspauyHaiia 8pegrocii cp(l) =
1. Csu opojesu sehu og 1 cy ymmnowu dpoja 1, iia epegrocitiu y Husy ymaroyjemo 3a
p(1) = 1.

i:+ © 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
phi: 112 3 456 7 89

Caga cmo cuiypru ga je 4,0(2) = 1, fla eépegnocitiu y HU3Yy HA TOZUUUJAMA YMHONCAKA
opoja 2 eehux og 2 ymareyjemo 3a p(2) = 1.

i: 06 1 2 3 45 6 7 8 9 10
phi: 11 2 2 4 4 6 6 8 8

Caga cmo cuiypru ga je 90(3) = 2, fla épegHOCIliU Y HU3Y HA HOSUUUJAMA YMHONCAKA
opoja 3 eehux og 3 ymareyjemo 3a p(3) = 2.

it 0 1 2 3 456 7 8 9 10
phi: 112 2 4 2 6 6 6 8

Caga cmo cuiypru ga je (p(4) = 2, ila epegHOCTUU Y HU3Y HA UOZUUUJAMA YMHONCAKA
opoja 4 eehux og 4 ymareyjemo 3a p(4) = 2.

i: © 1 2 3 456 7 8 9 10
phi: 112 2 42 6 4 6 8

Caga cmo cuitypru ga je @(5) = 4, {ia epegHoCtliu Y HU3Y HA TOSUUUJAMA YMHONCAKA
opoja 5 eehux og b ymareyjemo 3a o(5) = 4.

i: 06 1 2 3 45 6 7 8 9 10
phi: 112 2 4 2 6 4 6 4

Towitio Hapegru Opojesu Hemajy YmHouKe Koju cy el og rwiux a u gamwe cy Marbit 0g
n = 10, docmyiiax je 3aéputen u y HU3Y ce Haaasze spegrociiu Ojnepose pyHKyje 0g
1 go n.



3.3 MyntunnukatuBHe pyHKumje 361

3.3.2 ®dyHKumje aenunaua

Dynruuja geaunaya (enrn. divisor function) je Heka PyHKITHja HaJ CKYTIOM JieJIHjIana JaTor
uesior Opoja. Y ¢yHKuMje aenunana crajgajy Opoj Aenwiana U 30up genauana aaTor opoja
Koje heMo y majsem TeKCTy JeTabHHje pa3MaTpaTd. YONIITewme oBe aBe (hyHKIHje je PyHK-
1Mja 30upa cTerneHa aeauiana opoja:

o(n) = Zdl

din

Tana je 30up gemmnana o4 (n), a 6poj gemwnana o (n).

IMonekan ce pa3matpa 1 30Mp NpaBUX AeIWIIala, Y KOje Cajiajy CBU JSJIHOLH OCUM M. Y 3aBH-
CHOCTH O] TOTa Jia JIN je 30up MpaBuX Jemiana Opoja MamH, jeJHaK 1in Behu of1 iera camor,
OpojeBu ce mory kiacugpukoBatu Ha aecpunutapie (eHri. deficit), cappiueHe (eHri. perfect)
i oduiHe (eHn1. abundant). 30up mpaBux Aenwiara Opoja ce Ha3uBa U aAUKGOWIHA CYMA
(eHr1. aliquot sum) 1 J1lako U3payyHaBa Kaja je Mo3Hat 30up CBUX Aesiana.

3.3.2.1 bpoj genunaya

MpoGnem

3a gaimu 6poj n uspauynaitiu ykyiaan 6poj weiosux geauaraua oo (n).

I Mpumep 3.3.7

Henuoyu dpojan =24 cy 1,2,3,4,6, 8,12 u 24 u ykyino ux uma 8, iia je 0,(24) = 8.

[AvpekTaH anroputam

[pumerumo na je cBaku dpoj nepuB dpojeM 1 u na dpoj 1 yBek jenu cam cede Te je Opoj
Jenwana opoja n yeek Behu mwim jegnak 2 (ocum kama je n = 1). denworwm 1 u n cy TpuBH-
janHu penuony Opoja n. JemHOCTaBHM ajaropuram 3a oApehuBame Opoja Aenunana Opoja n
MpOJIa3u CKYIIOM CBHUX OpojeBa o 1 10 1 M 3a CBaKy BpeAHOCT KOja JIeu Opoj 1 ce yKynaH
Opoj nesmana ysehasa 3a 1. IMourro Hema jenmnana usmely 1/2 u n, aroputam ce MOxe
MaJIO YCaBpILIMTH Tako IITO ce Jeauiall 77 00paau 3acedHO (Ha MPUMEDP, Mpe NMETbE), JOK Ce
y NETbY TIPOJIasu cKyrnom dpojesa of 1 go n/2. Crnoxenoct opor anropurma je O(n).

Tpaxere napoBa genunaua

[TpumeTrMO Jia ce AeNTMOLIM CKOPO YBEK jaBibajy y Mapy: y NPETXOAHOM MPUMEpPY MMaMo Jia
je24=1-24=2-12= 3-8 =4-6. OBo He Baxu caMO KaJjia je 1 KBaJpaT HEeKor dpoja:
Ha npumep geqarouu Opoja 16 cy 1,2, 4, 8 u 16, rue cpeauiumy aenwian 4 Hema cBOr napa
(Tj. cam je cBoj map). [lpumeTrMO /1a je MarK 011 OpojeBa KOjU YMHE Map Mambu of1 /7 (a ako
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je Opoj moTmyH KBajpar, Tana je 0poj \/n cam cedu map). Crora je Moryhe dopmysmcarn
e(pMKaCHUj1 aITOPUTAaM KOjH MPOJIA3K CKYIIOM CBUX OpOjeBa MambKX WM jeJHAKUX /7 ¥ 3a
cBaku 6poj d xoju nem 6poj n axo je d # 5 ykyman 6poj nemiana ysehasa 3a 2, a axo je
d=%3al.

d

int brojDelilaca(int n) {
int br = 0;
for (int 1 = 1; 1 * 1 <= n; 1++)
if (n % 1 == 0)
if (1 * 1 !=n)
br += 2;
else
br++;
return br;

}

[IpumeTrMO ja CMO OBOM MaJjIoM MOJV(PUKAIIM]OM IPETXOAHOT aJITOPUTMA, CMAFHIITH aCUMIT-
TOTCKY cllokeHoCT atropurma Ha O (/).

CBohere Ha npo6nem hakTopusauuje
dynkuuja Opoja genaunana o, je MyJITUIUIMKATUBHA.

Dynkyuja o je MyAGUIAUKARUeHa, Wij. 3a céaxka gea ysajammo ipociia opoja M u N

sanncu 0oy(MN) = 0¢(M) - 0y(N).

Joxasz. O3naummo ca D - ckyn nenmnana dpoja K. ®@yukumja (m, n) — mn je dujekumja
msmely ckynoBa Dy, X Dy u Dy, p. 3aucra, TpuBHjanHa YvibeHnna je na ako m|M u
n|N, taga mn|M N. Mebhyrum, Baxu u 0dpatHo: cBaku gemnan opoja M N je npoussoj
Heka jiBa gemona m|M u n|N. 3aucra, ako je d ueku gemunan dpoja M N oH ce moxe
(paktopucat. Heka je m mpou3BOJI IberOBKX MTPOCTHX YMHIIAIA KOju fieie M, a n mpou3Bos
ErOBUX MPOCTHX unHMIana koju aene IN. Tlomrro cy M u N y3ajaMHO pOCTH HUjeqaH
nemuiai Opoja m He nemu N ¥ HUjenaH nenwan dpoja n ve nenu M. 3ato m e M, an
nenu N . Tlomito je ycroctaB/beHa OMjeKIrja u3mel)y 1Ba KOHaYHa CKyIia, BaXH:

UO(MN) = |DMN| = |DM X DN| = ‘DM| ) |DN| = 00<M) ) 00<N) 0

Tlakie, IOBOJLHO je CaMo /la yMEMO Ja M3pauyHaMo BpeHoCTH o (pF).
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Hexa je p iipocini O6poj. Taga je o (pk) =k+ 1

Jokaz. Ceu penvown opoja p¥ cy 1,p, ..., p¥, xojux nma k + 1, na je oo(pr) =k+1. O

Axo jen = plfl S pfr{”, paznaiaree dpoja N Ha Gpociie wuHuoue, waga je oo(n) =
(ky+1) .. (k, +1).

Jokas. oo(n) = oo(pht-...-phi) = oo(P)-...-oo(ph) = (ky+1)- ... (k,, +1). O

OBo je 3ampaBo NPWIMIHO OUYUIJIETHO, jep je OMIITH OOJIMK CBAKOT JISJHOIA Opoja 1 jeJHaK
d= joll1 -pl22 C -plyﬁ", e 3a cBako 1 < ¢ < m Baku 0 < [; < k,. Jlakie, 3a €KCIIOHEHT
IPOCTOT YMHMOLA D, y Aenuoly d nocroju k; + 1 pasmmdautix MoryhHocTH, Te je yKynaH
Opoj menunana dpoja n jenHak (ky + 1) - (ky + 1) - ... - (k, + 1). IIpumerumo ja y 0BOj
opmysu purypuiiry caMmo eKCIIOHEHTH MPOCTUX YMHIIAIA, & HE U CAMH YWHHUOIIH.

I Mpumep 3.3.8

Bpoj 24 moarcemo iipegeiasuiiiu na cregehu nauun 24 = 23 - 3. Ceu mweiosu geauoyu cy

20.30,20.31 21.30 21.3192.30 92.31 93.304,23. 3 yumaux (3+1)-(1+1) = 8.

NmnnemenTanyja ce goduja jeIHOCTABHOM MOJU(PUKALIMJOM aJIrOpUTMa (pakTopusaluje.

int brojDelilaca(int n) {
// ukupan broj delilaca broja n
int broj = 1;
// prolazimo skupom svih brojeva od 2 do sqrt(n)
for (int 1 =2; 1 * 1 <= n; 1++) {
// broj puta koliko broj i1 deli n
int k = 0;
while (n % 1 == 0) {
n /= 1;
k++;
}
// ukupan broj delilaca mnozimo sa k+1
broj *= (k + 1);
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if (n > 1)
broj *= 2;

return broj;

}

C0XeHOCT MMPETXOJHOT aJITOPUTMA 3a pauyHame Opoja aenwana Opoja 1 ogroBapa cioxe-
Hoctu akropuzanmje dpoja m, Te uznocu O(/n). TIpuMeTMMO 1a ako HaMm je yHamnpen
no3Hara pakropuzaiyja dpoja 1, Opoj Jenuiana MOKeMO JJako e(DEKTUBHO OAPEAUTH.

OppehuBare 6poja genunaua 6pojeBa og 1 o n

o y3opy Ha EpaTocTeHOBO CcUTO, JIaKO je OApeAUTH Opoj Jenwiana cBakor opoja og 1 mo
n. Bpoj 1 je memmnarr cBakor dpoja, ma dpoj menmiara cBakor Opoja MHHUIHjaIM3yjemMo Ha 1.
3aTiM MpoJIa3uMo pesioM Kpo3 cBe Moryhe nesmorie d U Opoj Aemiara bUXOBUX YMHOXKaKa
(kpenyBIu of camor d) yBehapamo 3a 1.

vector<int> brojDelilaca(n+1, 1);
for (int d = 2; d <= n; d++)
for (int k = d; k <= n; k+=d)
brojDelilaca[k]++;

Crnoxenoct osor anropurma je O(nlogn), mro je edukacHuje o n3padyHaBara Opoja je-
JMJIana CBakor Opoja MojeIMHaYHo, Koje ou dmio cioxenoct O(ny/n).

3.3.2.2 36up genunauya

MpoGnem

3a gaitiu 6poj n uzpauyHaiu 30up CeUX Helo8UX Ggeaunaud.

I Mpumep 3.3.9

Axko je n = 24, weiosu genuoyu cy 1,2, 3,4, 6, 8,12 u 24 u rwuxos 36up jegnax je 60.

[vpekTaH anroputam

HawBHE mipucTyn 3a pemaBarme OBOT IpodjiemMa je Mpohu CKYIOM CBUX OpojeBa MambuX Off
n ¥ yBehaBatu Tekyhy cyMy Jenwana 3a BpeJHOCT CBAKOT Of OpojeBa KOju Jenu Opoj n.
Croxenoct oBor npucrymna je O(n).
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Tpaxehe napoBa genunaua

Edukacauju mpucTyn je ga ce OeJvolr OTKPUBAjy y Mapy, Tako IITO Ce MPOoJia3d CKYIOM
CBUX DpOjeBa MambuX WM jeAHAKUX /7 M 3a CBAaKU OPOj ¢ KOjU €M OPOj 1 BPEAHOCT i U
BPEIHOCT FheMy ofiroapajyher genvona n /i ce nonaje Ha Tekyhy cymy, ocum Kana je dar
1=n / 1, OTHOCHO KaJia je i = \/ﬁ, KaJia ce Ha CyMy JIo[laje CaMO BPETHOCT ¢.

int zbirDelilaca(int n) {
int zbir = 0;
for (int 1 = 1; 1 * 1 <= n; 1++)
if (n % 1 == 0)
if (1 *1 !=n)
zbir += (1 + n/i);
else
zbir += 1;
return zbir;

}
Cnoxenoct osor anmroputMa je O(y/n).

Csohene Ha npo6nem chakTopusaymje
U pynkuuja 30upa genviaia je MyITUIIMKaTuBHA. JIoka)xuMo jolil omiiTyje aa cy cBe (pyHK-
1Mje 0; MyJITUILIMKATUBHE (TIOJICETHMO Ce, 0; N3padyHaBa 30up [-THUX cTeneHa JeIuana).

®Pynxyuja o), | € N, je myntiuiauxaimiusna, wij. ako cy M u N yzajammo tipociiu dpo-

Jesu, maga je o) (MN) = o;(M) - o;(N).

Joxkas. Heka cy D,; = {ay,...,a,,} cu nemmomu dpoja M, Dy = {by,...,b,} cBu
pemvony opojan, a Dy, = {cq, ..., ¢,,,, } cBE gemmorm dpoja M N. Tana je

o (M)-0(N) = (al +..4al,)- (b +..40L) = | D al |- [ D b = > dlbl.
=1 =1

1<i<m,
1<j<n

Beh cmo y semu 3.3.5 nokasam ja je (x,y) — zy dujekumja uzmely ckynosa Dy, X Dy
u D),y. 3ato cBakOM IPOU3BOAY aibj 3al <1 <mul < j < noaroeapa HEKU
¢ € Dy 3al <k < mn,uodparso. 3ato je
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oMy (V)= 3 altb= 3 (@b) =3 b =a(MN). O

1<i<m, 1<i<m, k=1
1<j<n 1<j<n

TlakJte, IOBOJLHO je M 3HaMo BpeaHocT oy (pF).

k+1_1
p—1

Hexa je p iipociti 6poj. Taga je o (p*) = 2
Jokas. Cau memmomm 6poja p* cy dpojesu 1, p, ..., p*. 3ato Baxu mga je

pk-i-l -1

o) =1+p+.. +pf="—-—". O
p—1
. ky Ko, - . h, A _ .
Ako jen = pi' - ... pm" paznraiaree Opoja n Ha Upocitie uuHUoue, aga je
pllc1+1 1 pfnmﬂ 1
oy(n) = T 1
pl - pm -
Hoka3z. Baxu:
. . i i pk1+1 1 Ftl _ 4
oy(n) =oy(py* - pm) = 01 (pyt) ooy () = 1 1 O
pl - pm -

Ho oBor pe3ynrara cMo Moru Aohu 1 aAupekTHo. Ot o0IUK Aenuona Opoja 1 jeHak je
d= pll1 . pl22 Ca pf}?, rne je 0 < I, < k,. Ilpumernmo f1a ce y HapeJHOM U3pasy Hocie

ocnodaharsa o1 3arpaga cBakd Aesriall Opoja n MojaBibyje y CYMH TaYHO jeTHOM:

k k k
(T+p+02 4+ 40" - (L py+p3+ o+ p52) - (L4 p,, + 02, + o+ D)

OJIHOCHO M3pa3 je jeJHaK cyMH Aemiana opoja n. akie, mpodieM ce CBOIU Ha UAEHTH-
(uKoBame MPOCTUX YMHAJAIA Opoja 7v, OHOCHO Ha (pakTopusanyjy opoja n. Mako je Ha
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Hanupy jeJHocTaBHUje Aa ymecto cyme 1 + p, + p? + ... + p,;* npumenumo (opmyiy 3a
ki+1

. . . —1 .

30Up TeOMETPHjCKOT HU3a U 10dujeMo ~ 51 > Y UMIUVIEMEHTALMJU CTENEHOBAE MOKEMO

n30ehn ako TpakeHH 30Mp pauyHAMO MHKPEMEHTAJIHO, YMME JOOMjaMO M OPKH U jeJHOCTAB-
Huju ko1 Hamme, mosHatm 3oup S = 1+ p, + ... + pf MOKEMO aXKypHpaTU JOAABAHEM
cabupka pf“, aJI1 ¥ MHOXKEHEM ca p,; U cadupameM ca 1.

int zbirDelilaca(int n) {
int zbir = 1;
for (int p=2; p * p <= n; p++) {

int S = 1;

while (n % p == 0) {
n /= p;
S=S*p+ 1;

zbir *= S;

if (n > 1)
zbir *= (1 + n);

return zbir;

CIoXeHOCT anropruTMa 3a pauyHamke CyMe CBHX JIeJTIana 3aCHOBAHOT Ha (haKTOpU3alUjH je

O(vn).

OapehuBak-e 36upa genunaya 6pojesa og 1 go n
Beoma cimuHO Opojy aenmnana, 1o y30py Ha EpaTocTeHOBO CUTO, alrOPMTMOM CIIOKEHOCTH
O(nlogn) Moxemo ofpequTH U 30MpoOBe Jeimana cBux opojesa og 1 1o n.

vector<int> zbirDelilaca(n+1, 1);
for (int d = 2; d <= n; d++)
for (int k = d; k <= n; k+=d)
zbirDelilaca[k] += d;
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3aparak: bpoj genunaua npoussoga
Hanwinm nporpam koju u3padyHasa Opoj aesuiana Mporu3BojAa YHETOT HU3a IPUPOAHUX Opo-
jesa.

Onuc yiaa3a

Ca crarnapaHor yiasa ce yHocu opoj n (1 < n < 10°), a satum mus on n 6pojesa usmehy
1 1 10% paszBojennx ca 1o jeTHMM pa3MaKoM.

Omnuc usiasa

Ha crangapasu u3ia3 UCIIMCAaTH OCTATaK MPH JIe/belby TPaskeHOT OpOoja AeTriIana Mpu JAe/berby
cal0? 4+ 7.

IIpumep 1

Yaaz Hznaz  Objawrverve

2 8 4 .14 = 56, a gemonm dpoja 56 cy 1,2,4,7,8,14, 28,56 u uma ux
4 14 ocaMm.

IIpumep 2

Yaasz Hznaz

3 40

10 20 30

Pewene

Pasnarawe cBakor 6poja nojeMHa4HO Ha NPOCTE YMHMOLE

Bpoj nenmunana ce moxke u3pavyHaTH, KOPUIINEHEM MYJITUIUIMKATUBHOCTH (DYHKLMjE O,
KOja M3pauyHaBa Opoj Aenuiana gator opoja. 3a oBO je MOTpeOHO jJa ce MPOM3BOJ, CBUX
OpojeBa pacTaBu Ha IpoCTe YMHUOLE. [JOBOJBHO je OApeUTH eKCIIOHEHT CBAaKOI IIPOCTOr YU-
HHUOLIA y TOM pasyarary. CBaku Opoj MOKEMO HE3aBHCHO Pa3JIOKUTH Ha MPOCTE YNHOMLIE.
MoxeMo ofpkaBaTH HU3 €KCIIOHEHaTa CBUX MOTEHIMjaTHUX YMHUJIAIA POU3Boja (OHU Cy
CBU MamhU WM jeHaKu of HajBeher Opoja y HU3Y) U UMM €JIEMEHT HU3a Pa3JI0KUMO Ha Mpo-
CTe YMHMOILIE, MOXKEMO aXypHUpaTH HU3 eKCTIOHEHaTa IMPOCTUX YMHIIalA POU3BO/Ia.

CloxeHOCT pacTaB/barba CBakor Opoja /N Ha mpocTe YMHMOIE BPIIM C€ Y CIIOKEHOCTH
O(\/N ). Heka je M ropmwe orpaHuuere BPeJHOCTH ejleMeHaTta Hu3a. Hajropu ciyvaj
HAcTyna Kajla Cy CBU €JIEMEHTU HU3a BEJIMKM IPOCTH OpojeBU (OHM MOTY OUTH U jeAHAKH)
WIM KBaJpaTH MpocTux OpojeBa, oyucku BpegHoctd M. CIIOKEHOCT pacTaB/baiba CBUX
OpojeBa Ha MPOCTe YNHHOIIE je O(nm ). Bpoj unnmniana vuje Behu o log M, a Moxemo
ra U CMaTpaTy KOHCTAHTHUM (CBaKM OpOj KOjU CTaje y OIcer TUIa int UMa HajBUILE TpUOe-
CeTak MPOCTHX YMHWIaNa). V3pauyHaBame Kpajier Mporu3Bo/ia U3BPIIaBa Ce y CI0KEHOCTH
O(M) (1To ce MOKe CMAFUTU Ha OPOj PasIMUMTUX NPOCTHX YMHMIIAIA KOJU CE jaBibajy y
MPOU3BOJY, AKO CE€ YMECTO HM3a yIoTpedu Mara).
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EpatocTeHOBO cUTO
Axko je Opoj enemMeHaTa BEJIMKH, TaJla C€ YMECTO HE3aBHCHOT pacTaBjhbakha CBAKOT Opoja Ha
MpOCTe YUHHUOIIE BUIIIE MCTIIATH MprMeHa Moudukaiije EpatocteHoBOr cuTa.

Heka je M makcumasat opoj y Hu3zy. [la ducmo mMoriu dp30 aa (pakTopHIleMO BEIUKY OpOj
Opojesa u3 untepsaia [1, M|, 1oBobHO je a 3a CBaKM OPOj M3 TOT MHTEPBAIA OJPEIUMO
HajMarH MPOCT YMHMJIALL, IITO ce e(PUKACHO MOXe YpaauT Moaudukaiwjom EparocteHoBor
cuta. HakoH Tora MoskeMo pacTaB/baTy Ha YMHHOLIE jeJjaH MO je/laH eJIeMEeHT HU3a, uyBajyhu
[7100aTHA HU3 Y KOM heMo MaMTHUTH eKCIIOHEHTe CBHUX MPOCTHX YMHIIIAIA Mpon3Boaa. Taj
HU3 jeIHO3HAYHO ofpelhyje (akTopusalyjy nporus3Boja CBUX OpojeBa.

Kana je pakTopuzanmja mpousBoa rmo3Hara, Opoj aenriana ce ofapelyje KopumhemeM CBOj-
CTBa MYJITUILIMKATUBHOCTH (PYHKLIUjE 0y KOja U3padyHaBa Opoj Jeauiana.

AKo ce y Hu3y OpojeBHU YecTo MOHaBJbajy, 1a UX He OMCMO N3HOBA pacTaB/basld Ha UMHHOLIE,
MOXeEMO HpedpojaTh MOjaB/bUBaba CBAKOT eJIeMEHTa Y HU3Y, Ia IPUIMKOM HeroBe (hakTo-
pusaije (Kojy hemo BpIIMTH caMO jeAHOM), Tj. J€bEHha ca HEKMM IIPOCTHM YMHHUOLIEM P,
EKCIIOHEHT TOT MPOCTOr YnHKoLa yBehaBatu 3a 6poj nojapsbuBama Tor eaeMenTa (a He 3a 1).

3a cBakM eneMeHT U3 uHTepBaia |1, M| HajMary npoct yrHMIAL ce oapelyje MoauduKa-
umjom EparocrenoBor cuta y cinoxenocta O(M loglog M). Hakon tora ce haktopuzatmja
cBakor opoja Bpim y cioxkenoctu O(log M) (jep cBaku dpoj uz untepsana [1, M| moxe
umaru Hajsuiie log M npoctux unHmiana). YKymHa cioxkenoct je 3ato O(M loglog M +
nlog M).

long long brojDelilacaProizvoda(const vector<int>& a) {

int max = *max_element(begin(a), end(a));

vector<int> najmanjiCinilac(max+1);
for (int 1 = 1; 1 <= max; i++)
najmanjiCinilac[i] = i;
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= max; 1++)
if (najmanjiCinilac[i] == 1)
for (int j = 1*1; j <= max; j += 1)
najmanjiCinilac[j] = i;
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vector<int> eksponentiProstihCinilaca(max+1, 0);

for (int x : a) {
while (x !'= 1) {
eksponentiProstihCinilaca[najmanjiCinilac[x]]++;
x /= najmanjiCinilac[x];

long long broj = 1;
for (int e : eksponentiProstihCinilaca)
broj = (broj * (e + 1)) % MOD;

return broj;

r 1

3apgarak: 36up H3[ cBux napoBa genunaua

Hanwm nporpam koju u3pavyHasa 3oup H3]I cBux nmaposa genunana opoja N Tj. uzpady-
HaBa

D) nzd(i, j).

i|N j|N
Onuc ynaza
Ca cTaHjapHOT y/ia3a ce yumtaBa jeas npuponan opoj N (1 < N < 10'2).
Onuc u3nasa

Ha cranpapaau m3nas ucnmcaTy TpaxeHu 30up.
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ITpumep 1

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

10 40 Hemorw dpoja 10 cy 1, 2, 5u 10. H3 maposacy (1,1) =1, (1,2) =

L, (1,5) = 1,(1,10) = 1, (2,1) = 1, (2,2) = 2, (2,5) = 1,

(2,10) =2,(5,1) =1, (5,2) =1,(5,5) =5, (5,10) = 5, (10 ) =
1, (10,2) =2, (10,5) = 5, (10, 10) = 10. Hbuxos 30up je 40.

IIpumep 2

Yaas Hznaz

100 675

Pewene

Fpy6a cuna

TpaxeHnu 30up ce Moxe u3padyHatu 1o aepunuuyju. [IpBo npoHanazuMo cBe aenuole dpoja.
ITorTo ce aemoIy jaBibajy y mapy (ako je memwian 0poj d, menwnair je u 0poj %), JTIOBOJBHO
j€& UCTIUTHBATH CaMo MOTEHIIMjaTHe Aerolie KOju cy Marbu o1 v/ [N . HakoH Tora 3a cBaku map
nemwana Eykimmposum anroputMoM m3padynaBamo H3/1 1 nodujene BpeqHOCTH cadupamo.

OpnpehuBame CBUX Aeauana BpIIU Ce Y CIOKEHOCTU O(\/N ). 3aTUM ce aHAIM3Upa CBaKH
nap memunana. Axo aemmiana uva D, maposa uva O(D?). Wmajyhu y By orpaHimdemna
JaTa y TeKCTy 3aJiaTka, BpeqHOCT [) Moxke Ja Hapacte 10 HEKOJIMKO XMibaja, Ia OBaj KBa-
apaTtHU (PaKTOp MOXE 3HAYajHO Ja Jerpaavpa e(prKacHOCT peliera. 3a CBaKM Iap ce ofipe-
hyje H3[ y cnoxenoctu O(log N), jep je cBaku Aemianl y napy Marmy win jegHak og N.

MynTUNAMKaTUBHOCT U pacTaB/bake Ha NMpocTe YuHUoLEe
Hexka je

= Z Z nzd(i, j).

iIN jIN
®yukimja f je MyJITUIUIMKATHBHA, IIITO 3HAYM Ja 3a OWJIO KOja JiBa y3ajaMHO MpocTa Opoja
pugsaxu f(p-q) = f(p) - f(q). MynturumkarueHocT omoryhasa Jja ce 10 pelessa gohe
pasnarameM Opoja /N Ha nmpou3Boj NpocTux YnHmiana. Haume, ako je N = plfl C plﬁmm,

rama je f(N) = f(py") - .. - f(pu").

Bpemmoct f(p ) roe je npoct 6p0J CC MOX® M3PA'IyHATU PENATHEHO jennocrasro. Haume,
nemowm dpoja pF cy pemom p°, p', ..., p¥. H3]I aBa Taksa semiona p p’ jemmax je p™inid).
3aro je

=3
pmln

=0 7=0
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Oga ce cyma MOxe U jajbe yrpomthaBaty, Me)yTUM, TOMTO je k yBeK MPHUIMYHO MU OpOj
MOXE Ce U3padyHaBaTH U JUPEKTHO.

long long zbirNzDDelilacaProstog(long long p, int k) {
vector<long long> stepeni(k+1);
stepeni[0] = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= k; 1++)
stepeni[i] = stepeni[i-1] * p;

long long zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= k; 1++)
for (int j = 0; j <= k; j++)
zbir += stepeni[min(i, j)I;
return zbir;

long long zbirNzDDelilaca(long long n) {
long long zbir = 1;
for (int d = 2; d*d <= n; d++) {

int k = 0;
while (n % d == 0) {
n /=d;
k++;
}
if (k > 0)
zbir *= zbirNzZDDelilacaProstog(d, k);
}
if (n > 1)

zbir *= zbirNzDDelilacaProstog(n, 1);
return zbir;

}

Hokaxumo fa je pyHKuMja MyITUIUIMKaTUBHA. Heka cy p u q y3ajamHo npoctu OpojeBu.

NspauynaBamo

flpg) =) > nzd(i, )

ilpq jlpq

Caaku genuiartl Opoja pq ce 1o01ja Kao MPOU3BO, jeJHOT AeIroLa Opoja p U jeJHOT IeroLa
opoja q. 3aro je
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f(pg) = Z Z nzd(a,b;, agby)

aq|p,b1lq as|p,balg

PCILOCJ'[CI[ CyMHpakba €€ MOXKE ITPOMEHUTU

flpg) = Z Z nzd(a,by, asby)

aq,as|p by,bslg

[omrTo cy dpojeBu p U ¢ y3ajaMHO MPOCTH, y3ajaMHO MPOCTH Cy U CBU MapoBH OpojeBa
(a1, 1), (ay,by), (ag, by) u (ag,by), ma je nzd(a by, azby) = nzd(ay, ay) - nzd(by, by).

3aro je

flpa) = Z Z (nzd(ay, ay) - nzd(by, by))

aq,a5|p by,bslg

= Z nzd(ay, as) - ( Z nzd(bl,52)>

ay,aslp by,b2lq
- ( Z nzd(al,a2)> . ( Z nZd<b1ab2)>
ay,as|p by,bslq
= fp) fq)

| Mpumep 3.3.10

Haycipyjmo Kopake ipeitixognot gokasza u na ipumepy uspauyrasarea f(2 - 5). 36up H3/
caux iaposa geaunaua opoja 10 je cregehu:

(1,1)
(2,1)
(5,1)

(10,1)

9

1
2,
5

9

1
2,
5

— =
N DN DN
S— N N
ot Ot Ot
S— N N

( (
( (
(5, (5,
(10,2) (10,5)

Cearxu geaunay opoja 10 je ipouzsog jegrot geauoya dpoja 2 u jegrot geauoya opoja 5.

+ 4+ + +
[N}
++ A+ +
ot
++ A+ +

(1-1,1-1) + (1-1,2-1) + (1-1,1-5) + (1-1,2-5) +
(2-1,1-1) + (2-1,2-1) + (2-1,1-5) + (2-1,2-5) +
(1-51-1) + (1-5,2-1) + (1-5,1-5) + (1-5,2-5) +
(2-5,1-1) + (2:5,2-1) + (2-5,1-5) + (2-5,2-5)
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Haxkon peopianuzauuje pegocaega mwiako ga ce ipso cuxcupa iap geauraya dpoja 2, a 3aimium
iap geaunaya dpoja 5 goduja ce cregehu 36up.

(r-1,1-1) + (1-1,1-5 + (1-5,1-1) + (1-5,1-5) +
(1-1,2-1) + (1-1,2-5) 4+ (1-5,2-1) + (1-5,2-5) +
(2-1,1-1) + (2-1,1-5) 4+ (2-5,1-1) + (2-5,1-5) +
(2-1,2-1) + (2-1,2:5) + (2-5,2-1) + (2-5,2-5)
H3/7 iipouzsoga je iipouzseog H3/]-osa.
(1,1)-(1,1) + (1,1)-(1,5) + (1,1)-(5,1) + (1,1)-(5,5) +
(1,2)-(1,1) + (1,2)-(1,5) + (1,2)-(5,1) + (1,2)-(5,5) +
(2,1)-(1,1) + (2,1)-(1,5) + (2,1)-(5,1) + (2,1)-(5,5) +
(2,2)-(L1) + (2,2)-(1,5) + (2,2)-(5,1) + (2,2)-(55)
Hzenauumo ipeu H3/] uciipeg 3aipage
(,1) - (1,1 + (1,5) + (5,1) + (5,5)) —+
(1,2) - ((1,1) + (1,5 + (5,1) + (5,5) +
(271> : ((171) + (175) + (571> + (575)) +
(2,2) - ((1,1) + (1,5 + (5,1) + (5,5) +

Ha kpajy, uzenauumo 3aipagy uciipeqg 3aipage (gecHo):

(1,1) +(1,2) + (2,1) + (2,2)) - ((1,1) + (1,5) + (5,1) + (5,5))

HUspauwynasarwen H3/] gobujamo (1+1+1+4+2)- (14+1+145)=5-8 = 40.

Pacragibarse Opoja [N Ha ripocre urHHMOLIE ce Bpiun y cinoxeroctd O(v/ V). 3a cBaku mpoct
dakrop p* 36up H3JI-oBa ce pauyna y cnokenocrn O(k?), mTo ce Moxke cMaTpaTH Hpak-
THYHO KOHCTAHTHMM, C 0O3UPOM Ha jako Majie Moryhe BpeaHocTH k.
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3.4 MopynapHa apuTmMeTuKa

V 0cHOBM MoAyJIapHE apuTMETHKE JIeXKH onepanyja ogpelrBama 11e100pojHOT KOJIMYHUKA 1
ocraTka. [logcerumo ce, dpoj je q koauunux, a Opoj T ocitiariiaxk Py Iebewy Opoja T dpojeM
1/ KO M CaMO aKo MocToje dpojeBr g M r TakBu faBaxu r = q-y+ru 0 < r < y. Bpojesn
@ ¥ T Cy OBUM YyCJIOBOM jeauHcTBeHO oapehenu. [Tucahemo ¢ = a divb ur = amod b.

INopen Tora mTo ca mod o3HayaBamMo OMHAPHY omeparyjy, mod ce KOPUCTH M Kao O3HaKa
penanuje y ckyny neaux opojesa. Haume, mucahemo a = b (mod m) u pehu na cy a u b
KOHIpYentunuy io mogyay m ako mla — b 1j. ako je a mod m = b mod m, OXHOCHO aKo a u b
Jlajy MCTH OCTaTaK 1pu Jesberby ca m. Ha npumep, 12 = 2 (mod 5) jep 5[(12 — 2).

Penanujy mod KOpucTiMO y pa3sHUM CBAKOJHEBHUM CHTYallljaMa, a [ja Tora 4ecTo HUCMO HU
CBECHHM. JeaH of] TaKBUX ITpuMepa je paja ca BpemeHoM. Hamme, 3a Bpeme koje je 15 gacopa
HakoH 11 caru pehin hemo za je 2 cara (mro oarosapa tome ja je 11 + 15 = 2 (mod 24)).
CnvaHO BaKU M 32 JaHe Yy HelleJbU Koje MoxeMo odenexxuTtu Opojesuma o 0 mo 6 (Ha mpu-
Mep, of Heziesbe, 1o cydote). Onepauyje BpmmMo 1o Moayiy 7. Ha mpumep, ako je manac
YeTBpTaK (aH odenexkeH dpojeM 4), 3a miecT naHa Omhe cpena (gaH odenexeH Opojem 3),
jepje 4+ 6 = 3 (mod 7). AHAIOTHO ce pauyHa U MeCEll WU PEIHU OPOj HEIEbE Y TO-
avHU. MojyiapHa apuTMeTHKa UMa joII MyHO MPakTUYHMX IPUMeHa, TIOMEHHMO CaMO Heke
3aHMMJBMBE: KOPHCTH C€ 32 N3padyHaBame KOHTPOJIHHUX cyMa 3a MeljyHaponHe cTaHaapiHe
upentudukarope kmwura (ISBN dpojese), mehyHaponHe Opojee OankoBHMX pauyHa (IBAN),
Kao U jeJUHCTBeHe uaeHTHdUKaTope XeMHujcKuX jemumbema (CAS perucrapcku d6poj). Mo-
AyJapHa apUTMETHKA je M Y OCHOBU HEKMX CaBPEMEHHX KPHUITOrpa)CKUX cucTeMa.

Heosnavenu 1iesm OpojeBu ce y pauyHapuma mpejcTaBbajy ca k OUTOBa, a oreparuje Haj
BUMA ce n3Boje 1o Momyiy 2F. Permo, y jesnky C++ OpojeBu THma unsigned int Cy mmm-
puHe 32 6uta, ma ce oneparyje HaJ BUMAa U3BOJIE MO0 MOy 232,

I Mpumep 3.4.1

Y nuapegnom xogy xao pesynmiaini keagpuparba opoja 123456789 goduja ce epegrociii
1234567892 mod 232 = 2537071545.

unsigned int x = 123456789;
unsigned int y = x * x;

cout << y << endl;

Axo je a; = b; (mod m) u a, = by (mod m), oHna je a; + a;, = by £ by (mod m) u
aq - ay = by - by (mod m); Ha npumep,
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mod 5
12,14 = 2,4
+1 1+
mod 5
26 — 1

Hpyrum peuuma, penauuja mod je cainacra (KOHTPYEHTHA) ca olepalyjama caduparma, oy-
3UMama U MHOKEHa. Pe3nMupajMo oCHOBHE 0COOMHE KOTPYEHIHja y HAapeJHOj JIEMH.

Konipyenuuja iio mogyny 3agososasa caegehe ocodutie:

1.

Basweu a = b (mod m) axo u camo ako m|(a — b). Baxcu a = 0 (mod m) axo u
camo axko ma.

Konipyenuyuja iio mogyny je peaayuja exsusanenyuje (éaxcu a = a (mod m), axo
éaxcu a = b (mod m) @waga éaxcuu b = a (mod m) u axo éaxcu a = b (mod m)
ub = ¢ (mod m) waga eaxcu u a = ¢ (mod m)).

Ako eaxcu ay = by (mod m) u ay = by (mod m) waga eaxcu ay + a, =

by + by (mod m), a; — ay = by — by (mod m) u ay - ay = by - by, (mod m).
k=

Axo eancu a = b (mod m), onga 3a ceaxu ipupogan bpoj k eaxncu a
bk (mod m).

Ako cy ¢ u m yzajamno ipociiu (éaxcu nzd(c,m) = 1), waga uz ¢ - a = c -
b (mod m) cregu a = b (mod m) (Konipyenyuja ce modsice cKpaimuimiu ca c).

Ako éaxcu ¢ - a = ¢ - b (mod ¢ - m) waga éaxcu u a = b (mod m) (konipyenyuja
ce Modice CKpatiuitin ca c).

Joxas. JJokaxuMo camo IOCTIe/ibe [IBe CTaBKe Koje hemMo 3BaTu IIPBU U JPYTU 3aKOH CKpa-
huBama (ocTtasie ce J0Ka3yjy IMPEeKTHO Ha OCHOBY Je(pUHULIM]E).

IpernocraBumo na je nzd(c,m) = 1 u ga Baku ¢ - a = ¢ - b (mod m) 1j. na Baxu m|(c -
a — ¢ - b). 3aro mocToju Hekw NpUpoaaH opoj k takas na je ¢ - (a — b) = km. Tlowro
Cy € M M Y3ajMHO MPOCTH, CBU TIPOCTH (PAKTOpU Opoja m Mopajy OutH caapxkadu y Opojy
a — b, 1a NOCTOjU HEKKM NPUPOJIaH Opoj j Takas a je a — b = jm, opakue cnemgu m|(a — b)
1j. a = b (mod m).

Axo Baxku c-a = ¢-b (mod ¢-m), Taga moctoju npupoan opoj k takas 1a je (c-a—c-b) =
k - ¢ - m. CkpahuBameM ca ¢ noduja ce a — b = k - m, u3 yera TBpheme cleau.

Baxwu u obpatan cmep, meh)yTum, oBy JieMy heMo KOPUCTUTH YBEK 3a CKpahuBambe KOHTPYEeH-
1Mja, a He 3a BUXO0BO NPOILIUPUBAE. O
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I Mpumep 3.4.2

IIpeu 3axon ckpahuearea je moiyhe fpumenuitiu camo kaga cy 6pojesu ¢ u m y3ajamHo iwpo-
cimu. U3 4 = 10 (mod 6) ne cregu 2 = 5 (mod 6), mehyimium, na ocnosy gpyior 3aKoHa
ckpahusarea cregu 2 = 5 (mod 3).

Ogo uHcnmpuiiie ciefehe jeIHAKOCTH KOje ce KOPUCTE 3a pauyHarme BPEJAHOCTH 30Mpa Win
MPOU3BOAA OpojeBa Mo MOAYIY 17.

(a+b)modm = (amodm + bmodm)modm

(a-b)modm = (amodm - bmodm)modm

Jokas. JlokaxuMo Apyry jefHaKocT (IIpBa je jeIHOCTaBHU]ja 3a JOKA3UBAE).

IMpernocraBumo ja jea = q, - m+r,ub=¢q,-m+r,3a0 <r,,r, < m. Taga je:

a-b=(q, - m=+ry) (@ -m+ry) =(q, G -Mm~+qy -1y +7,- Q)M 47,14

Akojer, -r,=q-m+r, 0 <r < m,rTana je:

a'b:(C.Ia'qb'm+qa'rb+ra'Qb+q)m+T7 0<r<m

na je (a-b)modm = r.

Basku, Takohe, 1a je (a mod m - bmod m) modm = (r,-r,) modm = r, unme je TBpheme
IIOKa3aHo. O

PauyHame Ha OCHOBY ITPETXOHMX jeAHAKOCTH je BaXHO, jep decto omoryhasa aa ce u3dersy
rpellKe HacTajle ycies npekopauewa. Hamme, ako cy OpojeBu a u b penatMBHO BeJIMKH, a
M MaJjy, Tajia u3pasu a + b u a - b Mory loBectH 10 mpekopayema, a ce CaMUM THM MOTY
JIOOUTH HETAYHM PE3YJITATH MIPUIMKOM M3pavyyHaBama BpeaHocTH uspasa (a + b) mod m u
(a - b) mod m. Ca mpyre crpane, y uspasuma (a mod m + b modm) modm u (a mod m -
bmod m) mod m ce pauyHa ca MawKUM OpojeBMMa U OHU Hajuenihie He JOBOJE 10 MpeKopa-
Yera.
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I Mpumep 3.4.3

Ha iipumep, ako jea = b = 3-10° +9, am = 10, waga je a + b = 6-10° + 18 u ne
Modice ce uciipaero fpegcimasuiniu iomohy 32 éumia. Basicu ga je amod m = bmodm = 9,
iia ce 36up a mod m + bmod m = 18 moorce uciipasno ipegcitiasuitiv ca 32 duitia, ipe Heio
witio ce uspauyna konauan pesynimain (a mod m + bmod m) modm = 8.

Nnak, Tpeda Outu 00a3pus, jep je moryhe aa ce aecu aa cy u oneparau (a mod m u b mod m)
Y Kpajiy pe3yJiTaT JOBOJFHO MM Jla C& MOTY HCIIPABHO MPEACTaBUTU opehjeHuM Tumom,
amu 1a cy mehypesynratu (¢ mod m + b mod m u Hapouuto ¢ mod m - b mod m) mpeBeNUKY
Ja dU MOIJIU J1a ce VCIIPABHO TPEJICTaBe.

I Mpumep 3.4.4

Ao jea = b = 10° + 1 um = 10% waga je amodm = bmodm = 10° + 1, ia je
amodm - amodm = 1010 + 2 - 10° + 1, uudio ce ne moduce uciipasro 3aiucaitiu iomohy
32 éuitia. Konauan pesyaiaiti je (amodm - bmodm) modm = 2 - 10° + 1 u on ce mosrce
uciipasro 3auucaitiu womohy 32 ouiia.

3aro je y ciaydvajy BEJIMKHMX BPEIHOCTH Opoja 1m MOXe/hbHO Mehjypesynarate u3pavuyHaTH y
mypeM THiy (Ha npuMep, ako ¢y a mod m u b mod m npencraBbenu ca 32 Outa, Taga je
MOXeJbHO KOHBEPTOBATH MX U IOMHOXHUTH Kao 64-dutHe Opojese, pe Hero 1ITo ce u3pavy-
HaBamkEM OCTAaTKa J00Mje KOHAUYaH Pe3y/ITaT KOju Ce MIOHOBO MCHPABHO MOKE MPEACTABUTH
nomohy 32 duTta).

[Iperxoana cBojcTBa HaM omoryhaBajy Aa rapanrtyjeMo Ja he ce y3 cBa mpeKopauema Me-
hypesynraTa Koja Iojia3e TOKOM paja ca Heo3HaueHNM OpOjeBUMa, Ha Kpajy n3padyHaBama
JOOMTH Pe3yNITaT KOjH je jeIHAaK OCTATKy NpH Jesbery opojem 232 (Tj. 2 Ha 6poj duroBa
yIOTpedJLEHNX 3a 3aIHC) pe3yJiTaTa Koju Ou ce 100Mo de3 mpekopavena.

Pa3motpumo caza npodiiem oapehuBama pasivke HeHeraTUBHUX OpojeBa b U a 1o MOIyJTy
m. Ha npumep, norpedHo je onpeautu Bpeanoct (b — a) mod m 3a a,b > 0. Ipernocra-
BMMO 3a MoYeTak Ja cy OpojeBu a u b Mawu o m. [IOHOBUMO a He MOCTOjU CariacHOCT
n3Melly pa3IMuUTHX MPOrpaMCKUX je3WKa Y padyHamy BPEOHOCTH a % m KaJga je BPeJHOCT
dpoja a HeratuBHa. Haume, y jesuky C++ ce 3a BpEAHOCT OCTaTKa IpU Je/beby MOXE J0-
OWTH HeraTuBaH Opoj: Ha MpUMEP, BPEOHOCT M3pa3za (2 - 7) % 3 je —2, IOK ce Y je3UuKy
Python kao pesynrar ucror oBor u3pasa goduja nosuruean Opoj 1. Yecro xenrMo aa Kao
pe3yiTaT pauyHama BPeJHOCTH M0 MOAYJTY JOOMjeMO HEHEraTMBHY BpPeIHOCT. YMecCTo Ja Bp-
IIMMO aHaJIM3y CllydajeBa, pelere je Moryhe JoOMTH M3padyHaBameM BPEAHOCTU M3pasa
(b mod m — amod m + m) mod m.
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3a iipoussosmne dpojese a u b easrcu:

(b —a)modm = (bmod m — amodm + m) modm
Tpuitiom je spegrocii uspaza bmod m — a mod m + m yeex nenelaitiusHa.

Joxas. Hexa jea = q, -m+r,ub = q,-m+r,30 < r,,r, < m. Tana je
amodm = r,ubmodm = ry. Hexka je: r, — 7, +m =p-m+r, 0 < r < m. 3aro je:
(bmodm — amodm + m)modm = (r, — r, + m)modm = r. Takohe, Baxu u ja je:
b—a = (¢—q,) m+(ry—7,) = (@—q—1) m+(ry—ra+m) = (¢ —q,—1+p) m+r,
na jeu (b —a)modm = r.

Bpojesu a mod m = r, u bmod m = r, npunaznajy unrepsaiy [0, m ), na HUX0OBA pa3JvKa
npuiajga uHrepsaty (—m, m). JlofaBambeM BpeJHOCTH 1M, JOOUja ce HeHEraTUBHA BPEJHOCT
(y uarepsainy (0, 2m)). O

HapagHo, ako ce yHanpes 3Ha Jia ¢y apryMeHTH ¢ 1 b Beh cBesienu 1o Mozyity m (Tj. Baku
0<a<mu0<b< m)oHaa je I0BOJBHO caMo KopucTutH u3pas (b — a + m) mod m.

[Iperxomno TBphere HaMm oMoryhasa f1a y 0110 KOM MPOrpaMCKOM je3HKY Pas3JIMKy IO MOIYITY
MOXEMO U3paYyHATH je[IHUM HU3PA30M, TAKO Ja ce JI0OUje HeHeraTUBaH pe3yJiTar.

Baxu cmyan PpE3yJITaT U 3a CTCIICHOBAKLE 110 MOAYJTY.

a™modm = (amodm)™ modm

Oga JjieMa ce jeTHOCTaBHO JIOKa3yje MPUMEHOM IpaBIia 32 MHOXKEHE OpojeBa 1Mo MOAYITY.
TMomrro u BpeaHocT (@ mod m)™ BeoMa Op30 pacTe U MOKE JIOBECTH JIO IPEKOPAUEHA, TTPH-
JIMKOM pavyHama CTeTleHa, CBOerhe 10 MOy Tpeda BPIIUTH NPHJIMKOM CBAKOT MHOKEHA.
OBaKkBO MOJIYJIAPHO CTETICHOBAhE Ce HajOOJhe M3BOJIU AJITOPUTMOM OP30T CTeNeHOBama (TIpu
YeMy je MOXKeJbHO Y MPBOM MO3MBY CBECTH BPEIHOCT ¢ MO MOIYJIy 1M Tj. Kao IPBU NapaMeTap
MPOCJIETIUTH BPEHOCT a % m).

int stepen(int a, int n, int m) {
if (n == 0)
return 1;
if (n % 2 == 0)
return stepen((a * a) ¥ m, n / 2, m);
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else
return (a * stepen(a, n-1, m)) % m
}
I Mpumep 3.4.5

Haycitipy jmo dpouegypy pauyrarea wpuHaectiiol citieiiena opoja 2 o mogyay 100:

stepen(2,13,100) =
(2 - stepen(2,12,100)) mod 100

)
(2 - stepen((2 - 2)mod 100, 6,100)) mod 100 =
(2 - stepen(4,6,100)) mod 100 =
(2 - stepen((4 - 4) mod 100, 3,100)) mod 100 =
(2 - stepen(16,3,100)) mod 100 =
(2-((16 - stepen(16,2,100)) mod 100)) mod 100 =
(2-((16 - stepen((16 - 16) mod 100, 1, 100)) mod 100)) mod 100 =
(2-((16 - stepen(56,1,100)) mod 100)) mod 100 =
(2-((16 - (56 - stepen(56,0,100)) mod 100) mod 100)) mod 100 =
(2-((16 - (56 - 1) mod 100) mod 1()0)) mod 100 =
) = (2-96)

(2 - ((16 - 56) mod 100) mod 100 mod100 = 92

(2

Howiio je 2'3 = 8192, pesynitiaiti je ucipasHo uspauyHaii.

ApUTMeTHYKe oriepaliyje o MOy 11 Ce YeCTo KOpHCTe, a ieMo yBecTu HapeHe ckpalieHe
o3Hake: ca +,, hemo obenexaBaru cadupatrse 1Mo MOAyy Tj. a +,, b je o3Haka 3a (a +
b) modm, ca X,,, MHOXere 1o Moayy Tj. (a - b) mod m urx,

VY xpunrorpadguju ce 0OMYHO pa3mMarpajy jako BEJMKH OpojeBH (ca MO HEKOJMKO XHIbajia
mapa) Koju ce He MOTy NPeJCTaBUTH MAIIMHCKUM THIIOBMMA MOJATaKa M 3a KOje ce HU
OCHOBHE apUTMETHYKE OTepaliyje He MOTy U3BPILIMTH Y KOHCTAaHTHOM BpemeHy. Iloacetumo
ce z1a je dpoj mudapa dpoja n jeanak O(logn), omakie cieje HapeaHa TBphema.

» Cabupame n oqy3uMarbe Ba BeJrKa Opoja (peaa BenwdrmHe Opoja 1) MOXe ce U3Bp-
umru y Bpemery O(logn).

* MHOXeme TakBa /iBa Opoja ceé OCHOBHMM QJTOPUTMOM MOKE W3BPIIUTH y BPEMEHY
O(log2 n) (a Moke u epUKacHuje, Ha IpUMep, ipuMeHoM Op3e Pypujeose TpaHchop-
Mallje onvcaHe y rmorjiaBby 3.6).
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2 .
o U nesberbe ce MOke OCHOBHUM aroputMoM u3Bpumth y Bpemeny O (log” n) (amocroje
1 e(pUKaCHUjH ANTOPUTMH).

JlakJie, cBe OCHOBHE apUTMETHUKE OIepaliije cy J0BOJbHO e(prKacHe M Kaja ce CIIPOBOJIE Hall
dpojeBrMa ca o HEKOJIMKO XMibajia Iuapa.

CtBap ce He Mema 3Ha4ajHO HU Kaja ce omeparyje u3BpIaBajy mo Mmoayny. OnpehuBame
ocTaTKa 3axTeBa AOAATHO Jebewe, MehyTum, cMamyje Opoj uudapa pesyirara, mna ce clo-
KEHU W3pa3u MoHeKa] e(pUKacHUje U3pauyHaBajy Kajia cy orepalidje mo MOayy.

* ¥V norasmy 3.4.1 Bugehemo fa aesbere o Moayay (Tj. oapehrBame MoayJapHOT UH-
BEp3a) 3aXTeBa CrpoBoheme MmpommpeHor EykimuaoBor anropurma, ma je cropuje of
MHOXewa OpojeBa o Moxayity. MelytuMm, npoummpenu Eykianmos aaropuram nprme-
heH Ha Opojese a u n 3axteBa O(log(a+n)) KOpaka Koju yKiby4dyjy OCHOBHE apuTMe-
THYKE Olepaliyje Mo MOAyJTy. 3aTo ¢y y pe3yiTyjyhoj cJI0XeHOCTH JIeJbeba 110 MOAYTY
CBU U3pa3H 110[ JJOrapuTMOM, I1a CE 1 OBa Ollepaliyja MOXe U3BPILIUTH PEIaTUBHO edu-
KacHO (y BeoMa pa3yMHOM BpeMEHY, YaK U 3a OPOjeBe KO jU MMajy IO HEKOJIMKO XWbaaa
mudapa).

* MogynapHo crenerosame a’ mod n 3axtepa O(log k) onepaumja iebera 1 MHOKEHA
10 MOAIYJIy, T1a C€ M OHO MOe U3BPLIUTU y Pa3yMHOM BpPEMEHY, YaK U KaJa BPeIHOCTH
OpojeBa a, k v n UMajy Mo HEKOJIMKO Xuibaja nudapa.

Ca gpyre crpaHe, y ciyyajy jako BEIMKUX BPEJHOCTH MOAyJa 7, HEKE OIepaluje Koje ce
e(pMKacHO CpOBOJE Ha/l MAIIMHCKUM TUIIOBUMA MTOJATaKa Cy jako HeeprKacHe U He MOTY ce
MPaKTHYHO W3BPIIUTH. KOJ 0BaKo BEJIMKHUX OpOjeBa MOCTOju OrPOMHA pa3iinKa nu3Mely anro-
purtama coxenoctu O(y/n) u O(logn). Axo je n pena emuunne 101°°°, onpa anropuram
KOju M3BpIIaBa /N onepammja usspmasa 10°°0 onepaimja, mTo je HeM3BOAMBO, 0K ATO-
puTaM Koju usBpluasa log n onepauuja u3Bpuiasa camo oko 1000 onepauyja, TO je BeoMa
Op30. CurypHOCT MHOTHIX KpUNITOrpadCKUX MPOTOKOJIA 3aCHOBAHA je Ha TeXWHU U3BOhema
onepauuja cnoxenoctd O(y/n).

¢ Onepanyja pakropuszanuje dpoja n 3axtea O(1/n) KOpaka ako ce KOPUCTU OCHOBHH
aJITOpUTaM OIMCaH y MOIaBby 3.2 U He MOXe Ce CIIPOBECTH 3a OpojeBe KOju nMajy
BeJIMKe MpocTe pakTope.

* 3pauyHaBame OjnepoBe dyHKIMje (M CIMYHUX MYJITUIUTMKATUBHUX (DYHKIH]ja)
O0OMYHO Ce CBOAM Ha (pakTOopH3aLyjy, 1a je ¥ OHO MPAKTUYHO HEU3BOAUBO.

* Onepanyja MHBEP3HA MOIYJIAPHOM CTETICHOBAIbY, Tj. OIEpalyja IPOHAAKEHha Bpell-
HOCTH k TakBe 1a je a® =b (mod n) Ha3uBa C€ guCKpewiny aolapuiiam A 10 caja
HUje TpoHal)eH HU jedaH aaroputaM Koju O oMoryhro meHo e(prKacHO M3BpIIaBamke
(3a OpojeBe o[1 M0 HEKOJIMKO XUybala ludapa U HajcaBpeMEHUjUM padyyHapumMa Ou Tpe-
Oasii OWJIMOHU TOJIMHA 32 PelllaBabe OBOT ITPodieMa).
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3.4.1 MogpaynapHe rpyne

3a cBaKkM MPHUPOJAH OpOj 1 OCTAlW NpH Jesbersy ca n umie ckyn Z,, = {0,1,...,n — 1}.
Kapa ce onu komOuHyjy onepauujom -, cabupama 10 MOLYJY 70 U OIEPaLUUjoM X, MHO-
Kema M0 MOIYJIy 1 JoOMjajy ce BpeAHOCTH Koje mpumnajajy ckymy Z,,. IlomTo cy ode ome-
panyje acoujaTiBHE ¥ MOIITO HeyTpal 3a caduparme ) 1 HeyTpas 3a MHOXewe 1 npunangajy
ckyny Z,,, crpykrype (Z,,, +,) u (Z,, \ {0}, x,,) cy monoumu® (3a duno koje n).

CBaku elleMeHT y CTpyKTypH (Z,,, +,,) IMa HHBEP3HH €JIEMEHT jep je 3a CBako & € Z,, U
efeMeHT n — x € Z, uBaku x +, (n — x) = 0, na je crpykrypa (Z,,, +,,) rpyna'’ (za
Owo Kojy BpeaHocT 7). OBy IpyIly Ha3UBaMO aguitiueHa ipyia ueaux dpojesa o mogyay n
WIH Mogyaapra aguiiuea ipyiia u odenexasamo ca Z.m.'! Vnsepsnu enement y oiHocy Ha
+,, HA3UBaMO MOGYAApPHU AGUITIUEHU UHEEPS3.

YV HapeaHOo] TadMIM MTpHUKa3aHa je TadiumIia caduparka MOAYyJIapHE aIUTHBHE TPyIIe Z;.

45 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 40
2 23 4 0 1
3 3 401 2
4 4 01 2 3

Ila 11, aHaJIOrHO aIMTUBHUM, MOXEMO JIa pa3MaTpaMo MOGYAapHe MyMuui ukaimusre ipyiie?
Crpykrypa (Z,, \ {0}, X,,) He Mopa dutH rpyma, jep He MOpajy CBH €JIeMEHTH 1a UMajy
VHBEP3 (KOjU y OBOM CJ1yYajy HA3UBAMO MOGYAAPHU MyAduiiauKaiiuenu urneeps). Ha npumep,
pasmorpumo Tabimity 3a n = 6.

X
=]
[

N AW N =
AW N =
AN O RN
WO WO W | W
N RO B~
— NN Wk | W

“Momous je anredapcka CTpyKTypa KOjy YMHE CKYI M OMHApHA ONepallyja Koja je 3aTBOpEeHa Ha TOM CKYILY,
acollMjaTMBHA U MMa HeyTpaJl.

T'pyna je anredapcka cTpyKTypa Kojy 4MHE CKyI M OMHApHA OIepallja Koja je 3aTBOpEHA Ha TOM CKyILY,
acolvjaTUBHA, UMa HEYTpasl U CBAKH €JIeMEHT MMa MHBEP3HH €JICMEHT.

! Anrebapcke CTpyKType ce 0OM4HO odelekaBajy nonedbaHuM (hoHTOM (Ha TIpuMep, Z 03HavaBa NPCTEH 1ie-
JMX OpojeBa), a CKyIOBHU IbUXOBKX eJleMeHaTa 0OMYHUM (DOHTOM (Ha PUMEp, Z 03HAYaBa CKYII LeUX OpojeBa).
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Kaza ce Opoj 2 noMHOXHU 1o KojuM enemMeHToM ckyna Zg \ {0}, noduja ce mapau 6poj u
ocrarak Tor dpoja npu aebery ca 6 Moxe outu camo 0, 2 uim 4. 3ato 2 HemMa UHBEP3HU
enemeHT. CIMYHO ce femasa U ca eneMeHTiMa 3 U 4. Enemenrt 1 je cam cedu uHBep3aH, a
MICTO BaKH 1 3a esieMeHT 5 (jep je 5 - 5 = 25 = 1 (mod 6)).

Ca apyre crpaHe, pa3MOTPUMO TadJIHILLy 32 12 = 5.

xs 1 2 3 4
1 12 3 4
2 2 41 3
3 3 1 4 2
4 4 3 21

JacHo je ma cBaku eneMeHT MMa cedr MHBEp3HU (y CBAKOj BPCTH M CBAKOj KOJIOHH CE TAYHO
jeIHOM jaBJba BPEJHOCT 1) M OBa CTpyKTypa je rpyma. MuBeps Opoja 1 je yek 1 (jep je
1-1=1), unBep3 dpoja 2 je 3 (jep je 2-3 = 6 = 1 (mod 5)), unBep3 dpoja 3 je 2, a 5poj
4 je cam cBoj uuBep3 (jep je 4 - 4 = 16 = 1 (mod 5)). OBa cTpyKTypa je, faKie, rpyma.

Hakuie, 3a Heke BpeHoctH n, crpykrypa (Z,, \ {0}, X,,) jecte rpyna, a 3a Heke Huje.

[TprmeTtumo fa cy y ciaydajy n = 6 uHBep3 uMaii OpojeBu 1 1 5 KOju Cy y3ajaMHO IPOCTH ca
6, ay ciayuajy n = 5 cBu dpojeBu 1, 2, 3 u 4, jep cy cBu y3ajamHO mpocT ca 5. Pazmorpumo
ca/a OIITH ClTy4Yaj ¥ opMYJIUIIMMO TIOTPedAH U JOBOJbAH YCIIOB Jia eieMeHT ckymna Z,, \ {0}
YIMa MHBEpP3 Y OJHOCY Ha ONepauujy X ,,.

Teopema 3.4.1 [MocTojakbe moayapHOr My/ITUNJIMKATUBHOT MHBEP3a]
Ako cy bpojesu a u n yzajamno apociuu apupogru dpojesu (axo je nzd(a,n) = 1, mj. axo
Opojesu a u N HeMAjy 3ajegHUMKUX HPOCIHUX YUHUAAUA), OHGA HOCHOjU JeGUHCTIIGEH MYN-
UIAUKATAUGHY UHEP3 Bpoja a o mogyay n, wj. jegnauuna ax = 1 (mod n) uma je-
gunciiseno pewerve y ckyity Z,, \ {0}. Ako dpojesu a u n nucy yzajammo dpociau, onga
MOGYAAPHU MYAUULAUKATEUBHU UHBEP3 OPOJa G, He HOCTHOjU.

Jokas. Jennaunna ax = 1 (mod n) uMa peliierse ako U caMo ako MOCTO jU MPUPOJaH Opoj q
Tako Ja je ax = qn+ 1, 1j. ako je ax —qn = 1. 3aro TBpheme TUPEKTHO CIIEAN U3 TeOpeMe
3.14.

Wnycrpauumje paau, JOKaKUMO TBpHEeHe U TUPEKTHO.

Axo du mocTojao 3ajeqHnyky Aemnan d > 1 dpojeBa a v . OH OM JAEJIHO JIEBY CTPAHy OBE
jenHauvHe, Ia du MOpao J1a e U JiecHy Tj. dpoj 1, mro je Hemoryhe. [lakie, ako dpojeBu
@ ¥ 1 HACY y3ajaMHO MIPOCTH, OHZA G HEMa UHBEP3.
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[IpernocraBumMo caaa 1a cy OpojeBu a U 1 y3ajaMHO poctu. PazmMoTrpumo HU3 o1 1 dpojeBa
a-0,a-1,a-2, ..., a-(n—1). okazaheMo Ja Cy OCTAIM CBUX OBUX BPEIHOCTH IIPH [IE/bEHbY Ca
n pazmuauTd. C 003MpOM Ha TO Ja YKYIHO MOCTOjU TAYHO 7 PA3IMYUTHX BPEJHOCTH Y CKYITY
Z,,,onamie ciemu ia je a-x = 1 (mod 1) 3a TaYHO jeaHo X U3 cKyna Z,,. [Tommro To He Moske
ourn x = 0, x npunazna ckyny Z,, \ {0} 1 OH je jeAMHCTBEHN MOIyJIAPHH MYJITUILUINKATHBHH
MHBep3 Opoja a Mo MOIYIY M.

Ja ducMo mokasanu Ja cy ocTaly pa3adduTH, MPETIIOCTABUMO CYIIPOTHO, Tj. IPETIIOCTABUMO
majea-xr; = a- T, (modn) 3aBe pasiuunuTe BPEJHOCTH X1 U Ty U3 CKyma Z, . Ilomiro
Cy @ ¥ M y3ajaMHO ITPOCTH, HA OCHOBY IPBOT 3aKOHA CKpahuBamwa KOHrpyeHuuja (Jema 3.4.1)
BAXU T = Ty (mod n), Tj. 1 — T4 MOpa OUTH HEKH LIeJI00POjHI YMHOXKAK Opoja n. Tomro
Cy T U T JABa pa3JW4nTa HEHETaTHUBHa Iiej1a Opoja Mama Of 7, TO je Moryhe camo ako je
2, — Xy = 0, WITO je KOHTPAAKKIHja jep CMO MPETIOCTABIIM a BAXH L1 7 To

HMakue, ce Bpeanoct a X, 0,a %, 1,...,a X, (n—1) cy MehycobHO pa3iudure 1 3a TAYHO
jemHy BpenHocT u3 ckyma {1, ..., n — 1} Baku j1a je MyJITUIUIMKATHBHA MHBEP3 Opoja a 110
MOAYJY 7. O

Bpoj x je uuBep3 dpoja a, anmu je u Opoj a yjenHo MHBep3 Opoja x, Ma je v T y3ajaMHO IPOCT
can.

AKO je p mpocT poj, CBU EEMEHTH CKyNa Z,, \ {0} cy y3ajamuo npoctu ca p, na je cTpyKTypa
2y = (Z,\{0},x,) = ({1,2,...,p — 1}, X,,) rpyna u o3Hauasamo je ca Z;. Omuryje,
aKo rnocmatpamo camo ckyn ¢, dpojesa nsmelhy 1 u n — 1 koju cy y3ajaMHO mpocTu ca n,
crpykrypa (®,,, x,,) je rpyna. [IpumeTrMo J1a 3a mpocT Opoj p BaXu Aa je CKyI Z, \ {0} =
®,, ma je rpyna Z,; cavo cremmjamiu ciyyaj rpyne @7 = (®,,, x,,), kana je n mpoct
opoj. I'pyna (P,,, X,,) HA3UBA Ce MYATUUEAUKATUGHA IPYIA yeaux Bpojesa o MOgyay M. WA
MOGYNapHa MyATAUIAUKATU6HA Tpyiia 1 odenexasa ce ca P .

I Mpumep 3.4.6

Y nacinaexy je gaitia iiadena ipyie D .

xg 1 2 4 5 7 8
1 1 2 45 7 8
2 2481 5 7
4 4 8 7 215
5 5 1 2 7 8 4
7 75 1 8 4 2
8 8 7 5 4 2 1
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Ornepanyja gespera dOpojeM a 1o MOLYJTy 7. c€ CBOOM Ha MHOXEHE MOJYJIAPHUM MYJITUILIN-
KaTMBHUM MHBEP30M Opoja a 1o Moayiy 7. OBO ce y HEKMM CHUTyallijaMma MoKe YIOoTpeOuTH
3a ONTUMU3ALM]y Aejberba. [IpeTnocTaBuMo Ja je moTpedHO U3BPILUTH Je/bee Beher dpoja
HEeOo3HaYeHNX OpojeBa HeKUM OpojeM k, a cy TH OpOjeBH 3amucaHu ca w OMTOBA M CBH Jie-
JpuBH ca k. YMecto 1a ce cBu OpojeBH Jienie ca k Moryhe je (jeaHOM) U3padyHaTH MOJTYJIapHU
MYJITUILIMKATUBHYA MHBEp3 Opoja k 1o Momyity 2%, a 3aTuM cBe OpojeBe MOMHOKUTH TUM HH-
Bep3oM. Ha cucremmnma Ha kojuma ce MHOXEHE U3BPILIAaBa OpKe Ofl AeJbeHha, OBO IIPE/ICTaBIba
ontummusauyjy. HapaBHo, 1a Ou MoaynapHy MyJITUILTMKATUBHA MHBEP3 NIOCTOjao, HOTPEdHO
je ma cy dpojesu k u 2" y3ajaMHO TIpOCTH, IITO je CIIy4aj aKo W caMo ako je Opoj k Hema-
pan. CJMyaH MocTynak MOXeMO YIIOTPEOUTH U aKo je k mapaH, Tako mro hemo k 3amuicati y
00Ky 2P - k’ 3a nenapan 0poj k', a 3aTum cBaku Opoj mogenmtu ca 2P (oMeparmem OMTOBa
3a p MecTa YZIECHO, LITO je Beoma Op3a omepanuja), Ipe MHOXeHa ca MOLYJIapHUM MYJITH-
IUIMKaTMBHUM MHBEP30M Opoja k' mo momyiay 2% (oH curypHo moctoju jep je k' Hemapan

0poj).

3.4.2 Ojneposa n mana PepmaosBa Teopema
Kapaunansocr ckyna @, 1j. dpoj dpojesa usmely 1 1 n — 1 koju cy y3ajamHO npocTu ca
n u3pauyHasa ce OjnepoBoM (PYHKIHjOM (0, YHje je U3padyHaBambe OIMCAHO Yy MOIJIaBJby O
MyJITHIUIKaTHBHAM yHKIMjama 3.3.1. Baxu |®,,| = ¢(n). Ojreposa Teopema Ham cy-
IITUHCKH TOBOPHU O ofpeljeHrM CTerleHuMa eJieMeHaTa MOJyJIapHe MYyJITUIUIMKATUBHE IpyIIe,
aJM ce yoITmTaBa ¥ Ha OpojeBe kKoju cy Behu ox n.

Teopema 3.4.2 [OjnepoBa Teopema]
AKo cy Bpojesu a u n y3ajammo dpociiu, waga je a®™ = 1 (mod n) @j. poj a?™ —1
Jje gesus ca n.

I Mpumep 3.4.7

Bugenu cmo ga je g = {1,2,4,5,7,8}, ita je p(9) = 6. Heka je, na ipumep, a = 5:
dpojesu a. = 5 umn = 9 cy ysajamno apociiu. Taga je 5° = 15625 = 1736 - 9 + 1,
ia je sauciia a®™ = 56 = 1 (mod 9). Tepheroe 6adxcu u 3a eche bpojese a, Koju He
upunagajy ckyiy Po. Ha tipumep, 6poj a = 14 je yzajamno iipociii ca 9 u eaxcu ga je
a¥™) = 14% = 7529536 = 836615-9 + 1 =1 (mod 9).

OcHoBhu ciayuaj OjnepoBe TeopeMe ce OfHOCH Ha eneMeHTe ckyma P, omHocHO dpojeBe
1 < a < n y3ajamHo mpocte ca n. AKO NIPETIIOCTABUMO []a TeOpeMa BaXH 3a HUX, JIAKO
je JIoKa3aTu M J1a BaKU 3a CBe OCcTajie OpojeBe KOju 3a/I0BOJbaBa]jy yClIoBe Teopeme. Perumo
Ia je a > 1 W Ja je a y3ajaMHO IpocTo ca n. Taja ce @ MOxe MOJENUTH ca N, Tj. OCToje
opojeuqgu 1 < r < n TakBHU Aa je a = qn + r. AKO je a y3ajaMHO IIPOCT ca 7, TAKaB MOpa



386 3 Anre6apcku anroputmm

outy U 7 (jep ako OU 1 UMao HEKU 3ajeHUYKU AeJIIall ca v IecHa CTpaHa Ou Omiia Jie/buBa
IBUMe, Tla OU JIe/bUB IbUMe MOpao J1a Oyae u Opoj a Ha JIEeBOj CTpaHu jeaHakoctu). Tama je
a?™) = (gn + r)?") meymam, (gn + )9 = 9 (mod n). Homrro jeu 1 < r < n,
BakU Ja je r € P, ma Ha OCHOBY IPETIOCTABKe Jla TeOpeMa BaXH y OCHOBHOM CIIy4ajy,
Tj. Ja BaXH 3a cBe eJeMeHTe ckyna P, , oHa Baxu u 3a r. Jlakie, Baxu ren) =1 (mod n),
ma Baxu 1 ¥ = 1 (mod n).

Hakne, goBosbHO je ma ce OjnepoBa Teopema JoKaxke 3a cBaku dpoj a € ®,. W3 Tora
ciean v oIty ciaydaj Ojnepose Teopeme. [JokaxkuMo Jja 32 OBakBe OpojeBe Baxu a?™ =
1 (mod n). To je HenocpeaHa nocyenuia Jlarpanxese TeopemMe U3 TEOPHje IPpyIa Koja TBP/IH
na pen (dpoj eneMeHaTa) MOATPYIe YBEK JIENU peji TpyIe U3 yera pe3yiiraT JUPEKTHO CIeAn
nocmarpajyhu rpyny @, v meHy IMKJIMUKY OAPrPyITy TeHEpUCaHy ca a (kY YMHE eJIEMEHTH
1,a,ad?, ..., akil, 3a HEKO k|<,0(n) TaKBO J1a je ak = 1), mehytum, nahemo aupekTaH nokas,
0e3 mo3uBama Ha pe3yJiTaTe Teopuje rpyre.

Joxaz. [Ojnepose iticopeme 3a 1 < a < nj

OcHOBY OBOT JOKa3a YMHM YMIbEHUIIA Ja Ce MPUWIMKOM MHOXEHa 110 MOAYJY 7. eJleMeHaTa
ypebenor ckyma &, = {rq, ..., Tw(n)} HEKUM OpOjeM a KOjH je y3ajaMHO MPOCT ca 1 Joduja
HeKa IepMyTalyja Tor cKyma (IUTO CMO M JA0Ka3aJIM IPUIMKOM J0Ka3UBamba KpUTepHjyMa 3a
MOCTOjare MHBep3a y TeopeMu 3.4.1). 3ancra, Ha OCHOBY IIPBOT 3aKOHA cKpahuBama (JieMa
3.4.1), ar; = ar, (mod n) Baxu ako U camo aKo je r; = 7; Tj. ¢ = j. 3aT0 Ce MHOKEHEM
pasnmmuuTUX ocrataka u3 O, dpojem a Jodujajy pas3IMUUTH OCTAIM, Ta cuKa ckyna ., npu

npecivKaBamwy 7 > ar mopa outu ckyn ®,,. 3aro je

w(n)

p(n)
H ar; = a®m) . H T, (mOd n)
=1

=1

w(n)
-
i=1

TpaxeHo TBpheme ce qod¥ja Ha OCHOBY IIPBOT 3aKOHA cKkpahmBama (1ema 3.4.1), ckpahuba-

BeM (akTopa Hf:(rll) T,;, KOJU j€ y3ajaMHO IIPOCT ca 7. 0

Crierijanmam cry4daj OjnepoBe TeopeMe, Kaaa je n mpocT 0poj, je Maaa Pepmaosa tiieopema
(mox OjnepoBa Teopema roopu o rpynama ¢, Mana depmaoBa roBopy caMo O rpymnama
7X).

P

Teopema 3.4.3 [Mana ®epmaoBa Teopema]

AKo je p iipociti Opoj u a Ho3uiiueax upupogar dpoj Koju Huje gemwus opojem p, maga je
a?P~! =1 (mod p).
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AKO @ ¥ 1 HACY y3ajaMHO NPOCTH, TaJa jeIHAKOCT a?™ =1 (mod n) He MoOpa 1a BaxHu.
Ha nipumep, ako je a jemuso ca p tana je a’ = 1, mehytum Baku a' = 0 (mod p),
a? = 0 (mod p), mau a”~! = 0 (mod p), jep cy cBu cTeneHu 5poja a AebUBH ca P, Na
aP™! # 1 (mod n) u jemnakoct a?~1 = 1 (mod p) He mopa ja Baku. Mnak, HapeaHa,

MoaupukoBaHa, popMmyJanuja Mane PepMaoBe TeopemMe UCIPAaBHO 00yXBaTa U 0Baj CIyva].

Teopema 3.4.4 [Mana ®epmaoBa TeopeMa — OnwTH 061UK]

Ako je p iipociti 6poj u a iipupogar 6poj, waga je a? = a (mod p).

Jloxasz. Ako a HUje IesbuBO ca p, TBpewme je eKBUBAJIEHTHO MoJa3HO]j dhopMyaanuju (Kaga
ce 0de cTpaHe MOMHOXKE ca @), a aKO @ jecTe AesbKBo ca p, oHaa je a = 0 (mod p) u aP =
0 (mod p), ma je a? = a (mod p). O

[Momrro 3a mpoct 6poj p Baku ¢(p) = p — 1, mana PepmaoBa TeopeMa je AMPEKTHA TOCIe-
muiia Ojnepose Teopeme. Iakie, beHa KOPEKTHOCT ce 00e30elyje Omno KojuM UCIpaBHUM
JOKa30M OCHOBHOT ciy4aja OjiepoBe Teopeme, MeljyTrM, aTepHATHBHY JI0Ka3 KOjH MPHUKa-
3yjeMo uma 3a LIib [1a Mope]] ONpapama aa U AyOsbe 00jallberhe TeopeMe.

Hoxaz. [Mane @epmaoge iieopeme (enemenitiapai) |

Jenan BeoMma Jiell, a Kpajibe elleMeHTapaH HauuH Ja ce Jokaxe Mana ®epmaosa Teopema je ga
CE pa3MOTpE CBE HUCKE NYXKHMHE P y KOjUMa Ce jaBsbajy CJI0Ba U3 a30yKe Koja MMa a cuMoOoa.
TakBux Hucku uMa a”. Ha npumep, ako je p = 3 u a = 2, u axko a3dyka cagpxu cioBa X
U Y, TO Cy HUCKE XXX, XXY, XYX, XYY, YXX, YXY, YYX ¥ YYY. 3aMHCIUMO caa Aa Cy CJIOBa CBakKe
HHCKE HamucaHa Ha Kpyry. TuMe cBe [ate HHCKe JeaMMo Yy oapeleHe rpyre Tako J1a JBe
HUCKE TIPUMaajy UCTOj TPyNy aKo M CaMO aKO Ce JoOWjajy YNTameM CJIOBa ca UCTOT Kpyra.
VY jenHoj rpymnu je caMo XXX, y ApPYTroj ¢y XXY, XYX 1 YXX, y Tpehoj rpymu cy XYY, YYX 1 YXY, AOK
je y IoCie 0, YeTBPTOj TPYIH caMo YYY.

XXX XXY XYY YYY
XYX YXY
YXX  YYX

V ommureM ciyyajy, noctojahe a rpyna Koje caipke camo jellaH eJeMeHT U y bumMa he duru
HHCKE KOj€ cajip>ke p MOHaBJbaba jeJHOT UCTOr cuModosia 3 a30yke. Ce octalie rpyne nmahe
1o p enemeHata. Hanmve, ako du ce 3ammc gaT Ha HEKOM KPYyr'y MOrao MpOYMTaTH Ha /IBa HCTa
HaulHa KPEeHYBILM O jBa pa3jIMuMTa CJIOBa, TaJa OM Taj 3amic MoOpao OMTH NEPUOANYAH U
MIEPUOJT OM MOPAO J1a IeJH Iy KUHY HUCKe. MeljyTuM, ToIITO je p mpocT Opoj, IErOBH jeTUHA
aenvonu cy 1 u p, Tako 1a cBaka rpyrna MMa Wid 1 in p pa3inuuTux ejeMeHara. [lakie, Baxu
na je a? = x - p + a, rae je x dpoj rpyma ca o p ejeMeHara, aa je a’ —a = x - p, Tj. 1a je
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a(a?~! —1) = x - p. Hakre, a’ — a je Ie/HUBO ca P, ITO je TBpheHe HajoIIITH]er 00IMKa
depmaose Teopeme. JlomaTHO, aKO a HUje IEJBUBO ca P, Tajla @ He MOXKe J1a UMa 3aje THUIKIX
npoctux hakropa ca p (jep je p npocr), ma cieam ga aP~ ' — 1 mopa 1a dyje Je/buBo ca p,
mITo je TBphewme HelereHepucaHor ciydyaja Mane ®depmaose TeopeMe. O

Masty ®epMaoBy TeopeMy je jeqHOCTaBHO mokazaT 1 uHaykIwjoM (Ojiep je mpBu 00jaBro
JIOKa3 OBE TeopeMe U Taj je AOKa3 OMO UHIYKIIUjOM).

[Tpumene Ojnepose u Maiie PepMaoBe TeopeMe Cy pa3He: UCIUTHBAKE [1a JIU je Opoj IpocT,
M3pavyHaBambe MOJIYJApPHOT MYJTUIUIMKATUBHOT MHBEp3a, RSA kpumrorpaduja v CIudHo.
IMpukaxumo caga npumeHy Mase ®epmaoBe TeopeMe Ha UCIMTHBAkE A JIU je dpoj mpocr,
a ocraJle IpUMeHe OBUX TeopeMa he OMTH Ipuka3zaHe y HapeJHUM IOIIaB/buMa (Ha IIpUMep,
y norasby 3.5 Oduhe npukaszaHa npumeHa OjiepoBe Teopeme y 0dJ1acTu Kpunrorpadguje).

3.4.2.1 ddepmaoB TecT Aa nu je 6poj npoct

Jenna npumena Mane depmaoBe TeopeMe je 3a TECTUPamwE 2 JIU je AaTU Opoj 1 IPOCT WK
He (eHr1. Fermat primality test). Mana ®epmaoBa Teopema Aaje moTpedaH ycioB 1a Ou Opoj
omo mpoct. Hamme, 3a mati Opoj 1 MOkeMO M3adpaTH MPOM3BOJbaH OPOj a KOjH HUje IeJbIB
ca m ¥ W3padyHaTH BpeaHocT a™ ' modn. YKomMko je pesynrar pasamuut o 1, Spoj n
je curypHo cioxes. Wmak, TeopeMa He Jlaje U TOBOJbaH YCJIOB Jja O Opoj Omo mpocT, jep
TIOCTOj€ U CJIOKEHH OPOjeBHU 1 TAKBH JIa 32 HEKE BPEIHOCTU @ KOje CY y3ajaMHO IIPOCTe ca 1
Baku Ja je a™ ! mod n jeanako 1. Mnak, ako je a™ ! modn = 1, noka3syje ce 1a je Mao
BepoBaTHO Ja Opoj n Huje npoct. [locedHo, ako ce 3a BearKu Opoj pa3aIMuUuTHX BPEJHOCTU
3a @ Koje cy y3ajaMHO IIpoCTe ca 7 MOKake Ja je BpeaHocT u3pasa a” ! mod n jennaka 1,
MIPWIAYHO je BEPOBATHO J1a je dpoj n mpoct. Haxkanoct, Hu UCTUTHBAame CBUX BPEIHOCTU G
KOje Cy y3ajaMHO IIPOCTe ca 1 HaM He Jiaje TapaHIfjy, jep MocToje CI0KeH! OPOjeBH 71 TAKBU
11a 3 cBe OpojeBe @ KOjH Cy y3ajaMHO IpocTH ca 1 Baxku a1 = 1(mod n). Taksu dpojesn
ce 30By Kapuajrnosu opojesu (enri. Carmichael numbers) u penatuBHoO cy petku. Hajmamu
TakaB Opoj je H61.

3.4.3 UMKNNYHOCT MOAYNAPHUX MYNTUMJIMKAaTUBHUX rpyna

Ha ocHoBy mane ®epmaoBe TeopeMe, 3a cBako 1 < a < p Baku aa je a’~ L = 1 (mod p).
[IpupoaHO ce mocTaB/ba MUTAKE IITA ce JelaBa ca CTENeHUMa Opoja a Kaaa je U3JIoKUIaIl
Mamu o p — 1 Tj. KakaB je cKyn {ao mod p, a' mod p, ..., a?~2 mod p}. Moske ce nokasatu
creneha nema.

I'pyiie (7, X,,) cy yukauuxe, iij. 3a ceaku iipocisi bpoj p docitioju dpoj a € Z, \ {0}
maxas ga je {a’ modp,a' modp,...,a’?modp} = {1,2,...,p — 1} = Z, \ {0}.
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o .

Haxne y rpynu Z,; yBeK NOCTOjH ENEMEHT @ TAKaB /ia Ce CBH €JIEMEHTH TPYTIE MOTY M3PasHTH

Kao HEroBU CTENEHM (10 MOAYy p). TakaB e€JIeMEHT Ce Ha3uBa leHepamiop ipyite WU Upu-
_ _ . y .

MUIUGHU Kopet {0 MOgyy p- Hoxa3yqe ca ja y rpynu Z,; noctoju @(p — 1) reneparopa.

[Tponanaxeme reHepatopa je HeTpUBHjasIaH MPOOJIeM U pasMoTpuhemo ra y noriasiwy 3.6.4.

I Mpumep 3.4.8

— — = — - - X
Pasmotipumo ciiieiiene enemenainia y ipyiu 7.

0 1 2 3
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Bugumo ga cy tenepaitiopu ipyite a = 3u a = 5 u rux je p(7— 1) = p(6) = 2.
I'pyne @, kana n HUje MPOCT, HEe MOpajy OMTH LIUKJINYKE.

3.4.4 WN3pauyHaBaw-€ MOAYy/IapHOr MY/ITUNJIMKATUBHOT NHBEP3a

VY nornaespy 3.4.1 0 MoyIapHUM rpynaMa CMO BUJEIH 1 j€ MYAMULAUKAUGHU UHEEp3 Opoja
a ito mogyay n (enrs1. modular multiplicative inverse) dpoj z 3akojuBaxu a-z = 1 (mod n).

I Mpumep 3.4.9

Mynitiuiukaimiuenu uneeps opoja b iio mogyay 8 je 5 jep eaxncu 5 - 5 = 1 (mod 8).

Hajuemhe ce Kao MyJITHIUIMKaTHBHE MHBEp3 OpoOja @ IO MOy 7 pa3Marpa BPeIHOCT U3
ckyma Z, = {1,2,...,n—1}.

VY teopemu 3.4.1 je mokazaHO [Ja MHBEP3 MO MOAYIY 72 OpOja a MOCTOjU aKO U CaMo aKO Cy
a ¥ M y3ajaMHO MIPOCTU U JIa je Y TOM Clly4yajy jeMUHCTBEH Mo Moayiy 7. Pazmorpumo cana
Kako ra je Moryhe uzpadayHaru.

MpoGnem

AKo cy gaitia gea yzajamHo pociia uo3uitiueHa uena opoja a u n, ogpequitii Myaauiiiu-
KamueHu uneeps dpoja a iwo mogyay n, wj. 6poj x iwakas ga je ax = 1 (mod n).
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3.4.4.1 Anroputam rpy6e cune

IIpy HavBHOM NPHUCTYIy pelllaBary OBOTI MTpodjeMa ce 3a & pa3Marpajy peaoM CBU OpojeBu
x ox 1 non — 1 (enemMeHTH cKymna Z,,) ¥ IpoBepaBa ce Ja JIM je OCTaTaK IpH Jesberby Opoja
a - x can jegnak 1. CnoxeHoct oor anropurma je O(n).

3.4.4.2 AnropuTtam 3acHOBaH Ha npowupeHomMm Eyknngosom anroputmy

Ha ocHoBy Teopeme 3.4.1 MoaynapHu HHBEp3 Opoja @ 10 MOAYITY 72 TIOCTOjH aKO M CAMO aKo
cy a 4 n y3ajamMHo npoctd. JloKa3 HapedaHe TeopeMe HaM roBOpHU Ja ce, Kaja MOCTOju, OH
MOJe OJIpEIUTH MPOIMpeHNM EyKINAOBIM aITOpUTMOM.

Ako cy a u n y3ajamuo Gpocitu, waga HOCWoju jeguHctiieer Opoj T u3 ckyia 4, =
{1,...,n — 1} waxas ga je a - © = 1 (mod n).

Joxas. [la du Opoj x dro uHBep3 dpoja a, Tpeda na Baxu a-x = 1 (mod n) 1j. n|(a-z—1).
3ato Mopa ja mocToju Opoj y TakaB gaje a - — 1 =y - n 1j.

z-a—y-n=1.

Mu peuraBamo oBy JJuogaHToBy jeqHauYMHY 10 HEMO3HATUM LIEI00POjHUM KoeHLjeHTUMA
T ¥ Y U TPAKUMO OHO pellere 3a koje je 1 < x < n. [lomwro cy @ u n y3ajaMHO NIPOCTH,
Ha ocHOBY besyoBe Teopeme 3.1.3, mocToju Opoj x KOju OBO 3a70BOJbaBa. Ha OCHOBY jieme
3.1.1, nocroje Ta4HO JBa peliea 3a koje Baxu |r| < |n/d| u |y| < |a/d| (jemro y xom
j€ & TIO3UTUBHO M je[IHO Y KOM je & HEraTHBHO), Ia, MOITo je d = 1, MoCToju TauHO jeHO
peliewe T € Z,,. O

JlakJie, mpoHaiaxeme MOLyJIapHOT MHBEP3a Ce MOXE CBECTH Ha PelllaBame jeJHaUNHE AT =
yn + 1 1j. ax —ny = 1, a Ha ocHOBY Teopeme 3.1.4, 3Hamo Ja jeaHaunHa ax + by = ¢ uma
11e7100pojHa pelerba ako 1 camo ako d = nzd(a, b) genu dpoj c. dakie, 3a ¢ = 1 jeqHauynna
ar — ny = 1 uma 1enodpojHa peliewa (2, Y) aKo U CaMo ako Cy @ U 1 y3ajMHO MPOCTH.

3a eduKacHO M3pavyHaBambe MOILYJIAPHOT MHBEP3a MOKEMO MCKOPUCTHTH IpommpeHu Ey-
KkmaoB aroputam. IloTpedHo je ma mpoHahemo koepuIjeHTe X U i TaKBe 1a je x-a—1Y-Nn =
1, mTo MOXeMo ypauTH IPUMEHOM IpolnupeHor EykinaoBor airopuTMa Ha JBa Jara, y3a-
jamHo Tipocta Opoja a u n (oH he HaMm, TOmyIe, BPATUTH M BPEAHOCT —Y, Al Taj Koedu-
LIMjeHT Hac MOHaKo He 3aHnMa). C 0d3upoM Ha To Ja JOOMjeHa BpeJHOCT KoepulMjeHTa T
Mo:xe OuTH 1 HeraTuBHa 1 Beha oj1 17, aKo KeInuMo Ja T pumnaja Z,,, Tj. Ja 3a10B0JbaBa yCJIOB
0 < x < n, oHOAa yMeCTO T Kao MOAyJIapHA MYJITUTUIMKATHBHU UHBEP3 y Iporpamy Bpahamo
BpeaHoct (x mod n + n) mod n.
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HaxkJie, onpehuBame MOAyIapHOT MyJITUIUIMKATUBHOT MHBEP3a Op0ja MOKEMO CBECTH Ha Ipo-
mvpeny EykimioB ajropurtam.

// racunanje multiplikativnog inverza broja a po modulu m
// koriscenjem prosirenog Euklidovog algoritma
int modInverz(int a, int n) {

int x, y;

// odredujemo x 1 y tako da vazi a*x + n*y = d

int d = nzdProsireni(a, n, X, y);

// ako a 1 n nisu uzajamno prosti, onda ne postoji inverz
if (d !'= 1)

cout << "Modularni multiplikativni inverz ne postoji" << endl;
else{

// obezbedjujemo da je inverz iz skupa [0, n)

int inverz = (x % n + n) % n;

return inverz;
}
}

ITpumeTnmo Ja 3a pauyHame MOIYJIAPHOT MYJITUIUIMKATUBHOT MHBEp3a Opoja BPeAHOCT KO-
edulMjeHTa Y HUje O]l MHTepeca, Te ce MOXKe KOHCTPYHCATH ajJropuTaM KOju He TO3UBa €K-
CIUTMIIMTHO Tpomupenn Eykinaos aaropuram, Beh Ha HCTH HAYMH Kao KoJ mpommupeHor Ey-
KJIMJOBOI aITOPUTMA UTEPATHUBHO padyyHa CaMo BPEAHOCT KOe(UIIMjeHTa X .

// funkcija racuna x -- multiplikativni inverz broja a po modulu n,
// koriscenjem prosirenog Euklidovog algoritma
// funkcija vraca da li je uspela da izracuna broj x
bool modInverz(int a, int n, int& x) {
// pocetne vrednosti za r sun i1 a
int r_preth = n;
int r_tek = a;
// pocetne vrednosti za x su 0 1 1
int x_preth = 0;
int x_tek = 1;

while (r_tek > 0) {
int g = r_preth / r_tek;
int pom;
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pom = r_preth;
r_preth = r_tek;
r_tek = pom - q * r_tek;

pom = x_preth;
x_preth = x_tek;
x_tek = pom - q * x_tek;

x = (x_preth % n +n) % n;

return r == 1;

}

CJI0KEHOCT TIPETXOJHOT AITOPUTMA 3a U3pavyHaBare MYJITUIUIMKATUBHOT HHBep3a Opoja a
TI0 MOAIYJIy T2 jeIHaKa je CJIOKEHOCTH NpolrpeHor EykinaoBor anropurma 3a Opojese a U 1
u u3Hocu O(log(a +n)), onHocHo Kazna je a pena O(n) jennaka je O(logn) (wro je Beoma
eukacHo).

3.4.4.3 Anroputam 3acHOBaH Ha OjnepoBoj u Manoj ®epmaoBoj TeopeMu

Jom jenan epukacan HauMH 3a payyHare MOJY/IAPHOT MYJITHUILIMKAaTUBHOT MHBEP3a Opoja je
kopurihewmeM OjrepoBe Teopeme. [loaceTnmo ce mEHOT TBphema: ako Cy a U 1 y3ajaMHO
MIPOCTH OPOjEBU OHJIA BaXkKU: a?™ =1 (mod n). IpumeTnmo Ja je yciIoB Aa cy dpojeBu a
Y M y3ajaMHO ITPOCTH Takofe yCJIOB ¥ Aa OM MOCTOjao MyATUTUIMKATBHU MHBEP3 Opoja a 1o
Monyny 1. V3 mpeTxoaHe jeqHauMHe CIeau:

a-a?™1 =1 (modn). (3.5)

[TpuMeTHMO J1ia 3a MPOU3BOJBHY BpeAHOCT N Baxu p(n) > 1, ogHocHo @(n) — 1 > 0,
te je a®™~! nosuruHa nenobpojua Bpearoct. Hakie, 3a = %™~ modn Baxu a -
z =1 (mod n), na je a1 MYJITUILUTMKATUBHU MHBEP3 Opoja a mo moayny n. HdomatHo,
a®(") =1 poxe Suti Behe 017 Te je Kao pesyaTat moTpedHo BpaThTH BpeaHocT = mod 7 (ITo
j€ yHanpeJ OCUTYPaHO aKO Ce TOKOM CTEIIEHOBamba CBOerhe BPIIM HAKOH CBAKOT MHOXKEHA).

Ha oBaj HauuH cMO MpodJieM padyHara MOJAYJIAPHOT MYJITUILIMKATUBHOT MHBEp3a Opoja a
cBenM Ha pauyHame OjnepoBe (pyHKIMje dpoja m MITO ce Jajbe CBOIU Ha (haKTOpu3aldjy
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0poja m, Koja ce OCHOBHUM QJITOPUTMOM OITUCAHUM Y MOMJIaB/by 3.2 BpIIU y CI0XKEHOCTU
O(y/n), o je HenpuxBat/bKBO 32 dpojese o pemmo 100 uudapa.

I Mpumep 3.4.10

Bpaitiumo ce na iipumep ca ioueitika 0607 ioinaéma u uponahumo uneeps opoja a = 5 io
mogyry n = 8. Baxcu p(n) = p(8) = 4 u ciioia sancu 5* = 1 (mod 8). Ogaitine
gobujamo 5 - 53 = 1 (mod 8), i@tj. 6poj 5> mod 8 = 125 mod 8 = 5 je myiliniiruxariueHu
uneeps 6poja b iio mogyny 8. 3aucia, 5 -5 = 25 =1 (mod 8).

VYkomuko je nak 0poj n npoct, TBphewe Ojnepose Teopeme ce cBoau Ha mainy depmaopy
Teopemy: a” ! = 1 (mod n), omaksie crenu:

a-a"2=1(modn). (3.6)

Tourro je 6poj n mpocT, Baxku . > 2, ogHOCHO 1. — 2 > 0, Te je BpeaHocT a™ 2 1enodpojHa
v nosutuBHa. CTora BakM Ja je ¢ = a” 2 mod 1 MyJITHIUIMKATHBHU MHBEp3 Opoja a mo
monyay ni. [IpuMeTumo aa je olie cTBap jeJHOCTaBHU]a, jep je BpeaHoct Ojiaepose pyHKIM]je
Opoja n yHampen mo3HaTa (v jegHaka n — 1).

| Mpumep 3.4.11

Ako jen = Tu a = 3, dowitio je 6poj m Gpocill, MYMAUTAUKATAUGHU UHEEP3 Opoja 3 o
Mogyny 7 movrcemo nahu iio popmyau a™ 2 modn = 3° mod 7 = 243 mod 7 = 5 u 3auciiia
éancu 3 -5 =1 (mod 7).

W3 xonrpyennuja (3.5) u (3.6) MOXeMO jeTHOCTAaBHO OJPEIUTH MYJITUIUTMKATUBHU MHBEP3
0poja a mo MonyJy 7. JequHO WITO ImpeocTaje jecte WTo ePUKaCHU]je U3pauyHaTH OAroBapa-
jyhu crenen dpoja a, mMTO ce MOXe U3BECTH KOpHUIIhemeM e(UKaCHOT alropuTMa 3a MOAY-
JIApHO CTeTeHOBatbe Opoja, Koju je cioxkenoctu O(log k), e je k BpeHOCT eKCIIOHEHTA.

Hanomenumo fa je y cutyaiyju Kajga 1 Hdje MpocT Opoj, MOTPedHO U3pauyyHATU BPEAHOCT
Ojnepose (pyHKLHje Opoja 1 WITO YKJbydyje hakTopu3auujy Opoja 12 U MOXe OUTU TekKaK
npodsiem. Mehytum, y cuTyaiyju Kajga je Opoj n mpocT, ajiu Takohe u Kajga Opoj n Huje
IPOCT &JIH j€ TO3HATA heroBa (pakTopusanuja, cioxeroct opor anmropurma je O(logn).

V HacTaBKy je Jatr alropuraM 3a pauyHame MYyJTUILUIMKaTUBHOI MHBEp3a Opoja a 1o MOyJ1y
7L 32 IPOCT Opoj N.
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3 Anre6apcku anroputmm

int puta_mod(int a, int b, int n) {

int stepen_mod(int a, int b, int n) {

return ((@a % n) * (b % n)) % n;

if (b == 0)
return 1;

int rez = stepen_mod(a, b / 2, n);

rez = puta_mod(rez, rez, n);
if (b % 2)

return puta_mod(rez, a, n);
else

return rez;

int modInverz(int a, int n) {

3.4.5 KuHecka Teopema O ocTauuma

return stepen_mod(a, n - 2, n);

[Ipema jeqHoj KMHECKO] JIETeH U, reHepal XaH XUH je, 4a Ou n3derao Ja III1jyHU ca3Hajy ca
KOJIUKOM je BOjCKOM KpeHyo y 00j, CBOM KypHpy J1aBao camo HH(GOPMAITHjy O OCTaTKy Opoja
BOjHHUKA y IpaBoyraoHoj ¢opmaimju. Hberose nopyke cy duie y HapeaHoj ¢popmu: ,,Kaaa ce
BOJHHLIM OPTaHu3yjy y penoBe o 1o 9, mpeocraje wux 4; ako cy y penouma of 1o 11, Huko
He IpeocTaje; ako Cy y peJoBuMa of mo 13, caMo jelaH mpeocTaje, a ako Cy y pefoBrMa
on mo 19, npeocraje wux tpojuna”. I'eHepan je Takohe cBOM Kypupy IpeHeo jaa je Opoj
BOjHHMKA JIPyrO HajMame pelleme OBOor MpodieMa. [InTame Koje ce mocTaBba je KOIMKAM
OpojeM BOjHUKA je reHepas 3anosefao. OBaj mpodsem ofrosapa T3B. Kuneckoj itieopemis o
ocriayuma, jeJHOM OJf CTaHIapIHUX IMPodJieMa eJleMeHTapHe Teopuje OpojeBa. [IpBu mo3Har
WCKa3 TeopeMe ce npunucyje kueckom matemarudyapy Cynsujy Cyanuusry usmely 3. u 5.
BeKka HoBe epe. PopMynIUIIMMO OBaj MPOdJIEM y CTaHIAPAHUM TEPMUHHUMA.
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Mpoo6nem

Aaitia cy gea Huza 6pojeear: Ty, T, ... ,Ty_1 U My, My, ... , TN, 1 UPU YeMY 30 C6AKU
ilap dpojesa HU3a ™ 8adxcu ga cy y3ajamHo upociuu. Ogpeguitiu Hajmarey O3UIUBAH OPO]
T 3a KOjUu 8adicu:

x mod my, = To
x mod my = T
rzmodm, ; = T, 4

Tpaoicu ce, gaxne, ga ce peuiu cregehu cucitiem KOHIpYeHUja io mogyny.

x = ry (mod my)

x =1, (mod m,) 3.7)

r=r, 4 (modm, )

Teopema 3.4.5 [KnuHecka Teopema o octauyuma]
Tocitioju dpoj x Koju 3agososvasa cucitiem Kouipyenyuja (3.7) u oH je jeguHcitigeH o mo-
gyy M =mg-my -...-m

n—1-

3.4.5.1 TIpyb6acuna

Y HauBHOM NPHUCTYITy pelliaBamy OBOT ITpodJiemMa pa3marpajy ce peaom dpojeBu oj 1 HaBuIle
O CKYITy IPUPOAHKX OpojeBa U ImpoBepasa ce 1a i Tekyhu Opoj 3amoBosbaBa Jate ycJoBe.
INomro yBek mocroju Opoj KOju 3aJ0BO/baBa OBaj CKYN jelHAYMHA, HA OBaj HAYMH OMCMO
0NN [0 peliera, ik y Opojy Kopaka IPOIOPIHOHATHOM TPakeHO] BPEeHOCTH &, LITO je
y Hajropem ciydajy O(M).

3.4.5.2 Anroputam 3aCHOBaH Ha npocejaBamy

INoctoju jemaH mocTynak KOju HUje NPEBUIIE MAaTEMAaTUUKK 3aXTeBaH, aJld KOJU HUje ONTH-
MaJlaH y CMHUCJTY e(pMKacCHOCTH (HO, MHOTO je 00JbU 0J] TpyOe cujie U 4ecTo ycrieBa Jia perin
podJieM yHyTap 3aaTHX BPEMEHCKHUX OrpaHuderpa). IIpucTynl je 3acHOBaH Ha NAMETHO]
nperpasu. Ako Opoj x ca dpojeM M, Jaje ocTaTak 7 OHZA je OH CUTYPHO jellaH Off 4WIaHOBa
ApUTMETHYKOT HU3A T, To + Mg, Tg + 2My, ... Y IIET/bU PeIOM IPOBEPaBaMo OBE OpojeBe
CcBe JJOK He HauleMo Ha IIPBU eJIEMEHT KOju IIpH JIeJberby ca 1 Jaje ocTaTak 1. Kaga takas
0poj 7, Hahemo (oH he OMTH HajMaU NIO3UTUBAH OPOj Ca OCOOMHOM /1A IIPH JIEJbEILY Ca 1
U My Jaje pedoM OCTaTKe T U T ), 3HaMo Ja he cBaku HapeJHU OpOj KOjH 3a[J0BOJbaBa TO
CBOjCTBO OMTH 4JIaH apUTMETUYKOr HU3A Ty, Ty + Mg - My, gy + 2 - Mg - my, ... Perom
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HpPEeTpaKyjeMo eJIeMEHTE OBOI HU3a JOK He HauheMo Ha eJIEMEHT 7'y, KOjU IIPH Je/belby ca
My Jaje OCTaTak r'y. ITocTynak ce HacTaB/ba TAKO HITO CE HAKOH IPOHANIAKERA 1’1o MIOCMA-
Tpajy OpOjeBU T1q, To1o + Mg - My = My, To1o + 2 - My - My - My U TAKO JaJbe, CBE JOK
ce He Hahe Opoj KOju 3aJ0BOJbABA CBA JIaTa OTPaHUYCH:A.

I Mpumep 3.4.12

Hpukasxcumo apeinixognu anriopuiiam na jegnom apumepy. Hexa je (ro,mg) = (2,3),
(T17m1> — (3, 5) u (7’2,m2) — (2, 7) Ba.?fcu gaje M — mo . ml . m2 — 105

Hocmampamo iipeo apuiimeiiuuky Hu3 To + k- mq uyju cy YNaAHOBU 2,5, 8 11, utg. uy
FoeMy Wpadxscumo ipeu Opoj Koju iipu gemerby ca my = 9 gaje Wpasiceru OCHamax v, = 3.
IIpsu twiaxas 6poj je oy, = 8.

Caga iiocmaitipamo nuz 7oy + k- (mg -my), wj. nuz 8, 23, 38 uitig. u y remy wpaxcumo iapeu
enementil Koju pu gesvery ca mqy = 1 gaje wipadicenu octiaimiax 2. To je opoj vy = 23,
KOjU je KOHauaH pe3yniiaii.

3.4.5.3 Anroputam 3acHOBaH Ha JlarpaH)xeBoM npuctyny
Hoxkaxumo TBpheme KnHecke Teopeme o octanmma. Jloka3 je KOHCTPYKTUBAH U J1aje OIIITH
aJIrOpUTaM 32 KOHCTPYHCAE TPaKeHOT Opoja x.

Jloxaz. OcHOBHA uzeja je UCTa Kao M y KOHCTPYKIUju JlarpaHxoBOr MHTEPHOIALMOHOT HIO-
juHoMa. IpernocraBuMoO ja yMeMO Ja OfipeiIuMo 1iesie dpojese Wy, Wy, ... , W,,_; TaKBe aa
3a CBAaKO ¢ BaXU Ja w, NPU Jesbery ca m, (IaTUM y IOCTaBLM Npodsema) Aaje ocraTak 1,
JIOK IIPU Jie/belby Ca CBUM JPYruUM OpojeBuma m;, j # 4 maje ocratak 0, Tj. Ja UMaMO HU3
OpojeBa w,; KOjU 3a10BOJbaBa YCJIOBE JaTe Y HapeIHO] Tadeu.

mod my modm; ... modm,_
Wy 1 0 0
wy 0 1 0
W,,_1 0 0 1

MHoxemeM dpojea w,; ca 7,; (JaTUM y IOCTaBLUM IpodseMa) 4o0Hjajy ce OpojeBH IpH Je-
ety ca m; Aajy ocrarak 0 3a j #iur;3aj = 1. 3ar10 ce jefHO X KOje 3310BOJbABA JaTH
CHUCTEM KOHI'DyEHLIMja MOKe KOHCTPYUCaTu Kao T = 7 - Wg + ... + 7,1 - w,,_;. Heka je
M = my-my - ... m,_,. Hajmame peleme T Koje 3a10BObaBa CUCTEM KOHIDyEeHIHja
ce poduja kao x = (1 - Wy + ... + 7,1 - W,,_1) mod M u nokasahemo ja je T0 jeauHO
pelere Marbe ox dpoja M.

n
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INokazahemo caza Ha KOju HAYMH ce MOT'y KOHCTpyHcaTy dpojeBu w,. Ilomro opoj w,; Mopa
nia Oyne nesbuB cBuM OpojeBuma m;3a 0 < j < nu j = 4, a OHH CY y3ajaMHO TPOCTH, OH
MOpa OMTH HEKHM YMHOaK BUXOBOT IPOU3BOA. YBEANMO O3HaKe 3a Te mpousBoje. Heka je:

M M M
ZO - —, Zl = T g ey anl —
my m, m

Haxie, z; je mpoussop cux dpojeam;3a0 < j <nwuj # 4. 3acBako 0 < ¢ < m Baxu:

1. z; =0 (mod m;) 3a j # i;

2. z; ¥ m,; cy y3ajaMHO IIPOCTU OpOjeBU.

3. z, IIpu Aebemy ca m,; He Jaje ocratak 1, Hero z; mod m,; (koju MOXe, ajlu He Mopa
outu jenHak 1).

Ilpea nBa ycioea Ham oAroBapajy, aad nocieqmu He. [la Oucmo on ocraTtka z; mod my;
JOOUIN 3KeJbeHU OCTaTak 1, JNOoOMjeHu Npou3BOJ 2; Tpeda HEKako MOAeIUTH OpojeM
z;modm;. Jla paqumMo ca peaJHUM OpojeBUMMa, BPEIHOCT 1 OMCMO JOOWIM pealHuM
femereM ca z; mod my;, Tj. MHOXemweM ca koeduuujertoM 1/(z; modm;). V mogynapHoj
APUTMETHIIN JIeJbeHhE Ce M3BOJN MHOXEHEM MHBEP3HUM ejieMeHToM. CTBap 3aTo MOXEMO
HOINPABUTH TAKO LITO Z; HOMHOKMMO MOAYJIAPHUM MHBEP30M Opoja z; mod 1m; 0 MOIy.Ly
m,; (a KOjU je UCTU Kao MOJyJapHU UHBep3 Opoja 2, 1o Monyily m,). Haume, MHOXeme
OwI0 KojuM OpojeM He MOXe HapylUUTU AEeJbUBOCT U CBU OCTALlM KOjU Cy OWIM Hyna octahe
Hyna. bpoj z; 1j. z; mod m; uma MoayJapHU MYJITUIUIMKATUBHU MHBEP3 IO MOAYJY 1M,
(Jep cy z; U m; y3ajaMHO IIPOCTH), I1a HETOBO MHOKEHE TUM MHBEP30M Jaje BpeaHocT 1
1o Moayiy m,. Jakie, koepuiujeHT KojuM MHOKUMO Tpeda Ja Oyze jeqHaK MOIyJIapHOM
MYJITUILIMKATUBHOM MHBEp3y Opoja z; Tj. z; modm, no Momynay m,. OOenexuMo Taj
UHBEp3 ca y;. Baxu:

Yo = 25" (mod my)

Yy, = zl_l (mod my)

Yn_1 = 2ty (modm,, ;)

OBe MHBEp3e MOXEMO OJPEIUTH, Ha puMep, npomupeHnM Eykmunosum anropurmom. a-
KJIE, aKO YMECTO z; TOCMaTpaMo dpojeBe y; - z; JoOHjaMo OpojeBe 3a KOje Baxke 00a KebeHa
CBOjCTBa!

Loy -2
2.y

0 (mod m;) 3a j # i;
1 (mod m;).
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Osa cBojcTBa HaM oMoryhagajy 1a Ha cineiehu HauuH Ae(PUHHAIIEMO OPOJEBE Wy, Wy, -.. y Wy,_ 1
KOjU 3aJI0BOJbaBajy 3axTeBe W3 IpeTxoiHe Tadese (pauyHamem octatka ca M cBojcTBa
0CTajy J1a Baxe, a BpeIHOCTH OpojeBa ce MOTeHLMjaIHO CMakbyjy LITO OJIAKIIABA PAuyH):

wy = (Yo - 2) mod M
wy = (yy-z)modM
Wp—1 (yn—l ’ Zn—l) mod M

Henocpenno ce mpoBepasa 1a dpoj

x=(rg-wy+..+7,1 w,_;)modM

IIpe/iCTaBsba pelliee cucteMa (3.7) Tj. Jaje ocTaTak r; IpU Jejbery ca m,;. Haume,

zmodm; = ((roypzo+ Y121 + -+ 7p_1Yp_1%n_1) mod M) modm,

(roYozo + TY121 + oo + T 1Yp_1%,_1) modm;

T;Y;2; mod m;
= ’[”Z.
Jlpyra jemHakocT y OBOM HHM3y BaXu Ha OocHOBY Tora mro je M modm,; = 0, tpeha Ha
OCHOBY TOra IITO je y; - 2; = 0 (mod m;) 3a j # i, a YeTBPTA HA OCHOBY CBOJCTBA Y, * 2; =
1 (mod m;) n unmennue ga je 0 < r, < m,.

INokaxumo na cBa pelterba cuctema (3.7) 1ajy McTu octatak npu aesbemy ca M. Pazmorpumo
Ba pelliewa T, U To. Baxku:

m | (21 — o), my | (T — @3), ey My | (21 — 29).
C 0031poM Ha TO 1a Cy CBU My, My, ... , M,,_; y3ajaMHO IIPOCTH, BAXU U 1
Mo My e My | (T — Ty).

Hakuie, Baxu 1a je v, = x, (mod M), Tj. pewee je jeaquHcTBeHo mo moayny M = my, -

ml T eee * mnil.
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Homrro y untepsany [0, M) se nocroju dpoj pasmwaut ox & = (1 - Wy + ... + Ty *
w,,_1) mod M Koju je KOHrpyeHTaH ca x 1o MoayJy M, x je jeArHO MO3UTHBHO pelieHe
cuctema (3.7) mamwe on M. Tume je mokazaHa Kunecka Teopema o ocranuma. O

Ha oBoj uyeju 3acHuBa ce U e(pUKACHHjU aJITOPUTaM 3a pelliaBambe MojaszHor mpodiema. Heka
cy OpojeBd m,; U T,; IPEACTaBJbEHN MALIMHCKAM THUIIOBMMA M HEKa je dpoj yciosa (0poj m)
MaJId, TaKO Jia Cy u3pavyHaBare npoussoza M v npoussoga z; onepanuje cioxenoct O(1).
HajzaxTeBHHja onepanyja je IpoHaIakemhe MOIyJIApHAX HHBEP3a OpojeBa 2;, M OHa Ce U3BP-
masa y Bpemeny O(log M) (jep je z; < M), WITo je 1 CIOKEHOCT LEJIOT AITOPUTMA.

I Mpumep 3.4.13

Bpaitiumo ce na itonasnu ipumep u uspauyHajmo KoMKom je eojckom ienepan Xan XuH pyko-
soguo. Ako je T Opoj eojHuKa, 3agariie Ycro8e MOHCEMO ga 3auumemo Ha cregehu Hauum:

Osnavumo ca M = 9-11-13-19 = 24453 uca: 2y = % = 2717, 2, = ¥ = 2223, 2, =
M =1881, 23 = 3 = 1287,

H3pauynajmo mogyrapre myanuiaukaiiuste uHeep3e osux dpojesa:

Yo = 2o  =2717 'mod9 =8 'mod9 =38

Yy, = 272=2223"1mod11 =1"'mod11 =1
Yy = 250 =1881"1mod13 =9"'mod13 =3
ys = 230 =1287"1mod19 = 14"'mod 19 = 15

Ha ocrosy oeux epegrociiiu, modicemo uspauyHaiiiu iioimipedue opojeee w,:

wy = Yo ZymodM = 8- 2717 mod 24453 = 21736
Yy - 2y mod M =1 - 2223 mod 24453 = 2223
Yy - Zomod M = 3 - 1881 mod 24453 = 5643
wg = Y3-zgmod M = 15 - 1287 mod 24453 = 19305

£
I

g
N
I

Haiioxon gobujamo:
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x = (rg-wy+..+7, 1 w,_;)modM
= (4-21736 +0-2223 + 15643 + 3 - 19305) mod 24453
= 3784

C ob3upom Ha o ga je peueHo ga je Opoj 8ojHUKA gPYIO HajMarbe peuterse 0801 podaema,
yKyiian 6poj éojnuka jegrak je v = 3784 + 24453 = 28237

PasmoTrpumMo cajga MMIUIEMEHTAlM]y pellieha MOJa3HOr MPpodyieMa 3aCHOBAHOT HA TBphHEwy
Kunecke Teopeme o ocraniuma. 3acedbHO Cy UMILIEMEHTUpaHe cadupara U MHOXKEHa M0 MO-
Iysy (OBMM Ce OCTaTakK IpH Jie/beiby padyHa U yelhie Hero ITo je TO 3aiCTa HEOMXOIHO, ajln
je modujeHu mporpam IpersieTHIj1).

// na osnovu Kineske teoreme o ostacima se izracunava rezultat tako da
// za sve elemente nizova m i1 a vazi da je rezultat mod m[i] = r[i]
// funkcija vraca da li je rezultat bilo moguce nact
bool kto(const vector<int>& m, const vector<int>& r, long long& rezultat) {
// broj zadatih uslova (m.size() == r.size())
int n = m.size();
// racunamo proizvod svih modula
long long M = 1;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
M *= m[i];

rezultat = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// racunamo zi
long long zi = M / m[i];
long long yi;
// racunamo yi kao inverz broja zi po modulu m[1]
if (!modInverz(zi, m[i], yi))
return false;
// na rezultat dodajemo sabirak ri*yi*zi mod M
// funkcija pm racuna proizvod, a zm zbir po modulu M
rezultat = zm(rezultat, pm(r[i], yi, zi, M), M);



3.4 MoaynapHa aputmeTuka 401

return true;

3.4.5.4 AnropuTam 3acHoBaH Ha be3syoBoj Teopemu

IMope omimTer MOCTYIKa 3a peliaBambe MpodyieMa 3a k ocrataka, y cydajy camo Ba OCTaTKa
MOCTOjU CIMYaH MOCTYNAaK, KOjU ce 3aCHMBA HAa TOME Aa YMEMO Ja PElIMMO CUCTEM Off /1B
jenHaumHe (JBe KOHTpyeHIMje), MpuMeHoM be3yoBe Teopeme.

3a y3ajaMHO IIpocTe dpojeBe 1M U m,, Ha OCHOBY be3yose TeopeMe 1ocToje OpojeBu Y, U Yo
TAKBU Ja je Y - My + Yy - My = 1. MorKe ce 1aKo NoKa3aTu Aa KoepULjeHT Y, MpeAcTaBba
MOJIyJIJapHU UHBEP3 Opoja 1 10 MOIYJLy 1My, 10K KOe(ULUjeHT Y, MpeJICTaBba MOLYIapHU
MHBEP3 Opoja 1My 10 MOAYJLY 1. 3aTO OpOj T1g = Ty - Yo * My + To * Yq - My Tj. HETOB
OCTaTaK Mo MOJYJLy 170, - 1105, €EBEHTYaJIHO yBehaH 3a 11 - M4 aKO je HeraTuBaH, IIPU Je/beby
ca my Jaje ocTaTak rq, a Ipy Je/bemby Ca My Jaje OCTATAK T'y.

Baxu na je

Tig =T1 " Yg My + Ty Yy My

Ty Yo Mo+ Ty Yy My +Ty Y -My — 7Y My
Ty (Yo - Mg+ Yy cmy) Fyp omy - (rg — 1)
=7y +y-my-(rg —7q)

3aT0 je ocTaTak Ipu JebeY T 19 OPOjeM 1M, jeoHak 7.

CMYHO ce JOKasyje U J1a je T1o = Tg + Yo - My + (1] — r'y) 1A je OCTaTaK NPy JEIbEHY X1y
OpojeM M4 jedHaK Ty.

HaxJe, ako KuHecky Teopemy o octanyMa MpuMeryjeMo Ha ABa Opoja, He MOpaMo ABa MyTa
HE3aBHCHO payyHaTH MOJyJIApHU UHBEP3, HEro 0da norpedHa koeuirjeHTa MOXeMO J0OUTH
jeAHOM IPUMEHOM MpormmpeHor EykinaoBor anroputma.

Axo nma BHIe OpojeBa Ha Koje je MoTpedHo mpuMeHHTH KuHecky Teopemy o ocranyma,
HaKOH ojipehuBama pelema 3a pBa JIBa, UCTU NIOCTYIIAK ce MPUMERYje 1a ce opeau dpoju
KOJH IIPU JIEJbEMbY Ca 1M1 - My Jaj€ OCTATAK X149, & IPU JEJLERY Ca M3 JIaje OCTaTaK I's. AKO
je k > 3, mocrynak ce HacTaBJba Ha MCTU HAaUMH, JIOK CE He JJoOUje KOHauaH pe3yJITar.

ITpuBpemeHu pe3ynTaTé MOTY Ja [IpeKkopaye orcer 64-d0UTHOT TUIIA, YaK UAKO Cy CBU T'; U 1M,
32-OuTHU 1le7MX OpOjeBU U aKO ce MOJYJIM pauyHajy Ipe ¥ HaKOH CBaKe OIepalije MHOXKEHA.
Hauwme, y dopmymu (14 - Yo - My + 7y - Y1 - my) mod (m; - my) ce MHOXKE JBa IyTa 110
Tpu 32-OuTHa dpoja, a MOLYN 1M - 1M, MOXE OUTH IPUWIMYHO BEJHMKU Opoj (jep je modujeH
MHOXereM JiBa 32-0outHa dpoja). To ce Moke MPeLyPEUTH aKo ce IPUMETH Ja je (71 - Ys -



402 3 Anre6apcku anroputmm

my) mod (my - my) = my - ((ry - yp) modm,) u ma je (ry - yy - my)mod (my - my) =
my - ((ry - Y1) modmy).

| Mpumep 3.4.14

pukasxcumo apeinixognu anriopumiam na jegnom upumepy. Hexa je (ri,m;) = (2,3),
(TQ,TTZQ) - (37 5) u <T3, ms) — (27 7) Ba.?fcu gaje M - mo . ml . m2 - 105

IIponahumo iipeo dpojese y, u Y, Wiaxee ga je y; - My + Yo - Mo = 3Yy; + dyy = 1. Badxcu,
Ha ipumep, ga je y;, = 2uy, = —1, jepje3 -2+ 5-(=1) = 1. Tpagxcenu poj je
Tig =T1 Yo -My+Ty-yy-my =2-(—1)-5+3-2-3 =8 Oniipugewery ca 3 gaje
ocriaiiax 2, a upu gemwery ca ca b gaje ociiamiak 3.

Y napegrom kopaxy iwipadcumo opoj wiaxas ga upu gesersy ca m, - My = 15 gaje ocwiamiax
Ty = X1y = 8, aiipu geswervy ca ms = 7 gaje ociiamiak v = 2. 3aitio ogpehy jemo dpojese
Y1 u y5 maxee ga je 15y + Tys, = 1. To moty buwitiu dpojesu yy = 1 u yy = —2. Tpascenu
opojjeiaga8-7-(—2)+2-15-1 = —82 iuj. —82+ 105 = 23 (iowitio je —82 neiaitiusan
yeehasamo ta 3a (m,my)ms = 105).

3aparak: bunujap

Bunujapcku cTo je mpaBoyraoHOT 0OJIMKA JUMEH3H]e 11 X 11 ¥ UMa YeTUPH pyTie y holKoBUMaA.
JlornTuia ce yzapa u3 mosba ca 1enodpojHUM KoopauHatama (i, y) (IIph 4eMy TO He MOXe
OWTH Heka pyma), IyX JUHUje KOja je mapaJjiesiHa WK je TIOA YIJIOM ofl 45 CTEeNeH! Y OHOCY
Ha HEKy OJf BHIIA CTOJIA. AKO MPETIOCTaBUMO Jia JIONTHUIIA He YCIIopaBa CBOje KpeTame, 1a
ce 0J] CBaKe MBHUIIE 0A0Mja 1oJ yIiioM o 45°, fa je BeoMa MaJla U ja y pyIly ylaja camo ako
Cy jOj KoopAMHATe IeHTpa jeJHaKe KOOpPIWHATU pyIie, HATMIIY Mporpam Koju oapehyje ma
Jm he nonTyua HeKala ynacTi y pyIy U ako xohe y Kojy pyny he ynacru.

Omnmuc yiaa3a

Ca cranpapaHor ynasa ce yuurana 6 nenux opojeBa. Jumensuje cromamun (1 < m,n <
109), koopauHaTe niouetHe nosutje Jonrue t Uy (0 < x < mu 0 < y < n), Tako aa Te
KOOpAMHaTe He o/ipeljyjy pymy ¥ XOPU30HTATHA U BEPTUKATHA KOMIIOHEHTA Op3KHE JONTHIIE

v uv, (=1 <wv,,v, <1).

Onuc usjaasa

Ha cranpapanu n3nas nenucatu KoopavHate pyne y kojy he ynactu nontuua wim —1 ako he
ce JIONTHUIa OECKOHAYHO Ayro oA0HujaTy.
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ITpumep 1

Yaaz Hznaz  Objamrverve

4322-11 00 [Iytama jonTHLe je NpuKa3aHa Ha CIMLU.

! !

’—>

IIpumep 2 IIpumep 3

Yaaz Hznaz Yaaz Hznaz

442011 -1 10 16 1061 -1 0 -1

Pelwewe

CnyyajeBu Kaja ce JIONTULIA UCajby je MapasesHO Ca UBULIOM CTOJIA CY TPUBHUjaJIHU U MOTY
ce jeJHOCTaBHO JTUPEKTHO pa3pemuTy. [IpernocraBUMo 3aTo ja je JIONTHLA UCTIaJbeHa Ty XK
HEKe KOoce IpaBe.

Obene:xuMo ca 1, MOYETHO XOPU30HTAIHO PAacTOjame Koje JonTula npehe o mweHor nover-
HOT TI0JIOKaja JIo JIeBe Tj. JeCHe MBHIIE CTONA Ka K0joj ce Kpehe unm ce ncnaym. Pactojame
T, Ouhe jelHako HyJM aKo ce JIONTHLA Beh Halasy Ha JIeBOj WIX JEeCHOj UBULIM, douhe jen-
HaKO  aKo ce JIONTHIIA MCTIa/by j€ HaJIeBO WM 1M — I aKO Ce MCIasby je HafecHO. TokoM cBor
KpeTama JIONTHLA Ce HaJla3! Ha JIEBOj I Ha AECHOj MBHLIM CTOJIA Ka/la XOPU30HTAIHO Ipehe
pacrojame T,,, HAKOH Tora Kaja JoAaTHo Ipehe jeaHy mupuHy crona (kaga npebe r,, + m),
HAKOH Tora Kajla 1oJaTHO Ipehe jow jeaHy mmpuHy crona (Kaga npebe 7, + 2m) u Tako
nawe. [axie, montuia he OuTHU Ha IEBOj WM IECHOj UBUIIM Kaja je MyXKHWHA HeHor mpehe-
HOT ITyTa y XOPU3HOTAJHOM IIpaBLly jefHaKo 7, + k,m, 3a HeKko uenaodpojHo k. IMomro
Jje TIOYEeTHO pacTojame 7, JO HajOJIu:Ke UBULIE YBEK Marmbe OJ LIMPUHE CTOJIA 17, JIonTHUla he
dUTH Ha JIEBOj WM IECHOj MBHLM aKO M CaMO aKO j€ OCTATaK IIPH JeJbeHYy XOPU3OHTATHOT
pacrojama ca m jegHak 7,,. Ciuuso, gontuia he OMTH Ha TOPHOj WM JOH0] UBULH CTOJIA
aKO M CaMO aKo je OCTATaK NPH Je/beHbY BEPTUKAIHOT pacTojarba ca n jefHak r,, rie je r,
MOYETHO PacTOjame O FOPHE WK JOHE UBUIE Ka KOjoj je jontuua ucnasena. Ilomro je
VMHTEH3UTET XOPU30HTAIHE U BEPTUKAJIHE KOMIIOHEHTe Op3VHE yBEK jefHaK, YKYITHO XOpH-
30HTAJIHO U BEpTUKAIHO IpeheHo pacrojame duhe yBek jeaHako. [Hakie, sontuna he Outu
y PYIY Ka/ia XOPU30HTAJIHO U BEPTHKAIHO Mpehe HajMame pacTojarme 7 TAKBO J1a je OCTaTak
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IIpy ACJbEHY 1" €a 11 JE€AHAKO 7', X KaJla J€ OCTaTak IIpU ACJbEY 7" €a 11 JEAHAKO T‘y.

Kama cy r,, u r, jenHaku Hy1u (Kaja ce JIONTHIA HA MOYETKY HAJA3H y pynu), 7 he duru
H3C 6pojesa m u n. Kaga Hucy, oHzaa ce r Moxke opeanuTu npuMeHoM Kunecke teopeme o
ocrarMa. BpojeBu m u n He Mopajy OMTH y3ajaMHO MPOCTH, Ma ce He MOKEMO JUPEKTHO
MO3BaTH Ha OCHOBHU 00JIMK Teopeme. Heka je d Hajeehu 3ajenquuuku aenuan Opojesa m u
n. JlokaxXuMo fia JIoNTa ynaja y pyly ako U caMo ako OpojeBU 7', U T, UMajy UCTU OCTaTaK
npu Jesberby ca d.

Y

Tpetnoctasumo jia je 1, = ¢, - d +r,umajer, =q, -d+r,,3a0 < r,,r, <d. Axo
01 10CTOjao Opoj 7 KOju DM aBaO OCTATAK 7", TIPU ACIbCIbY Ca 110 M OCTATAK 7'y, IIPH [AC/beIbY
can, BAXWIO Ou 1a je = ¢, - m+r, = g, -n+r,. Houro je d nenwar dbpojeBa m u n
BAKUIO OM 1 je g, - (m” - d) +q, -d+71, = q,(n"-d)+q,-d+r,. 3ato pasmaka 1, — 7,
Mopa OuTH JiesbrBa ca d, a IOITo cy 00a Ta Opoja Mara o d, OHU MOpajy OUTH jeHAKH.
Jlaksie, ako peleme MOCTOju, OCTaTaK Ipu Jiejbekby OpojeBa 7, U 7, ca d MOpa OUTH UCTH.

Jloka3 cynmpoTHOT cMepa je KOHCTPYKTHBAH U JaT je y HaCTaBKY.

Y

Ako DpojeBu 1, 1 T, iajy MCTU OCTATaK NpH Je/berby ca d, Taja 3a/1aTak MOKEMO PELUHTH
MaJjio MoardrKoBaHOM IpuMeHoM KuHecke Teopeme o octaruma. TBpaumo j1a he mocrojatu
JEOVHCTBEH Op0j MamU 0[] HajBeher 3aje JHUUKOT cap:kaola OpojeBa 1m U 1. (KOjU je jeIHaK

(m - n)/d) koju npu neberby ca M Jaje OCTaTaK T, a PU JIe/berby ca N 1aje OCTaTak 7.

Kopumhemwem Besyoe Teopeme mspasumo d = ¢,,, - m + ¢,, - 1, 3a HEKE LETODPOJHE KO-
epujente c,, u c,,. CkpahuBambem ca d nodujamo na je c,, - (m/d) + ¢, - (n/d) = 1.
TpaxeHo pemerse je opoj (7, - ¢, - (n/d) +r, - ¢, - (m/d))mod ((m - n)/d).

int m, n, X, y, vx, vy;
cln >> M >> n > X > y > VX >> Vy;
if (vx == 0 && vy == 0)

cout << "-1" << endl;
else if (vx == 0) {

if (x '= 0 && x !=m)

cout << "-1" << endl;
else if (vy > 0)

cout << x << " " << m << endl;
else
cout << x << " " << 0 << endl;

} else if (vy == 0) {
if (y '=0 8&& y !=n)
cout << "-1" << endl;
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else if (vx > 0)

cout << m << << y << endl;

else

cout << 0 << << y << endl;
} else { // loptica se krece dijagonalno
// horizontalno rastojanje potrebno da loptica dodje do leve ili
// desne ivice
intrx = (vx>02(m-X): XxX)%m;
// vertikalno rastojanje potrebno da loptica dodje do gornje ili
// donje ivice
intry=(vyw>072(n-y):y)%n;
// horizontalno 1 vertikalno rastojanje koje loptica predje dok ne
// upadne u rupu
long long r;
// rastojanje odredjujemo primenom KTO
if (!'kto(rx, m, ry, n, r))
// loptica nikada ne upada u rupu
cout << "-1" << endl;
else {
// prva ivica koju loptica dodirne

int prva_1ivica_x; // 0 je leva, a 1 je desna

if (x == 0) // vec je na levoj ivici
prva_ivica_x = 0;

else if (x == m) // vec je na desnoj ivici
prva_ivica_x = 1;

else // zavisi od brzine

prva_ivica x =vx < 0?20 : 1;

int prva_1ivica_y; // 0 je donja, a 1 je gornja

if (y == 0) // vec je na donjoj ivici
prva_ivica_y = 0;

else if (y == n) // vec je na gornjoj ivici
prva_ivica_y = 1;

else // zavisil od brzine

prva_ivicay =vy <0 2?20 : 1;
// broj prelaza stola koja loptica napravi
long long broj_prelaza_x = (r - rx) / m;
long long broj_prelaza_y = (r - ry) / n;
// koordinate na kojima se loptica nalazi
int rupax = (prva_ivica_x + broj_prelaza_x) % 2 ==0 2 0 : m;
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int rupay = (prva_ivica_y + broj_prelaza_y) % 2 ==0 2 0 : n;

cout << rupax << << rupay << endl;

3.5 RSA kpuntorpadmja

RSA (Pusecii'?, llamup'?, Agreman'*) je anropuram koju je ysesen 1977. rouse 1 Koju ce
Y JJaHaC MHTEH3WBHO KOPUCTH Y MHOTUM OOJIaCTUMa NpUMEHe padyyHapa. Y HacTaBKy hemo
OIKCaTU OBaj aJrOpUTaM U THUME IPHUKA3aTH KaKO Ce aITOPUTMH M KOHLENTU KOje CMO JI0
caJja 'y OBOM IIOIVIaBJby YIO3HAJIM JIETIO KOMOWHY ]y ¥ 1ajy BeoMa 030WbHY, peaHy NpUMEHY.

OcHoBHa nofiea Kpuntorpad)CKUxX ajaropuramMa je Ha:

* cumemipuuHe, KOju TIOApa3yMeBajy Ja ce 3a mudpoBame U AemmnppoBamke Mopyka Ko-
PUCTH UCTH KJbY4 U

* acumeitipuure, KOjU TIOpa3yMeBajy 1a ce 3a mugpoBame 1 AemuppoBamke MopykKa
KOPUCTE Pa3InIUTH KIbYUeBH.

Ode BpcTe anroprtama ce KOpUCTe y CABPEMEHO j eJIEKTPOHCKOj KoMyHHKaIuju. CuMeTpruvHa
Kpunrorpaguja je Op:xa, aju je mpodiieM pa3MeHa KjbyueBa u3Mely cTpaHaka Koje KOMyHH-
uupajy. AcumeTpryHa Kpunrorpaduja He 3aXTeBa pa3MeHy KJbyueBa, ali je CopHja U Mame
curypHa. OOWYHO ce acuMeTpuyHa Kpunrorpaduja yrmorpedbasa y MpBoj ¢a3u KOMyHHUKA-
[Ije TOKOM KOje ce YCTaHOBJbaBa UJICHTUTET CTPaHaKa KOje KOMYHUIIUPAjy U pa3Memyje ce
CHUMETPUYHHU KJbYY KOjH CE JIajbe KOPUCTH y Ipyroj (a3su KOMyHUKalpje (Ha mpumep, Tako
pagu potokon TLS, koju je ocHoBa mmdpoBaHe KOMYHHKalMje Ha BeOY).

AcumeTrpuyHa Kpunrorpaduja nogpasyMmena Jia ocoda Koja nprmMa nopyke uMa cBoj:

* jasHu K/by4 KOJH je MO3HAT CBMMA M KOjU OHAj KO Iasbe MOPYKY KOPUCTH 3a Mmdpo-
Bame, U
* liajuu K/byv KOJU je caMo HOj TIO3HAT KOJU OHA KOPUCTH 3a e poBarbe.

Anroputam RSA ce cmaTpa 3aueTHUKOM acumeTpuuHe kpurnrorpaduje. U mudppoBame 1
JenndpoBame ce Bpllle MOMOohy CTeNeHoBamwa Mo MoayJry 1. Y anroputmy RSA jaBHU Kibyu
je map dpojesa (e,n), a TajHu Kibyd (d,n) (KOPHCTUMO CIIOBO € 3a encryption, Tj. mdpo-

12Ponana Pusect (enrn. Ronald Rivest), pohen 1947., amepuuku kpunrorpad u uHgpopmaTiyap.
13 Ayt Ilamup (enrt. Adi Shamir), pohen 1952., uspaesicku kpurnrorpad.
14 Jleonapn Anneman (enrn. Leondard Adleman), pohien 1945., amepuuxy nH(popMAaTHIap.
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Bame, a d 3a decryption, Tj. nenmdposame)'’. Illudpyje ce nopyka (eHri. message) m u
noduja ce mudpar (eHr. cypher) ¢ Tako aa Baxu ¢ = m*® mod n. Behu nokymenTu ce gene
Ha Mame MOpYyKe U CBaKa MOpyKa 1M ce MPEeACTaB/ba OPOjeM MAambUM Of 1 U 3aCeDHO ce M-
(¢pyje. BennunHa nopyke 3aBHCH Of BeluurHe KibyueBa. [lopyke He mory ga dyny Behe
0] BeJIMYMHE Kibyda. AKo ce OpojeBu d M e mpexacrasibajy ca no 4096 durosa, mopyke m
cy oduyHo BenmumHe oko 500 HajToBa M YecTo ce OoMyHaBajy J0JaTHUM HACYMHYHO TeHe-
pucaHuM OajToBUMa, Ja OM ce CIIPEedMIIo Jja ce UCTe MOpyKe yBeK MMdpyjy Ha UCTH HAYMH.
KipydHO CBOjCTBO KOje MOpa OUTHU UCIYH-EHO je Ja ce omnepaidje mucpoBama U Jemudppo-
Bakba MOHHIITABA]Y, Tj. A ce JemmgpopareM mudpara ¢ u3padyHasambeM c& mod n 1oduja
opuUrMHajiHa rmopyka m. Jla Ou 0BO CBOjCTBO BaXWIIO, JOBOJBHO je Ja OpojeBu € u d Oymy
MehycoOHO HHBEP3HH 110 MojyIy (1), WTo je jenHocraBHa nocneauna Ojiepose Teopeme.

Teopema 3.5.1 [RSA: pewuncpoBamse wudgpoBaHe nopyke]

Ako cy 6pojesu e u d mehycodno uneepsnu iio mogyny p(n), wj. ako je e - d =
1 (mod p(n)) u axo je iopyka m < n yzajammo Gpocita ca Gpojem N, WAGA EaHCU

c? = (m®)? = m (mod n).

Joxas. Tlomro je e - d = 1 (mod ¢(n)) dpoj e - d — 1 je pemwus ca p(n), 1j. mocroju k
TakBo 1a je e - d = ky(n) + 1. Tourro cy m u 1 y3ajaMHO mpocTH, Ha ocHoBY Ojiepose
Teopeme 3.4.2 Baxu ga je m¥") = 1(modn). 3aro je

c? = (m®)? = med =m0 = (meE o =1 . m=m (modn) O

Jakse, ako jaBHU KJby4 caapku Opoj e, Tana Opoj d Tpeda u3adepaTu Kao HeroB MHBEP3 MO
Moyity ¢(n). BpojeBu € 1 n Cy MO3HATH HaTaiavy, ajiu KeJIMMO JIa OH HE MOXKE Y PA3yMHOM
BpeMeHy Jia u3padyHa d Ha OCHOBY WuxoBe Bpeguoctu. 1llTa je To mro he Hama omoryhutu
/1a TIPUJIMKOM TeHeprcarba K/byJyeBa u3pauyHamo d, a IITO HeJoCTaje Hamagavdy aa Ou U OH
TO Morao edukacHo Ja ypaau? To mITO MM y TPEeHYTKY TeHepucarma KbydeBa MOKEMO Ja
3HAMO BPEIHOCT (N ), a Hamajavy je norpedHO OrpOMHO BpeMe jia of . u3pauyHa o (n).
[lIra o1 Hama omoryhusio ma 6p3o uzpauyHamo @ (n)? Ako drCMO 3HAIM (aKTOPHU3ALHU]Y
Opoja n, oHga du m3pauyHaBame Ojaepose PyHKIHje Orto jeqHocTaBHO. [IpernocTaBuhemo
3aro Ja ¢cMo Opoj 1 ojadpanu Kao MPOU3BOJ HeKa JABa mpocrta dopoja p u g. Hbux hemo
VICKOPHMCTUTH TIPUIIMKOM TeHepHcama KibydeBa € U d U u3padyHaBarba BPeIHOCTH p(n) u
3a00paBUTH OIMax HakKOH Tora (Hurge ux Hehemo 3amucaru). Ilo3HaBame pakTopusanuje
n = p - ¢ Ham omoryhasa Ja eukacHo u3pauyHamo BpegHoct (n) = (p — 1) - (¢ — 1)
(kojy hemo Takohe 3adopaBUTH OJMaX HAKOH I'€HEpHCarba KJby4eBa), a 3aTUM [ja HA OCHOBY

SMoxe ce cmMaTpaTé U 1a cy KibyueBH OpojeBd e u d, MehyTuM, TOoWTo je 7 MOTPedHO 3a M3padyHABaIbE
CTereHa 1o MOJyJ1y, U mera hemo cMarparu esioM 00a Kiby4a.
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BPEIHOCTH JIeJ1a JABHOT KJby4a € U3pauyHaMO HeroB MOIyJIapHi UHBEP3 d (110 Moayiy ¢ (n)),
HITO ce JIAKO paau KopuitheweM npormupeHor Eykiuaosor aaropurma.

Hakuie, anroputam RSA panu Ha cnegehu HauuH.

1. T'eHepucame KJbydeBa 3arl0Urbe TeHEPUCAmhEeM Ba IIpocTa Opoja p U q 1 oapehrBameM
BpPEIHOCTH MoayJia n = p-q. bpojeBu p u q Cy TajHH, jeAHOKPATHO Ce yNOTpedibaBajy
1 oMax 3a00paBibajy (HUTIE ce He cKiiaauinTe). bpojeBu p u ¢ ce reHepuiry Kopuiihe-
HBEM IeHepaTopa HACYMUYHHUX OpojeBa, CBE JIOK ce He YCTAaHOBH Ja Cy IpocTu. bpojeu
P U g MOpajy OUTH BEJIMKH U BUXOBA pa3ivKa MOpa OUTH BEJIHKA.

2. WspauyHasa ce Bpeatoct OjiepoBe (pyHKImje ¢ (n) (1 oHa je TajHa, ynorpedbasa ce
JEAHOKPATHO W HUTJIE HE CKJIAJUIITH). Y MoraBjby 3.3 0 MyJITHUIUTMKATUBHUM (DYHKIIU-
jama je oKa3aHo f1a je y ciyuajy n = p - ¢ Bpeasoct p(n) jennaka (p—1)- (g —1),
TaKO Jja Ce OHa JIAKO U3pauyHaBa KaJa ce 3Hajy OpojeBU p U g.

3. Bupa ce BpesHOCT jaBHOT KJbyua €, TakBa jia je 2 < e < ¢(n) u 1a je e yzajamHo
npocto ca ¢(n). BpegHocr e ce yecto dupa kao Maiu 6poj (Kaa je e Maiu opoj, cre-
NeHoBame ce Op:ke Bpin). Moxe ce ogadpatu Ja je e npoct Opoj (drmMe ce 0de30ehyje
J1a ce JaKIle UCITUTA J1a JIM je y3ajaMHO MpocTo ca (n)). Joun vernhe, y3uma ce Heka
BpeaHocT obmika 2F + 1 (ump. 216 + 1 = 65537), y unjem je SunapHOM 3amucy Mano
jeauHuna, mro ode3delyje epuracHO MOIYIAPHO CTEIICHOBAME.

4. Bpennocr d ce oapehyje ka0 MOIyJIapHU MYJITUIUTUKATHBHU UHBEP3 BPEIHOCTH € TO
mozyny ¢(n), Tj. Tako na Baxu na je € - d = 1(mod ¢(n)). Oua mocroju (jep je
€ 071aDpaHo TaKo J1a je y3ajaMHO HPOCTO ca ¢(n)) 1 MOKe ce e(PUKACHO M3paYyHATH
HEKUM OfI paHUje OIMMCaHuX ajroputaMa (mpe cBera npomupeHuM EyKinaoBuM anro-
putMoM). AKo ce e omabepe Kao Maji 6poj, BpeAHOCT d MOKe OUTH IPUITNYHO BETUKH
0poj, o 3Hauu 1a he ce mmppoBame BPIIUTU Opke Hero AetngpoBambe.

5. Topyka m ce mmdpyje upadyHaBameM BpeaHocTd ¢ = (m®) mod n.
6. Topyxa ce aemmdpyje u3pauyHaBameM Bpeasoctd m = (c%) mod n.

HemmgpoBame je KOpeKTHO Ha OCHOBY TeopeMme 3.5.1. YcioB na je Opoj m y3ajaMHO IpOCT
can ce 1ako 0de3dehyje. Ako je m Mame ol TPOCTUX OpojeBa P U ¢, OHO je y3ajaMHO IPOCTO
ca BKMa, I1a U ca BUXOBUM Ipou3BogoM. Yak M ako ce 3a m y3Me Heka Beha BpemHoCT,
BepoBaTHOha Jja OHa OyJe yMHOXaK HEKor oj] OpojeBa p WM g je MaJa.

I Mpumep 3.5.1

Hexa jep = 61uq=53. Ongajen =p-q=3233usanupn)=(p—1)-(¢g—1) =
60 - 52 = 3120. 3a époj e dupamo poj mareu og 3120 koju je yzajamno dpocia ca 780,
Ha dpumep ¢ = 17. Mogynrapnu myntiuiauxaitivenu uneeps opoja 17 o mogyay 3120
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Jegrak je d = 413 (mweia modcemo edpukacro uzpauynaitiv apowupenum Eyxaugosum an-
fopuitivom). Ilugpposarse fopyke m ceogu ce na pauynaree ¢ = m'’ mod 3233, a gewu-
posarve tiopyke ¢ na pauynarve m = c*'3 mod 3233. Ha iipumep, wugpposarsem iiopyxe
m = 65 gobuja ce c = 657 mod 3233 = 2790, a gewugposarvem ose iiopyke gobujamo
m = 2790*'3 mod 3233 = 65, wuiio jeciiie epegrociti fionasue iopyKe.

Adnropuram RSA ce Moxe ynoTpeduTH U 3a NOTNHCUBame opyka. [la du noctynak duo Opixu,
YMeCTO MOTIHCHBaKE Tiefle MOpyKe OOMUYHO ce TIOTIHCYje caMo HeHa Xem-BpeanocT ¢, Ha
OCHOBY MOPYKE 11 M3padyHaBa Ce FheHa Xelll-BpeHocT h(m) 1 y3 m ce mabe notmuc h(m,)?
(MIPUMETUMO J1a Ce XelI-BPeJHOCT CTeTeHy je KopriheheM TajHOT KJbyya MoIabrola d, KOju
ce MHave KOpUCTH 3 fiemmdpoatbe). [Ipumanan nopyke m geumdpy je normuc h(m) Kopu-
nrheweM jaBHOT KJbyYa € MOIINbaolia (KOju My je MO3HAT), cTeneHyjyhu JodujeHu MOTIuC
Opojem e. Tume he pekoncrpyucaru BpegHoct h(m). Takohe, HA OCHOBY MOpYKe 1, TIPH-
MaJial MOe [OHOBO /Ia M3pavyHa BpeaHOCT /(1) U aKo ce Ta BPeAHOCT MOKJIONHU Ca OHOM
J0OMjeHOM JiemmrppoBamkeM MOTIHCA, MOXE /1a TBPIU J1a TopyKa m HUje y MehyBpeMeHy
MemaHa, Kao U J1a jy je mociaia 0coda Koja je duna y nocemy TajHor Kibyda d.

Anroputam RSA, nakiie, nounBa Ha cienehum ynmeHnama:

* Ako cy e u d VHBep3HH eJleMeHTH 110 Moftyity ¢(n), Tj. ako je e - d = 1 (mod ¢(n)),
Tafga (Ha ocHoBy Ojnepose Teopeme) Baku m®’ = m (mod n) 3a cBe Spojese M
y3ajaMHO IpoCTe ca 7.

* Ako ce 3Ha Opoj p(n), Taja ce MyJITHIUITMKATUBHUA MHBEP3 Opoja e o Moaymny ¢(n)
MOXe Op30 U3pauyHaTH.

* AKO ce 3Hajy IpoCTH OPOjeBH P U ¢ TAKBU Ja je . = P - ¢, Taga ce BPeAHOCT ¢(n)
MOJKE U3pavyHaTy jako Op3o0.

* AKO ce 3Ha BpeIHOCT 7, ajld He U OpOjeBU P U ¢, TaJa ce BPEIHOCTH P U (¢, HUTH
BPEJHOCT (1), PAKTHIHO HE MOTY M3padyHATH.

* AKO ce HEKOM T'pellIKOM ca3Ha Map BpeAHOCTH Mopyka m U mmdpar ¢ = m®mod n,
TO He omoryhaBa J1a ce y pa3yMHOM BpeMeHy onpenu Kbyd d. Haumme, mako Baxu
c? mod n = m, mpoHanaxeme d 3aXTeBa U3PAUyHABAHE JUCKPETHOT JOTAPUTMA, IITO
MPaKTUYHO HUje Moryhe ypaauTu.

Curypaoct anroputMa RSA ce, nakie, 3acHMBa Ha TeXMHHU (pakTOpHU3aldje BEITUKUX Opo-
jeBa, TeXXuHM n3padyHaBama OjrepoBe (PyHKIIMje 1 TeXUHN U3padyHaBama AUCK PETHOT JIoTa-
putma. Haume, nako je ungopmaiyja o Opojy 7 jaBHa, oHa HaM He omoryhasa 1a e(uKacHO
M3payyHaMO BPEAHOCT (1) Koja je moTpedHa Jia O ce 0/ jJaBHOT KJbyda € M3padyHao TajHu

16y kpunTorpadckuM NMpUMeHaMa ceé YMECTO KJIACHYHUX, KOPMCTE T3B. KpunTorpadcke Xeu-(byHKLHMje, 3a
KOje je BeoMa TEelIKO U3pavyyHaTH yJa3Hy BPEIHOCT YMjUM Ce XEIIMpameM JoOHja 3a/jaTa Xell-BpeJHOCT, Tj. 3a
KOje je jako Tewko MpoHahu [OBe yja3He BPEOHOCTU YMjUM C€ XELIMpareM J00Mja MCTa Xell-BpPeIHOCT (Koje
JIOBOJIE 110 KOJIU3H]e).
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KJby4 d (Kao BeroB UHBEP3 110 Moyiy ¢ (n)). CurypHoct amroputma RSA 6u ce Hapymmia
ako du ce dpoj 1 Morao euKacHO (haKTOPUCATH HITH aKO O ce (1) MOIJIO U3padyHaTH Oe3
(pakTopuzanuje 0poja 1, Ha HeKU epuKacHUju HauuH. [IpeTnocraBuMo f1a je 1 jeAHaKOo Mpo-
M3BOJIY JBa BEJIMKA MPocTa Opoja p U ¢, KOju HeMajy CIMYaH pesl BeauuuHe. Tanga je mpodiem
akTopuzanuje dpoja n = p - q jako Texak. Y nortasbuma 3.2 u 3.3 noceeheHnM pakTopu-
3aLMju OpojeBa M BeHUM IpUMeHaMa MPUKa3aHU cy aJrOpUTMH (pakTopu3aluje dpoja n u
u3pavyHaBama ©(n) unja je cnokenoct jeanaka O(1/n), MITO je 3a BEIMKE BPEIHOCTH Opoja
P U ¢ (BPEOHOCTHU Cca HEKOJIMKO CTOTHHA, Na ¥ XMJbaja OMHApHUX Ludapa) HEU3BOAMBO Y pa-
3yMHOM BpeMeHy. Taja HY HajHAIpeTHUjU TIO3HATH AITOPUTMHU HEMAajy HUKAKBY IIAHCY Aa
u3Bpile (haKTOPU3ALHM]y, HUTH JIa U3PavyHA]y BPEAHOCT (M) Y HEKOM pa3syMHOM BpPeMEHY
(maHMMa, MecelMa, rOAMHAMa), YaK HHU y3 MacOBHY Mapaienm3arwjy. Harmacumo ma Opo-
jEBU P U q HE cMejy Aa Oyay CIMYHOr pela BeJIMYMHE, Tj. Ja UMajy ciaudyaH Opoj uudapa,
vHaye Ou OWIM OJIMCKU BPEIHOCTH +/T ¥ MOIIM Ou ce Op30 oapeut PepMaoBUM aIroput-
MOM ¢hakTopu3almje (Koju je onucal y norasiby 3.2.2). IIpenopyuyje ce, Ha npumep, jaa ce
OpojeBu dutoBa OpojeBa p U q pa3auKyjy dap 3a 2.

dakropuzanyja omoryhasa jemHoctaBHO u3pauyHaBame OjiepoBe (pyHKIMje dpojan = p -
g, any1 Baxu U 00paTHO. AKO je mopen Opoja n mo3Hata u BpeaHocT Ojiepose (pyHKLU]E
©»(n), onna ce dpojeBu p U ¢ Mory jeqHOCTaBHO oapeauTd. Hamme, noruro Baku ¢(n) =
(p—1)- (¢ — 1), MHOKXEHEM U3pa3a ca JIECHE CTPAHE 3HAKA jeJHAKOCTH JOOMjaMO Jia je
n—(n)+ 1 = p+ q. Ha ocHOBY BpeiHOCTH P + ¢ M P - ¢ C& MOTY OfIpeAUTH OPOjeBH P U
q Kao pemema KBaapatHe jemnaunne 2 — (n — p(n) + 1)z +n = 0.

3a cama HUje MO3HAT erKacaH aNropuTaM 3a (pakTOpu3aIMjy BEIMKMX OpojeBa 1 HHUTH 32
W3pavyHaBame BPEIHOCTH (1), aJli HUje HU JIOKA3aHO Jia TAKaB aJITOPUTaM He [IOCTO ! (OBO
je cmuHo Kao koa NP komruieTHUX mipodiieMa, Meh)yTuM, Hije JOKa3aHo J1a Cy OBU IIPOOJIeMH
NP kommuieTHu — 0BY npodsiemu ¢y y kiacu NP, anu je moryhe na cy nakmm og NP kommer-
Hux npodiema). Kanma du ce Hamao edukacaH aaropuraM KOjuUM ce peliaBa HeKH O]l OBUX
mpodiiemMa, To 1 MOIJIO UMAaTH 030WbaH YTULIA] HA CUTYPHOCT U 0e30eAHOCT NoAaTaka.

3.6 bps3a dypujeoBa TpaHchopmaumja

bpza @ypujeosa iipancghopmauuja (enrn. Fast Fourier transform, FFT) o cBor oTkpuha cpe-
JIMHOM IIIe3/IeCeTHX TOJMHA JBAJIECETOr BeKa Clajia y Haj3HauajHuje anropurme 20. Beka.!’
Waxo cy 3nauajue npumeHe op3e Pypujeose Tpancopmalmje HacTane HakoH paga Kymmja'®
u Tykuja'® 1965. roqune, Ha nosby 0dpajie curaania (y Luby JeTeKTOBAA HyKJIeapHUX Mpoda

7Ha npumep, yapyxeme IEEE odjasuno je oBy mucty: https://www.andrew.cmu.edu/course/15-355/misc/T
0p%20Ten%20Algorithms.html

18] Iejmc Kymu (enr1. James Cooley), (1926-2016), amepuyky MaTeMaTHyap.

LIon Tyku (enrin. John Tukey), (1915-200), aMepuuky MaTemMaTHyap.


https://www.andrew.cmu.edu/course/15-355/misc/Top%20Ten%20Algorithms.html
https://www.andrew.cmu.edu/course/15-355/misc/Top%20Ten%20Algorithms.html
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00pa/IoM CEM3MUUYKHUX MEperba), ICIIOCTABUIIO CE [ja CY OBa JIBa ayTOpa HE3aBUCHO M3HOBA ,,13-
MucT” anroputam Koju je ocvuciuo Iayc?” jomr mare 1805. romune. Bpsa ®ypujeona
TpaHcopmalyja uMa dpojHe MPUMEHE Yy UHKEHEPCTBY, Y 00paay AUTUTAIHUX CUTHANA IO-
MyT 00pajie 3ByKa U 00pajie AUTUTAIHUX CIMKA U Y MateMaTuiid. Dypujeoeom imparcgopma-
yujom HEPEKNIHOT CUTHAJIA BPILM CE HEr0BO MpeBohemhe U3 BPEMEHCKOT Y (hPEKBEHLIN]CKU
JOMEH, Tj. CUTHAJI Ce pa3Jiake Ha 30Up CHHYCOMJAJIHUX eleMEeHTapHUX Tajaca (Ha mpumMep,
MY3UYKH aKOpJ ce MOXKE Pa3jIOKHUTH Ha I0jeJyHAuYHe TOHOBE KOjU I'a CauMmpanajy). AKO
j€ CUrHaJ IpelcTaB/beH BEKTOPOM J0OMjEHUM MEpEHeM HhEroBOT MHTEH3UTETa Y ITUCKpPeT-
HUM BPEMEHCKUM HHTEpBAIMMA, TIpUMewyje ce guckpeiina Pypujeosa mwiparcghopmauuja.
Ha cmuu 3.1 mpukaszaHa cy Tpu CUTHaA, MOCEOHO Y BPEMEHCKOM, a OCEOHO y (ppeKBeHIIH]-
CKOM JJoMeHy. Buau ce ia cy mpBa JjBa mpaBuIHE CHHycOUe (MMajy camMo jeIHy JOMUHAHTHY
¢pexkBeHU]jy), OOK je Tpehu nodujeH caduparweM ABe MpaBUIHE CUHYcouAe (MMa JBE TOMU-
HaHTHe (ppeKBeHIHje).

BpemeHckn JoMeH DOpeKBeHLUK]CKN OOMEH

BpeMe —> ppekseHumMja —>

JAVAVAYA

BpeMe —— ppexseHumjia —=

BpeME — pekeeHUMja —=

Cnuka 3.1: CursHanm y BpeMeHCKOM JIOMEHY (JIEBO) Y KOM CY Ha X-OCH MPUKa3aHU BPEMEHCKHU
TPEeHyIIY, a Ha Y-OCH aMIUTUTY/la CUTHa/IA ¥ (PpPEeKBEHINCKOM JIOMEHY (JeCHO) y KOM Cy Ha
2-OCH TIpUKa3aHe (PpeKBeHIIrje, a Ha Y-OCH Mepa IPUCYCTBA Te (PPEKBEHIIUje Y CUTHAITY.

Bp3a PypujeoBa TpaHcopmalgja je 3ampaBo camo eprKacaH aJropuTaM 3a U3padyHaBame
nuckpetHe Pypujeose TpaHchopmaimje. Mu hemo ce y 0BOM YIIOEHUKY OrpaHUYMTH Ha
jenHy BeHy IPUMEHY, a TO je MHOXEHe MOJIMHOMA.

Mpo6nem
H3pauynainu iipouseog gea 3agaitia HoAUHOMA P(x) u Q(x)

dopmynaryja mpodiieMa Koju Tpeda pemmTH je Mper3Ha camo Ha MpBH TOTJeN, jep Huje
NPEM3UPaH HAYMH Ha KOjU Cy TIOJMHOMU TIpeacTaBbeHn. OduuHo ce nomHom P(x) =

20Kapn ®dpunpux Tayc (Hem. Carl Friedrich Gauss), (1777-1885), HeMauku MaTemMatiyap.
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an_la:”*l + an_zx"*Q +...+a,;x+ ay, creneHa n — 1, mpejcraBba HU30M CBOjUX 1L KOe-
unmjenara agy, aq, aq,...a,_; y3 1, x, x2, ..., 2", mehyrum, To HHUje jeqmHa MoryhHOCT.
AJITepHaTUBHO, MOJIMHOM cTenieHa 7o — 1 mMoryhe je mpeacTaBUTH HEroBUM BPEAHOCTUMA Y
7 Pa3IMUMTHX TadaKa: Te BPEIHOCTU jeAHO3HA4yHO ofpelyjy mosuHoM. IlonmHOM creneHa
1, ongHOCHO NMHeapHa (byHKIM]ja, jeAUHCTBEHO je oipeljeHa BpeIHOCTUMA y JBE pa3jIduuTe
Tayke, NOJIMHOM CTelleHa 2, OIHOCHO KBaJpaTHa (PyHKIIMja, BPeIHOCTUMA y TP Pa3IM4UTe

TA4YKC UTI.

I Mpumep 3.6.1

Bpegnociiu P(0) = 3, P(1) = 6, P(—2) = 3 jegnosnauno ogpehyjy iomnonm P(x) =
x? + 22 + 3 cilieiiena 2, fa ce on ModICe jegHOSHAMHO TPegCiliaguiiiu SUNO HUBOM Koeghu-
uujenaitia [1,2,3], éuro nuzom iaposa [(0,3),(1,6),(—2,3)], koju cagpacu epegrocitiu

(z, P(x)).

MHoxeme 1Ba MOJMHOMA KOja Cy 3a1aTa HU30M CBOjHX Koe(uIjeHaTa MOXe e U3BPIIUTH
OCHOBHMM anroputMoM cioxkeroctd O(n?) Koju ce cacToju y MHOKeHY CBAKOT MOHOMA Tp-
BOT MOJIMHOMA CBAKUM MOHOMOM Apyror. Moryhe je u e(pukacHuje MHOKeHe, KopULhemheM
KapaiyOuHor aaropurMa 3acCHOBaHOT Ha TTAMETHOj ITPUMEHU JIEKOMITO3HUIHje, KOjU je CIIo-
sxenoctu O(n'°e: 3 ). Llwb oBor noraesba je aa npuMeHom aaroputva FFT ussenemo a-
roputam cioxeroctd O(n logn), anu 3a T0 je MOTPedHO Jia JeTabHIje Pa3MOTPUMO APYTY
perpeseHTaLujy.

[Mpencrapibame MOJIMHOMA BPEJHOCTUMA HA CKYITy TaYaKa je MHTePECAaHTHO 300T jeTHOCTaB-
HOCTM MHOXerma. Haume, Mpou3Bojl jiBa MOJMHOMA CTerleHa 77 — 1 je MOJIMHOM CTerleHa
2n — 2, ma je ompehen cBojum BpemHocTMa Y 21 — 1 Tadaka. AKO MPETIIOCTaBUMO Jia CY
BPEHOCTH TIOJIMHOMA-YMHMJIAIA CTereHa 1 — 1 JaTe Ha UCTOM CKyIy oj 2n — 1 pa3imuuu-
THX Tavaka (IITO je, MPUMETUMO, BHIIIE TaYaKa Hero IITO je HEONXO/HO 3a jeJHO3HAYHOCT),
OHJIa Ce TIPOM3BOJ OBA JBa MOJMHOMA MOXe M3padyHatu nomohy 2n — 1, ogHocHo O(n)
00MuYHKX MHOXea. Hanme, Bpeanoct nmoymuoma P () y 0110 K0joj Tauky T jeIHaKa je mpo-
W3BOJly BPEIHOCTHU TOJMHOMA Py Tauku X W BPEJHOCTH MOJMHOMA () y TaYKH T, Tj. BAXH

(P-Q)(z) = P(z) - Q(x).

| Mpumep 3.6.2

Ipouseog itonunoma [(0,3),(1,6),(—2,3)] u [(0,1),(1,—1),(=2,4)] je ioaunom
[(0,3),(1,—6),(—2,12)].

Hasxanocr, npencrapibame MOJIMHOMA BEerOBUM BpeTHOCTUMA Ha CKYITy TayaKa HUje MOTOTHO
3a Heke npuMeHe. [Ipumep je nzpadyHaBarwe BPEJHOCTH MOJIMHOMA Y MPOU3BOJPHO] TaUKH:
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TMIpY perpe3eHTaIrj! MOJIMHOMA BPeTHOCTAMA Ha CKYITy Tayaka, OBO je MHOTO TeXe Y OTHOCY
Ha TO KaJia je TOJIMHOM 3aJaT HU30M CBOjUX KoeduimjeHaTa (IOTpedHO je permTy mpodieM
unrepnionanuje). Ca apyre crpane, BpeaHoct nonuboma P(x) crenena n — 1 3agaror Hu30M
CBOjUX Koe(ullMjeHaTa y IPOU3BOJbHO|j TAUKU & MOXe ce momohy XopHepoBe IieMe u3pady-
HaTH KOpUIINEmhEM 1 MHOKERA, Tj. AITOPUTMOM ciiokeHocT O(n):

P(z)=ay+z(a; +z(ag+...+2-0a,_;...))

Jlakne, cBaka oJl penpe3eHTalyja je MoroJHa 3a jeHy, a HUje MOroJHa 3a Ipyry orepanyjy,
KaKo je WIycTpoBaHo y Tademu 3.1.

Tabena 3.1: CoxkeHOCT OCHOBHUMX Omepalyja 3a paj ca NOJMHOMHUMA y 3aBUCHOCTU Of pe-
Mpe3eHTalyje MoJIMHOMA

penpe3eHTaqua padyHame BpEAHOCTH MOJIMHOMA Y TAYKN MHOXCHE ITOJIMHOMA

Koe(pUIIjeHTH O(n) O(nz) WIH O(n1°g2 3)
BPE/IHOCTH O(n?) O(n)

Axko drcMo MorH 1a e(PUKACHO MPEBOIMMO ITOJIMHOME U3 jeTHE Y APYTY perpe3eHTaIH]y, 10-
o ducmo MoryhHOCT 1a 00e Haj3HavyajHUje onepaiyje (MHOXEHhE U U3pauyHaBakhe Bpea-
HOCTH) u3BpImaBaMo edukacHo. [IpumeHom Op3e PypujeoBe TpancdopMalje, Tj. aaro-
purma FFT, crnoxeHoct npeBohiewa U3 jeqHe y APYry perpe3eHTalujy MOoJIMHOMA IocTaje
O(nlogn).

Bbe3 mpumene anropurma FFT mpena3 o mpencraBbama MOTMHOMA KOoeUITMjeHTUMA Ha
MpeICTaBIbakbe MOJTMHOMA BPETHOCTUMA y TaukaMa (Koju hiemo 3BaTu iwiadeauparse), periaBa
Ce Y3aCTOITHUM M3pauyyHaBaeM BPEAHOCTH MOJIMHOMA Y CBAKOj OJ TMX Tadaka. M3pauyHa-
Barbe BpeHOCTH nosmHoMa P () crenena n— 1y m IpOM3BOJBHUX Tayaka (IITo je MOTPedHO
3a jeTHO3HAYHO IpeCTaB/bahe MOJIMHOMA) N3BOIJBUBO j& IMPUMEHOM XOPHEPOBE CXEMeE I10-
mohy O(n?) MHOXkema. TIpesas o1 peJCcTaB/bamba MOJTMHOMA BPETHOCTHMA Ha CKYITy TayaKa
Ha TpeficTaB/barbe Koe(puiljeHTUMa ce 30Be uHitiepiionayuja. Bpemnoctu koeduiidjeHTa mo-
JIMTHOMa Ha OCHOBY BPEIHOCTHU (a:j, yj), 0 < 5 £ nnommHOMa y 1@ + 1 pa3nuuuTUX Tayaka
Mory ce ofpeauTu KopuithemeM Jlarpan:xoBe uHTepronanyone gopmynie (koja ce 0OMYHO
M3ydaBa y CKJIOIy HyMepUJIKe MaTeMaThKe):

RS- I, (= — )
P(x) = j_zo a;x) = j—Zoyj —Hk#(xj )
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Ha OCHOBY OBOI' U3pa3a KOGCI)I/ILII/IjeHTI/I MOJIMHOMA MOr'y €€ OApE€JUTU aAJITOPUTMOM CJIOKEHO-

ctu O(n?).

P:ap, ay, ..., 4, KJIACHYHO MHOXKEHE (O(nz))

Q: bgs bys s by |

PQ: ¢y, €15 s €0

Y

. oy}
Ta6emnparse (O(n)-O(n) = O(n”)) Vinreprionamja (O (nz))

P(xq), Q(xq) PQ(xg)
P(x1), Q(Xl) Msuoxeme BpenHocTa y Taukama (O(n)) N PQ(X])
P20 Qiza) PQxz52)

n—1 ;
Crmka 3.2: JIBe MoryhHOCTH 3a padyHarbe IpOM3BOJa ABa NojinHoma P(x) = Zi:O a;z'n

Qx) = Z;:()l b,x%: TMPEKTHIM MHOKeHeM TIoIMHOMA 110 je criokenoctd O(n?) (ropma
CTpeJIMIA YIECHO) WM NPEKO peNpe3eHTalrje TOJIMHOMA BPEIHOCTUMA HA CKYIy Tavaka
(cTpesvIia HajoJle, Oka CTpeJIIA YAECHO, CTpeIiiia Harope). YOp3aBarmeM Kopaka Tade-
JIpaba ¥ UHTEpIoJIallije MOKeMO JOOUTH e(PUKACHU]U aJlTOPUTaM.

INocraBma ce muTtame Kako je mMoryhe ydp3aTtu Kopake Tadenvpama W WHTEproalyje’?
Kipyuna uzeja i1a ce He KOPHCTU MTPOU3BOJBHUX N Ta4aKa: MU UMaMoO CJIOOOY /1 TIO JKeJbU
n3adepeMo MOroJaH CKYN O]l 1 Pa3IMUMTUX Tadaka. bpsa PypujeoBa Tpanchopmarmja
KOPUCTH CIIelMjajlaH CKyIl TayakKa, Tako Ja ce W Tadenvparme W WHTepIoJialldja MOTY
e(dukacHuje u3BpIIaBaTH.

3.6.1 [AupekTHa 6p3a PypujeoBa TpaHCcopMaLmja
OcHoBHa uzeja Ha Kojoj noursa Op3a @ypujeoBa TpaHCc(OpMaLIKja je U3JI0KEHA Y HAPEJHOM
MIpUMEDY.

| Mpumep 3.6.3

Tpemwiiiocwiasumo ga wwpeda uzpauynaitiv epegrocii woauroma P (:1:) =27 4+ 225 + 32° +
4zt + 523 + 622 + Tx + 8 y gee pazuuuiiie iwauke. Ako cy one mehycoduo cyiporire,
MOHCEMO CMAFLUTAU KOAUMUHY HOTUPEOHUX UBPAUYHABAHA HA OCHO8Y THOIA WO CY HOAUHOMU
xk HeiiapHol citieilena k neiiapme, a iaprot citieiiena k iapne pynxyuje. Ipewiiociiiagumo ga,

Ha ipumep, wpeda ga uspauymo P(2) u P(—2). Baxcu
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27 4+2.2043.2544.2945.2546-2247-2+38
(=2)"+2-(=2)54+3- (=2 +4-(=2)* +5-(=2)3+6-(=2)2+7-(-2)+8
= —2742.20-3.2°44.24 - 5.2546.22-7-2+438.

e

0

[\

~
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Ao snamo epegnocitiu P, (2) = 27 +3-2°+5-25+7-2u P,(2) = 2-204+4.2446-27+8,
waga ce P(2) mooce uspauynaitiu kao P(2) = P,(2) + P,(2), a P(=2) = P,(2) —
P, ( 2). Jakae, pegrociui ionunoma P y iiaukama —2 u 2 je uspauynaitia iiomohy epegrocitiu
domunoma P, u P, y mawcu 2. Hoamonmu P, u P, umajy o 4 xoedpuyujeritia, au um je

citieiler geociipyko eehu og opoja koepuyujenaitia, Ho O MONACEMO NAKO HOUPABUTHIH.

Bagicu ga je P, (2) = 2-(2%)% +4-(2%)* +6-2° 48, iia je P, (2) saiipaso epegrociti iiou-
noma Py(z) = 223+ 422+ 62+ 8 y iwauxu 2%, a P, (2) = 2-((22)3+3-(2%)24+5-22+7)
je 3aiipaso epegnociti ionunoma Py (x) = 23 + 32% + bx + 7 y iwiauku 2° domnosicena ca
2. Bacu P(2) = Py(22) + 2 - P;(2%) u P(=2) = Py(2?%) — 2 - P,(2?%). Jaxae, uspauy-
Hagarbe epegHOCIiu HoauHoma cideiena 1 Y geée cyipotite auke ce c60gu HA UBPAUYHABAE
8pegHOCTIU §8a HONUHOMA CUlelleHa 3 Y jegHoj auku (Keagpaily HoNa3HUuX CYUpoOmHUX ha-
uaxa). Ta gea ilonuHoma Hacmiana cy og HoAa3HOT U3geajarbem KoeuyujeHama Ha UapHum
U KoehuyujeHammia Ha HeiapHum Ho3uyujama.

Bpza ®ypujeoBa TpancopManyja je aaropuram Tuma nojaenu-na-piaangaj. [permnocrasmpa ce
Ia je DMMeH3Mja yia3a CTereH JBojke. AKo Hu3 Koeduimjenara uje gyxune n = 2%, on ce
yBeK Moske JIOMyHMTH HyJama. Pa3MoTpumo 3a modetak ciydaj n = 8 = 23 T1j. npeTnocra-
BUMO /12 je IOTpedHO U3pauyHaTH BPEIHOCT MOIMHOMA

P(z) = ag + ayz + ayz? + azz® + ayz* + az2® + aga® + a,2”

y HEKHX 8 pa3IMuMTUX TadaKa T, T1, Ty, T3, Tg, Ty, Tg, L.

[Mperpynuummo cadupke Ha cneehn HauuH:

P(z)=ay+ a;x + a2x2 + a3x3 + a4:134 + a5m5 + a6x6 + a7x7

= (ag + ay2? + ayz* + ag2®) + x(ay + az2? + asz? + a,2%).

Ha oBaj HauuH j001jamo aBa Mama nomuoma Py (1) = ag+asr+a,x’ +aged u Py (z) =
a; + azx + azr? + a;x3. Baxu ma je P(x;) = Py(x?) + z,P,(x?). TlotpedHo je, naxre,
Ja u3pauyHamo ciegehux 8 BpeHoCTH nojimHoMa P:
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P(zg) = Py(q) +aoPy(23) = (ag + axag + ay(x3)* + ag(x3)*) + zg(ay + azag + as(x3)* + ag(23)?)
P(zy) = Py(ai) + 2, P(a3) = (ag+ agz? + ay(a7)? +%(m%) )+ @y (ay + azr] + as(x)? +a7(x§)3)
P(zy) = Py(a3) + 2oP(23) = (ag + axad + ay(23)? + ag(23)?) + z9(ay + agz3 + ag(23)? + a,(23)3)
P(zy) = + 4 = + x4
P(zy) = Py(a7) +a4P(27) :1(1“+n,11+u (22)% + ag(27)?) + m4(a; + az2? + a5(23)? + a;(

P(z;) = Py(x 5))+3:5Plz€) = (ag + asz? + ay(22)? + ag(22)? )+15(a|+r131-+115(1€) +a;
P(zg) = +xgP (22) = + xg(ay + azzd + ag(22)? + a; (JLf
P(z;) = Py(a7) +$7P1($$) = (ag + 2% + ay(23)* + a5(23)%) + 27 (ay + azz3 + az(23)? + aq (23

Jla 1 ce OBO IMPEKTHO M3pavdyHaso, MOTPeOHO je M3padyHaTd YKymHoO 16 BpeaHocTH mo-
maoma Py u P;, mehytum, namerHum n3dopom tayaka moryhe je Taj dpoj cmamuTé Ha 8.
Haume My umamo ciiodony uzdopa Tadaka ;, (JOK rof Ux OMpaMo Tako Ja Cy pas3jIMuuTe) U
MOXeMO 0flabpaTH Tauke 3a Koje, Ha IIpUMep, Baku 12 = x5, 22 = 22, 23 = 22, 3 = 22.

He cmemo na y3meMo ucTe BpeIHOCTH Tadyaka, ajld MOXeMo cyrnpoTHe. Hawme, HauuH na

ce MOCTUTHE jeIHAKOCT KBAJpaTa je jia Cce BPEIAHOCTH M3adepy Tako 1a BaXKW T, = —I,
Ty = —Ty, Tg = —Ty U T7 = —T5. Taza ce M3padyHaBarbe CBOIM Ha:
P(zy) =P (*0) + a0l (2 0) = (ag + (1255;—)) + ay( Lé) (l()(lé) ) +xo(a; + %lo + “5(15> + a7(¢é)5)
P(zy) = P0(¢1)+331P1(5L1) = (ag + a9z} + ay(x7)? +%(‘Ll) )erl(“l +a311 +‘15("05) +‘L7(»L%)5)
P(zy) = Py(23) + 2P (23) = (ag + ayxd + ay(23)? + ag(23)?) + z9(ay + azz3 + a5(23)? + a,(23)3)
P(zs) = + 3 = + @3
P(z,) =Py(ad) —zoP(23) = (ag+ azTo + ay(x3)* + ag(23)%) — zo(ay + asxg + a5(15)2 + az(x3)?)
P(zs) = Py(a3) —xP(23) = (ag + agz? + ay(23)* + %(56%)3) —zy(a; + a3x1 + 05(951) + az(x)?)
P(zg) = Pyla3) —zyP(23) = (ag + aywd + ay(23)? + ag(23)?) — z9(aq + a323 + as(22)? + a,(23)?)
P(z;) = — 3 = -3

[TorpedHo je, makie, peKyp3uBHO U3padyHaTH camo ciegehux 8 Bpeqnocty noamaoma By n
P, (ymecro nonasnux 16), a oHaa MX MCKOMOMHOBATU MOMOY MPETXOAHUX (hopMyJIa:

Po(To) =g + 0217(3 + (14(33;)2 + %(l“é)j Pl(mé) =a;+ asxo + as(x(é)Z (l‘é)i
Py(z 1) = g + a7 + ay(a7)” + ag(27)" Py (x1) :a1+a3x1 +a5(x1)‘ az(x7)
Py(22) = ag+ ayw3 + ay(23)? + ag(x3)3 P (23) =ay +azz3 +a; (lj) 7(15))?

= =al+a;lﬂ+a (22)% + a,(23)3

Jla 11 MOKEMO jOIIl YINTEIETH Ha OPOjy Olepalyja IaMETHUM U300POM Tavaka T, Ly, Lo
v x3? PasMoTpuMo u3pavyHaBarwe BpeaHOCTH nojuHoma Py (BpeaHocTu nomuHoMa Py ce
pauyHajy aHaiorHo). ['pynuummo noHoBo KoeuIMjeHTe Ha NIAPHUM 1 HA HENAPHUM T103U-
umjama. Tume godujamo jour mMarbe nommHome Py, (x) = ag + ayz u Pyy () = ay + agx.

Po(ﬂf_(%)) = + 23 Py, (x3) = + 23(ay + agxy)
Py(x7) = Pyolal) + 3Py (1) = (ag + ayz]) + 23(ay + agz])
Py(x3) = + 23 Py, (25) = + z3(ay + agrs)

_ 2 _ 2
= + 3 = + 3

3a u3pauyHaBame 4 BpeJHOCTH HOJIMHOMA [y MOTPedHO je u3padyHaTH yKyIHO 8 BPeHOCTH
nojuHoMa Py, u Py 1 Ke1umo To 1a cMambuMo. Mehytum, cajga umamo npodiiem. [la ducmo
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MOIJIM /12 CMAalbUMO OpOj M3padyHaBara Ha UCTH HAUYMH Kao Y IPBOM KOpaky, MOTpeOHO je

Jla o11abepeMo Ty U T TAKO Jia Baku Ty = 3. He MoxkeMo jia ofabepemo na je 13 = w3,
JEp je Tala WK Ty = Ty WU Ty = —Ty = Tg, IUITO HUAJE AOIMYIITEHO, jEP CBE TAYKE MOpajy
ourtu pazmuuute. [lakyie, Mopa J1a Baxu 1a je l’% = —:c%. MehyTtum T0 Hije Moryhe ako cy

T ¥ To PEAHY Pa3IMIUTU OPOjEBH, jep Cy Taja U a:% u :Eg HEHETaTWBHU U 0ap jeJaH o lbUX

je HOSI/ITI/IBaH Ha mu je onpa yommre moryhe uzadpaTu pa3jiuuuTe BpEJHOCTH Ty U Ty TAKO
Ia je :U2 = —x0‘7 Jecre, aKko JOITyCTUMO J1a BPEAHOCTH T; Oymy KZOMLUIBKCHM 5p0]€6u Haunwme,
4 _
TPakUMO KOMnneKcaH koeUIMjeHT K TakaB J1a je Ty = k:z:o uzy =z 1. 23 = (kxy)? =
k*z3 = —z2. Tlomrro je k* = —1, 3a k ce Moxe y3eTu BPeIHOCT UMArHHAPHE je/IMHULIE 7,
3a Kojy Baxu i = —1. 3aucta, ako je 5 = ix, Tana je x5 = (izy)? = i*xf = —x3u
4 _ (n2\2 _ 2\2 _ .4 :

x5 = (23)° = (—x5)° = . BpojeBe x4 1 T, MOXeMO H3adpaTH TAKO Ja je Ty = T, U3
yera ciief f1a je T3 = —x3 u r4 = x}. HakoH Tora, u3pauyHaBame NOTPeOHUX BPEIHOCTH
nouHoma ), ce cBoau Ha U3padyHaBamwe camo 4 BpeaHocTu noymHoMa Py u Fy;:

Po(x%) = + xéﬂ)l(q:é) = + 1’0( + Qg3 é)
= Pyo (1) + x1P01($1> = (ap + ay27) + xl(a2 + agry)

Po(xg) = 9 - xéjj()1<5lf§) = + 1:2(( Qg l(l)
= Pyo(x1) — 23 Py (1) = (ag + ayz]) + 23(ay + agz]

ITpeTxomHN HAUMH U300pa Tauaka To U T JOHOCH CIIMYHY YIITEdy M IPUINKOM padyHama
BpenHoCTH noyiHoMa P . OBUM ce Lieo mpodJieM CBOM Ha u3padyHaBamwe cieaehux 8 Bpes-
HocTu nomHoMa By, Py, P u Pyq:

= > (.4 — 4

Q) = g I 01(12) =ay + (161,2

Poo(21) = ag + auxy Po(z7) = ay + agr)

= P, (,rj) =asz + ({7.1'[J',

= P(x}) = a3+ asxf
Tocrema yiume/a ce 100uja TUME IITO ce BPEAHOCTH T U 1 ofadepy Tako aa je z§ = x5
Tj. x‘ll = —mé. To ce moxe noctuhu axo je z; = kx, rae ce koeduiujeHt k ogpehyje Tako
na je k* = —1. Momro je e'™ = —1, jenan Takas 5poj je dpoj k = €' = cos(%) +

isin(j) = ‘[ + 3= \f . lopcetnmo ce Ojepose dopmyie:

€' = cos ¢ + isin ¢

Baku (/%)™ = ei"?, mmo ogrosapa Moaspooj’! dopmymu:

2 Abpaxam e Moasp (¢pp. Abraham de Moivre), (1667-1754), dpaHitycku MaTemMaTiyap.
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(cos @ + isin @)™ = cos(ng) + isin(ne)

Tana C€ NPETXOAHO U3pavyHaBak€ CBOAN Ha:

= ag + 373 "Gy Poo(z1) = Qg — xé " Qy
Rn(fl«'@ =as + 373 " Qg P01(9Uil) = a9 — 553 " Qg
=a; + x5 a5 =a; — x5 - a5
/)H(-'ﬁ):a?ﬂ‘m%'% l)ll(vl‘f):as_xg'%

Moru ducmo pehu Aa ce BpeIHOCTH OBUX JITHEAPHUX TOJIMHOMA U3pavyHaBajy KOMOMHOBA-
’BeM NosimHoMa crenieHa () (y nuTamy cy 8 oJMHOMA KOjU OJiroBapajy koeuiujeHTuma a,:
Pooo = ag: Poor = @4, Porg = az. P11 = ag, Prog = a1, Pro1 = a5, Pyjg = agu
P,; = a;) v unja ce BpeAHOCT TPUBHjAJHO U3padyHaBa (O3 Ja/bhX PeKyp3UBHUX I03UBA).
Jla du ce cBe yKJIONMWIIO y OIMIITY CXeMy, MOkeMo peh Jla ce BpeTHOCT TUX KOHCTAaHTHUX 8

IMOJIMHOMA U3pavyyHaBa y TAUYKU T 8

AKO pe3rMHIpaMo cBe OHOCE U3Meljy IPOMEHJBUBHX KOje CMO A0 ca/ia YCIIOCTaBUIIM, BUIMMO
Ja jolI jeMHO MOXKEMO CJIODOIHO Ja OMpaMo BPEIHOCT I, AOK C€ CBE OCTajle BPEAHOCTU
Tayaka U3padyHaBajy Ha OCHOBY BPEJHOCTHU T. FIMamMo HU3 Tayaka

V2 V2 V2 V2
Ty = (7 + Z7) 0 Ty = —Iq <—7 - 27>m0
Ty =1Ty = (—7 + Z7>$o Ty = —T3= (7 - 27)@"0

HajjennocraBauje popmyie ce nodujajy, HapaBHO, ako ce ogadepe x, = 1. Tana ce moxke
IIPUMETUTH [1a Cy TauKe T, OCMU KopeHH U3 jenunuue. Hagame hemo oBe Tauke odesexaBaTu

ca W), yMECTO ;, (la DUCMO HaITIaCUIIM JIa Cy Y IUTamy KOMILIEKCHU OpojeBu). [lakie, nspa-
2o

>

yyHapaheMo BpeIHOCTH MOMHOMA pesioM y Taukama wy = 1 = €%, w; = ‘/75 +1

w2:z:e’2,w3:—‘/75%—1@:e’4,w4:—1:e”,w5:—g—z\g:eu,
Wg=—t=¢€"2,w;, = ﬂ—z@ze“,n.yTaqKaMa

2
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kmi 2kmi

wy,=e4 =es , 0<k<8.

VY ommreMm ciydajy hemo n3pauyHaBaTé BpeTHOCTH TIOJIMHOMA CTeTieHa 71, (Te ce 1, OMpa Tako
na dyne creneH Opoja 2) u u3pauyHaBaheMo BpeJHOCTH MOJIMHOMA y TauKaMa w;, aeduHuca-
HUM Ha ciegehn HaumH:

. . . s
Cnuka 3.3: Busyenuzanmja jeHOr OCMOT IPUMHTHUBHOT KOpeHa U3 jeiuHMUIIE (€'4) U Hero-
BUX CTeTeHa Y KOMIUIEKCHO] PaBHU.

Ha cnumm 3.3 je npukasaHo Oa ce CBU OpOjeBH W, MOTY M3Pa3HUTH Kao HEKH CTEIeH Opoja
wy; = e%, Koju hemo obenexutu ca w. bpoj w je dpumuitiuenu n-iiu Koper u3 jegunuye
(Y HaIeM npuMepy, OcMHu), ITO 3HauK Aa je w” = 1, nok je w* # 13acee 0 < k < n.
Ha npumep, umaruHapHa jequHULA ¢ je TPUMUTUBHUA YETBPTU KOPEH U3 jelUHUIIE jep je
it =i#1,i?=—-1+#1,i3 = —i # 1ni* = 1, nok 6poj —1 jecte uerBpTU KOpEH
w3 jeqmmune (jep je (—1)* = 1), anu Huje mpuMUTHBaH YeTBPTH KopeH, jep je (—1)% = 1
(—1 jecre npumHUTHBHM OPYTH KOPEH U3 jeauHuIe). Moske ce IIoKa3aTh U Ja je pelUITpOYHa
BpeIHOCT dpoja w Tj. Opoj w™! = e Takoh)e MPUMUTHBHU 71-TU KOPEH U3 jeAUHULIE
(o he Ham dUTH BakHO 32 UHBEP3HY PypHjeoBy Tpch%)opMaquH 0 K0joj he dutu peun
KacHHje). Moske ce moKasaTH Jia je cBaku 0poj odimka e** = | 3a y3ajamuo npocte Spojese k
U 1 IPUMUTHBAH 1-TH KOopeH u3 jenunuie. Kana je n creneH Opoja 2, Taa ce NPUMHUTHBHU
1-TH KOPEHH JI00Mjajy 3a cBe HermapHe BpeaHoctH k. CBu OpojeBr w;, ce MOTy U3pa3suTu Kao
cTeneHu dpoja w (Kao ¥ OMJIO KOT APYror NpUMHUTUBHOT 1-TOT KOpeHa u3 jeaunune). Hanme,

OYHUTITIeTHO BaXKH J1a je
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Jomn jenHa BaxxHa YMEHEHUIIA Y BE3U Ca MPUMHUTUBHUM 7-THM KOPEHMMA U3 jeJUHHUILIE je Cie-
neha. Ako je w IPUMUTHUBHU 13-TU KOPEH U3 jeNHUIIE, 32 HeKu mapaH Opoj n > 0, Taga je
w? IPUMUTHBHA 5 -TH KOPEeH U3 jeiHule (BuaeheMo a ce 0BO KOPUCTH TOKOM PEKYP3UBHUX
no3uBa y 0p30j ®ypujeoBoj TpaHchopMaliju). 3aucTa, BaKu:

Harmacumo na y m3Bohemnma TOMYT NMPeTXOAHUX Tpeda ouTh jako odaspuB. Hamme, Ko-

PUCTIITH CMO HeKOJIMKO TiyTa 3akoH (a’)¢ = a’® koju He MOpa GUTH TayaH 3a IPOM3BOIbHE
1

KOMILIEKCHe (a yaK Hu peasHe opojese). Ha mpuvep, 1 = /1 = /(—1)2 = ((—1)?)2 #
(—1)%2 = (—1)! = —1. Vnak, Moke ce TOKa3aTH Ja Cy MPETXOMHA N3BONEHa KOPEKTHA
(TIpe cBera jep je CIoJbHU U3JIOKUIIAL] CTENIEHOBakha YBEK OMO LIeI00pojaH).

I Mpumep 3.6.4

Haycrpyjmo caga iociayiiax uspauynasared, wako wino hemo ia upumenuitiu Ha ogpehu-
sarve epegrociiiu fiommoma Tx" + 6x8 4+ 5x° + 4o + 323 + 222 + 12, @), na sexitiop
koedpuyujenainia [7,6,5,4,3,2,1,0].

THonunomu ciieiiena O cy KOHCIHAHIIHU U HUX08A 8DEGHOCHL He 3A8UCU 0g T, AU gd OUCMO
Hataacuay ouwitie Upasuno, ipetiiociuaguhemo ga ce uspavyHasajy camo y mauxu (w0)8 =
(wg)? = w® = 1:

Pooo(“’g) = Pypo(l) =ay =0,
Pom(“’g) =P (1) =ay =4,
Poro(wg) = Poo(l) =ay =2,
P011<wg) = Py(1) =ag =6,
P1oo<wg> = Pypo(1) =a; =1,
P101<wg> = Pp1(1) =a; =35,
P110<wg> = Pp(1) =a3 =3,
P111<wg) =P (1) =a; =7

Honunomu citieiiena 1 (o cy Py, Py, Pg u Pyy) ce uspawynasajy camo y wauxama
(wo)* = (wy)? = w® = 1u(wy)* = (wy)' = w =1
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Poo(wg) = Pyoo(wg) +w} - Pogy (wg) Tj. Poo(1) = Pygo(1) +1- Fygy (1) =4,
Poo(wy) = Pooo(wg) - wg : Pom(“’g) Tj. Poo(—1) = Pygo(1) =1+ Fypy (1) = —4,
Py (w)) = Pyyo(wg) +wf - Pyyy(wg) Tj. Por(1) = Pyo(1) +1- Fyi(1) =38,
P01(w411) = P010(wg) - w?l ’ P011(wg> Tj. Po1(=1) = Pyio(1) =1 Fyyi(1) = —4,
P10<w2) = P010(wg) + w91 : P011(wg) Tj. Pyo(1) = Pygo(1) +1- Py (1) =6,
P10<w411) = P010(wg) - wg : Pon(“’g) Tj. Pio(=1) = Pipo(1) =1 Py (1) =—4,
P(w)) = Pyo(wd) +wi - Poyy(wg) — 1j.  Py(1) = P(1)+1-Py(1) =10,
P11(w411) = Pow(“’g) - wg P011(w§> Tj. P(—=1) = P(1) —1-Ppy(1) =4,
Hoaurnomu cisieiiena 3 (o cy Py u Py) ce uspauynasajy camo y imiauxama (wy)? = (wy)? =
w’ =1, (w)? = (wy)" = w? =i, (wy)? = 4* = —1u (w3)* = (wy)* = w® = —i:
Py(wd) = Pyo(w)) + w$ - Py (w)) Tj. Py(1) = Py(l) +1- Fy(1) =12,
Py(ws) = Pyo(wy) + ws - Py, (w)) Tj. Py(i)  =Py(—1)+i Py(—1) =—-4—4,
Po(wg) —Poo(wg) *w3 POl(wg) Tj. Py(=1) = Py(1) —1- Py (1) = —4,
Po(wg) —Poo(wzll) —w% 'P01(w411) Tj. Py(—i) = Pyo(=1) —i-Py(=1) =—4+4,
Pl(w8> = 10(“’2) + w8 ) P11(w2> Tj. Py (1) = Ppo(1) +1- P (1) =16,
Py(w)) = Pyo(wy) +ws - Pyy(w)) Tj. Pi(i)  =Pp(=1)+i Py(=1) =—4—4,
Pl(wﬁ) = Pyg(w}) — wy - Ppy(w]) Tj. Pi(=1) =Pj(1)=1- Py (1) =—4,
Py(w3) =Py(wy) —wy- Py(wy) 1. Py(=i) = Py(=1)—i-Py(=1) =—4+4i
Ha kpajy, ionunom ciieitena 7 (o je P) ce uspauynasa y ceum iwiauxama wy = (wl)o =
w' =1, w; = (wy)! = w! :w:\/7§+i‘/7§,w2:(w1)2:w2:i,w3: w,)? =
w? = jw, wy, = (w;)* = w* = —1, wy = (wy)® = w’ = —w, wg = (w,)% = wb = —i
uw, = (wy)" =w’ = —iw
P(u)) = Py(w) +u?- Py(wh) T1j. P(1) =Fy(1) +1- P (1) = 28,
Pw}) =Py(w}) +wi Py(w}) 1. P(Z+i%) = PRy(i)+w- Pi) = —4—(4+4V2)i,
P(w}) = Py(w3) +wi-Pi(w3) 1. P(i) =Py(=1)+i-P(=1) =—-4-4i
P(uwd) = Py(wd) +wd- Py(wd) 1j. P(—2+i%2) = Py(—i) +wd- Py(—i) =—4+ (4—4/2)i,
P(w‘f) :PO(UJg)*w(l) Pl(wg) 1j. P(-1) = Fy(1)—1- P (1) =—4,
P(w}) = Py(wy) —wi-Py(wy) 1j. P(=F —iF) = Py(i) —w- Py(i) = —4— (4—4V2)i,
P(u}) = Py(w3) —wi-P(wi) 1. P(—i) =Py(-1)—i-P(=1) =—-4+4
Pw]) = Py(w§) —w}- Pi(wd) rj. P(Z+i) = Py(—i)—w- P(—i) =—4+4 (4+4V2)i,

OBo M3pavYyHaBame Ce CXEMATCKH IIPUKA3y je KOpUIhemeM T3B. ,aeiiiup”’ cxeme (cmuka 3.4).
Jenan ,ienTup” onucyje U3pauyHaBamkEe NPUKA3aHO HA CIULM 3.5.

N3pauyHaBame 13 MPETXOAHOT IpUMeEpa je MPUKa3aHo ,,JIeNTHP” CXeMOM Ha CIUIH 3.6.

Ha cnunm 3.4 ce jacHO BUIYM peKyp3uBHA CTPYKTypa alropuTMa (CBaKky peKyp3BHH MIO3UB je
NIPE/ICTaBJ/bEH jEIHUM 000jeHUM MPaBOYraoHMKOM). CTpyKTypa peKyp3UBHUX [1031Ba IPUKa-
3aHa je u Ha cauim 3.7.

CBakyl peKyp3MBHU IO3MB IPUMa MOJIUHOM P, Tj. HU3 BeroBux KoeduuujeHara a,; TyxKuHe
1 1 OpOj W KOjU je HEKU CTeleH MOJIA3HOT MPUMHUTUBHOT KOpPeHa U3 jeMHUIIe (a 3arpaBo
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Pooo(W" =20 Poo(ws") Po(wy?) Pw,")
Poot(ws)=a, Poo(ws') @ Po(wy") Pw,")
Poto(ws’)=a; Po1(ws®) 3 Po(wy?) P(wy?)
Por(wg®)=ag Pgq(ws') Po(w2%) Pw,)
P1oolws”)=a1 P1o(ws’) Py (w) P(ws*)
P1o1(wa’)=as Pro(ws') a A "
P110(wg")=a Paq(w,0) @ Py(w,2) P(w:%)
Pi11(wg’)=ay Pi(wy') Py(w5?) Pws")

Cmuka 3.4: Jlentup cxema Op3e PypujeoBe Tpanchopmarmje.
Po
BON

Cnuka 3.5: [ledunnnyja ,,Jientup” n3padyHaBamba.

P + W-p4

Po - W-p4

0 4 12 28

4 IX -4 4-4i —4 - (4 + 42}
2 8 4 -4-4i

6 IX -4 A+4i —4 + (4 - 42}
1 6 16 -4

5 IX -4 4-4i —4 - (4 - 42}
3 10 4 -A+4i
7 IX -4 A+4i —4 + (4 + 42}

Cika 3.6: Jlenrrup cxema Op3e @ypujeose TpaHcdopmanmje 3a npumep nomuaoma P(x) =
72" + 625 + 525 + 42 4 323 4 222 + .
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P(x): a7x7 + aax6 + a5x5 + a4x4 + a3x3 + azx2 +ax+ag

n=8
w: wOwh w2 wi wt, wd we, w’

V—, |—V

=4 Po(x): a6><3 + a4x2 +ayx +ag P4(x): a7><3 + a5x2 +agX + ay
wz: (WZ)O, (W2)1, (W2)2, (W2)3 wz: (WZ)O, (W2)1, (WZ)Z, (W2)3
~ Poo(x): agx + ag Po1(x): agx + ap P1o(X): asx + a; P44(X): a7x + ag
n=2 wh wh)?, wh! wh whP, (wh! wh (whP, (wh! wh (whP, wh!
ot | PooolX): 0 | | Pooq(x): a4 Po1o(X): @2 | | Poq1(X): @g | | P1oo(X): @1 | | P101(X): @5 | | P1qo(X): @3 | | Pq44(x): a7
w8 (WO || wh wB) || wh w0 | [ w8 w8 || wh w0 | [ w8 w8 || w8 w8 ||w WP

Cnuka 3.7: CTpyKTypa peKyp3UBHHUX IIO3UBA.

je IPUMHUTHBHHU N-TH KOPEH U3 jeIHuIIe). PeKyp3vBHM NO3MB U3pavyHaBa BPEJHOCTH TOJIH-
Homa P, y Taukama w’, w', ... w"™ 1. Ako je n = 1, u3nasu ce U3 peKyp3mje U Pe3yiITaT je
jeauHu KoeULIMjeHT a;. Y CyIPOTHOM Ce BpIIIe IBa PeKyp31BHA 03MBA (32 HOJIMHOME JJOOU-
jeHe o] koedpuIMjeHaTa Ha MAPHUM M HETIAPHUM TO3MLIMjaMa) U PE3YJITaTH Ce 00 jeANbaBajy
Ha OCHOBY IPaBMJIa, YMja KOPEKTHOCT CJICIM U3 HapeIHe JieMe.

Hexa je

n—1
b n—1 n—2 _ 7
P, =a, 2" +a, 2"+ .. +aqy = E a;z’,
J=0
. . 2mi _ _
HOAUHOM CTHeileHa N, (3a HeKU CllieileH geojke N, = 2k )UHeKka jew = € n  HPUMUTUUGHU T)-
iwiu koper u3 jeguruye (6axcu w" = 1). Heka je P, ioaunom Koju ce goduja usgeajaroem
Koegpuyujenitia y3 iapHe cilleilexe iij.

nq

— 21 _ j
Po=a, ,x2 "+ .. +ayx+ay= E ag;a?,
J=0

a P, ioaunom koju ce goduja usgeajareem koepuyujenaitia y3 Heiiapre ciiieliere iij.

n__
51
n

_ 21 _ j
P.,.=a, x2 " +..+a3x+a; = E Qg 127
J=0
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Oba tiia iiorunoma cy ciiieiiena <.

3a()<k:< BAICU:

Jloxaz. 3anummmo BpeIHOCTH CBa TPH MOJIMHOMA U3 TIPBE jeTHAKOCTH y ofroBapajyhum tau-
Kama:

n—1
Pn(wk> = aj . (wk)J
7=0
51 ‘ z-1 ‘
Pn()((w2>k) = a2j . <(w2)k)] = a2j . w2k}]
Jj=0 7=0
31 3
Py ((wh)h) = agjin - (W)Y =Y agjy - w?
7=0 j—
3aro je
21 (o
PnO(( >k> + wkpnl(<w2>k) — ]'2:0 25 k2] + Z] 0 a2]+1 . wk (25+1)
n—1 k] y (wk)
—o 4w n

Harnacumo aa cMo y IpeTX0AHOM U3BOheY KOPUCTHIIM UCKJbYYHBO LIEJIOOPOjHE U3JI0KUOLE
(dpojere 2, ¢ u k) v MOXe ce JIaKO MOKa3aTH Jia y TOM CJIy4ajy Baxke CBU yoOWYajeH! 3aKOHU
CTEeNeHOBabA.

Hokaxumo caga aa je whtz k.

g
El
+

w3

Il

g
Bl

S

w3

Il

g
Bl

~~

o

N
=
SN———

I

S
El

o

3

Harnacumo na je n napas dpoj, 0a ce y NpeTXoJHOM U3Bohey CBe BpeMe pajiu ca LieJodpoj-
HUM H3JI0)KHOLIIMA.
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3aro je
n—1 .
Pwht2) = P(—wk) = a;- (—wk)j
=0
n—1

7=0
51 = |
frd a2j . wk'Q.j _|_ Z<_1) . a2j+1 . wk'(2]+1>
7=0 7=0
5—1 5—1
— ay,; w2ki — ok Z gy - w2k
Jj=0 j=0
= Po((w?)F) —wk Py (w?)F) =

Onuc u nMIUieMeHTaruja anroputMa op3e Pypujeose TpaHchopmalvje JaTH Cy y MOTIaBIby
3.6.3.

3.6.2 WuBep3Ha PypujeoBa TpaHchopMaLmja

Bp3a ®ypujeosa TpaHchopmalyja pemiaBa caMo IoJjia mpodiiemMa: Ha OCHOBY KoepuiivjeHaTa
MOJIMHOMA CTeleHa 1 ofipehyjy ce meroBe BPelIHOCTH Y 7 CIEIUjaIHO O1adpaHuX Tadaka
Tj. BpIM ce Tadenupame noauHoMa. OcTaje MUTame Kako Ja Ha OCHOBY BPEIHOCTH IOJIM-
HOMa y TUM TayKama OJpeIMMO HeroBe KoeUIlMjeHTe, Tj. Kako Ja e(pUKacCHO HU3BPIIUMO
uHTepnoiauyjy. Mcnocrasba ce Aa je nmpodsieM MHTepHosauyje BpJo cauyaH npodJeMy Ta-
denupama M Ja ra peaBa MPaKTUYHO UCTH aJTOPUTAM.

IMpumeTnMo NpBO Aa ce Tadenupame, Tj. U3pauyHaBarbe BPEJHOCTH MOJIMHOMA Yy Taukama

1,w,...,w" ! moxe NPEACTABUTH U MATPUYHO.
1 1 1 1
1w w? w1 %o P(1)
1 w? 2:2 w2 =1 ay _ P(w)
1 wn ! w(n—l) 2 w(n—.l.)i(n—l) Ap—1 P(wn—1>

VBenumo ciegehe o3Hake:

* BeKTOp KoeduumjeHata nommHoma P oderexumo ca a = (ag, ay, ... ,a, )7,
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* BekTOp BpeaHoctu nomauoma ca v = (P(1), P(w), ..., P(w"1))7,
* BaHuepMOHIOBY MaTpuily Koja caapxu cTerneHe dpoja w odesnexkumo ca V (w).

AKO cy 3a/1aTH KOepUITHjEHTH TIOJTMHOMA A, FerOBe BPEIHOCTH V' y 1 Tavaka 1, w, ..., w™ *

JI00Mjajy ce u3pauyHaBamkeM IMPOU3BOJIA:

v =V (w)a.

OBaj npou3Boj] ce HaMBHUM aJTOPUTMOM MHOXEHa MaTpHlle M BeKTopa M3BpIlaBa y Bpe-
MEHY O(nz), a qupekTHOM Op3oM PypujeoBoMm TpaHcdopmanujom y Bpemeny O(nlogn).
[IpumeTumo 12 je, MOIITO ce MOXe MPEeJICTABUTH TOMONY MHOKeHha MaTPULIOM, AUCKPETHA
dypujeoBa TpaHcopMalija IMHEapHa TpaHchopMalyja.

C npyre cTpase, ako cy 3anaTe BpeaHoctd nomsoma v = (P(1), P(w), ..., P(w"1))T =
(v, V1, v, V1), a MOTPeBHO je M3pauyHATH Herose KoedUIMjeHTe A, MATPUYHA je/IHa-
KOCT [0CTaj€e CHCTEM JIMHEAPHHX jeHAYMHA 10 HEMO3HATUM KoeduijeHTMa a. Pelnasare
cHCTeMa je/IHauMHA CBOJM Ce Ha pauyHame MHBep3He Matpuie V (w) L, mmo ce yBek Moke
ypauTi [aycoBoM eMMuHaImjoM, To je aroputam cioxkeroctu O(n?). C apyre crpane,
ako 6u ce Matputia V (w) ! yHanpes 3Haa, cucTeM 64 ce MOTao PelIMTH MHOKEHEM je/THA-
koctn v = V (w)a c niee crpane matpuriom V (w)L:

a="Vw) v

Y ommrem ciydajy, oo je anmroputam cioxeroctd O(n?). Ipumerumo, Mehytum, 1a Ban-
JiepMOHI0Ba MaTpia V (w) MMa NpaBUIIHY CTPYKTYpPY KOja ce MOKe HCKOPUCTHTH U 3a eu-
KacHUje N3padyHaBame Hb0j NUHBEP3HE MaTpULe U 3a e(pUKacHUje MHOXKEHE BEKTOpa hOMeE.

Hneepsna maiipuya maitipuye V (w) @ypujeose ipancopmayuje jegnaxa je

Jokaz. Joxasahemo fa Baxu ga je V(w)V (w™1) = nl, roe je ca w™! o3Hauena peru-

. . S —2mi . . .
MPOYHa BpeHOCT Opoja w Tj. Opoj e~ ,aca ] je o3HAUeHA jeIHUYHA MaTpHIIA IMMEH3Hje
n. 3aucra, ako je r % s, onna jesar,s = 0,...,n — 1 npoussox (7 + 1)-e Bpcre MaTpuiie

V(w) u (s + 1)-e konone marpurie V (w) jemnak
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1—wrs ’
k=0 k=0

jepjew™ = 1.
Axo je mak r = s, OHJa je Taj MPOM3BO/] jeJHaK

n—1 n—1

Zwrkwfrk — Z 1=n

k=0 k=0
s V(w)V(w™) = nl, gemewem ca n crem V(w)™! = LV (w™), unme je Teopema
IOKa3aHa. O

PemnaBatbe crctema jeaHaunda v = V (w)a cBoau ce, 1aKJie, Ha U3pauyHaBarbe MPOU3BO/A
_ l —1 . . . .
a = -V (w™")v. ITocao ce majbe mojesHOCTaBIbY je 3axBabyjyhu cienehoj reopemu.

AKo je W ApumuiiiueHu - KopeH U3 jeguruue, onga je w!

KOpeH U3 jeguruue.

iaxohe UpUMUTUGHU N -l

[omrro 6p3a PypujeoBa TpaHchopmalyja eprKacHO payyHa IPOU3BOJA Heke BanaepMoH-
J0OBE MaTpHIIE ¥ BEKTOPa, MPOU3BOJ %V(wil)v MOXKe Cce M3padyHaTH HEHOM MPUMEHOM,
3aMemsyjyhu monasHy BpeaHoCT w ca w™ !, u3padyHaBameM npoussoga V (w™!)v u 3atum
JeJbelheM KOMITOHEHTH JOOHMjeHOr BeKTopa ca . OBa TpaHcopmalidja 30Be Ce uHBep3HA
Dypujeosa iparcghopmayuja (eHri. inverse Fourier transform).

HamomeHnumo f1a ce y nmpuMeHama odpajie CUTHajla TePMUHOJIOTHja Pa3MKYje TaKo INTO ce
MeHa yJIora TUpeKTHe M UHBEp3He TpaHchopMarje.

V3umajyhu cBe 10 cajia pedeHo y 003up, mpou3Boj nonuHoma P u () creneran —1 (3an =
2%) Moke ce m3pauyHaTH KopuIhemem O(nlogn) oneparmja (ca KOMIUIEKCHIM OpojeBrMa)
Ha cienehu HauymH:

* pauyHamo BpeaHocT nonuHoMa PP u 'y 2n— 1 tavaka (cTerneHu 27-Tor IPUMATUBHOT
KOpeHa U3 jenunuiie w) op3om PypujeoBoM TpaHcopMaIijoM,

* y CBaKOj O TaYaKa MHOXMMO BpeHOCT nosnrHoMa P u @),

* pauyHamo Op3y PypujeoBy TpaHcopMalMjy T0OMjEHOr BEKTOpa, MPU YeMy YMECTO

BpPEOHOCTU W KOPHUCTUMO BPEIHOCT w_l " pE3YJITaT MHOXHNMO Ca %
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3.6.3 Anroputam 6p3e PypujeoBe TpaHchopmauuje

[Ipukaxumo cama anropuram op3e Pypujeose Tpandopmalyje, Hajpe y MCeyaoKoay (anro-
puram 10), a 3aTuM 1 y je3uxky C++.

Aaropuram 10 bp3a ®ypujeosa TpaHcopmanuja

Input: n - broj koeficijenata polinoma P
Input: a, ..., a,_; —koeficijenti polinoma P
Input: w - primitivni n-ti koren iz jedinice
Output: vrednosti P, ..., P, _; polinoma P na skupu tacaka 1, w, ..., w
procedure FFT(n, [ay, ay, ... a,_4], w)
if n = 1 then
Py =ag
else
PPaTno = FFT(n /2, [ag, Ag, -+ , Gypy_s], W?)
preratno = FFT(n/2, [ay, as, ... , a, 4], w?)
fork=0ton/2—1do
Pk; _ P]farno + wk; . P:eparno
Pk+n/2 — P]ga'r‘no _ wk . P]::’Leparno

n—1

R A i o

—_ = m =
Wy 2o

JacHO je na anropurtaM peajiM30BaH IPETXOJHOM IIPOLEAYPOM 3a10BOJbABA jeJHAUMHY
T(n) = 2T (n/2) + O(n), na my je croxenocr O(nlogn). HakoH Tpanchopmaimje
(IIpOMeHe perpe3eHTalije U3padyHaBabeM BPEJHOCTH) iBa IOJMHOMA HhIXOBO MHOKEHE je
moryhe y Bpemery O(n), Ima je yKylmHa CJIOKEHOCT MHOXK€Ha MOJIMHOMA TIOMONy alropuTMa
FFT jemnaka O(nlogn).

WuBep3Ha TpanchopMaliyja ce MOXe n3padyHaTy KOPUIINemheM MPETXOAHOT aJITOPUTMA TaKO
IITO Ce y IIABHOM MO3UBY (DYHKIIMje yMECTO apryMeHTa w 3aja apryMeHT w1 1 Tako IITo
ce Ha Kpajy CBaKH eJIEMEHT pe3yJITaTa MOofIeJH ca 1.

Pasmorpumo caga C++ ummiemenTauujy. Y je3uky C++ KOMIUIEKCHE OpojeBe MMaMo Ha
pacnionaramy y OdJuKy TUIOBa complex<double> U complex<float> (3amuc y OABOCTPYKOj U
JEOHOCTPYKOj TaYHOCTH). [IMpEeKTaH HAUMH UMILIEMEHTaluje je ciaenehu.

typedef complex<double> Complex;
typedef vector<Complex> ComplexVector;

ComplexVector fft(const ComplexVector& a, bool inverzna) {
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int n = a.size();

// ako je stepen polinoma 0, vrednost u svakoj tacki jednaka
// je jedinom koeficijentu
if (n == 1)

return ComplexVector(1, a[0]);

// izdvajamo koeficijente na parnim i na neparnim pozicijama
ComplexVector Pparno(n / 2), Pneparno(n / 2);
for (int 1 =0; 1 <n/ 2; 1++) {

Pparno[i] = a[2 * 1];

Pneparno[i] = a[2 * 1 + 1];

// rekurzivno izracunavamo Furijeove transformacije tih polinoma
ComplexVector fftParno = fft(Pparno, inverzna),
fftNeparno = fft(Pneparno, inverzna);

// objedinjujemo rezultat

ComplexVector rezultat(n);

for (int k = 0; k <n / 2; k++) {
// odredjujemo primitivni n-ti koren i1z jedinice
double koeficijent = inverzna ? -1.0 : 1.0;
Complex w = exp((koeficijent * 2 * k * M_PI / n) * 11);
// racunamo vrednost polinoma u toj tacki
rezultat[k] = fftParno[k] + w * fftNeparno[k];
rezultat[k + n/2] = fftParno[k] - w * fftNeparno[k];

}

// vracamo konacan rezultat

return rezultat;

// funkcija vrsi direktnu Furijeovu transformaciju polinoma ciji su
// koeficijenti odredjeni nizom a duzine 2"k
ComplexVector fft(const ComplexVector& a) {

return fft(a, false);

// funkcija vrsi inverznu Furijeovu transformaciju polinoma ciji su
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ComplexVector ifft(const ComplexVector& a) {
ComplexVector rezultat = fft(a, true);

int n = a.size();

for (int k = 0; k < n; k++)
rezultat[k] /= n;

return rezultat;

[Iperxoany uMmiuieMeHnTaiujy je moryhe modospiatu. Hajsehu mpodiiem je To mito ce n-tu
KOPEHH U3 je[MHULIE padyHa]jy 3aCeDHO y CBAKOM PeKyp3UBHOM no3uBy. EdukacHoCT ce 3Ha-
YajHO MOMPaBU/ba aKO C€ HU3 KOpEeHa U3pauyHaBa caMo jeAHoM, mpe ¢pynkuuje. [Ipodiem
j€ y ToMe IITO ce TOKOM peKyp3uje 1 CMamyje, Ta Cy HaM y CBaKOM TIO3WBY MOTPeOHU pa-
3IMYUTH KOpeHU. MeljyTum, ako je Heku Opoj k-Th KOpeH U3 jeAMHuUIIe, OHIA je OH U 2k-Tu
KOPEH U3 jeJuHHLE. 3aTO, aKO 3HAMO HU3 1-THX KOpEHa U3 jelMHULIe (eﬁ, 3a k ox 0 o
n — 1), Tajga cy eJleMeHTH Ha APHUM MO3UIIMjaMa TOT BEKTOPA 7./ 2-TH KOPEHH U3 jeIMHULIE.
2k’ i

2kmi o

Bawncra, ako je k = 2k’, tamajee » = e 2 mBaxkmpaako je 0 < k < n, Tama je
0 < k' < n/2. [akne, y MOYeTKy MOKEMO U3pauyHATH HU3 CBUX N-TUX KOpEHA U3 je/iu-
HUIIE ¥ FbUX KOPUCTHTH HA TTOYETHOM HHUBOY PEKYP3H]j€e, Ha HApPEAHOM HUBOY peKyp3uje hemo
KOPUCTHTH CBaKHM JPYTH €JIEMEHT TOI' BEKTOPA, Ha HAPEJHOM CBaKU YE€TBPTH M TaKo Jabe. Ha

NpUMep, ako je n = 8, MOYEeTHU HU3 KopeHa je 1, g—ki‘g, 7, —‘/75 —|—i‘/7§, —1, —@—i%ﬁ

—1, @ — i\g, Ha HapeJHOM HUBOY pekypauje je n = 4 u kopucrte ce kopenu 1, 7, —1, —1,
Ha HapejHOM HMBOY peKyp3uje je n = 2 u KopHcTe ce Kopenu 1 u —1, a Ha mocienmeM
HUBOY pekypauje je n = 1 u u3na3u ce u3 pekyp3uje de3 kopuinhema OBUX KOpPEeHa.

>

Jom jepan mpoOieM MpeTXoAHe UMIUIEMEHTALH]€e je TO LITO ce TOKOM PeKyp3Hje aJolupajy u
MOIYyHaBajy NOMONHU BEKTOPH, IUTO JOBOJM JJO T'YOUTKA U BpeMeHa U MmeMmopuje. Pypujeoy
TpaHcopmaiyjy je moryhe peanuzoBatu u 0e3 kopuitherwa momohHe memopuje. Ha mouet-
HOM HMBOY peKyp3Hje Koe(pUIMjeHTH YIa3HOT MOJIMHOMA Cy CBH JaTH IMOYETHUM BEKTOpPHMA
koedurmjeHata. Ha HapeqHOM ce ocMmatpajy eneMeHTH Ha osuijama 0, 2,4, ..., n —2u
Ha ro3utigjama 1, 3, ..., n — 1. Ha HapenHOM ce mocMmatpajy eeMeHTH Ha no3utigjama 0, 4,
8, n — 4, 3aTuM eleMeHTH Ha no3uiyjama 1, 5, ..., n — 3, 3aTUM eJleMeHH Ha To3UIrjaMa
2,6, ...,n — 2, ¥ Ha Kpajy eJIeMeHTH Ha nosurmjama 3, 7, ..., n — 1. CIMYHO ce HacTapsba
Y Ha JajbuM HUBoUMa pekypauje. [lakie, ymecto (popMuparma MoMohHOT yIa3HOT BEKTOpa
ca MOroJHO 0JadpaHnM YJIa3HUM KoedulljeHTrMa, nmpociehuBahemMo opuruHamIHA BEKTOP,
MO3UIIMjy ToYeTKa § v moMepaj d u nocMatpahemo mwerose eieMeHTe Ha mosunujama s + dk,
3a0 < k < n,rme jen = ny/d, ang je AyKuHa IOYETHOT BEeKTOpa. Pesynrate peKyp3us-
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HHX MO3MBa MOJKEMO CMECTUTH Y [jBe MOJIOBHHE pe3yiryjyher Hu3a. HakoH Tora pesynrare
objenumyjemo. BpenHoctu Ha mosunmjama k u k + n/2 pesynryjyher Bektopa onpehene
Cy BpeIHOCTMA Ha MO3MLIMjU Kk Y pe3ysraTy npBOT U JPYror peKyp3uBHOT, MehyThM, OHe ce
HaJIa3e YIpaBo Ha nosuimjama k u k -+n/2 pesyaryjyher Bektopa (jep cMo pesyJrate peKyp-
3MBHUX NO3MBA CMECTHJIM Yy TIPBY U APYTY HOJIOBUHY pe3ynTaTa). MopaMo BOOUTH padyHa jia
T€ /IB€ BPEJHOCTH MOPAMO UCTOBPEMEHO U3PAUYyHATH U aKypPUPATH.

typedef complex<double> Complex;
typedef vector<Complex> ComplexVector;

// funkcija vrsi Furijeovu transformaciju (direkntu ili inverznu) elemenata
// a[start_a], a[start_a + korak], a[start_a + 2korak],
// 1 rezultat smesSta u niz
// rezultat[start_rezultat], rezultat[start_rezultat + 1],
// koristeci primitivne korene iz jedinice smestene u niz
// w[O], wl[korak], w[2*korak],
vold fft(const ComplexVector& a, int start_a,
const ComplexVector& w,
ComplexVector& rezultat, int start_rezultat,
int korak) {
// broj elemenata niza koji se transformise
int n = a.size() / korak;

// stepen polinoma je nula, pa mu je vrednost u svakoj tacki jednaka
// konstantnom koeficijentu
if (n == 1) {

rezultat[start_rezultat] = a[start_a];

return;

// rekurzivno transformisemo niz koeficijenata na parnim pozicijama
// smestajuci rezultat u prvu polovinu niza rez

fft(a, start_a, w, rezultat, start_rezultat, korak*2);

// rekurzivno transformisemo niz koeficijenata na neparnim pozicijama
// smestajuci rezultat u drugu polovinu niza rez

fft(a, start_a + korak, w, rezultat, start_rezultat + n/2, korak*2);

// objedinjujemo dve polovine u rezultujuci niz
for (int k = 0; k < n/2; k++) {
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Complex r1 = rezultat[start_rezultat + k];

Complex r2 = rezultat[start_rezultat + (k + n/2)];
rezultat[start_rezultat + k] = r1 + w[k*korak] * r2;
rezultat[start_rezultat + (k + n/2)] = r1 - w[k*korak] * r2;

// funkcija vrsi direktnu Furijeovu transformaciju polinoma ciji su

// koeficijenti odredjeni nizom a duzine 27k

ComplexVector fft(const ComplexVector& a) {

// duzina niza koeficijenata polinoma
int n = a.size();
// izracunavamo primitivne n-te korene iz jedinice
ComplexVector w(n/2);
for (int k = 0; k < n/2; k++)

wlk] = exp((2 * k * M_PI / n) * 11);
// vektor u koji se smesta rezultat
ComplexVector rezultat(n);
// vrsimo transformaciju
fft(a, 0, w, rezultat, 0, 1);
// vracamo dobijeni rezultat
return rezultat;

// funkcija vrsi inverznu Furijeovu transformaciju polinoma ciji su

// koeficijenti odredjeni nizom a duzine 27k

ComplexVector ifft(const ComplexVector& a) {

// duzina niza koeficijenata polinoma
int n = a.size();
// izracunavamo primitivne n-te korene iz jedinice
ComplexVector w(n);
for (int k = 0; k < n; k++)

wlk] = exp((- 2 * k * M_PI / n) * 1i);
// vektor u koji se smesta rezultat
ComplexVector rezultat(n);
// vrsimo transformaciju
fft(a, 0, w, rezultat, 0, 1);
// popravljamo rezultat
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
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rezultat[i] /= n;
// vracamo dobijeni rezultat
return rezultat;

vector<double> proizvod(const vector<double>& p1,
const vector<double>& p2) {
// duzina niza koeficijenata
int n = pl.size();
// kreiramo nizove kompleksnih koeficijenata dopunjavajuci ih nulama
// do dvostruke duzine
int N = 2*n;
ComplexVector a(N, 0.0);
copy(begin(p1l), end(p1), begin(a));
ComplexVector b(N, 0.0);
copy(begin(p2), end(p2), begin(b));

// vrsimo Furijeove transformacije oba vektora koeficijenata
// (slozenost je 0(n log(n)))
ComplexVector va = fft(a), vb = fft(b);
// mnozimo vrednosti u pojedinacnim tackama (slozenost je 0(n))
ComplexVector vc(N);
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++)
vc[i] = va[i] * vb[i];
// inverznom Furijeovom transformacijom rekonstruisemo koeficijente
// proizvoda (slozenost je 0(n log(n))
ComplexVector c = ifft(vc);

// realne delove kompleksnih brojeva smestamo u niz rezultat 1 vracamo ga
vector<double> rezultat(N);
transform(begin(c), end(c), begin(rezultat),
[J(Complex x) { return real(x); });
return rezultat;

[NaxxspBOM aHATIM30M je Moryhe YKJIOHUTH PeKyp3ujy U3 IPETXOIHE UMITIEMEHTaIje (TaKo
ce noouja Kynu-Tykujes Hepekyp3uBHuU anropuTtaM 3a FFT, 3acHOBaH Ha paHuje NpUKa3aHoj
nentup-cxemu). Ta uMruiemenTanyja Hehe dUTH MprUKa3aHa y OBOM YIIOEHHKY.
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3.6.4 NTT: dypujeoBa TpaHcthopmaLmja y MoAynapHOj apuTMeTuLn

V anroputmy FFT mpenas ca peaysHux dpojeBa Ha KOMIUIEKCHE je OMO HEONXO/aH 3aTO IITO
KOMITJIEKCHH OpOjeBH TapaHTyjy TO Ja 3a CBaKO 7 MOCTOjW MPUMHUTHUBAH 71-TH KOPEH U3 je-
OVHMLIE, Tj. TO Ja CBaka jeAHauYMHa oOyiMKa w" = 1 MMa 7 pasiuuuTuX pellea, ITO KOx
peasHuX OpojeBa HUje ciydaj Beh 3a n > 2. Kao HM peayHd, HU KOMIUIEKCHU OpOjeBH He
MOT'y OMTH MOTITYHO MPELM3HO MPEACTaB/bEHH Y pauyHapy, Beh ce KOpUCTH IIPUOJIMKAH 3aIiC
(Hajuemrhe 3amuc y TOKPETHOM 3ape3y), IITO MOKE IOBECTH JJO pAauyHCKHX Ipeliaka. YMecTo
KOMIUIEKCHUX OpojeBa Moryhe je KOpUCTUTH U HeKe Apyre dpojeBHe cTpykType. Ha npumep,
Moryhe je KOpUCTUTH MOAYJapHy apUTMETUKY M KOHaYHa M0Jba.

Y MoJynapHOj apUTMETULM N-TU KOPEH U3 jeIuHUILIE TI0 MOAYILY P je Opoj w TakaB Aa Baxu
w™ =1 (mod p). Ako3acsako 1 < m < npakuw™ # 1 (mod p), Tana je w NpUMUTHBAH
N-TH KOpeH U3 jeauHuue. [IpupoHo ce mocTaBiba NUTAKE /1 JIM 34 AATU IPOCT OpOj p U AaTu
CTeTieH 7 MOCTOjU MPUMHUTUBHU 71-TH KOPEH U3 jeJIMHUIIE.

3a dpocii dpoj P Yy MYMUUAAUKATAUEHO] MOGYAAPHO] IpYiiu Z;, 3a 2 < n < p, dpumu-
[HUGHU N-THU KOPeH U3 jegunuue HOCHojU ako U camo ako je p — 1 gemwug dpojem n.

Jokasz. TIpeTnocTaBuMO J1a je w NPUMMUTUBHU 71-TH KOpeH u3 jenunuue. Heka je p — 1 =
ng+rur < n. Tama je wP ! = w4t = (w™)?- w". MelyTum, TOWITO je w N-TH KOpeH
u3 jenunuue Baku w = 1 (mod p), ma je (w™)? - w” = w" (mod p). Ha ocHoBy maze
depmaose Teopeme Baku wP ! = 1 (mod p), na mopa ma Baxku w” = 1 (mod p). MehyTum,
TIOIITO j€ 72 IPUMUTHBHH 7-TH KOPEH, OBO HE MOXE Ja BaKU HHU 3a je[aH Opoj r < 1, OCUM
3ar = 0. 3ar0 je p — 1 = ng, na je p — 1 nespuB dpojem n.

IMpernocraBumo canga ga je p — 1 gemuB dpojem n, Tj. ga je p — 1 = gn. 3a cBaku Opoj
a € Z,\ {0}, na ociosy mazne depmaose Teopeme Baxu a’ ' = 1 (mod p), 1j. (a?)" =
1 (mod p). Bpoj a? je, nakie, yBeKk n-Ti KOPeH U3 jeAMHHMLIE, ATk He MOpa OMTH IPUMHUTHBAH.

Ha du a? dro mpUMHUTHBAH N-TU KOpeH, OTpedHO je mpoHahu reHepartop rpyrne, OIHOCHO
6poj a unju je penp — 1, 1j. enement a € Zp \ {0} Takas ga je a?~* = 1 (mod p) (o
yBEK Baxu), amv Hu 3a jenHo 1 < m < p — 1 ue Baxu a” = 1 (mod p). Ha ocHoBy jieme
3.4.5, rpyna 7 je UMKJIMYKa U TEHEPATOP YBEK MOCTOjH.

[TpUMUTHBHM 7-TU KOPEH M3 jeIUHHLE MO MOIYJIY P MOxeMo 1odutu kao a?modp =
™+ mod p. 3aucra, Baku aa je (a?)™ = aP~! = 1 (mod p). Axo &u 3a HeKo M < n
Baxwio (a?)” = 1 (mod p), Tana ou Baxmio a?” = 1 (mod p) u pex enemenra a 5uo ou
MamH WK jeJHaK gm < qn = p — 1, mMTO je y CympoTHOCTH ca n300pOM efieMeHTa a (KOju
je u3adpaH Kao eJeMeHT pena p — 1, Tj. eleMeHT TakaB aa 3a cBako 1 < k < p — 1 Baxu
a® # 1 (mod p)). O
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I Mpumep 3.6.5

Y ipyiu 77 tioctiioju GipumuiiuHu n-iiu Kopen u3 jegunuye san = 2, n = 3un = 6, jep cy
o jegurnu geauouu opoja p — 1 = 6. 'V tipumepy 3.4.8 cmo sugeau ga cy tenepaitiopu ipyiie
a=3ua=>5.

Hpumuiuiuean gpyiu xopen u3 jeguruue je a" mod P, witio 3a a = 3 gaje enemeHil
33mod7 = 6. 3aucitia, 6°mod7 = 1, goxK je 6!mod7 = 6 #+ 1. 3a a = 5, itonoso ce
gobuja koper 53 mod 7 = 6.

Tpumuitiuean mpehu kopen u3 jegunuye 3a a = 3 je 32 mod 7 = 2. 3aucitia, 22 mod 7 = 1,
gok je2' mod7 =2 # 1u22mod7 = 4 # 1. 3a a = 5 gobuja ce kopen 5> mod 7 = 4.

[pumuiiuéar weciiiu koper u3 jegunuue 3a a = 3 je 3' mod 7 = 3, gok ce 3a a = 5 gobuja
5'mod 7 = 5.

13 petxoae neme cieu 1a y Z,; NPUMUTHBHY 1-TH KOPEHH He TIOCTOj€ 3a cBaKko 1. Meby-
THM, UIMaMo CJI0doLy U300pa MOJyJsa p Ha OCHOBY IIO3HATOr CTelleHa NojrHoMa 7. Ilomro
HAC 3aHMMajy BPEIHOCTH 7 KOj€ Cy CTENEHH [IBOjKe MOTPEOHO je Aa ce nmpoHalhe HEKU MpoCT
dpoj p TakaB ga je p — 1 nesprBO ca WITO BUILIE CTeNeHa IBOjKe (OHIa Taj ucTi Opoj MOXKEMO
KOPHCTUTH 32 pa3jIMuuTe BPEJHOCTH 7L KOje Cy CTelleHH! ABOjKe). JenaH Takas pocT Opoj je
p=223.7-17+1 = 998 244 353 1 OH ¥UMa IPUMUTHBHH 712-TH KOPEH 3a CBE CTeIleHe IBOjKe
n 10 223 (o je y MHOrMM np¥MeHaMa 1 BUIIIE Hero JOBOJBHO, jep HaM oMoryhaBa MHOXeH-e
MOJIMHOMA €2 110 OKO 8 MWJIMOHA KoebUIIMjeHaTa KOjH Cy y OICery 10 CKOpO MUJIMjapay).

Ocraje nuTame Kako 3a AaTy BPeIHOCT 72 IpOHahu IPUMMUTUBHY 71-TH KOPEH U3 jeIMHULIE [0
mopayiny p. ITokaxumo jenan eeKTHBHM NocTymnak 3a To. [IpernocraBumo na je p — 1 = kn.
W3 nmokaza neme 3.6.4 jacHo je ma je KJbydHO mpoHahu TeHepaTop a TpyIe Z;. Tj. €JIeMEHT
a € Z,\ {0} taxas na je aP™! =1 (mod p) (mro yBek Baxu), amu Hu 3a jeqHo 1 < m <
p — 1 He Baxku "™ = 1 (mod p). a Ou 0Baj ycJI0B BaXHO 3a HEKO M TOTPEDHO je ja m
Oyzne memanan opoja p — 1. JIoBoJbHO je, 1akiie, aa nposepumo aa je a™ # 1 (mod p) 3a
cBe nenmorie m opoja p — 1. OBo ce MoXe ajbe peayKOBaTH TUME IITO CE UCIHTAjy Camo
OHHU AEJTMOLM KOju ¢y 00JIMKa %1, rae je f; Heku mpoct ynHWiIal Opoja p — 1. Hauwme, oBu
JeMOLIY CY MAaKCUMAJTHU Y MPEXHU AEJBUBOCTH (3a CBAKH Of1 IbUX, HApETHU AeJHUJIall je yIIpaBo
p — 1) 1 aKko 3a HeKH AeuJIall 1M UCTIpe] BbuX Baxu a = 1 (mod p), tajga he dap Heku of
1

— p—1
BUX, Tj. Oap HEKU JIeIuial OOIuKa ”J% ourn nespuB ca m uBaxuhe a i =1 (mod p).

I Mpumep 3.6.6

Ja bucmo 3a dpojp = 223 -7 - 17 + 1 = 998 244 353 ogpegunu 6poj a uuju je peg p — 1,
JOBOSBHO Je ga ucipodasamo pegom 6peguroCctiu a (Ha apumep, MO*CEMO pasmatipaitiu pegom
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Mane ipocitie Opojese) u ga wporahemo ipsu Opoj a wwakae ga je a2 AT % 1 (mod p),
a2”17 £ 1 (mod p) u a®”7 % 1 (mod p). Hpeu mwaxas 6poj je a = 3.
p D). Lp POJ J

Kana je mosHat mpuMUTHBHY i-TH KOPEH W3 jeAnHMIEe W, u3Boheme PypujeoBe Tparchop-
Malijje Teue Ha IOTITYHO UCTH HAUWH, jeIMHO IITO Ce YMECTO KOMILJIEKCHUX OpojeBa KOpUcTe
MIPUPOTHU OPOjEeBU M CBE Ollepalldje ce U3BpIIaBajy mo moayay p. Oaj odmmk PypujeoBe
TpaHcopmanyje ce Hekana Has3uBa NTT (enr. number theoretic transform). OHa moxe aa
¥Ma MPETHOCTH Y OIHOCY Ha KJIACHYaH MPUCTYI ca KOMIUIEKCHUM OpojeBUMa, jep He TIOCToje
podJieMH ca npeuusHolhy 3anuca dpoja.

I Mpumep 3.6.7

Tpukasxcumo uzpauyrasarse iipoussoga iomunoma P(x) = 1+ x + 2% u Q(x) = 3 + 5x
apumerom NTT 3a epegnocii p = 998 244 353 (napasro, owitio cy doauHoMU MANOT Cllie-
flena, ca Maum KoeguyujeHiauma, Moiau OUCMo KOPUCTIUTHU U HEKY MAarby 8PegHOC 3d D).
Koegpuyujenitie iioruroma goityrbasamo mmarko ga ce gooujy 8eKmiopyu uija je gydicura ciieiler
geojKe U goomHA je ga ce cMeciliu Hpou3eog Koju je clileliena 3, ia gooujamo gea eeKiiopa
gyncunen = 4: [1,1,1,0] u [3,5,0,0]. Bpegrociu k jegnaxa je (p — 1)/n = 249 561 088,
ia je ApuMuitiueHu N~ Koper u3 jeguruye jegnax w = a® mod p = 911 660 635.

Dypujeosa pancghopmauiLja mosice goOUU MHOICEHEM MATUPULOM (HapasHo, Modice U Opaice,
Kopuuthervem aniopuitiva FFT):

1 1 1 1 1 1 1 1
1w w? w® | [ 1 911660635 998244352 86583718
1 w? w* ws | 7| 1 998244352 1 998244 352
1w wt w 1 86583718 998244352 911660635

Mnooicervem oge maitipuye gexiiopuma ioauroma (o mogyay p), gooujajy ce rouxose ®ypu-
jeose impancgopmauuje: [3, 911660635, 1, 86 583 718] u [8, 565 325 766, 998 244 351,
432918 593|. HFbux mHodcuMO enemeniti iio enemenit (1o mogyay p) u gobujamo eeximop: [24,

738493 194, 998 244 351, 259 751 149].

Eyxaugosum artopuitimom ce modgice ogpeguitiu ga je MogyaapHu umeeps opoja W jegHak
86 583 T18. Maitipuya uneepsne @ypujeose mpanchopmayuje je 3aimo:

1 1 1 1
1 86583718 998244352 911660635
1 998244 352 1 998244352
1 911660635 998244352 86583718
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Mrodicervem ose maitipuye éexiiopom [24, 738 493 194, 998 244 351, 259 751 149] (ito mo-
gyay p) u ckpahuearsem godujerot pesyaitiaitia ca n = 4 (witio je gyoicuna éexiiopa), goouja
ce eexiiop [3,8, 8, 5] koju ipegciiasna iomnom 3 + 8x + 8x2 + 523, wiio je 3auciia
Upouseog Hawa gea iuona3na UoAuHomaA.

r 1

3apatak: NopaBHaBaH-€ HUCKU

Hucke s u t ce cactoje ox cioBa u Tauaka. Hucka ¢ je kpaha o HUCKe S M MOJXe ce TOpaBHATH
Ca HHCKOM S TaKo IITO Ce HeH NPBH KapaKTep MOCTAaBU UCIO]] OMJIO KOT KapaKTepa HUCKE S
TaKoO Jia ce IIeJIa HUCKA ¢ Mope/in ca MOJHNUCKOM HHCKE S KOja TIOUMIbe Off Tor Kapakrepa. Ha
nprMep, HACKE S U t KOoje Cy jeiHake ab.c.b M a.b ce MOTy MopaBHATHH Ha ciefehe HauMHe:

ab.c.b. ab.c.b. ab.c.b. ab.c.b.
a.b. a.b. a.b. a.b.

HanwmcaTtu nporpam Koju 3a cBako Moryhe nopaBHamwe HUCKE S U ¢ ofpehyje dpoj Tayaka koju
¥M Ce TOKJIamajy.

Omnuc yna3a

Ca cTaHJap/HOT yJa3a ce yduuTaBa HHCKa § (myxuHe Hajume 10° kapakTepa) u HHcKa t
nyxuse Hajsuime 10 kapakrepa).

Onuc n3ja3a

Ha crannapmam w3na3 ucnvcati Opoj TMOKJIOIUBEHUX TayaKa 3a CBAKO MOPABHABAHE HUCKE S
nt.

IIpumep

Vaaz Hznaz

ab.c..ab..a.a.baa.a.c..a 23124122212031222
b.ac..b.

Objawmrberve

Y ipBOM MOpaBHAaBamy TMOKJIATIAjY Ce IBE TAUKe.
ab.c..ab..a.a.baa.a.c..a
b.ac..b.
VY npyrom nopaBHaBamwy MOKJIANAjy ce TPU TAuKe.
ab.c..ab..a.a.baa.a.c..a

b.ac..b.
CnnyHo ce Opoje TauKe U KOJ OCTaJIMX IMOpaBHABaba.
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Pewere

Fpy6a cuna

Pelierbe TpyOOM CHIIOM TIOJpa3yMeBa Jia Ce 3a CBAKO MOryhe IopaBHaBatbe EKCILTMIUTHO
npedpoje Tauke Koje ce nokamnajy. CnokeHoct oor pemeba je O(|s| - |¢]).

MHOXeH€ MoIMHOMa

Kpeunpajmo dunapse Husose S n T’ MCTHX JyKMHA Ko HUCKe S U ¢, TakBe Ja je S;, = 1 akko
jes[k]l == "'." mpaajeT, = 1akko je t[k] == '.'. PasmoTpumoO nopaBHame Koje NoUnbe
Ha ro3unyju ¢. Tama ce Opoj Tauaka Koje ce MOKJIanajy MoXe U3padyHaTd U3pa3oM:

[t-1

> Sivi- T
=0

Ogaj 30up je morpedHo m3pauyHaty 3a cBaky nosuumjy 0 < i < [s| — |t|. Onepaumja y
K0jOj ce Kpahu HU3 IoMepa AyXk AyXKer U padyHajy ce 30MpoBH IPOM3BOAA €JIeMeHaTa Ha OJ-
roBapajyhum nosuuujama Ha3uBajy ce KOHEOAYYja U OHA Ce jeTHOCTAaBHO CBOAM Ha MpodjeM
MHOXEHba MOJIMHOMA.

PasmMoTpuMO MHOK)eme TonuHoma P(z) = ZZO a;x' m Q(x) = S." b.a’. Houxos

=0 "J
TIPOM3BO] j€ TOIMHOM:
m n ) )
P(x)Q(x) = Z a;b;z*™,

i=0 j=0

I'pynuiyhu koeduimjeHte y3 UCTH cTeneH Opoja & JodujaMo:

m+n k
P(z)Q(z) = Z Zak—jbj ¥,
k=0 \ j=0

TpyU YeMy noapasymesamo na je a; = 03ai > mmub; = 03aj > n. dokycnpajmo ce Ha
koeduimjente y3 crenere =¥ 3a k msmehy m — 1 un — 1. Ouu cy jeqHaku:

3
L

a,k,_jbj,

<.
Il
o

IITO JIMYM Ha CyMe KOje XeJIMMO Jja U3pauyyHaMoO KOHBOJYLIMjOM, jEOUHO LITO CE eJIEMEHTH
MHOXe Y 0OpaTHOM pejociesy (IIPBU €leMEeHT Hu3a b MHOXHU ca MOCIeJHHM elIeMEHTOM
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onropapajyher jgena HU3a q, OPYTU ca MPETHOCTEABUM UTH.). JeqHa omepaiuja ce JIako
CBOJM Ha JpYry 0OpTameM penociea KoeduljeHaTa jeaHor of nojtuHoMa’?, Y3mMumo aa
. sl o . 1 ; . %
jeP(z)=>%_, Sz’ amajeQ(z) = ijo Tjy—1_;27. Tana cy koeuuMjeHTH y3 =

zalt| —1 <k <|s|—1 jennakn:

It|—1 [t|-1

D Sk Ty = Y Sk T
=0 =0

[TprmeTnmo fa cy OBO yrpaBo 30MPOBHU KOjU CY HaMa MOTPeOHU: 30Up 3a IaTH IMoMepaj ¢ je
koepummjent y3 =¥, 3a k = [t| — 1 + i. Jakue, notpedHO je camo popMUpaTH MOJTMHOME
P u () Ha onucanu HAYKMH, TOMHOXHTH UX (IITO MOKEMO e(PUKACHO yPaaUTH KopuIiihembeM
op3e PypujeoBe TpaHchoOpMaLMje) U MPOYUTATH KoedulMjeHTe y3 oaroBapajyhe crenexe.
Crnoxenoct osor npuctyma je O(|s|log|s|).

string s, t;
cin >> s >> t;

int n = pow2(s.size());

ComplexVector S(n, 0);
for (int 1 = 0; 1 < s.size(); i1++)
if (s[i] == ".")
S[i] = 1;

ComplexVector T(n, 0);
for (int 1 = 0; 1 < t.size(); i1++)
if (t[t.size() - 1 - 1] == ".")
T[i] = 1;

ComplexVector st = mult(ss, tt);

22y nuTepaTypH He IIOCTOjU KOHCEH3YC KOjU Ce TAUHO OOJIMK OBMX OIepalija Ha3uBa KOHBOJIYIIH]a.
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for (int i = 0; 1 <= s.length() - t.length(); i++)
cout << round(st[i + t.length() - 1].real()) << " ";

3apgarak: AurutasiHu 6pojay

2n-1o nudpenn qurutamau Opojad ogdpojasa o 000 ... 000 mo 999 ... 999 u emuryje 3Byk
CBaKM IyT KajJa je 30up npBux n uudapa jeqHak 30upy nocieamwux n uudapa. Ha npumep,
mecrorudppenn Opojau mymTa 3Byk 3a 000000,001001, 001010, ...,999999. Hammcatu
mporpam Koju oapelyje Koiuko myta he ce 4yTu 3ByK.

Omnuc yna3a
¥V 1pBoj MHMjU CTAaHOAPIHOT YJa3a Hajla3u ce npuponan opoj n (1 < n < 9).
Onuc n3nasa

Ha cranmapHoM m3na3sy NpuKasaTd KOJMKO MOCTOjU 2n-IMdpeHux dpojeBa ca TpaxeHUM
CBOjCTBOM.

IIpumep
Vaaz H3znaz
3 55252

Pewene

PyHKUMja reHepaTpuca

I1pBa 1 apyra nogoBuHa Opoja ce MOry OMpaTh He3aBUCHO. AKO MOCTOju b, HauMHa ga ce
onadepe MoJIoBUHA Opoja TaKo Ja je 3oup nudapa y Toj MOJOBUHH jefHaK k, OHJIA TIOCTO U b%
HaumMHa Ja ce ofadepe 11e0 6poj Tako fa je 30up 0be mosoBuHe jeqHak k. KonauHo pererne
ce OHjia TodMja cadupameM OBUX BpeJHOCTH 3a cBe Moryhe 30upose k (ox 0 10 9n).

Pasmorpumo nomarom P(z) = 1+ + 22 + ... + 2%, MokeMo cMaTpaTu 1a CBakH Heros
KoeuLMjeHT (a cBakH je jenHak 1) naje Opoj HauMHa 3a Koje jeaHonudpeHu Opoj uMa 30up
rmdapa peaom 0, 1, ma 10 9. PazmoTpumo moguHOM

Px)? = (I+a+22+..+29)1+z+22+.. +2%
= 14+2+322+ 22+ ...+ 928 + 102° + 9210 + ... 2217 + 118,

Koedwmjent y3 ¥ caga naje 6poj Haumna ga ce 6poj k noduje kao 30up mudapa Hekor
nBormdperor opoja. Ha cimuan Hauna koeduumjeHt y3 x, nomuoma P ()™ naje dpoj
HauymMHa Ja ce Opoj k moduje kao 30mp mudapa HeKor m-TouudpeHor dpoja.
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3awucra, nosmHom P (x)™ noduja ce cabupareM IPOoM3Bo/a CBUX MOI'YhHX 7-TOPKH MOHOMa
w3 P(x). Tocroju dujekuuja usmelly m-romudpeHnx dpojeBa u THX M-TOPKH MOHOMA M3
P(x), takBa 1a ce cBakoj uudpu ¢ nojesby je MoHoM x°. TIpou3BOJ MOHOMA TAKBE 1M-TOPKE
je moroM z¥, rie je k 36up rudapa m-TormdpeHor 5poja Ko ju 0AroBapa Toj m-TopKH. 3aTo
je opoj m-rommdpenux dpojepa unju je 30up mudapa k (6poj b,,,;.) jenHak dpojy m-Topku
MOHOMa uuju je pousson z¥. 36up cux Tx Moroma je b, x*, Tako na ce 6poj b,,, . 3aucrta
MOXe OJIpeTUTH Kao KoedurmjenT y3 =¥ mommoma P(z)™.

3a napan Opoj n MokeMO ofipeauTH KoeduimjerTe noamHoma P(x) 2 W pesyaTaT MOKEMO
JOOUTH Kao 30Mp KBajpaTa CBUX J0OMjeHUX KoeduipjeHata. CTeneH ce MOKe OApEeIUTH KOM-
OMHaIMjOM O30T CTENeHOBamwa (CBAaKO MHOXKEHE MOJIMHOMA ce MOXEe BPIIMTH oMohy dp3e
dypujeose Tpanchopmarmje). Takohe, moryhe je camo mponahu dp3y PypujeoBy TpaHc-
(opmarmjy nmommHoMa P, 3aTUM BpeJHOCT Y CBAKOj TAUKU 3aCEOHO CTerneHOBaTH (Dp3uM cTe-
TIEHOBAEM), TIa Pe3yJITaT PEKOHCTpyHCcaTH MHBep3HOM PyprjeoBoM TpaHCHOPMAIIH]jOM.

[IpedpojaBame KOMOMHATOPHUX ODjeKaTa CMO CBEJIM Ha ofepalivje HaJ| MOJUHOMUMA (Ipyru
yoOHuajeH! HauMH IPedpojaBama je 3aCHOBAaH Ha JUHAMUYKOM Iporamupamy). [lonuHomu
WY PEIOBU YMjU KoepUIIMjEHTH J1ajy Opoj KOMOMHATOPHUX 00jeKaTa Ha3uBajy ce hyHKuiLje
leHepaitipuce W TIPEACTaB/bajy BEOMAa 3HaYajHy TEXHUKY Y KOMOMHATOPULIY.

Caako MHOXeme nomiaoma pumeHoM FFT je coxkeroctu O(n logn). Ako ce u3Bomu 6p3o
creneHoBame Ha crened 1/2, Bpum ce O(logn) MHOXEAa MOJIMHOMA, 1A j€ YKYIHA CIIOKe-
nocr O(n log2 n). Ako du ce usBpmmiIa camo dp3a Pypujeosa TpaHcopMalmja MOIMHOMA
P(x), 3atim cTeneHOBasle HEroBe BPEAHOCTH Y TauKama, fa Pe3yJTar J0OHO MHBEP3HOM
Op3om PypujeoBoM TpaHchopmarjom, croxeroct ou duna O(nlogn).

ComplexVector stepen(const ComplexVector& a, int k) {
if (k == 0)

return one(a.size());
if (k % 2 == 0)

return stepen(proizvod(a, a), k/2);
else

return proizvod(a, stepen(a, k-1));
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vector<long long> brojParticija(int brojCifara, int makszbir) {
// najmanji stepen dvojke veci ili jednak od maksZbir+1
int n = pow2(makszbir + 1);
// polinom P(x) =1 + x + ... + x*9 sa vektorom koeficijenata duzine n
ComplexVector P(n, 0);
for (int 1 = 0; 1 < 10; i++)
P[i] = 1;
// stepen P(x)"brojCifara
ComplexVector Pbc = power(P, brojCifara);
// konvertujemo kompleksne brojeve (koeficijente polinoma) u cele
vector<long long> rezultat(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
rezultat[i] = round(Pn2[i].real());
return rezultat;

// izracunava broj 2n-tocifrenih brojeva kod kojih je zbir prvih n i
// zbir drugih n cifara jednak
long long brojBrojeva(int n) {
// za svakil broj od @ do 9*n nas zanima koliko postoji razlicitih
// n-tocifrenih brojeva ciji je zbir cifara taj broj
vector<long long> bp = brojParticija(n, 9*n);
// ukupan broj brojeva cija leva i desna polovina imaju isti broj cifara
long long ukupnoBrojeva = 0;
// za svakil moguci zbir cifara polovine broja
for (int zbirCifara = 0; zbirCifara <= 9*n; zbirCifara++) {
// postoji bp[zbirCifara] nacina da napravimo levu polovinu 1
// bp[zbirCifara] nacina da napravimo desnu polovinu broja
// tj. bp[zbirCifara]*bp[zbirCifara] nacina da odaberemo broj kome
// 1 leva i desna polovina imaju zbir cifara zbirCifara
ukupnoBrojeva += bp[zbirCifara] * bp[zbirCifara];
}

return ukupnoBrojeva;




4. AnropuTMun 3a aHann3y n oopaay Tekcta

PauyHapu ce Kopucte 3a 00pajy BeJMKHUX KOJIAYMHA TEKCTYaJIHUX IoJaTaka 1 Aa O To Ouiio
Moryhe ypaauTu Ha eprKkacaH HAuUMH pa3BUjeH je BEIMKUX Opoj alropurama Koju ce OaBe aHa-
JIN30M H 00pangoM Tekcta. Hajuenhu mpoOiemu koju ce peraBajy cy mperpara TekcTa (Tpo-
Bepa Ja JIM jelHa HUCKA CaApKU APYry), MPOHATAKeHe HajoyKUX 3ajeJHUYKUX [TOJHUCKH
IBE HICKE, TPOHATAXEHE HajayKe TIOAHUCKE KOja Ce MOHAaB/ba YHYTap HUCKE, POHANAXKEHE
Hajkpahe MOJHUCKE KOjU Ce jaBjba CaMO jeJHOM YHYTap HUCKE, IPOHAJIAKEHE HajayKer Ha-
JIMHAPOMA YHyTap HUCKe U cnyHO. CBH OBM MTPOOJIEMH UMajy BEJIMKE MPAKTUYHE MPHUMEHE.
Ha npumep, ucnurrBame [1a i1 ce HUCKA jaBjba Y TEKCTY Ce KOPUCTHU y IPeTpasu JOKyMeHaTa
(BeO-ctpana, PDF mokymeHara, qatoteka WTi.), IPOBEPH MPaBOMICa, JETEKIIMjU IJIarujara,
(puntpupamy HexebeHe MOLITE U CIUIHO.

3a cBe oBe NpodIieMe HHje TEIKO pasBUTH atroputme ciokenoctu O(n?), mehyrnm, noka-
3yje ce jia je moryhe gohu u 10 eprkacHujux aaropurama, cioxkenocta O(n). AKo je Teker
HACYMHMYHO T€HEepHCaH WM je Yy MUTamy TEeKCT HEKOT MPUPOAHOr je3MKa, CKyN KapakTepa
je dorar, ma Jo Hajroper ciydaja peTko JOJa3d ¥ HaUBHHU aJITOPUTMU MOTY OUTH JOBOJBHO
eduKacHy (Ha MpUMep, HAMBHY aJITOPUTAM MPeTpare HUCKE y TEKCTY KOjU UCTIUTY je CBaKy Io-
3WIIMjy MOKe OMTH TOBOJbHO eprkacaH, jep he ce Ha CBako] MO3UIH]H IeTEKTOBATH HEMOKJIa-
name Beh HAKOH aHaJIM3e MPBOT WM IMPBUX HEKOJIMKO KapakTepa). Hanpenuuju anropurmu
ce crora Jernrhe KOpUCTe Kaja ce HUCKA TpaXu y TyrauykoM TEKCTy uMja je a3dyka maje Kap-
OVHAJIHOCTY, Ha IIpUMep Kaja ce npetpaxyjy mosekyan [JHK koju ce onucyjy HU30M cioBa
u3 yetBopociosHe azdyke A, C', G, T.

V HactaBky he OUTH M370XEHM HEKM KJIACUYHM aJITOPUTMHU U CTPYKType IojaTaka Koje ce
KOPHCTE 3a aHaIu3y 1 00pajy TeKCTa.
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* V npBoM mnoraesby Ouhe ONucaHu arOPUTMHU 3aCHOBAHHM HA XeIINPamy HHCKH, ca
noceOHUM Harnackom Ha Padun-Kapnos airopuram 3a Tpaxerse HUCKE y TEKCTY.

» Hakon Tora duhe onvcaHu z-HHM3 U Z-aJropuTaM 32 HEroBy KOHCTPYKIIM)Y, Ko U
IPUMEHa TOT aJITOPUTMa Ha IIPOdJIEM TPaXeHha HUCKE Y TEKCTY.

* 3arum je odjammen Kuyr-Mopuc-IIpaTos anropuram (KMP) xojum ce y mpBoj
¢azu onpehyjy AyxuHe HajayKuX npeuKc-cy(UKca CBAaKOT MpeduKca HUCKE, a 3aTUM
Cce TaKo MPHUNPEMJbEH HU3 MPUMEIbY je Ha IPodJIeM MpeTpare HUCKe Y TekcTy. OBaj HU3
Iy’KMHa ce MOXe IPUMEHHUTH Ha pelllaBarbe MHOTHX CPOIHUX ITPodJieMa, a Y KIbU3H je
MIPYKa3aH MpodJieM UCTIMTHUBaka MEPUOANYHOCTH JaTe HUCKE.

* Ha kpajy je nmpuka3an 1 MaHa4yepoB aqropuram 3a MpOHAIAKEHE Hajayke MauH-
JPOMCKE IOJJHUCKE.

IIprka3aH ckym ajqroputaMa, HapaBHO, HUje UclpiadH. MHOIH MpodJieMU ca TEKCTOM ce MOTY
pelaBaTi TEXHUKOM TUHAMHYKOT TporpaMupama (Ha MpUMep, eOuT-pacTojarmke, MpoHasa-
KEeHbe Hajly ke 3ajeTHIUKe OAHUCKE WY ITPOHAJIaXKEe e Haj Ly KeT 3ajeIHIUKOT MTO/IHI3a /IBe
Hucke). Benuku Opoj onepaiija HajJy TeKCTOM ce epMKacHO CIIPOBOM KopHIiiheweM cyhuK-
CHHX JpBeTa U Cy(PMKCHUX HU30Ba, Mla CE YUTAOIy 3aMHTEPECOBAHOM 3a TeMy 00pajie TeKCTa
CaBeTyje HhUXOBO CAaMOCTAJTHO MTPOYyYaBarbe.

4.1 Xeluupaw-e HUCKU

Xewuparoe nucku (eHrit. string hashing) mogpasymeBa a ce CBakoj HUCKU JOAEIH 11e0 Opoj
u3 oxnpeheHor omncera. Mako He Moxke J1a ce rapaHTyje 1a he cBakoj HUCKM OMTU JA0JE/bEH pa-
3JIMYUTH Opoj, BepoBaTHONA /1a Cy JIBE pa3lninTe HUCKE IIPe/ICTaB/beHe UCTUM OpojeM Tpeda
na Oyne jako mana. Ha taj HauuH ce npodsem nopehewa Qyraukux HUCKU MOXKE CBECTH Ha
nopeherwe dpojeBa KOju X pelpe3eHTy]y, ITO je MHOro epukacHuja onepauuja. Ako dpo-
j€BH KOJUM CY IIPE/ICTaB/beHE HUCKE HUCY jeIHaKH, OHJJA HUCKE CUT'YPHO HUCY jeHaKe. AKO
cy OpojeBU jeAHaKH, MOJIA3HE HHUCKE CYy TOTOBO M3BECHO je[HAaKe (aKko XeauMo J1a OyIemo
OaIlr arcoyTHO CUTYPHH, MOXEMO MX EeKCIUTMIMTHO ynopeauTtr). Ha mpumep, ako xeanmo
Ja yropeAnuMO J1a JIU CY JIBe BeJIMKe AaToTeke (Ha npumep, kiwure y PDF ¢opmary nnm Bugeo-
3aITMCH VICTH), MOKEMO YITOPEIUTH CaMO HHXOBE XeIlI-BPeAHOCTH.

TexHuKa XeIMpara HUCKH je J0OMIa Ha MOMy/IapHOCTH Kafa cy Padun' n Kapn? ocvmucimmm
eduKacaH aqropuraM 3a Tpakere je/IHe HUCKE Y APYyroj (MpoBepy Ja Jiv ce jeJHa HUCKa ja-
BJba KA0 MOJHKCKA Tj. CETMEHT y3aCTOIHUX KapaKkTepa Apyre) 3aCHOBAaH Ha XeIIpamy. AJro-
PUTMH XEIIMpara MOTY OMTH KOPYCHH U y pelllaBaiby HEKHUX APYTMX MpodiieMa HaJ TEKCTOM,
Kao 1ITo ¢y ofpehuBame Opoja pa3IMuMTHX MOJHUCKU JIaTe HUCKE, TPOHATAXKEHhE HajIyKe

"Muxaen Padun (enrs. Michael Rabin), pohen 1931., uspaencku MaTemMatiyap 1 uH(pOpMaTHyap.
2Puyapn Kapn (enr. Richard Karp), pohen 1935., amepiuxu nabopmaTiyap.
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HIHCKe KOja ce jaBsba Oap [Ba IyTa Kao MOAHKCKA JlaTe HUCKE, KOMIIPECH]ja HUCKe, oapeljiBame
Opoja manvHAPOMCKUX MOJHHUCKHU Y JaTOj HUCKHU U Ap.

Xemmupame UMa [IPUMEHY Y pa3sHUM JOMEHHMA.

VY kpunrorpaduju ce aeduHUIIy kpuititioipagcke xeut-gbyrxuuje (Ha mpumep, SHA, MDS5)
KOje mopel yoduuyajeHux CBOjcTaBa Xell-(pyHKIIMja UMajy U AOJaTHA CUTYPHOCHA CBOjCTBA
(Ha mpUMep, MaKo Ce 3Ha aIropuTaM Xelluparma, CI0KEHOCT MPOHANaXemha HUCKe Koja ou
dna npeacTaBbeHa JATOM Xell-BpeAHOIINy je OrpoMHa M 0Baj 3aJaTaK je MPaKTHYHO Hepe-
mMB). JegHa ofl yoOuYajeHnux mpuMeHa Kpunrorpadckux xeni-(pyHKIMja je y CUCTeMHUMa 32
nposepy Jo3uHku. Hanme, n3 0e30e10HOCHKX pa3iiora, JO3MHKE Ce OOUYHO UyBajy y Xelpa-
HOM 00JIHKY (jep y ciydajy Aa HeKo ycIie a oOuje HeoBalheH! IPUCTYI cucTeMy, oH Hehe
MohH Ja ca3Ha CTBapHE JIO3UHKE, Bell caMo BUXOBE XeLI-BPEeAHOCTH HA OCHOBY KOJUX j€ ro-
TOBO HeMoryhe peKOHCTpyHCaTH OpUrMHaJIHe Jo3uHKe). KaJa KOpucHUK yHece JIO3MHKY, pa-
YyHa ce ’heHa XelI-BpeJHOCT U yropely je ca oHOM cadyBaHOM. AKO ce Te [JBe XeIl-BpeTHOCTH
He TOKJIONE, TaJa je CUTYPHO YHeTa MOrpeliHa JO3UHKA. AKO ce IOKJIONe, IIOCTOjU U3BEeCHa
BepoBaTHONa /1a je yHeTa JIO3MHKa IorpernHa (jep xem-(pyHKIMje HUCY VHjeKTUBHE), Mehy-
TUM, Xel-(pyHKIM]je ce ITpaBe TaKo [1a Ta BepoBaTHoha Oyje jako Mana (cMaTpa ce J1a je Beha
BepoBaTHONa Ja XapJBep MOrPEIIHO U3pavuyHa HEKY Xelll-BpeTHOCT HEro 1a HeKa HACYMUYHO
oJadpaHa JIO3MHKA MMa MCTY XeI-BPEJHOCT KAo IpaBa JIO3UHKA).

Xemmpame ce KOPUCTH U 3a 00e30ehrBambe MHTErpUTeTa MOPYKE KOja Ce IMabe MyTeM KaHasa
3a KoMyHuKauyjy. IIpoBepa aa 1 je nociaTa nopyka HEeM3MembeHa ce BpIIM nopeherneM xerr
BpPEJHOCTH IMOPYKE Tpe U IOCjIe Cciama: aKko Cy OBE JABE BPEAHOCTH jelHaKe, cCMaTpaMo Ja
j€ TIPeHOC YCIIeIHO 3aBpIleH. YecTo ce MpUIMKOM Mpey3uMama JOKyMeHaTa ca UHTepHeTa
(Ha mpuMep, MHCTANAIMOHMX JAaTOTeKa) MOopes JOKyMeHaTa Ha cajTy HaBOJE U FBbHUXOBE Xelll-
BPEAHOCTH J1a OM KOPUCHUK OMO CUTYpPaH Jia je Ipey3€0 JOKyMEeHTe KOju HUCY Y MehyBpeMeHy
U3MEHEHU.

XeI-BpeTHOCTH Ce KOPHUCTE U MPWIMKOM AUTUTAIHOT MOTNHCA. YMECTO Jia Ce YUTaB JOKY-
MEHT MOTINCY j€ TAjJHAUM KJbyueM (IITO MOKe OUTH BeoMa Hee(UKACHO), U3pauyHaBa Cce mbe-
roBa XeIl-BpeJHOCT KOja ce TIOTHHCYje. XelI-BpeIHOCT rapaHTyje M Ja HHje JOIUIO JI0 W3-
MeHA JOKYMEHTa HAKOH HErOBOT OTITICHBAIbA.

Xemmpame UMa MpUMeHy U y TPEeBOIUOIIMMA ITPOrpaMcKiX je3nka. Hanmve, BehnHa mporpam-
CKUX je3MKa MMa BEeJIMKU OPOj pe3epBUCAHUX Peyy, MOMYT KJbYYHUX peuH if, for nwhile, Koje
je moTpedHo 00pamuTH Ha APYraumju HAUMH O OCTannx unaeHtudukaropa. Kako du yrepamo
Ia JIM je MpoYrTaHa ped U3 U3BOPHOT KOJa pe3epBUCaHa, TPEBOIIIIALl YyBa XeIINpaHe Bpea-
HOCTH PE3epPBHUCAHUX PEUYM TOT IIPOTPAMCKOT je3HKa.
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4.1.1 Xew-dpyHKUMje n LbuxoBa cBOjCTBA

[MpukoM xeluparma, HUCKU S ce KopulliheweM Heke xeut-Pyrxyuje (eHrt. hash function) h
IPUIPYKYje xeut-epegrocii (eHriL. hash value) h($) koja 0OMYHO HpHITaa HEKOM HHTEPBAITY
npupoaHux opojesa [0, m). Xeunr-pyHKIMja 3a10B0baBa HAPEIHU YCIIOB: AKO CY JIBE HUCKE
s Wt jenHake, u wuxoBe xen-epeaHoctd h(s) u h(t) cy jennake. Hamme, xeru-byHKumja
je YBEK geltiepmunuciiuuxa — 3a jegaH yja3 yBeK Jaje jenaH uctv usznas. Ca apyre crpase,
xelu-(byHKIMja He Mopa OuTH MHjekTHBHA: ako je h(s) = h(t), He Mopa na Baxu s =
t. Curyanuja Kaja 3a aBe pasiauuute HUcKe s u t Baxu h(s) = h(t) HasuBa ce koausuja
(enr:. collision).

Iomro je Opoj pa3snMYUTHX HUCKHU Koje je Moryhe XemupaTy OOMYHO jaKO BENIMKH, XeIll-
¢yHKIIMje TOTOBO HWKaJa HHWCY WHjeKTHBHE W Komm3uje je Hemoryhe m3dehu. Ha mpumep,
aKo OMCMO XTeJHM Ja BPeJHOCTH Xell-(pyHKLMje OyLy jelIMHCTBEHE 3a CBAaKy HHCKY AYyKHHE
1o 14 kapaktepa Koja ce cacToju caMmo O] MajluX CJIOBa EHIJiecke adenee, OTPedHO Ou
Ham ouno 1 + 261 + ... + 264 = 226;—5__11 PA3IMUUTHX Xell-BPeIHOCTH, IITO je 0Ko 2614,
Homro je 26'% > 264, 1e xem-BpemmocTy He 6u cTane y oncer 64-6uTHUX HeMX SpojeBa,
IITO je HajIIMpPy MPUMUTHBHH 11€00POjHU TUII MoJaTaka. Y MpaKkCcH OOMYHO pa3MaTpamMo U
MHOTO YK€ HUCKE U LLIMPU CKYII KAPAKTEPa U jaCHO je Ja Yak HU ca noBehamweM dpoja dutosa
(TaHac ce 4ecTo KOPHCTE XEeII-BpeTHOCTH TMpecTaB/bene momohy 256 OMTOBa) MHjEeKTUBHOCT

Hyje moryhe noctuhu.

ToskesbHO je a xem-(yHKImja Oy1e CypjeKTHBHA Ha CBOM KojoMeHy [0, m) Kao 1 Ja Bepo-
BaTHONA /1a XelI-BpeJHOCTH JIBE pa3IMulTe HUCKE OYyAy jefHaKe, OJHOCHO Ja johe Jo KoJm-
3uje, dyae wro je Mmoryhe mawa. Y BelaMKOM Opojy cilyyajeBa Ta je BepoBaTHOha TOJMKO
Masa, Ja ce MOryhHOCT iojlacka O KOJIM3Wje UTHOPHUIIIE, YMMe Ce TEOPHjCKHM HapyllaBa Ko-
peKTHOCT anroputrMa. Moryhe je, nak, Ja ce y cilydajeBUMa Kaja ce JOOHjy je[HaKe Xelll-
BpPEJHOCTH JIB€ HUCKE, POBEPHU jE€IHAKOCT OBE JBE HHCKE KapakTep Mo KapakTtep. Tume ce
rapafHryje Ta4HOCT, ajIi ce MOTEHIMjaJTHO XKPTBYje eprkacHOCT anropurMa. [la i he ce Ta
MpoBepa BPIIMTH 3aBUCH OJ] TOTa [Ia JIU je MPUMEHa TaKBa Ja je y peay TOJIEpUCaTH jako May
BEpOBaTHONY HETAYHOI OATOBOPA.

[TpunukoMm xemmparma JBe (PUKCUPAaHE HUCKE OOMYHO HE J0J1a3U A0 KoJu3yje (Tj. He JelaBa
ce Jla JIBe pas3JMuuTe HUCKE MMajy UCTy Xell-BpeaHocT). Ha mpumep, 3a ogadup BpeaHo-
ctu mapamerpa m = 10° (ITo ofrosapa Xel-BpeAHOCTAMA OJ TPHIECETAK OUTOBA), MO
MPETIIOCTABKOM [a CY CBE Xelll-BpeJHOCTH jeJHAKO BEpOBaTHE, BepoBaTHONa aa ohe 10 Ko-
msmje je camo 1/m = 1077, MelhyTum, yKOIHMKO jefHy (pHKCHpaHy HUCKY S TOPEIMMO ca
10% apyrux pasmuuuTuX HHCKH, BepoBaTHoha ma jiohe J0 Gap jeqHe KOMM3Mje H3HOCH OKO
10% - 1079 = 1073, ok ako nopeaumo 10° Hucku mehycodHo BeposaTHOha j1a ohe 10 Hap
jeaHe Komu3mje je ckopo jeaHaka 1.°

3Tlocemu 0] TOMEHYTHX CLIEHApHja I03HAT je IoJ] Ha3uBoM pohengancku fiapagokc (enri. birthday paradox)
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IlocToju jegHocTaBaH ,,TPUK” KOJUM C€ MOXKE CMamUTU BepoBaTHOha Ja 40 Kojusuje gohe
— padyHameM BPEHOCTH JIBE pa3iu4uTe Xell-(pyHKIMje (IITaBUIlle, MOXE Ce NCKOPHUCTUTH
Y UCTa Xell-(DyHKLMja 32 pa3IMuuTe BPEIHOCTH CBOjUX MapaMerapa). AKO je BpeJHOCT Ha-
pamerpa m oko 107 3a 06e xem-(yHKIMje, OHIA je 0BO yNOpeauBo ca KopumhemeM jenHe
Xem-pyHKIMje 3a BpeAHOCT MapaMeTpa 1m Koja je mpudmmkHo jennaka 1018, Cama, ako mo-
peaumo 105 Huckm MelhycodHo, BepoBaTtHOha na mohe mo konusuje cmamuhe ce Ha (106 .
10%) - 10718 = 107S.

Xempame ce 4eCTo KOPHCTH [la OU ce aJITOpUTMU rpyde cujie yIuHWIM epukacHujuM. Pas-
MOTPHUMO MTPOdJIeM yriopeljiBarma IBe HUCKE S U t. AJITOpUTaM Ipyde crJjie Mopen JaTe HUCKe
s 1 t KapakTep 1o Kapakrep u cioxkeroctd je O(min{|s|, |t|}), rue cy |s| u [t| myxune Huckn
s u t penom. IlocTaBipa ce MUTame Aa JIM TIOCTO U ehUKACHU]H aJropuTaM 3a nopeheme Hul-
cKH s U t. CBaKy OJ HUCKHU S M t MOXEMO XEIIMPaTh U IPECIMKATA Y LEeJ0OPOjHY BPEAHOCT
Y YMECTO HUCKHM YIOPEIUTH JOOHMjeHe 1eJoOpojHe BPeAHOCTH. YropehuBame HUCKH CBobe-
HhEM Ha yropehuBatbe BUXOBUX Xell-BpeaHoctH je cinoxenoctd O(1). Mehyrtum, He Tpeda
3aHEMapUTH YMILCHUILY []a jé caMO XeIMpame HUCKM S U T, Kao mTo hemMo yCKOpo BHAETH,
cnokenoctu O(|s| + [t]).

4.1.2 [AedwmHuncame xew-gpyHKymje

V jesuky C++ Ha pacrojiaramby HaM je CTpyKTypa hash, Koja ce MOxe yrnoTpeOuTH 3a pady-
Hakbe XelI-BPeTHOCTH HUCKU (AJTM U XelI-BPETHOCTH OCTAIMX OCHOBHHX THIIOBA MOJATAKA).

hash<string> h;
cout << h("abrakadabra") << endl;

Wnak, y BehuHn HapeHUX anropuTaMa Kopructuhemo xemi-¢yHkimje koje hemo camu gepu-
HHCATH.

JacHo je nma xemr-pyHkuMja Tpeda Ja 3aBUCH Off MYJITHCKYIIa KapaKkTepa KOju ce jaBibajy y
HHUCKHM 1 O]] pefiociena KapakTepa y HUCKH. Hucke maja u mara Ou Tpedaso na umajy pasim-
YHTE XeII-BPEAHOCTH, Ka0 M HUCKE maja U jama. [Jodap M MIMPOKO pacnpocTpameH HAuMH
neduHUCamka Xem-(QyHKIje HUCKE S AyKUHE 1. jé KOPUIINEHhEeM HOAUHOMCKe Xeul-(DyHKULje
(enrn1. polynomial rolling hash function). OHa fo71a31 y BapyjaHTU clieBa-HAECHO U 3/I€CHA-
HaJIeBO.

4.1.2.1 MonuHoMcKa xew-(PyHKLUMja creBa-HajecHO

INonmHoMCKa Xel-(hyHKIMja cleBa-HAIECHO 3a HUCKY S AY:KUHE 1. ce neUHuILe Ha caenehu
HAYUH:

Y OJJHOCH ce Ha ciiefeh KOHTEKCT: ako ce y jeIHOj coOM Hajla3u v 0coda, BepoBaTHONA [a Heke 1Be 0code UMajy
pohennan ucror gana 3a n = 23 uzHocu oko 50%, 1ok 3a n = 70 ona uzHocu yak 99.9%.
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0

p 4 s[1] - p" 2 + .+ s[n — 1]p°) mod m

h(s) = (s

= (A_ s[i] - p

[y

4.1

"1 mod m,

npu Yemy je s[i] uenodpojHu KO KapakTepa Ha MO3UIMjU § HUCKE § (IIPH YeMY Ce MO3UILIHje
Opoje og Hyne), a p U M Cy HEKU yHarpes ofadpaHu, NO3UTUBHU OpojeBu. [Ipumerumo aa
MpeTXOoAHa ePUHUIIja TTOTMHOMCKE Xeml-(pyHKIMje OiroBapa MmpeacTaBbamy ,,0poja” S y
OpOjeBHOM CHCTEMY Ca OCHOBOM P (y3 olpehuBame ocTaTKa MpH Je/behy J0OUjeHe BPelHO-
CTH ca ca 1M Ha Kpajy).

IMoTpedHo je cBaku KapakTep HUCKe S KOAUpaTH 1eiuM opojem. Ha mpumep, kaga ce KOau-
pajy camo Maja cjioBa eHrjiecke aderiesie, Moryhe je kopuctuty cienehe komupame: a —
1,b — 2, ...,z — 26. OHO ce MOke UMIUIEMEHTUPATH Ha criefiechy HAuKH:

int kod(char c) {

return c - 'a' + 1;

}

[punpyxuBame kona 0 HekoM KapakTepy (Ha npumep, a — (), Huje morogHo jep Ou oHja
BPEIHOCTH XelI-(pyHKIIHje CBUX HUCKH KOje Ce cacToje of TOor KapakTepa (Ha mpuMep, a, aa,
aaa, aaaa, ...) omne jeanake 0, oK OM HUCKE O KOjUX ce jeJHa T00Huja JOAaBakheM HEKOJIUKO
THX KapakTepa Ha ModeTak Apyre (Ha mpuMep, HUCKE na M ana) UMaJjie MCTY BPEOHOCT Xelll-
¢yHk1LHje.

[NaxspuB 0gadup mapamerapa p ¥ m je BaXkaH Ja OU ce ocurypaja ao0pa CBOjCTBa Xelll-
¢yukmumje. Yecto ce 3a p Oupa npeu nmpocT Opoj Behu ox dpoja KapakTepa y yiaa3HOj a30yIIH.
Ha npumep, ako ce HUCKe cacToje caMo Off MAJIMX CJIOBA EHIVIECKe adellesie, OHja je 1odap
u3dop p = 31. Haume, nokasyje ce ja Kajga je BpeAHOCT NapaMeTpa p Mamba OJ BeJUIMHe
az0yke, OHa je p KO HeKor Moryher kapaktepa HHCKe W Jlako je mpoHahu nBe Hucke Beh
OyKUHE 2 KO KOjUX Ce jaBba KoJM3Wja (Ha MpUMEp, TO MOTY OUTH HHCKE YUjU Cy KOJIOBU
Kapaktepa [2, 0] u [1, p]). [loxesmHo je, Takohe, qa BpeMHOCT mapameTpa 1m Oynie HeKH Be-
JuKY Opoj, jep je BepoBaTHOha Aa ABe ciydajHO ogadpaHe HUCKE UMajy UCTY Xell-BPeaHOCT
npudIMKHO jeqHaka 1 /m. Nnak, usderaBahemo npeBesMKe BpeIHOCTH 3a [lapameTap 11, jep
j€ MOTrOJHO Aa BPEAHOCTH 11 - 17 U P - 1M HE U3a3UBajy NpeKopavere (ITo heMo o0pas3iokuTu
HEITO KacHUje).

Kao u 3a mapamerap p, u 3a napamerap m je nmorogHo duparu Heku mpoct Opoj. Ilpoctu
OpojeBU ce KOpHCTe a ce He OU JelaBao BEJMKK OpOj KOJM3Hja Kaaa CKyIl HUCKU KOoje ce
Xellupajy ucnosbaBa oapehleHa MaremMaThUuka cBojcTBa. Ha mpumep, ako 0u m duo napan
Opoj 1 ako OM KOJIOBU CBHX KapaKTepa KOjH Ce jaBbajy y TOM CKYyIly OWJIM MapHU OpOjeBH,
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Taza Ou ¥ CBe XeUI-BpeAHOCTHU Ouie mapHe (jep je ocTaTak MpU Ie/bery NapHOr Opoja map-
HUM OpojeM yBeK mapaH), mTo Ou nosehasno BepoBatHohy kom3mja, jep OM MPAKTHYHO T0J1a
CKYyIa BpeIHOCTH OMJIO HercKopuinheHo. Y HapeAHUM NpUMeprMa 3a BPeAHOCT MapaMeTpa
m Supahemo npoct 6poj 102 + 9. On je mamu ox 230, ma BpesHOCT ™ - ™ CTaje y 64-OuTHU
ueo dpoj. Ilpumerumo u cienehe: kaga u3pauyHaBamwa He OUCMO BPLUWIU 110 MOAYJLY 171, Of1-
HOCHO aKo y Je(pMHHULM]H MOJIMHOMCKE Xell-(pyHKIIMje He Ou (purypucasa BpeIHOCT 171, OHAA
du ce, yciieq mpekopadera, orepalje BpIIuIe 10 MOAyJIy Opoja MOoIpAKaHUX BPEIHOCTH OJ-
rosapajyher nenodpojHor Tuna (zakie mo momayy 232 um 264).

Bpoj pa3mmuuTuX HUCKM pacTe jako Op30, Ma ce U 3a CKYNOBE BeOMa KPATKMX HUCKU MOXKe
rapaHTOBaTH MoCTojame Kommsuje. Ha mpumep, ako 3a m = 10° + 9 pasmoTpumo ckyn
HHCKHM CacTaB/beHMX O] MAJIMX CJIOBA €HIJIecKe adeliesie, TAKBHX Ja je JyKMHA HUCKE Mamba
VI jeqHaKa 7, yKyna 6poj opaksux Hucku msHock: 260 + 261 + 262 + 263 + 264 +26° +
26% + 267 = 8353082583 > 10Y 4+ 9 = m. Y 0BOj CHTyaIljil TAPAHTOBAHO je TIOCTOjakbe
KoJu3uje.

N3pauyHaBame Xel-BpeIHOCTH e Ha OCHOBY Jie(pMHICaHEe IOTMHOMCKE Xell-(PyHKITH]je CIpo-
BOJM TIpUMeHOM XOpHEpoBe Hieme u JmHeapHe je cinoxkeHoctu O(|s]) y ogHocy Ha Ky )uHy
aucke |s|. Mmmementanmja y jesuky C++ moxke outu ciepeha:

long long izracunajHesVrednost(const string &s) {
int p = 31;
int m = 1e9 + 9;

long long h = 0;

for (int 1 = 0; 1 < s.size(); i1++) {
h = (h * p + kod(s[1])) % m;

}

return h;

}

Ha Ou ce pauyH cBeo Ha Mame OpojeBe, Yy (PYHKLMjU 32 padyHaHmbe XEeIl-BPeIHOCTH HUCKE S
AykuHe 1 Meljype3yrati cy pauyHaTy 1o MOAYJY 1, Tj. pa3MarpaH je Hu3 MehyBpeaHoctu

h;3ai=0,1,...,n, KOju OAroBapa Xe-BpeJHOCTUMA MpedHKCca HUCKE S JYKHHE i.

KonauHa xen-BpeHOCT je BpefHocT h,,.
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PauyHame mMeljypesyaraTa o MomyJsty 1 MaTeMaTU4KH je KOPEKTHO HAa OCHOBY IpaBMIa MO-
OyJIapHEe apUTMETHKE.

[pumetnmo ja nowro je h, < m, s[i] < p ¥ NOWTO P - M HE U3a3MBa [PEKOPAYECHE,
TNIPHJIMKOM M3padyHaBamba BPEJHOCTH h; | He J0JIa3u JI0 TIpeKopayeHa.

OBa nosMHOMCKa XelI-(pyHKIMja UMa CBOJCTBO Ja jOj Ce BPEAHOCT MOXKeE JIAKO a)XypHUpaTH
Kaja ce cuMOO/IM J0Jajy WK yKJamajy ca KpajeBa HUCKe (ojaTie IoTh4e TepMuH rolling
Yy eHIJieckoM HasuBy). Hamme, ako 1o3HajeMo Xell-BpeJHOCT HUCKE S;S; 1 ... S;,,_1, TaJa
JIAKO MOXEMO M3PavYyHATH XEII-BPEIHOCT HUCKE S;, 15,5 .- S;,,,. IIpBa BPEAHOCT je je-
naka h; = (s[i] -p" ' +s[i+1] - p" 2+ ...+ s[i + n — 1]) mod m, a apyra h; ., =
(s[i+1]-p™ t+sli+2]-p" 2 + ... + s[i + n]) modm, na je

hiq = ((h; — s[i]p™™') - p + s[i + n]) modm. (4.2)

4.1.2.2 TMonuHoMcKa xew-pyHKyMja 3aecHa-HaneBo
INonmHoMcKa Xem-(pyHKIIM]ja 34eCHA-HAJIEBO HUCKE S ce AepuHuLIe Ha ciaelehn HauuH:

h'(s) = (s[0]+s[1]-p+..+sn—1]-p" })modm

n—1

(2izo

KOJI KOje je, HACYNpOT MPETXOJHO NepUHUCAHO] XelI-(hyHKIU]U, HajMabU CTereH Opoja p
y3 NIPBU KapaKTep HHCKE S, a HajBehn y3 Mocne i KapakTep HUCKE.

[i] - p*) mod m. (4-3)

. . . ;o
3a u3pauyHaBame OBE BapHjaHTe Xell-(YHKIIUje, TIOXKEBHO je pasMaTpaTH HU3 h; 3a 1 =
n,n—1,...,0, koju ogroBapa Xeu-BpeAHOCTUMA Cy(pUKCa HUCKE S Iy)KUHE 7L — %, [IPU YeMY
je b u3pauyHaTH BpesHOCT Ay

B, = 0
h; = (hj,q-p+sli])modm, 0<i<n

V jesuky C++ UMIUIEMEHTallMja MOxe OUTH cieaeha:

long long izracunajHesVrednost(const string &s) {
int p = 31;
int m = 1e9 + 9;
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long long h = 0;

for (int 1 = s.size() - 1; 1 >= 0; 1--) {
h = (h * p + kod(s[1])) % m;

}

return h;

}

U oBa nonmHOMCKa Xem-(pyHKIMja UMa CBOjCTBO Jia jOj ce BPEAHOCT MOXKE JIAKO aXypH-
patu Kajna ce cuMOOJM A0Jajy WM YKJamajy ca KpajeBa Hucke. Haume, ako mo3Hajemo
XEMI-BPEHOCT HUCKE S;S; 1 ... S; 4, 1, TAla JIAKO MOKEMO M3PAuyHATH XEII-BPEAHOCT HU-
CKE S;, 15,9 .- S;1p- 1IpBa BpeAHOCT je jemHaka h; = (s[i|+s[i+1]-p+ ...+ s[i+n—
1]-p™')modm, agpyra h,,; = (s[i+ 1]+ s[i +2] - p+ ... + s[i + n] - p"~ ) mod m,
na je

hi = (hz——s[z] + s[i + n] -p”_1> mod m.
p

YMecTo aebema ca p, Moryhe je BpIIUTH MHOKEHE¢ MOAYJIAPHUM MHBEP30M Opoja P 1Mo MO-
Aayay m.

4.1.3 TpaxeHe HUCKe Yy TeKcTy (PabuH-KapnoB anropuram)

Padun u Kapn cy 1987. roavuHe mpemioRWIN aJropuTaM KOju peliaBa ImpodJieM Tpakema
HUCKe (EHIJI. pattern) y TEKCTy (EHIJI. text) KOpuIINemheM TEXHUKE XeIIMpamha HUCKU.

Mpo6nem

3a gaimu wwexkcii t = toty ... Tn_1 U HUCKY D = DoPq --- Dpf—1 OJPEGUitiu cée HogHUCKE
Y3acionnux enemenamia (ceimeniue) Hucke t koje cy jeguaie p.

Uneja Pabun-Kapnopor anroputma je cineneha: kopuiihemem NOJMHOMCKE Xell-(hyHKIM]je
M3pauyHATH XEII-BPEJHOCT HUCKE P M CBHX CErMEHATa TeKCTa ¢, KOju umajy ayxuny |p| = M
Y YIIOPEJUTH HBUXOBE BPEAHOCTU. AKO CE XEll-BPeJHOCT HUCKE M CErMEeHTa He MOKJIONH, Te-
Kyhu cerMeHT ce CUIypHO He TIOKJIaria ca MOJHKUCKOM KOjy TPaKMMO U IpeJia3u ce Ha HapeaH!
CerMeHT. AKO Ce XeLI-BpeAHOCTH MOKJIONE, Taga Tpeda N3BPLINTH eKCIUIMLIUMTHY NIPOBEpY Ja
JI ce TeKyh# cerMeHT MoKJana ca MOAHUCKOM Kojy Tpaxumo. Ha mouetky u3padyHaBamo
XeII-BPeHOCT TOYEeTHE TIOJHUCKE TeKcTa aykuHe M. YV cBaKOoM KOpaky OBy BPEIHOCT WH-
KpEeMEHTAJTHO axkxypupamo (y ciiydyajy Kaja je xem-QyHkigja 3agata popmysiom (4.1) axypu-
pame BpIIMMO Ha OCHOBY popmyJie (4.2)).

Pazmorpumo nmmnemenrarujy Padbun-KapnoBor anropurma.
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// Rabin-Karpov algoritam za trazenje niske u tekstu
vector<int> traziRabinKarp(const string &niska, const string &tekst) {
int M = niska.size(), N = tekst.size();

// vektor pocetnog indeksa pojavljivanja niske u tekstu
vector<int> pozicije;

// ako je tekst kraci od niske, on je ne sadrzi
if (M > N) return pozicije;

int p =31, m = 1e9 + 9;
// pr(M-1) mod m
long long pS = stepen(p, M-1, m);

// racunamo hes-vrednost date niske
long long hesNiske = 0;
for (int 1 = 0; 1 < M; 1++)
hesNiske = (hesNiske*p + kod(niska[i])) % m;

// racunamo hes-vrednost pocetnih M karaktera teksta
long long hesSegmenta = 0;
for (int 1 = 0; 1 < M; 1++)

hesSegmenta = (hesSegmenta*p + kod(tekst[i1])) % m;

// proveravamo sve pocetne pozicije niske unutar teksta
for (int 1 = 0; 1 <= N - M; 1++) {
// ako se poklapaju hesh vrednosti segmenta teksta i niske
if (hesSegmenta == hesNiske)
// eksplicitna provera poklapanja
if (niska == tekst.substr(i, M))
pozicije.push_back(i);
// azuriramo hes-segmenta
if (1 <N-M
hesSegmenta = ((hesSegmenta - kod(tekst[1])*pS + m)*p
+ kod(tekst[i1 + M])) % m;
}

return pozicije;

N3pauyHaBame Xel-BpeAHOCTH HUCKE KOjy TPAXKUMO U IIOUYETHOT CErMeHTa TEKCTa Ce MOXKe
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ypamurtu y Bpemeny O(M ). Hakon tora O(IN) myTa a)kypupamo Xell-BpeJHOCT CErMEHTa
y Bpemeny O(1) (mpernocrasbajyhu na je crenex p™~1 mod m jeasom m3pauyHar, wrro
Moxe durtn ypaheHo y Bpemeny O(log M ) aaroputMom Op30r cTeneHoBarma). AKO e HUCKa
HE jaBJba y TEKCTY, Tajia je ciokeHoct nperxoaHor nocrynka O(M + N). Mehytum, cBaku
YT KaJia Cce Xell-BPeJHOCTH IOKJIOIe, BPIIM ce eKCIUIMIMTHA MPOBepa jeJHAKOCTU HUCKHY,
Koja 3axtea Bpeme O(M ). Tlomro ce y BeoMa CIELUjaIHUM CIyYajeBUMa HHCKA MOXe
jasmparu yHytap noguucke O( V) myTa, Te eKcrumnuTHe posepe 3axrtesajy Bpeme O(MN),
HITO je 3arpaBo CIOKEHOCT Hajroper ciyvaja Padbun-KaproBor aaropurma v oH 1o Tome Huje
dospm o HamBHOT anropuTMa. Mmak, 3a ouekuBarty je na he ce anropuram NpruMeHUBATH Y
npodJieMruMa rpeTpare OOMYHUX TEKCTYaTHUX JOKYMEHATa Kaja ce MMOJHUCKA Y TeKCTY jaBiba
obuaro camo O(1) myra u Taga je cnoxenoct Padun-Kapriosor anropurma camo O(M + N ),
HITO je MHOTO e(pUKACHH]j€ O] HAUBHOT aJITOPUTMA.

4.1.4 PavyHame XelW-BpeaHOCTU cermeHara HUCKe

VY HekuM npuMeHama je MoTpPedHO M3padyHaBaTH Xell-BpeaHocTH Beher Opoja pasinuuTux
cerMeHaTa gare Hucke. To ce Moxke e(puKacHO ypaauTH aKko ce U3padyHajy Xell-BpeJIHOCTH
CBUX Npedpukca HUCKe (Meja je CIIMYHA n3padyHaBamy 30MpOBa CErMEHaTa Ha OCHOBY MO3Ha-
TUX 30MpOBa npeduKca HU3a).

Mpob6nem

aitia je nucka s gyorcure n. Hatiucaitiu aniopuitiam Kojum ce 3a gaitie dapose ungexca i
u j (mux yxyiiro q) 3a koje saxcu 0 < ¢ < j < n, epukacho uspauyHasa Xeut-8pegHoCTiu
UOGHUCKU s[z j] flonasHe Hucke (HOgHUCKe CY CeIMeHIiU CYycegHux Kapakitiepa HonasHe
HUCKe S 0g Ho3uulje i 3aK/oyUHO ca HO3UUUJoM j ).

V HacraBKy hemo npHKas3aTi Kako ce oBaj ImpodJsieM pelasa 3a 00e BapHjaHTe MOJMHOMCKE
xem-pyHkiuje. Buaehemo na je kopumhewe noarHoMcke (pyHKIMje cIeBa-HaAeCHO MaJlo
jemHOCTaBHUje, jep MOJMHOMCKA (DyHKIMja 37eCHA-HAJIeBO 3aXTeBa M3padyHaBambe MOIyJIap-
HOI' UTHBEp3a.

4.1.4.1 TMonvHoMcKa xelw-hyHKUuja cneBa-HafecHo
PasmoTrpumMo Hajnpe npBy BapHjaHTy NOJIMHOMCKE Xell-(pyHKIIM]je Koja je 3afata (hopMyJIoM
(4.1). IIpema pedpuHALM]H XelI-(DYHKIM]jE BaKH:

h(sli..j]) = (s[z] pt g sfi 4+ 1] p T 4 L+ s[j]) mod m
] s[k] - p* | modm

7

k
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OBa BPeJHOCT MOKE Ce IMPEKTHO U3PAUYHATH AJITOPUTMOM BpeMeHCKe ciioxkenoctr O(j—1i),
OJIHOCHO y HajropeM ciyuajy je cnoxeHoct O(|s|), rae je |s| myxuna uucke s. Hda du ce
HAMBHUM TIPUCTYIIOM M3pauyHala BPEJHOCT 3a ¢ cerMeHara, norpedHo je speme O(q - |s|).
Ha 1 MoxeMo e(pUKacHUje peluTH 0Baj mpodiaem?

Ynorpedumo uzejy npeukCHUX cyma, Koja oMoryhyje fa ce 30Mp CBakor cerMeHTa Hu3a
MO3Ke N3pa3sUTU Kao pas3iivka aBa 30upa npedukca. ledunnmmmo vus H , tako na je Hy = 0,
a H;, = h(s[0..k — 1]). 3anuummo yeMmy Cy jeqHaKe Xell-BpeJHOCTH MpeuKca HUCKE S
OyXuHa peaoMm j + 1 n 4:

H; = h(s[0..5]) = (s[0] pl+s[1] - pPt + ...+ s[j]) mod m,

H, =h(s[0..i—1]) = (s[0]-p" 1 +s[1]-p"2 + ... + s[i — 1]) mod m.

IIpu Tom cmarpamo na je h(s[0.. — 1]) = 0 (o mosxke na ce necu 3a @ = 0). IIpumetnmo
Ia je:

h(sfi..j]) = (s[i]-p"* +s[i +1]- p?=+ 4+ s[4]) mod m
= (h(s[0..5]) = p?~=V . h(s]0..i — 1])) mod m (4.4)
= (Hjy —p'7" - H;) modm
[Momiro pomeHIbUBeE ¢ U j y3umajy Bpeasoctu o1 0 o |s|—1, uspas j+1—i y3uma BpeaHocTu
on 1 110 |s|, Te je y ctBapu moTpedHO M3pauyHath BpeaHocT p* 3a ce BperHocTn 0 < k < |s|.
Jlakjie, ako 3a JaTy HUCKY 3HAMO Xell-BPEJHOCTH CBHX H-eHMX mpedukca u BpemHocTu pF
sak = 0,1,...,]|s|, onza Ha ocHOBy jemnakoctu (4.4) anropurmom crnoxkerocta O(1) mo-
KEMO U3PAUyHATHU Xelll-BPeJHOCT MPOU3BOJBHOT CErMEHTa Te HUCKe. Xell-BPeJHOCTU CBUX
npedpuKca HHcKe s U BpeaHocTH p¥ mod m 3a ceako k = 1,2, ..., |s| Mory ce u3pauynatu
Ha TIOYETKY pajia Mporpama U TO MHKPEMEHTATTHO, aJlTOPUTMOM 4Hja je BPEMEHCKa CIIOXKe-
noct O(|s|), ma je yKyIHa cI0KEHOCT pauyHarba Xell-BPEIHOCTH ¢ PA3IMUMTHX CErMeHaTa

O(ls| + ).

I Mpumep 4.1.1

Keaumo ga pauyHamo xew-8pegHOCIiU ceimeHamia HUcKe S Koja je jegraxa ananas. Heka je
p = 3lum = 997. Baxcu ga je |s| = 6, ia pauynamo civeiiere dpoja p iio mogyay m
u gooujamo nuz citieiiena 1, 31, 961, 878, 299, 296 u 203. Kogosu xapaxitiepa nucke s cy
pegom 1, 14, 1, 14, 1, 19. Baitio cy xem-xogosu tipedpuxca H,, jegnaxu pegom 0, 1, 45, 399,
419, 29, 918.

3a epegrociiu it = 1 u j = 4, iomwipedro je uspauynaitiu xeu-8pegrHoCiti HUCKe nand, Yiiju cy
Kogosu kapaxitiepa pegom 14, 1, 14, 1. Ha ocnosy gedpuruyuje xeut-pynxuyije, ona je jegnaxa
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(14-878 +1-961 4+ 14 -31 4+ 1-1)mod 997 = 727. Ca gpyie ciipare, oéa epegHociii
ce movice uspauynaimiu u kao (Hy — p™ =" - Hy)modm = (Hy — p° - H;) modm =
(29 — 299 - 1) mod 997 = 727.

NmmiemenTanyja y jesuky C++ je mpuka3aHa y HacTaBKY.

int p = 31;
long long m = 1e9 + 9;

// svi stepeni broja p

vector<long long> stepeniBrojaP(int n) {
vector<long long> pStepen(n+l);
pStepen[0] = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)

pStepen[i] = (pStepen[i-1] * p) % m;
return pStepen;

// hesevi svih prefiksa date niske
vector<long long> heseviPrefiksa(const string& s) {
int n = s.size();
vector<long long> hesPrefiksa(n+1);
hesPrefiksa[0] = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
hesPrefiksa[i+1] = (hesPrefiksa[i] * p + kod(s[i])) % m;
return hesPrefiksa;

// hes vrednost segmenta s[i..j]
// racunamo koriscenjem poznatih hes-vrednosti prefiksa i stepena broja p
long long hesSegmenta(const string& s, int i, int j,
const vector<long long>& pStepen,
const vector<long long>& hesPrefiksa) {
return
(hesPrefiksa[j+1] - (hesPrefiksa[i] * pStepen[j+1-1]) % m + m) % m;
}

[IprmeTrMO [1a ce MPHIIMKOM padyHarba Xell-BpeIHOCTH CETMEHTa U3BPILaBa MHOKEHE XEIIl-
BpenHOCT npedukca ogropapajyhum crerneHoM Opoja p o Moxayiy m. [la oBaj OpousBo[ He
du J10B€O JI0 IpeKopayera, NOoTpedaH je YCJI0B Ja 1 - 1M He N3a3uBa IIpeKopaueHhe.
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4.1.4.2 TonMHOMCKa Xew-(pyHKLMja 34ecHa-Haneso

Pasmorpumo caga kopurihemwe apyre mpemioxene xen-pynakmnyje. Taga je xem-BpeaHoCT
cermMenra s[i..j] jeaHaka:

h'(s[i..j]) = (s[z] +sli+1]-p+ ... + s[j] - p ") mod m
= Z s[k] - p*~* | modm
k=i

Axo 00e cTpaHe OBe jeTHaKOCTU IOMHOKHMMO ca p* I00HjaMo:

B (sfi..j]) -p* = Zs[k] -p*¥ | modm
k=i 4.5)
= (h'(s[0..7]) — h'(s[0..i — 1])) mod m
— (Hjy, — H})modm

rae Baxu 1a je h'(s[0.. — 1]) = 0 (o moxe ja ce gecu 3a @ = 0) u rue cmo wuz H'
necunucami Tako fa je Hy = 0,a Hy ,, = h'(s[0..k]).

IIpumeTrMo f1a je 3a pauyHame BpeAHOCTH XellI-(pyHKIMje HEKOT cerMeHTa rpeMa opMyin
(4.5) moTpedHO M3BPIIUTH Ae/betbe u3paza H j’ g —H ; BpepHomhy p’ 1o Moayy m. 3a 1o
je noTpedHO OApeIUTH MY/ITHINIMKATUBHE MHBEP3 Opoja P’ 110 MOJYILy 17, OAHOCHO Opoj
Tako ja Baku p' - x = 1( mod m), a 3aTUM M3BPIIUTH MHOXeHe u3pasa [ ;41— H] dpojem
z. IlomTo cBa U3padyHaBama BPIIMMO 110 MOJYJTY 772, @ C 0O3UPOM Ha TO Jla CMO Ha TIOYETKY
MIPETIIOCTAaBUJIX JIa cy OpOjeBH 1M U P MPOCTH, Ha OCHOBY Majie PepmaoBe TeopeMe 3a CBaKH
6poj a KojH je y3ajamMHo TpocT ca m Baxku a1 = 1( mod m), OTHOCHO MYJITUILTUKATUBHH
vHBep3 Opoja a 1o Moxyay m je a2 mod m. AKO y OBY jeIHAKOCT YMECTO G YBPCTHMO
BpeHOCT p° (KOjH jecTe y3ajaMHO IIPOCT ca 1), I00MjaMo My/ITHILTUKATUBHY MHBEP3 32 TIPO-
M3BOJBHO P’ 110 MOyITy . Jom epuKacHwUje, BpeaHOCT (10”“)_1 mod m MOXeMO U3padyHaTH
kao (p~1)* mod m.

JlakJie, ako cy yHarpe 1 Mo3HaTe XelI-BPeJHOCTH CBUX MpedHKca HICKE S U BPEJHOCTH MYJITH-
TIMKATUBHOT MHBep3a Opoja p’, 1 < 4 < |s| no Moyy m, u3pauyHaBarme Xell-BpeHOCTH
MIPOM3BOJBHOT CETMEHTa T0JIa3He HUCKE MOXeE ce Ha OCHOBY dopmyiie (4.5) U3BPIIATU ail-
roputmoMm cioxeroctu O(1). Tlpumernmo fa je dasa npeaodpazie Koja ce cacToju oj pa-
YyHama Xelll-BPEeJHOCTH CBUX MpedUKca HUCKe M BPeAHOCTH MHBep3a Opoja p’ 3a CBakKo i
BpemeHcke cioxeHoctn O(n - logm).
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I Mpumep 4.1.2

Keaumo ga pauynamo xew-epegrociiu ceimenailia HUcke s koja je jegnaxa ananas. Hexa je
p = 3l um = 997. Badxcu ga je |s| = 6, ita pauynamo ciwieiiene 6poja p o mogyay m
u godujamo nuz cieitera 1, 31, 961, 878, 299, 296 u 203. Kogosu kapakitiepa Hucke s cy
pegom 1, 14, 1, 14, 1, 19. 3aitio cy xew-xogosu iipedpuxca H,, jeguaxu pegom 0, 1, 435, 399,
727, 29 u 668. Mogyaapnu uneeps dpoja p o Mogyy M MONCEMO UBPAUYHATHU HA OCHOBY
mane Pepmaose iwieopeme kao p" 2 mod m = 193.

3a gpegrociiiu v = 1 u j = 4, dowipedno je uspauyHaiiu Xeur-6pegruoctti HUCKe nand, YUju Cy
Kogoesu kapaxitiepa pegom 14, 1, 14, 1. Ha ocrnosy gedpuruyuje xew-pynkuyije, ona je jegraxa
(14-14+1-31+414-961 4 1-878) mod 997 = 419.

Ca gpyie cifipane, 06a 6pegrocii ce modice uspauynaiiu u kao (p~*) - (H, , — H;) modm =

j
p 1 (Hs— H;)modm = 193 - (29 — 1) mod 997 = 419.

NmnnemenTanyja y jesuky C++ je mprka3aHa y HacTaBKy.

int p = 31;
int m = 1e9 + 9;

// racunanje inverza prostog broja p po modulu m
// koriscenjem male Fermaove teoreme
long long modInverz(int p, int m) {

return stepen_mod(p, m - 2, m);

}

// stepeni broja x po modulu m (1, ..., x”n mod m)
vector<long long> stepeniBrojaX(int x, int n, int m) {
vector<long long> xStepen(n+1);
xStepen[0] = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i1++)
xStepen[i] = (xStepen[i-1] * x) % m;
return pStepen;

}

// stepeni broja p po modulu m
vector<long long> stepeniBrojaP(int n) {
return stepeniBrojaX(p, n, m);

}
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// inverzi stepena broja p po modulu m
vector<long long> stepenilInverzaBrojaP(int n) {
// inverzi stepena su stepeni inverza
return stepeniBrojaX(modInverz(p, m), n, m);

// heseve svih prefiksa date niske s racunamo koriscenjem poznatih
// stepena broja p
vector<long long> heseviPrefiksa(const string& s,
const vector<long long>& pStepen) {
int n = s.size();
vector<long long> hesPrefiksa(n+1, 0);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
hesPrefiksa[i+1] = (hesPrefiksa[i] + kod(s[i]) * pStepen[i]) % m;

// hes segmenta s[i..3j] racunamo koriscenjem poznatih
// heseva prefiksa niske s i1 inverza stepena broja p
long long hesSegmenta(const string& s, int 1, int j,
const vector<long long>& hesPrefiksa,
const vector<long long>& invpStepen) {
int n = s.size();
// hes vrednost segmenta racunamo preko hash vrednosti prefiksa
return
(((hesPrefiksa[j+1] - hesPrefiksa[i] + m) % m) * invpStepen[i]) % m;

r 1

3aparak: N'pynucame jeagHaKUX HACKU

Hato je n HUCKH Sq, S, ..., S,,. [IpoHahu cBe mymmkare Mel)y BUMa U IOJEUTH OBaj HU3
HUCKHM y TPyIe jeJHAKMX HUCKHU. 3a CBaKy IpyIly OJpeAnTH UHIEKCe HUCKU Te IrpyIie y rmoja-
3HOM HU3Y.

Omnmuc yiaa3a

Ca cranpapaHor ynaza ce yantaBa 1 < 10000 aucku gyxune HajBuie m < 10000. Hucke
Cy cacTaBJbeHe CaMo OJ1 MaJIUX CJIOBa eHIJIecke aderie/ie.

Omnuc usiasa

3a cBaky rpyIy UCIUcaTi UHJEKCE HUCKHU U3 Te IPyIe y NOJIa3HOM HU3Y.
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IIpumep

Yaasz Hznasz
ana 2

a 146
dvorana 58
ana 3
banana 7

ana

kopakabana

banana

Pewere

JlMpeKTaH MpHCTYI cacToju ce y mopehery CBake HHUCKE ca CBAaKOM Jpyrom: mopeherme /Be
HHUCKE MaKCUMaJTHEe JIy’KMHE 1 KapaKTep MO KapakTep je Y HajropeM ciiyvajy je CI0KeHO-
cru O(m) (momyiie, MOXe ce OYEKHMBATH J1a Ce HAJIOpH Cilydyaj He JelaBa 4ecto Tj. aa he
Ce pa3JIM4YMTOCT JBE HUCKE YCTAaHOBUTHU Beh HakoH nopehera lUXOBUX HEKOJIMKO MOYETHUX
KapakTepa). Vkynan 6poj nopehema ucku je pena O(n?), Te je yKyIHa CJI0KEHOCT O/ITOBa-
pajyher amropurma O(n?m).

Edukachuje pererne 1od1ja ce COpTUPamheM CBUX HUCKH U TPakeHeM AyIUTMKATa y COPTHpa-
HoM Hu3y. Copruparse HUCKH yKiby4yje O(n logn) ynopehuBarma HICKH, a CBaKko opehee
HUCKH je y HajropeMm ciydajy cioxenoctd O(m), Te je yKyIHa CIOKEHOCT COPTUPAbA HU-
cku jemraka O(nmlogn). JogatHo, Mposia3ak Kpo3 CKyIl HUCKU y COPTHPAHOM pelociiely
¥ UIEHTU(DUKOBAkbE UCTUX HUCKU je crokeroctd O(nm), Te je yKyIHa CIOKEHOCT OBOT aJl-
ropurma O(nmlogn).

[IpucTy 3aCHOBaH Ha XeIMparby HUCKU PeflyKyje Bpeme nopehesa e Hucke Ha O(1) (nox
MPETIIOCTABKOM Jja He NMpoBepaBamo Ja Ji je IoLUIo 10 Koausyje). Ha taj HauuH nodujamo
anropuram cioxeHoctd O(nm + nlogn), rae cioxeroct O(nm) notnde of padyHarba
XeIl-BPeAHOCTH cBUX HUCKM, a O(nlogn) of copTHpara HUCKM Ha OCHOBY HbUXOBHX XeEIll-
BpeaHOCTHU. [IoAaTHO, MpoJia3ak Kpo3 XeUl-BpeAHOCTH HUCKU Y COPTUPAHOM MOPETKY U UIeH-
TU(PHUKOBAkE UCTHX HUCKH je cioxkeHocTr O(n). AKO KeauMo 1a OyIeMO CUTYPHH Y HCIIPaB-
HOCT JITOPUTMA, Kajla Cy XEUI-BPEAHOCTH HEKMX HHUCKHM jeHAaKe, MOKEMO eKCIIUIMIUTHO
YIOpeOUTH Te HUCKE, 3a IITa je Y HajTopeM ciydajy, Kaja Cy CBe XelI-BPeTHOCTH jeIHake,
notpedHo n? nopehema HUCKH, Koja 3axTeBajy Bpeme O(m), WITO 3aXTeBa JOJATHO BpeMe
O(n?*m). MehyTum, peaiHo je OYeKMBATH Ja Cy TPyME jeJHAKHX Xelll-BPEJHOCTH MHOTO
Mame U Aa he oBo BpeMe OMTH MHOTro Mame. Joir Dojbe 0J1 Tora, MOXeMO eJIeMEHTE CBake
rpyne 3acedHO JIEKCUKOrpa)CKU COPTUPATU U 3aTUM HMOPEAUTU Y3aCTOITHE HUCKE.

NmmiemenTanuja y jesuky C++ je mata y HacTaBKy. Y HOj ce He IMpoBepaBa IOCTOjame
KONM3Hja Tj. MPETIOCTaB/ba Ce JIa jeHAKUM Xelll-BpeJHOCTHMA OJroBapajy jeJHaKe HHCKe.
NmmiemenTanujy nogatae ¢asze y Kojoj Ou ce U3BPIIIIIO TUPEKTHO Mopeheme HUCKHU yHyTap
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CBaKe rpyIe 1 JOAATHO pa3/iBajambe IpyIe Ha MOArpyIie ako ce YTBPIH A CaapKHU pasInyunTe
HUCKE MPEeNyITaMo YHUTAOLLY.

vector<vector<int>> grupisiIsteNiske(const vector<string> &niske) {
// broj niski
int n = niske.size();
// vektor parova hash vrednosti 1 pozicije niske u polaznom nizu
vector<pair<long long, int>> h(n);
// 1zracunavamo hash vrednost svake niske;
// uz hes vrednost niske cuvamo i njen indeks u polaznom nizu
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
h[1] = {izracunajHesVrednost(niske[i]), i1+1};

// sortiramo niz hes vrednosti
sort(h.begin(),h.end());

// svaki element vektora sadrzi niz indeksa niski
// koje su medjusobno jednake
vector<vector<int>> grupe;

// prolazimo skupom svih niski u sortiranom poretku
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++){
// ukoliko se radi o prvoj niski u sortiranom poretku
// 1li1 o niski koja nije jednaka prethodnoj u sortiranom poretku
// onda je potrebna nova grupa
if (1 == 0 || h[i].first != h[i-1].first) {
vector<int> novaGrupa;
grupe.push_back(novaGrupa);
}
// u poslednju (tekucu) grupu dodajemo na kraj indeks niske
// koja ima tekucu hash vrednost
grupe.back().push_back(h[1].second);
}

return grupe;
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3apatak: Bpoj paznuunTux cermeHara

JlaTa je HHCKa S KOja ce cacTOju caMo OJl MaJIuX CJIOBa eHrnecke adenene. Mzpauynaru Opoj
Pa3NIMYMTHX HEMPa3HUX cerMeHata (MOJAHMCKU y3aCTOIHUX KapaKTepa) OBe HIHCKE.

Omnuc yiaa3a
Ca cTaHJap/IHOT yJIa3a ce YUnTaBa HACKA s, MykuHe Hajeuie 10° kapakTepa.
Onuc uzaaza

Ha cranpapaam m3nas ucnmcatv Opoj pa3iMunTHX MOAHUCKH HECKE S.

IIpumep
Yaas Hzna3  Odjawrverve
ananas 15 ¢ Tlocroje Tpu pa3nMuuTe MOJHNUCKE AyXUHE 1: a, n U s.
¢ Tlocroje Tpu pa3nuuuTe MOJHKUCKE My KUHE 2: an, na U as.
* Tlocroje Tpu pa3nnuuTe MOJHNUCKE TyXKUHE 3: ana, nan M nas.
¢ Tlocroje Tpu paznuuuTe MOTHKUCKE My)XuHE 4: anan, nana U anas.
* Tlocroje Tpu pa3aMuuTe MOJHUCKE AYKUHE O: anana U nanas.
¢ Tlocroju jemHa mogHMCKa qyxuHe 6: ananas.
Hucka ananas uma ykynao 3 + 3 + 3 + 3 + 2 + 1 = 15 paznuunrux
MOJIHUCKHU.
Pewene

JlMpeKTaH npucTyn du OUo Ja ce CBe MOAHUCKe yoarle y ckyn (duo ypehen unu HeypeheH) u
Jla ce MpoBepH Opoj eleMeHaTa TOT CKyIa. Y HacTaBKy hemo BUIETH Ja ce OBa Ujeja MOXKe
ONTHMU30BaTH (IIpe CBera Mo nuramy 3ay3eha memopuje).

3a noyeTak, JOBOJBHO je TOPETUTH CaMO CErMEeHTe UCTHX JYXHHA jep caMO OHU MOTY OMTH
Mel)yCODHO jeHaKM, Ma yMeCTO Kopulitheha jeMIUHCTBEHOT CKyIMa y KOjU CMEIITaMO CBE Cer-
MEHTe, CerMeHTe MOXeMOo odpaljuBaTH y pefnocieny HBbUXOBHX JyKUHA Uy CKYIy MOXEMO
HCTOBPEMEHO UyBaTH CaMO CerMEHTE UCTe JIyKHHE.

Jame pemierme heMo 3aCHOBAaTH Ha XelMpamy, Ipy yeMy hemo NMpeTHocTaBUTH Ja je Xell-
¢yHKIIMja TaKBa J1a je BepoBaTHONA KOJIM3Hje jako Masia (Tj. MpeTnocTaBuhemo /1a pa3jinuuTe
MOIHUCKE UCTE AyXKWHE YBEK Jajy pasiuuuTe Xeul-BpeaHocTH). Kopucrtuhemo mommHOME-
jamay xem-dynkmmjy h'(s) = (s[0] + s[1] - p + ... + s[n — 1] - p"~ ) mod m. Xem-
BPEAHOCT CBAKOT CErMEHTa Ce TaJa MOXKe pauyHaTH KOpUIINECHEM pa3iiMKe Xell BPeIHOCTH
oarosapajyhux npecdukca b’ (s[i..j]) = (p~* - ( ;41— H;)) mod m. Ymecto a pauynamo
Y TIOpeIMMO Ta4He Xell-BPEeJHOCTU [Ba CETMEHTA UCTe JyKMHE KOpUIINeneM MOLyJapHHUX
MYJITUIUTMKATUBHUX MHBEP3a, TOBOJBHO j€ M3padyHaTH XeII-BPEOHOCTH CerMeHaTa IMOMHO-
’KE€HEe HEKUM (MCTUM) cTenieHoM Opoja p. IlpernocraBumo aa Beh umamo u3pauyHaTe Xelll-

BPEIHOCTH JIBa CETMEHTA T U Y, jeIHOT MOMHOXEHOT ca p*, a apyror ca p’. Be3 HapyaBamwa
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OIMIITOCTH MOKEMO HPETIOCTAaBUTH 12 je ¢ < j; Ja OMCMO A0OMIM 00e Xell-BPeAHOCTH I10-
MHOEHE UCTUM CTETIEHOM Opoja p, I0BOJBHO je [la XelI-BPeTHOCT CErMEeHTa & MOMHOKMMO
capl .

I Mpumep 4.1.3

Pazmotipumo, na iipumep, ceimenitie s[2..4] u s[5..7] gyorcune 3 nucke s koja je gyorcune 10.
U3 jegnaxociu p* - h'(s[i..j]) = (Hj,, — H]) modm:

>

hy = h(s[2..4]) - p? = h(s[0..4]) —
hy = h(s[5..7]) - p° = h(s[0..7]) —

(s[0..1]) mod m
(s[0..4]) mod m

>

Ymecitio ga pauyramo myniiuiiaukaitiuete uHeepse Opojesa p2 u p5, ga oucmo goduu maure
xeut-epegrociiu ceimenaiia s(2..4) u s[5..7), moscemo iiopeguitiu epegrociiu hy - p°~2 u hy.

Hakne, nmponasuhemo penom Kpo3 cBe Moryhe nyxkuHe [ = 1,2, ..., n cerMeHaTa HHCKE S
Y KOHCTPYHCATH CEPH]jy Xelll-BPeHOCTH CBHX CerMeHaTta JIy)XMHe | KOju Cy TIOMHOXKEHHU He-
KHUM (MCTHM, MAKCUMaJIHUM) CTeTIEHOM Opoja p. bpoj pazmmunrux enemeHata e cepuje (IITo
j€, TIOJI TIPETIIOCTABKOM Jla HeMa KOJIM3Hja, OpOj pasInvuTUX cerMeHaTa JaykuHe ) MOKeMO
o/ipeauTy KopuithemeM cKymna (Ha mpumep, ypeheHor). Ykynan Opoj pa3iuiuTux cermeHaTa
jenHax je 30upy Opoja pa3IMuMTHX cerMeHaTa ayxuHe | y HUCKH, 3a cBako Moryhe [. Mmrue-
MEHTaLMja OBOI IpucTyna y je3uky C++ je maTa y HacTaBKy.

[Ipumetumo fa ce y mpeTXOAHO] UMIUIEMEHTAIUjU TIPIIMKOM padyHama MPOU3BOJA Xelll-
BPEIHOCTH CerMeHTa M BpeJHOCTH p ! 1o Momyiy m MHOXKe JBe BPEJHOCTH U3 OICera
[0,m), Te na He Ou WO MpeKOpayerba MPUIMKOM pauyHara OBOI POU3BOAA, BPEJHOCT
nmapamMeTpa m Oupamo Tako 11a m - m craje y 64-outHu 11eo dpoj (y3emu cMo HajBehn mpoct

Opoj KOju ce MOxe 3arucaTi ca 32 duTa).

Onepauuje 3a paj ca ypehernm ckynom ox k enemenara cy cioxerocru O(log k), a cerme-
Hata uma ykyno O(n?), te cioxenoct ogor anmroputma uztocu O(n? logn).

YMETaheM Xell-BPEJHOCTH y CKYII, YMECTO YMETAka CAMHUX TOJHUCKH Y CKYIl 3HAYAJHO je
CMarbeHa MEMOPH]jCKa CIIOKEHOCT CKyIIa, Koja y3 xewmpatbe u3Hoc O(n), a be3 xemmparma
ou mznocuna O(n?).

HcrakHUMO | TO J1a ce Y OBOM KOHTEKCTY, KaJia paiuMoO ca pa3IMIUTHM CETMEHTHMA HHUCKe,
UCTUIATH YJIOKUTH J0JATHO BpeMe 3a pauyHare Xell-BpeTHOCTH CBUX MpedHKca JaTe HUCKE,
jep hemo m3pauyHare xemnr-BpeaHocTd Behu Opoj myTa KOPUCTHUTH.



4.1 Xewmnpas-e HUCKMN 463

int brojRazlicitihPodniski(const string &s) {
typedef unsigned long long ull;

int p = 31;
ull m

4294967291ul; // najveci prost broj koji staje u unsigned long

int n = s.size();
// racunamo stepene broja p po modulu m
vector<ull> pStepen(n);
pStepen[0] = 1;
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
pStepen[i] = (pStepen[i-1] * p) % m;

// racunamo hes-vrednosti svih prefiksa date niske
vector<ull> h(n+1, 0);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

h[i+1] = (h[1] + (s[i] - 'a' + 1) * pStepen[i]) % m;

// broj razlicitih podniski
int brojPodniski = 0;
// za svaku mogucu duzinu segmenta
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++) {
// skup hes vrednosti segmenata duzine 1l pomnozenih sa p~{n-1}
set<ull> heseviDuzinel;
// prolazimo kroz sve segmente duzine 1
for (int 1 =0; 1 <=n - 1; 1++) {
// hes-vrednost segmenta racunamo
// kao razliku hes-vrednosti odgovarajucih prefiksa
ull hTekuce = (h[i+1l] - h[i] + m) % m;
// racunamo hes vrednost segmenta pomnozenu sa p*{n-1} po modulu m
// tako sto je mnozimo sa p*{n-i-1}
hTekuce = (hTekuce * pStepen[n - 1 - 1]) % m;
// hes-vrednost dodajemo u skup,
// isti segmenti imace istu hesh vrednost pa se nece dva puta racunati
heseviDuzinelL.insert(hTekuce);

}

brojPodniski += heseviDuzinelL.size();
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return brojPodniski;

3apgartak: Jlekcukorpad)CKm Hajmata potaymja

Hanwmcatu mporpam koju oapeljyje Jekcukorpadcku HajMamy pOTaIHjy 1aTe HUCKE.
Onuc yiaa3a

Ca cTaHIapIHOT yjla3a ce YHOCH HUCKa JyxkuHe Hajsume 10° kapakrepa.

Omnuc u3nasa

Ha crangapnau n3nas ucnmcaty JJeKCUKorpad)CKi HajMary HUCKY Koja ce 10d1ja poTHUpaeM
KapakTepa yHeTe HUCKE.

IIpumep

Yaas Hzna3  Odjawrverve

atlas asatl Poranyje Hucke atlas cy atlas, tlasa, lasat, asatl u satla. Jlekcuko-
rpacku HajMama HUCKA OJf BbUX je asatl.

Pewene

Ho pemrerwa Moxemo gohu Tako mTo hemo oppehuBat jenHy mo jenHy poTanyjy HHUCKE U
MOPEIUTH UX JIEKCUKOrpaCcKu ca A0 Taja HajMamboM. AKO JeKcukorpadcko nopeheme Bp-
IIMMO IMPEKTHUM aIrOpUTMOM, uHja je cnokeHoct O(n) y Hajropem ciydajy, 1oduja ce
anroputam croxeroctd O(n?) (HodyIe, ako Cy HECKE HACMUYHO TeHEPHCAHE MITH Callpike
TEKCT Ha IPUPOJHOM je3UKY, JIEKCUKOrpadhCKU peiocie]] ce MOXe OJpeauTH Beh HakoH aHa-
JIM3e NPBUX HEKOJIMKO KapakTepa, na he aiaropuram paguru epukacuuje). a du ce uzdernio
rpahiere HOBUX HUCKH (ILITO je CKyIla orepaliyja ycie] ajlokallije MeMOpHje), poTaryje Mo-
KEMO OOUTH TakO LITO aHAIM3UPAMO CBE IOJHUCKE AYXKMHE 71 HUCKE SS Koja ce Joduja
HaJOBE3MBAKEM YUUTAHE HUCKA S /1BA MMyTa.

Jlexcukorpadceko nopeheme ce Moxke yopszaTu kopuiiheweM xemmupama. [IpernocraBumo,
JeTHOCTAaBHOCTU paau, aa Hehe OuTh komsuja. Jlekcukorpadcku peiociiesl HUCKU ce ojipe-
Dyje Tako mTo ce mpoHale MpBU KapakTep KOjU ce pa3ivKyje, Tj. TaKO IITO ce MpoHale Haj-
IOyXH 3ajeHAYKH MpeduKC JBe HUCKe Koje ce mopene. OH ce Moxe mpoHahu duHapHOM
npeTparoM. Y CBaKOM KOPaKy ce UCIUTYje jeHAKOCT HeKHX mpedukca qBe HUCKe Koje ce
nopene. [lomTo cy oHM cerMeHTH HHCKe SS, Topeherbe MOKEMO M3BPIIUTH TaKO IITO U3pady-
HAMO HHXOBE XelI-BpeJHOCTH (Kao Xelll-BPeJHOCTU CerMeHarta HHCKe SS) M YIIOPEAUMO HUX.
NmmiemenTanyja je onakinaHa, jep cy HHUCKe Koje ce mopene ucte ayxuHe. Kama ce Hahe
IOy’XKWUHA HajayXKer 3ajeTHIJKor mpedukca, mopeay ce HapeAHU KapakTep (OCHM y Cydajy
KaJa Cy HHCKe je[JHaKe, IITO Ce JIAKO MPero3Haje jep je Taaa QyXKUHa 3ajeTHIYKOT mpedukca
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jeoHaKa qyKMHU HUCKH KOje ce Mopene).

[Momiro ce dunapHa nperpara Bpum y Bpemeny O(logn), a poTaija nocroju 7, CI0KeHOCT
Hajroper ciydaja oor aaropurMa je O(nlogn). HanomeHnmo ja ce kopuinhermeM Harpesi-
HUjUX TEXHUKA (HIp. KopuihemeM cy(UKCHOT JpBeTa) OBaj MpoOIeM MOXe PEIIUTH U edu-
KacHUje, aIrTOPUTMOM JINHEApHE BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH.

// znajuci heseve H svih prefiksa niske i stepene broja P
// izracunavamo najduzi zajednicki prefiks podniski na pozicijama
// [11, 11+n) 1 [i2, 12+n)
int najduziZajednickiPrefiks(const vector<long long>& H,
const vector<long long>& P,
int 11, int 12, int n) {
// binarna pretraga
int 1 =0, d = n-1;
while (1 <=d) {
intm=1+(d - 1) / 2;
// poredimo da li se prefiksi niski duZine m poklapaju
// pretpostavljamo da nema kolizija
if (hesSegmenta(H, P, i1, 11+m) == hesSegmenta(H, P, 12, 12+m))

l=m+1;
else
d=m- 1;
}
return 1;

bool leksikgrafskiManjaNiska(const vector<long long>& H,
const vector<long long>& P,
int 11, int 12, int n,
const string& ss) {
int k = najduziZajednickiPrefiks(H, P, 11, 12, n);
return k < n && ss[i1 + k] < ss[12 + k];

string leksikografskiNajmanjaRotacija(const string& s) {
int n = s.length();
string ss = s + s;
vector<long long> H = heseviPrefiksa(ss);
vector<long long> P = stepeniBrojaP(n);
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int iMin = 0;
for (int 1 = 1; 1 + n < ss.length(); i++)
if (leksikgrafskiManjaNiska(H, P, i, iMin, n, ss))
iMin = i;
return ss.substr(iMin, n);

4.2 /-Hu3

MHoru npodsiieMy HaJ, HUCKaMa MOTy ce e(MKacHO pelnTy KopuithemeM z-Hu3a (SHI. z-
array, z-function); Ha IpUMep, UCITUTUBAILE A JIM CE jeHA HUCKA jaBJba yHyTap Ipyre, oApe-
huBame nepuoaa Hucke (y cmuciy ofpehrBama Hajkpahe HUCKE TaKBe Ja ce M0Ja3Ha HUCKa
MOX€ TPeJCTABUTU HaJOBE3UBAKBEM Te HUCKE oApeheH Opoj myTa), UTA. 2-HU3 HUCKE S OY-
XKHMHE 1 je HU3 Iy’kuHe n koju Hanosutuju k = 0,1, ..., n — 1 cagpxu oyXuHy z;, HajIyxe
MO/THVICKE (Tj. HajIyKer CerMeHTa) HUCKE S, KOja MOUMIbe Ha MO3UIMjH k 1 TIPE(PUKC j€ HHUCKE
s. Hakue, s[0..z;, — 1] ce noknana ca s[k..k + z;,, — 1], a kapaktepu s[z;,] u s[k + z;] cy
PA3JIMYNTHU WK je ITaK HUCKA S OykKuHe Kk + 2.

I Mpumep 4.2.1

3a nucky alfalfa je z5 = 4, jep WogHucka alfa Koja iouuree Ha HO3UKUJU 3 U 3a6pUIa8a ce
Ha Kpajy Hucke uma gyxcury 4 u ioxnaia ca ipegpurcom Hucke gydxrcure 4.

I Mpumep 4.2.2

3a Hucky photophosphorescent eajcu z5 = zg = 3, jep u Ha wosuyuju 5 u Ha Ho3uyuju 9
douurbe HogHUcKa pho Koja uma gysxcury 3, Hokaaiia ce HpeghuUKCcom HUCKe U He MOodice ga ce
ipogyarcu axo ga ce u gasme ioxkaaia ca ogiosapajyhum ipegurcom.

[NogHuCKy KOja MOUMIbe HA MO3UIMjH Kk U MpeKJana ce ca HeKUM IPedUKCOM AyXHUHE 2,
HAa3WBaMoO U z-Kyiiuja (eHT. z-box). [Ipumep z-KyTHje mirycTpoBaH je Ha ciuim 4.1. Ako je
BpeJHOCT z;, = 0, Tala Ha MO3MIMjH K HE TIOCTOjU Z-KyTHja.

Bpennoct Huza z Ha nosuimju O jeqHaka je AyKMHHU HUCKE jep je KOMILUIETHa HHUCKa YBEeK
npedpukc came cede; MehyTrM Ta BpeIHOCT ce HUKaja He KOPUCTH.



4.2 /-Hns 467
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Cnuxka 4.1: [Ipumep z-KyTHje KOja IOUMbe Ha MO3ULMjU O ¥ 3aBplLIaBa ce Ha NO3ULUjH 7.

| Mpumep 4.2.3

Z-HU3 Hucke ACBACDACBACBACDA iipuka3sar je na cauyu 4.2. Bpegrociti zg = 5 o3nauaea ga je
Hognucka ACBAC (koja iouurse Ha do3uuuju 6 u gyscure je 5) ipegbuic HUCKe S, goK HOGHUCKA
ACBACB (Koja louurse Ha Uctiioj nosuuuju u gyocute je 6) Huje.

Cnuka 4.2: Unycrpanyja z-Hu3a. z-KyTHje Cy O3HauUeHe CTpesriiaMa.

4.2.1 KOHCTpyKuMja z-Hu3a

JenHo BaXkKHO MUTamke je Kako ITO e(pUKACHHUje KOHCTPYHCATH 2-HU3 3a AaTy HHUCKY.

MpoGnem

3a gaitiy HUCKY S KOHCIUpYUCAitiu HU3 Z IHAKo ga ce Ha céaxoj uosuuuju k nuza z nanrasu
8pegHOCTL ), jegHaka Hajeehoj gyacuni TOgHUCKe HUCKe S Koja Houurbe Ha nosuuuju k u
yjegro je u iipedpuic nucke s (itj. kapaxiiepu nucke s Ha dosuyujama [0, z, ) u [k, k+ z,)
ce ioxaaiajy).

4.2.1.1 Anroputam rpyGe cune
JUpeKTHO pellee ce cacToju Yy TOME [Ja CE 3a CBaKM MHJEKC U3HOBA TPAXU HajlyKU IIOKJIa-
najyhu npecukc HUCKE KOjU NOUYMELE Ha TeKyhoj MO3UIMjHU Y HUCKHU.

vector<int> izracunajzZNizTrivijalno(string s) {
int n = s.size();
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vector<int> z(n, 0);

for (int k = 1; k < n; k++) {

while (k+z[k] < n && s[z[k]] == s[k+z[k]]) {
z[k]++;

}

return z;

}

OBO pellere Cajipku JBe yrHexkheHe Metbe, a CIOKEHOCT y HajropeM ciydajy je O(n?).
3aucTa, 3a HUCKY AAA. . .AAA, AITOPUTaM Tpyde Cule 3a padyHame z-Hu3a u3spiiasa O (n?)
KOpaka. Y IpakcH, OuYeKyje ce Ja ce Ha pasjuke oxaropapajyhux kapakrepa Haube mocta
opxe.

4.2.1.2 z-anroputam

z-aniopuitiam (eHri. z-algorithm) je anropuram 3a KOHCTPYKIHMjy 2-Hu3a cioxeHoctd O(n).
Hoduo je ume Mo CTPYKTypH MojaTaka Koja ce ’hoOMe KOHCTPYHUILE, Tj. [0 z-Hu3y. o wera je
npBu foinao ['ycras Xaptman 1975. roguse, anu je CBOjy MOMYJIAPHOCT CTEKA0 TeK KacHHUje,
HakoH mto cy Maptun Eckapno u Pajuapn Bunxenm npencraBuimm erKacHHjy BapUjaHTy
anropuT™a. Mpaeja z-aaroputMma jecte Aa ce BpeJHOCTH 2-HM3a M3pavyyHaBajy UTEPATHUBHO,
ClieBa HaJIECHO, HA OCHOBY IIPETXOHO M3pavyHATHUX BPEJHOCTH 2-HU3A.

V anroputmy ce oapskasa nap [l, d] koju orpaHnyaBa z-KyTujy ca HajBehoM JECHOM IpaHu-
110M d OJ] CBHX JI0 cajia IpoHal)eHnx z-KyTHja (Tajia ce cerMeHT s|[..d] nmoknana ca npedpurcom
s]0..d — 1] nucke s). Yumwenuny na je s[0..d — ] = s[l..d] kopuctuhemo 3a epuracuuje
pauyyHame BPeIHOCTH z-Hu3a Ha nosunmjama [ + 1,1+ 2, ... . d.

HaxJe, 3a Tekyhu uHEKC k 3a KOjU Tpeda u3pauyHaTH BPEIHOCT z,, MOoryha cy aBsa ciydaja:
y JU TP pady P k yha cy y4aj

¢ | < k < d-Tekyha nosuimja je yayrap orcera [/, d], na Moxemo uckopuctuty Beh u3-
padyHaTe BPEJHOCTH Z-HHM3a 34 MHULHjAIM3al1jy BPEJHOCTH 2, (yMecTo jJa kpehemo
on Bpeanoctu 0). Haume, cermentu s[l..d] u s[0..d — ] cy jepnaku, na momwro je
| < k < d, jennaku cy u cermenty s|k..d] u s|k — [..d — ] na npuimkom padyHarmba
BPEIHOCTU Z;, MOKEMO KPEHYTH Off BPEHOCTH 2;,_; Koja je Beh u3pauyHarta (c/IuKa
4.3). MebyTuMm, BpeIHOCT 2;,_; Y HEKMM CJly4ajeBUMa MOxke OUTU IIPeBeJIMKa, jep Kajia
ce mona nosuimju k Moxe na dyne Beha o BpeJHOCT MHAEKca d, a TO HUje Jodpo jep
MM He 3HaMO HUIITA O KapaKTepruMa HKUCKe S HaKOH nosuiije d. Penumo, y npumepy
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IPHKA3aHOM Ha CJIMIHY 4.4 BPEIHOCT 2j, HE OM OMJIO UCIIPABHO MOCTABUTU HA 2),_; = 3
jep Ou Hac To u3BesIo BaH rpaHuiia orcera [[, d|. Jakie, MaKCMMalIHa yXKMHA [IOKJIO-
IUBEHOT Jiesia MoXke OUTH jeHaka Opojy kapakTepa of Tekyhe no3uiiyje k 10 nocieimne
nperienane nosunyje d, a To je d — k + 1. Crora ce nouyeTHa BpeIHOCT 2, OCTaBJba
Ha 22 = min{d — k + 1, z;,_; }. HakoH Tora yTBphyjemo na Ju ce BpeIHOCT z;, MOXE

noBehaTu MOKPETaheM TPUBHUjaIHOT aropuT™Ma oj nounuje k + zg.

* k > d - rTexyha nosumja k je BaH oricera |1, d], na Hemamo HUKakBUX MH(pOpMALHja O
no3unuju k. Crora BpeHOCT Z;, padyHaMO TPUBHjaTHUM aITOPUTMOM, Tj. Iopehersem
KapakTep M0 KapakTep HUCKe S moueB of nosurwja 0 u k;

k-l d-l | k d k+2z -1

L]

4 5 6 7 8

© «—
«—

o 1 2
s |AfC|B|[A|C | D/IA|C|B|A(C|B|A|C|D|A
2

ojo |5 |o0|Oo|?2|?2|?2|?2|?2|?2]?

Cnuka 4.3: Cnyuaj Kaja ce z;, UHMLMjaIu3yje Ha 2;,_;. IIpoBepa ce HacTaBspa nopehemem
nosunuja z;,_; u k + z;,_;.

«—
«—
® €«—
«—
«—

Cnuika 4.4: Ciyvaj kaga ce z;, nHnIMjamsyje Ha d — k 4 1, jep je k + z;,_; > d. IIpoepa
ce HacraBba nopehewem nosummjad — k + 1ud + 1.

HakJie, airoputaM pa3MaTpa JiBa ciiydaja KOju ce pa3jiMKyjy camo 10 UHUIM]jaTu3allijyu Bpel-
HOCTHU 2},, HAKOH 4era ce IOCTyIaK HacTaB/ba IPUMEHOM TPUBHjAIHOT alroputMa. Jlogatso,
aKo ce HAKOH MHHLMjaT3alje Hucka S[k..k + 2] uena Hamasu y geny tekyhe z-kytuje oe3
HEHOT Moclearer Kapakrepa (s[l, d)), BpeaHoct z;, je Beh KoHauHO oapeheHa, na fame Ka-
pakTepe He Tpeda MOpeAnTH. YKOJHKO jaohe 0 MoKJianarma Jiejia HACKE IMOYeB O MO3UIIHje
k ca HekuM mipehMKCOM JaTe HUCKE U aKo je JeCHa IpaHMIia MPEKJIOMbLEHOT cerMeHTa Beha
OJ1 IPETXO/IHE BpeaHOCTH JecHe rpanuie (k + 2, — 1 > d), axypupamo rpauue [I, d| z-
KyTHje KOja ce TIPOCTHpe HajBUIIle HAIECHO O]l CBUX JIO Taja MpoHaljeHHX z-KyTHja HOBUM
rpanuama [k, k + z;, — 1].
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PazMoTpuMo HMILIEMEHTALI]Y Z-aITOPUTMA.

// funkcija koja izracunava sve elemente z-niza
vector<int> izracunajzZNiz(const string &s) {
int n = s.size();
// inicijalizujemo sve vrednosti z-niza na 0
vector<int> z(n,0);
int 1 =0, d=-1;

for (int k = 1; k < n; k++) {
// ako je tekuca pozicija unutar opsega [l,d]
// koristimo prethodno izracunatu vrednost za inicijalizaciju
if (k <= d)
z[k] = min(d-k+1, z[k-1]1);

// ako niska s[k..k+z[k]) pripada delu z-kutije bez njenog poslednjeg
// karaktera, vrednost z[k] je vec odredjena
if (z[k] < d-k+1)

continue;

// preskacemo proveru karaktera od pozicije k do pozicije k+z[k]-1;
// od pozicije k+z[k] poredimo karakter po karakter u niski
// 1 sve dok se karakteri poklapaju povecavamo vrednost z[k]
while (k+z[k] < n && s[z[k]] == s[k+z[k]])
z[k]++;

// ako je nova vrednost desnog kraja najdesnije z-kutije
// veca od prethodne vrednosti, azuriramo interval [1,d]

if (k + z[k] - 1 >d) {

1 =k;
d =k + z[k] - 1;
}
}
return z;
}

IMpumeTnMo z1a ce while nemba MOXe YCHEIIHO U3BpIIUTH camo Kajga jed — k + 1 < z;._,
OJIHOCHO KaJ1a MOCTOj1 MOKJIaname Jiejia HUCKe oj1 nosunuje k 1o nosunuje d (ykibydyjyhu u
BUX) ca HeKuM npedpukcoM Hucke. Kana je z,_; < d — k + 1, Tama ce memsa while Mosxke
npeckounTty. To je ypaheHo y mpeTxoaHoM Koy (HapeadoM continue). Y TUM cilyvajeBrMa



4.2 /-Hns 471

ycIIoB neT/be while HUje HUKaga UCIyHEH, Ia OM alroputaM UCIPaBHO PAAMo YaK U Kajaa Ou
ce Hapeda continue M30CTABUIIA.

IlokaxuMmo Ja je mpuKa3aHu aIropyuTaM JUHeapHe BpEMEHCKe CJIOKEHOCTH, MaKO Ca/IP)KH JIBe
yraexhene nerbe. Hanme, HakoH cBakor HeyclieHor rnopehema Kapakrepa y nets while,
Tekyha urtepanyja newse for ce 3aBpiiaBa. llomro je ykymaH Opoj uTepaldja Crosballibhe
newbe for jeAHAK M, YKYITHO MOXKEMO MMAaTH HajBUIIE 1 HETOKJIaNama KapakTepa y MeT/bu
while. CBaKM KapaKTep HUCKE S Ha MO3ULUjH k42, KOjU Cce CTIEIIHO MOKJIONH y YHYTPAIlIhOj
while MeTbH, BUIIE CE HUKA/A HE TIOPEH, Te je U OpOj YCIeNHO MOKJIOIUbEHNX KapaKTepa
y neTbH while MakcumanHo n. [akie, y CBUM UTepaudjaMa Criojballlibe neTbe for, YKylnaH
Opoj Kopaka metbe while (IpoBepa HEHOT YCIOBA M U3BpIaBamba meHor Tena) je O(n), e
je ykymnHa cnoxkeroct aaroputva O(n).

Moxe ce Mmoka3aTy 1 Jja CBaKO M3BpIIIaBae Tela Metbe while moBehaBa AecHy rpaHuIly cer-
MmeHTa d ,HajaecHuje” z-Kytuje. Haumme, cBaka yCrieliHa utepaiidja netbe while Mmokjamna
HEKW HOBH KapaKTep HIHCKe, IECHO OJ TPaHMIle ,HajaecHuje” 2-KyTHje, Te ce BPeAHOCT Mpo-
MeHJbUBE d yBehaBa 32 OHOJIMKO KOJIMKH je Opoj yCIelHuX utepaiiyja netbe while. Tlomro
j€ MakcMMaJIHa BpEHOCT 3a d jemHaka n — 1, a mouyetHa je jeanaka 0, modujamo [a ce Teso
netwbe while y CBUM HTepaldjamMa CIoJballlihe NeT/be 3ajeJHO YKYITHO Hehe M3BPIIUTH BHUIIe
oxn — 1 myra. Y onaszie cieqm 1a je cinoxenoct anropurma O(n).

I Mpumep 4.2.4

Pazmomwipumo KOHCIpYKUUJY z-Hu3a 3a HUcKky ACBACDACBACBACDA.

[ToyeTHO cTame z-HU3A.

Ha iioueiuxy je [l, d] = [0, 0], ia epegrocitiu z-nuza na iosuyujama 1, 2 u 3 pauynamo wpu-
BUJANHUM ANTOPUTIMOM U godujamo 2, = 2o = 0, z3 = 2. Hakon uzpauyHaitie 8pegnocitiu
2z adicypupamo oicer |1, d] = [3,4].

Tomepatbe ,HajaecHuje” z-KyTrje Ha mosutmjy [ = 3, d = 4.
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Haxom wiota, épegrociti z-nuza Ha dosuyuju k = 4 godujamo na ocnosy epegnociiu z;,_; =
zy_3 = z1 = 0. Bpegrociiu z5 u zg godujamo iokpeiiaroem mpueujainol ariopuiima (jep
s3ak=5uk=06ud=4seaxnuk > d)ugodujamo z5s = 0, a z5 = 5. [owutio 3a k = 6
sancu k+z, —1 = 6 +5—1 = 10, gecna ipanuya iiekyhe z-kyitiuje je 6eha og tipetiixogre
épegrociiu 4, ia wexyhu [1, d| oicel ,najgecnuje” z-kyimuje iocimaje [6, 10).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
s | AlIC|B|/A|C|D|/A|JC|B|A|C|B|A|C|D|A

z -jojoj2|o0|jOo|S5|?2|?2|?2|?2|?2|?2|?|?]|"7

Tomepatbe ,,HajaecHuje” z-KyTrje Ha nosuimjy I = 6, d = 10.

Harxon 080T kopaka, MojiceMo ehuKacHo uzpavyHailiu HapegHe 8PegHOCIU Z-HU3d, jep 3HAMO
ga cy nucke $[0..4] u s[6..10] jegnaxe. Hajipe, iowisio je z; = z5 = 0 gobujamo u ga je
2y = 2zg = 0. Haxow iiota, iowitio je zg = 2ud —k+1=10 -9+ 1 = 2, snamo ga je
Zg = 2. Howitio Hemamo ungpopmayuje o Kapaxuiepuma Hucke HaxoH iosuyuje 10, iopegumo
celmenitie gasee Kapakiiep o kapakitiep. Hcilociiasnva ce ga je zq = 7. Iowitio 3a k = 9
sancu k+ z, —1 = 9+ 7 —1 = 15, gecna ipanuya iiekyhe z-kyitiuje je 6eha og tipetiixogre
epegrociuu 10, ia je nosu [1, d| oicei Juajgecnuje” z-kyimuje jegnax 9, 15].

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
s | Al|IC|B|/A|C|D|/A|JC|B|A|C|B|A|C|D|A

z|-]0j0O]2]|]O0|JO0O|5 |00 |7 |?2|?2]|?2]|?]|°"?

Tomepatbe ,HajaecHuje” z-KyTrje Ha mosuimjy [ = 9, d = 15.

Haxon oeota, cee iipeocitiane pegrHociliu z-Hu3a Moiy ce ogpequili Ha 0CHO8Y UHgopmauija
Koje ce eeh nanaze y z-nu3zy. OOpamiumo Hadxicry camo Ha o ga je Kog Hocaegroel enemeniia
215 6PegHOCI 2),_; = Zg = O, Mehyitium, ona je éeha og d — k + 1 = 1, ita ce 3aitio 2
unuyujanusyje na d — k + 1 = 1 ymecitio na zg = 5 u, dowiio ce goutno go Kpaja Hu3a, Ha
Woj 8pegHOCIiU U Ocliaje.

Wzpauynatu z-HuU3.
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4.2.2 TpeTpara Tekcta NnPUMEHOM z-Hu3a

Y oBoM nornaBby hemo nmprKa3aTy Kako ce z-HU3 yHOTpeOdsbaBa 3a TPAKEHhe HICKE Y TEKCTY
(Tpaxeme MOJHUCKE Y3aCTOIHMX KapaKTepa YHyTap JykKe HUCKE).

Hexkaga ce npuiinkoM odpaie HUCKY KOHCTPYHUILIE jeIHA AyKa HUCKA KOja ce cacToju o Beher
Opoja HUCKM pa3/iBOjeHUX CHELHjaTHUM KapakTepuMma. To je ciyvaj M KOA ajaroputma Tpa-
JKera HUCKE Y TeKCTY 3aCHOBAHOT Ha 2-Hu3y. Hanme, y 0BOM ciyyajy MOKEMO KOHCTPYUCATH
HUCKY p#t, e Cy HUCKA KOja Ce TPaXku P U TeKCT ¢ pa3[BOjeHH CHELMjaTHUM KapaKTepoM
# KOju ce He jaB/ba HUY p HU Y . Z-HU3 HUCKe P#L HaM MOKe yKa3aTH Ha TO Te Ce Y TeK-
CTy t MojaBjbyje HUCKA p jep he TakBe MO3MIMje UMATH Z-BPEIHOCT jelHAKY NYKUHU HUCKE
p. odujeHe BpemHOCTH 2-HU3a Ha nosuimjama 0 no m, e je m = |p| myxkuHa HuUCKe P,
HUCY HaM OWTHE, jep ce OJHOCE Ha MO3ULMje YHYTap HUCKE P, JI UX je HEOIXOJHO U3pady-
HATH y OKBHPY z-ajroputMa. Moryhe je ¥ M30CTaBUTH CIIelUjaTHi KapakTep # U Tajga Ou ce
y 2Z-HU3Y Tpaxuje Mo3ulKje Ha KOjuMa je BpeIHOCT Beha Win jeHaka Jy)KUHU HUCKE KOjy
TpPaXUMO.

| Mpumep 4.2.5

Pazmomtpumo cayuajraga jenuckap = AABA, aiexciit = AABAACAADAABAABA.
Dopmupamo z-nu3 nucke pFt (cauxa 4.5).

Ciuka 4.5: Tpaxeme nucke AABAy tekcry AABAAC AADAABAABA xopunihemem

Z-HH3a.

Tpumemtiumo ga cy epegrocitiu z-Huza Ha dozuyujama d, 14 u 17 jegnake 4, witio je gyscuna
Hucke p. Towitio je uciipeg iiexcitia T gogaitio 5 kapaxitiepa (4 xapaxitiepa Hucke p u cie-
yujanHu Kapakigep #), e osuyuje ogiosapajy wosuuujama 0, 9 u 12 y imiexciny u na wum
Hosuyujama y mexkciy ce jasana HUCKA P.

Cnoxenoct oor ainroputma je O(m + n), rae je m = |p| aykuHa Hucke p, a n = |t
Jy’XKMHA TEKCTa ¢, jep ce alrOpuTaM CBOAM Ha KOHCTPYKILIM]y 2-HU3a HUCKE PF#t (32 KOjy CMO
BHUJIE/IM A je JIMHeapHe CJIOKEHOCTH y OJHOCY Ha JIy’KMHY HU3a) M IPOJIa3ak KPO3 HEroBe
BPEIHOCTH.

vector<int> traziZNiz(const string& niska, const string& tekst) {
vector<int> pojavljivanja;
string zajedno = niska + "#" + tekst;
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int n = zajedno.size();
int m = niska.size();
vector<int> zNiz = izracunajZNiz(zajedno);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (zNiz[1] == m)
pojavljivanja.push_back(i - m - 1);
return pojavljivanja;

}

V 0BOj MMIUIEMEHTAIMjH je y IPBOM IpoJia3y oapeleH caupikaj 2-HU3a, HAKOH Yera je Ipe-
Tpara BpIlieHa Y TIoceOHOM mposa3y Kpo3 Hu3. I[Ipumernmo na je moryhe oBa JBa mpoJjasa
00jemMHNTH.

4.3 Anroputam KMP

JIMpEKTHY aJIrOPUTaM 3a TPaXEere HUCKE P IyXKUHE |p| = m y Tekcry ¢ myxune |t| = n no-
peau HUCKy p ca cBuM Moryhum cermentuma tyty ... ¢, Tekctat,3ak = 0,1,...,n—
m+ 1. YnopehuBame HUCKe p ca TeKyhNM CErMEHTOM BPIIIM Ce KapakTep Mo KapakTep clieBa
yIEeCHO, CBe JIOK Ce He YCTAaHOBH J1a Cy CBU KapaKTepH HHCKe je[IHaKW OroBapajyhum kapak-
TepuMa cerMeHTa (y ToM TPeHYTKY IPEeKu/Ia ce Jajbe Mperiiefalhe CerMeHTa) UM JIOK ce He Ha-
uhe Ha HecJlarame KapaKkrepa, OfJHOCHO KaJla ce IECH P, +1 kti_13aneko, 0 <7 <m—1.
VY npyrom ciydajy HHUCKa KOja ce TPaxu ce ,,lloMepa” 3a jefaH KapaKTep yJAeCHO, OJHOCHO
HACTaBJba CE Ca NPOBEPOM jEHAKOCTU KapaKTepa P, HUCKE P Ca KapaKTepoM iy TEKCTa
t. bpoj ynopehuBama kapaktepa je y Hajropem ciaydajy peaa mn (Maaa he ce y mpakcu
YecTo MHOTO Opke Havhv Ha Heciarambe HUCKe U TeKyher cerMeHTa), ma je CJI0KeHOCT OBOT
anroputMa O(mn) y Hajropem ciydajy.

VY onrcaHOM JUPEKTHOM aIrOpUTMY 3a TPAXeHe HUCKE Y TeKCTY HAKOH NIOMeparba HUCKE 3a
JeIHO MECTO YZIECHO UTHOPHUILY ce cBe MH(pOpMaLije O NPeTXOJHO MOKJIOIUbEHUM KapakTe-
puma. Crora je moryhe ja ce jelaH MCTH KapaKTep TEKCTa BUIlLE myTa odpalyje Tj. Ha ce
HOpEe/iU ca Pa3/IMuUTUM KapaKTepuMa HUCKE.

I Mpumep 4.3.1

Pazmottipumo ipodnem twhpadxcersa nucke p = aaaab y exciy t = aaaaaaaaaa. Haxon
ycitewHol iiopeherba ueiliupyu kapaxitiepa a, iiexcitia t u Hucke p u HeloKAalara Kapakinepa a
ieKcinia u Kapakiepa b Hucke p, HUCKY P SUCMO Tomepunn ygecho 3a jegry dosuuujy. Harxon
ioia oucmo HoHo80o (YcilewHo) opeguau uermupy Kapaxkiiepa a imexkciia t u Hucke p (uaxo cmo
3a Wipu 0g wux eeh moiau ga 3axyuumo ga he ce iiu Kapaxiiepu HOKAOUUIAN) a 3ATUUM HAKOH
HelloKAailarea Kapakiiiepa a ca Kapakigepom b ofieili domepunn HUCKY P 34 jeghy HO3UUUJY
YgecHo uilg.
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AnropuraMm koju cy He3aBucHO ocvucumi Kuyt?, Mopuc® u ITpat®, a koju je nosHat mox
HazuBoM Kuyiti-Mopuc-Ilpaitios ariopuitiam (v ckpaheno aaiopuiiam KMP), 3acHuBa ce
Ha UJIeju Aa ce UCKopucTe nH(popMaLMje JodujeHe MPeTX0AHUM ropehermruma Kapaktepa 1 aa
ce HMKaJja U3HOBA He Mopejie KapaKTepy TeKcTa ¢ KOju Cy ce IPETXOAHO YCTIEIIHO MOKJIONUIN
ca HUCKOM p. Bunehemo n1a ce Ha 0Baj HAUMH Tpakerba HUCKE Y TEKCTy uMa ciokeHoct O(n).
Jla d1 0BO OUJI0 M3BO/JBMBO, HA MOYETKY aIrOpUTMa BPILIM CE MpeJodpaja HUCKE P y LUby
aHa/M3e WeHe CTpyKType. Buiehemo u ia npenodpaa uma ciokeHoct O(m), Te je yKynHa
cnoxkenoct aropura KMP O(m + n).

IIpe omuca anroputma KMP yBeanMo OCHOBHY TEpMHHOJIOTHjY KOja ce y HeMy KOPHCTH.
Heka je ¢ = x ... ¢, HUCKa OyxuHe k. Baxu cnenehe:

* nucka y ayxuHe [ (0 < [ < k) je tipegburc HUCKE T aKoO je Yy = X ... Tj_q 3
* nucka y gyxuHe [ (0 < < k) je cygpurc HUCKE T aKO je Yy = Ty ... Tp_ 15

* 3a npedukc (cydukc) y kaxeMo Ja je ipasu ipegurc (iipasu cygdbuxc) HUICKE T aKo je
Yy # &, OAHOCHO aKO je HeroBa JAyXHHA CTPOTO Marba OJ] AyKHHE HUCKE T;

* HHCKa Yy OyxuHe [ je ipegpurc-cygurc aucke x ako je 0 < | < k,y = zy...7;_,
¥ MCTOBPEMEHO Yy = Tj,_; ... Tj,_;, OAHOCHO aKO je HHMCKa Y MCTOBPEMEHO M IpaBH
npepuKc 1 MpaBu Cy(pUKC HUCKE .

I Mpumep 4.3.2

Hexa je x = abacab. Osumauumo ca € apaszny nucky. Ilpasu dpepuxcu Hucke x cy
€, a,ab, aba, abac, abaca, a ipasu cydpurcu €, b, ab, cab, acab, bacadb. Jaxne, ipegpuic-
cycpurcu nucke x cy € (gyacure 0) u ab (gyorcune 2).

I Mpumep 4.3.3

Tpecpurc-cygpurcu Hucke * = aaaaa cy €, a, aa, aaa, Aaad.

[Tpa3Ha HHCKa je yBek npedHrKCc-Cy(hHKC HUCKE T, OCUM aKO je HUCKa X Tpa3Ha (Ipa3Ha HUCKa
HeMma npedukc-cypuKc).

YV HapemHOM ITpUMepy WiycTpoBaheMo kKako 1mojam npedukc-cypukca Mosxe TOMONM TprH-
KOM M3pavyHaBarha BPeTHOCTH 3a KOjy Tpeda MOMepUTH HUCKY P Y OIHOCY Ha TeKcT ¢, Kajia
Johe 10 HeToKJIanama KapakTepa HUCKE P U TeKcTa t.

4 onany Kuyt (enrn. Donald Knuth), poben 1938. roaune, amepudku uH(opMaTayap 1 MatemMaTiyap.
5I1ejmc Mopuc (enr. James Morris), pohen 1941. rogune, aMepuuku MH(pOPMATHYAP.
Bon Ilpar (enr. Vaughan Pratt), pohen 1944, aycrpamijcku uH(pOpMAaTHUap.
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I Mpumep 4.3.4
Ha cauyu 4.6 ipuxaszan je iouertiax mwipadxcersa nucke abcabd ynyitiap imiexcitia abcabcabd.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
<]

o

Tekstabcabca‘

Niska |a|b|c|a|b|d

Ciuka 4.6: Ilpumep npeTpare HUCKE.

Kapaxitiepu abcab na idosuyujama og 0 go 4 y nucku p u iwiexciiy t cy ce doxaoiuiu, gox
ce Kapakitiepu Ha Hozuyuju 5 pazaukyjy (y wexciiy t ce Hanazu Kapaxiiep ¢, a y HUCKU P
kapaxitiep d). Huitiepecyje Hac 3a KOAUKO Hajmarbe peda HoMepuiiiu HUCKY P YJecHo Y OGHOCY
Ha itlexcii t, wako ga ce HoHOB80 Heku (Kpahu) dpegburc HUCKe P HOKAOUU ca heKciiom t.

e /la bu ce ilokaailarbe goioguao HAKOH HOMEPArbA 3 JeGHO MECTHO YgeCHO, HOTUPeOHO je
ga ce geo thiexcitia beab ioxaoiiu ca genom nucke abcea, witio nuje cayuaj. Hpumeitiumo
ga je bcab cygpuxc, a abca apepurc geaa nucke (ipegpuica nucke) abcab 3a koju cmo
Yiepguau ga ce UOKAaia ca WeKCiuom.

e /la ou ce iioknaiiaree goioguno HaKoOH HOMEparLa 3a géa Meciia YgecHo, HopeoHo je ga
ce geo wekcitia cab doknoiu ca genrom Hucke abe, witio Huje cayuaj. Oiieiti MONCEMO
dpumeiniutiiu ga je cab cygpurc, a abc ipedpukc geaa nucke (ipegpuxca nucke) abcab 3a
KOJjU CMO Yiiepguau ga ce UOKAaia ca WeKCiom.

e Jla ou ce iioknaiiarbe goioguno HAKOH HOMEHParba 3a WpPU MeCIlia YygecHo, HolpedHo je
ga ce geo itiexciia ab ioxkaoiu ca geaom Hucke ab, witio osaj iy jecitie cayuaj. Hucka
ab je u cygpurc u ipegpuxc geaa nucke (pegpuxca nucke) abcad u 3aipaso je najgysrcu
ipepurc-cydurc ot HOKN0UbeHOT gena HUcCKe.

Jlakne, HekoauKo HOCAegroUX Kapakitiepa HoKA0beHOT ipedukca Hucke p wipeda ga ce io-
KA0ile ca HeKOAUKO Hpeux kapakitepa mot ipegpuxca Hucke p, ile je Hama, Y citieapu, Homipe-
oan Hexu tpegurc-cyduxc Uokoiverol ipegpurca Hucke p. C 003upom HA THO ga HCeAUMO
ga ce HOMEPUMO YgeCHO W0 je marbe molyhe, mu y Cltieapu WPAICUMO HAJGYHCU Hpedurc-
cypukc HOKA0UBEHOT UpehuKca HUCKe p.

V osom iipumepy, iokaoivenu ipedurc nucke p je abcab u rweiosa gyscuna je 5. Hbeios
Hajgyoicu ipegpurc-cygburc je ab u gyocune je 2. Jlaxie, HUCKY HOMEPAMO YJECHO Y OGHOCY HA
wexciti 3a 5 — 2 = 3 kapakiiepa.
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Ako je nucka abcabd u texciti douurve ca abedxy, doknoiwenu apedukca Hucke je abc u
gyorcuna my je 3. Fbeios najgyorcu tipegurc-cygduxc je upasna nucka € u gyocuna my je 0, itie
HUcKy domepamo ygecro 3a 3 — 0 = 3 kapaxitiepa.

Iomto 1yXrHa NOKJIOIUBEHOT Jiejla HUCKE P U TeKCTa ¢ 3aBUCH U OJ CaMoT TeKcTa ¢, OIHOCHO
He 3HaMO YHaIIpe[ 3a Koje npedukce Hucke p hie HaM OUTH MOTpeOHM HajIyXu TpeduKcH-
cyduxcy, y dazu npegodpaae noTpedHO je OApeAnuTH AyKUHY Hajayxker npedukc-cydukca
cBakor npedgukca gate Hucke p. Hakon Tora, y pasu nperpare, Ha OCHOBY IperKca HUCKE
P KOJH Ce MOKJIOMHUO ca TeKCTOM T, Tj. IyKHHE HEeroBOI' Hajaysker npedukc-cydukca, jeaHo-
CTaBHO ce yTBphyje 3a KOJIMKO MecTa Tpeda MOMEPUTH HUCKY P Y OHOCY Ha TEKCT .

[IprmMeTMO BeIHKY CIMYHOCT HU3A AyXKUHA MpeuKc-cypuKca U z-Hu3a (OMMCAHOT Y 1mora-
BJbY 4.2). Ha cBakoj no3uliuju y z-HU3y ce Hajla3u AyKUMHA HajOoy»Ke MOAHUCKE KOja iouurbe
Ha TOj TO3UIIUjU U jeHaKa je HeKOM MpeduKcy HUCKe, I0K ce koj anroputMa KMP 3a cBaky
No3uLMjy oApelyje HajayKu npaBu NpedUKC-Cy(PHUKC, IITO je OyKUHA HajayKe MOTHUCKE
KOja ce 3agpuiasa Ha TOj TIO3UIIUjU U jeJJHaKa je HEKOM MpedUKCy HHCKE.

4.3.1 MpepoGpaga HUCKe KOja ce TpaxXwu

[MocBeTrMO ce cafa NUTay KAaKo ce 3a AaTy HUCKY D = P ... P,,,_1 AyKUHE M Mory edu-
KacHO OfIpeIUTH JIy)KMHE HajIyKuX mpedukc-cy(drKca CBUX beHuX npedukca. Y ¢asu npe-
nodpazie HUCKe p u3padyHaheMo BpeAHOCTU HU3a T Iyx)uHe M + 1 koju he uyBaTtu BpegHO-
cru ipepurcre Pynxyuje (eHrl. prefix function) HuCKe p, Tako Aa je 7; AykKUHA HajIyKer
npedukc-cydukca npedukca p ... p; | AyKuHe ¢ aTe HUCKE p. [IpumenrheMo MHIYKTUBHI
MIPUCTYTI, Tj. TyXKWHE HajayKuX Ipedukc-cydukca heMo n3pauyyHaBaTH HHKPEMEHTAHO.

bBazy ungykumje unnu ciaydaj ¢ = 0, 1j. ciydaj mpasHor npedukca € (mpedukca ngyxune 0)
Hucke p. OH Hema npedukc-cydukce, a BpeHoOCT T, hemo nocraButi Ha —1.

[TpernocraBUMO J1a CMO OZIPEIUINA BPETHOCTHU T, ... , T; U PA3MOTPUMO KaKO CE Ha OCHOBY
TUX BPEHOCTU MO3KE OJPEIUTH BpeqHOCT T, 1. Heka je x = py ... p;_,. Bpemnocr 7, | jen-
HaKa je oyKWHU Hajayxer npedukc-cypukca HUCKE P ... p;_1D; = Tp;. CBaku mpedukc-
cyHKc HUCKe Tp; JoOHja ce TaKo IITO ce HeKH npedukc-cyukc r (ayxuHe j < ) HUCKE T
IIPOLLIUPU KapakTepoM ¢ = p, (cimka 4.7).

j
v
lal 2]

| |
! I

-

n

X

Cnuka 4.7: IpommpuBame mpedukc-cypukca.
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Ha du npedukc-cydukc HUCKe Tp; OO MTO MyXH, MOTPEOHO je Ha U Npedukc-cy(pukc r
oyne wro ayxu. Hakie, 1o Hajaysxer npedukc-cydukca HUCKe Tp; MOXKEMO JOhU Tako LITO
aHAJIM3UPaMO peloM IpeduKc-cyhUKce HUCKE T 0[] HajoyKeT, Ka HajkpaheM (a To je €). Ako
3a HeKH MPePUKC-CYyPUKC " = Dy ... P;_1 AYKUHE j BAKUD; = P;, TAJlA je HajLy KU IIpedrKc-
Cy(bUKC HUCKE Tp; HUCKA I'p;, Na je T, , 1 = j+ 1. Ako Hu 3a jenan npeuKc-CypUKC I HUCKE
T TO He BaXu, Tajla je jeauHH npedukc-cy(UKC HUCKE TP, Mpa3Ha HUCKA €, ma je m;_ ; = 0.

Ocraje jom nuTame Kako HadpojaTu cBe NpeUKC-Cy(PHUKCE HUCKE T = D ... P;_1. dykuHa
HajayKer off BbUX je I03HaTa U jefIHaKa je 7,, 11a je HajayxKu npeuKc-cyhUKC HUCKE T HUCKA
Po - Pr,—1- HapeaHa jiemMa HaM J1aje HauMH Ja no3Hajyhu jeaH npedukc-cypuke Hucke x
OJpeIUMO U CBE OCTaJIe.

Heka cy 7 u s ipedpurc-cygdpukcu nucke x, ipu uemy eaxcu |r| < |s|. Taga je nucka r
ipegpurc-cyguic Hucke S.

Jloxaz. Hucka r je mpeduKc HUCKe X, TIa je U MpaBu npeduKe HUCKE S, jep je Kpaha of me.
Hucka r je ucroBpemeHo cy(ukc HUCKE ', T€ je cTora u npasu cydukc Hucke s. Crora je r

npepukc-cypukc HUCKe S (cnuka 4.8). O
[ [ ] [ I
F—— —r— |::> —r— —r—
s s s

| X |
Crnuka 4.8: TIpedukc-cyukcH 7 1 s HUCKE .

Haxse, ako je HUCKa 7, Hajayxu npeduxc-cypukc HUcCKe x, cienehu Hajayxu mpedukc-
cyuKC 1y HUCKE T ce JoOHja Kao HajoyxkH Ipedukc-cypukc HUcKke 7. Hapennu Hajoyxu
npe@UKC-CyPUKC 73 HUCKE T je HajLyKU NPepUKC-CY(UKC HUCKE 7'y U TAKO JaJbe.

oo je 7, oyxkuHa Hajoyxer npedukc-cyukca HUCKE T, KAPAKTEPU Py, D1, -+ s P 1 U
Di_r s, D;_1 HUCKE Ce NOKJIanajy u Tpeda IpoBEepUTH J1a i1 je p,. = p; (cimka 4.9).
1T i
} !
| [a] -] ] - |

I P 1
Cnuxka 4.9: Ilpeduxc nyxuHe ¢ HUCKe ca IpedUKc-Cy(pUKCOM Iy KUHE T,.

AKO ce He NOKJIanajy, pa3Marpa ce IpBU Hapeauu Kpahu npedukc-cydukc Hucke x. OH
he dutH jenHak HajmysxeM npedukc-cypukcy Hajayxer npedukc-cydurca npedurkca HUCKE
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pyxune ¢. Jlaksie, on he dutn jeqHak npedukcy HUCKe T TyKHHE T, Te je IOTPEdHO yrio-

peauTU KapakTepe p,. U p,. AKO ce TU KapaKTepu He IOKJIOIIe, IIOCTyNaK ce HacTaBjba Ha
X

WCTH HAYMH.

Jlakie, IPUIIMKOM padyHama BPEAHOCTH T, 1, TPOMEH/bMBA j he y MeTby y3uMaTu peaom
BPEAHOCTH T, T, Mr .. Ipedukc-cypuke qyKuHe j MOXeE Ce MPOIIMPUTH KapaKTepoOM
p; @Ko je p; = p;. AKO TO HHUje Cly4aj, HAPEJHN HajayKu NpeuKc-Cy(PUKC HUCKE L ce
oapehyje nocrapmamem j = ;. Ilemba ce npekuaa ako ce HUjefaH npedukc-cypuke He
MO:K€e NPOLIUPUTH. 3axBabyhul TOMe IITO CMO MOCTaBUIIN T, = —1, KaJa ce TO Jecu, IeT/ba
ce mpekuga kaga je j = —1, jep ycioB j > 0 Huje uctymeH. Ha kpajy u3BpiiaBama netne
BpeqHOCT MpoMeHybuBe j yBehaHa 3a 1 cappikahe gayxuHy Hajayxer npedukc-cypukca HUCKe
T = pg ... p; U Bby TpeDa CMECTUTH Ha NO3ULHUJY 77, (OBO BaXU My CIy4ajy KajJa je JOIIO
JI0 TIOKJIANatba p; = p;, i, ONeT 3axBabyjyhn omtyim pa je 7y = —1, 1 Kaja je newpa

MPEKMHYTa jep je j = —1, mTo 3HauM J1a je npa3Ha ped Hajayku npedukc-cypukc).

vector<int> kmpIzracunajPrefiksSufikse(const string &p) {
int m = p.size() + 1;
vector<int> pi(m);

int 1 = 0;
int j = -1;
pi[i] = 3;

while (1 + 1 < m) {

while (j >= 0 & p[i] != p[i])

j = pilil;
pi[++i] = ++j;
}
return pi;

I Mpumep 4.3.5

Tpurxadxcumo fpegodpagy, Uij. uspauyHasaree Hajgyxcux mpegdurc-cygdurca Hucke aabaaab.
Haxon unuyujanuzayuje ipomensoueux, eaxcu j = —1, 1 =0, my = —1.

10 1 2 3 4 5 67 0 1 2 3 4 5 6 7
b a‘b‘-1

ala ala 21?70?77 ?|?

I
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Caga ogpehyjemo eépegrocii T, Wij. gyxcuny Hajgydcel fipepuxc-cydurkca Hucke a
(ij. upegpurca Hucke p gyacure 1, koju ce 3asputasa na nozuyuju i = 0). Fben jegunu
ipegpuxc-cyguxc je ipasma nucka, ia je m, = 0 (y ynyitipawrey tieitivy ce He ynasu

jep je j = —1 < 0). Oso je uryciiposaro na HapegHoj cauyu.
10 1 2 3 4 5 67 0 1 2 3 4 5 6 7
alalblajala|b ‘ -1 ‘ o|?2|?2|?2|?|?/|7?

ji

Haxon wiota ce ysehasajy epegroctiiu wpomenmueux t u j u dociajy © = luj = 0
(waga ce epu gogeaa pi[1] = 0) u ipenasu ce na ogpehusarse pegHociiu Ty ). gy-
Jicune Hajgyxcel dpepurc-cygurca Hucke aa (). Apedpuxca HUCKe P gydcure 2, Koju
ce 3aspuiasa na iosuyuju t = 1). Hajgyoicu tipegpurc-cygdbuxc Hucke a je dpasma HUCKd,
a uowinio je Dj = Pg = G = Py = P, OH Ce MOdICe UPOGYICUILL KAPAKIUEPOM a, Ua
Je a Hajgyorcu iipegpurc-cygurc Hucke aa u o, = 1. 060 je unycmiposano na napegroj
CAUYU.

2 3 4 5 67 0 1 2 3 4 5 & 7
b bH-1‘0‘1

y
a 2027|272

joi

a

a

a

Haxon wioia ce yeehasajy epegrocitiu ipomenusux t u j u docitiajy i = 2 u j = 1
(aga ce eépuu gogeaa pi[2]=1) u ipenasu ce Ha ogpehusarse épegrHoctiu T Wij. gy-
arcure Hajgyorcel ipedpurc-cyduica Hucke aab (. wpepurca Hucke p gyosrcure 3, Koju
ce 3aepuiasa Ha wosuyuju i = 2). Hajgyoicu ipedpuxc-cygduxc Hucke aa je a, anu
dowitio je Pj =P = a #+ b = py = p,;, OH ce He Mmodce Tpogydcuty. 3aitio
anaauzupamo kpahu iapeukc-cygurc Hucke aa, a o je iupasHa peu (ocriasvajyhu
8pegHOCTlL j Ha T =T = 0). owitio je Pj =Dy =0 # Dy = P;, Hil OH C€ He MOdice
apogyorcutiu. Ilociuaswajyhu j na épegnocii m; = m, = —1, ipexugamo ynyuipa-
UirbY HellibY U 3aK oYUl jeMo ga je Hajgyacu ipedpurc-cygdurc Hucke aab ipasua nucka

u 3 = 0. O60 je unycitiposaro Ha HApegHOj CAUUU.

10 1 2 3 45 67 0 1 2 3 4 5 6 7
b I:)H-10‘1

a 202|222

i
140 1 2 3 4 5 67 0 1 2 3 4 5 6 7
b bH-10‘1

alala

a

a 21?1?77

j i
10 1 2 3 45 67 0 1 2 3 4 5 6 7
b I:)H-10‘1‘0

a alala

ala alala 1?7

j i
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* Harxon wioia ce yeehasajy epegrociiiu dpomerpusux © u j u idociiajy 1 = 3uj = 0
(waga ce epuu gogeaa pif3]=0) u ipenasu ce Ha ogpehusaree epegrociuiu T, Wj. gy-
Jrcune najgyarcel mpegpurc-cygpurca nucke aaba (iij. ipedpuxca nucke p gysicure 4, Koju
ce zasputaea Ha iosuuuju i = 3). Hajgyxcu ipegpurc-cygburc nucke aab je ipasna nu-
cKa, a uowito je Dj = Pg = @ = Pz = P;, OH Ce MOdHCe UPOGYICUTL KAPAKILEPOM
a, ia je a najgyorcu apegpurc-cygpurc nucke aaba u m, = 1. Oso je unycitiposaro na
HapegHoj cauyu.

140 1 2 3 4 5 6701 2 3 45 6 7
b bH-1 0‘1‘0‘1

a a

j i

ala 1?7

 Harxon wioia ce yeehasajy epegrociiiu idpomersousux 1 u j u dociiajy 1 = 4u j = 1
(aga ce épwu gogena pi[4]=1) u ipenasu ce Ha ogpehusaree 6pegHOCTU T5 W] gy-
arcure najgyoicel ipeguxc-cydurca nucke aabaa (). apedurca nucke p gysncure 5,
Koju ce 3aspuiasa Ha dosuuuju © = 4). Hajgyocu ipegpurc-cygpuxc nucke aaba je nu-
CKa a, a UOwito je Dj = P1 = G = Py = P, OH Ce MOdiCe UPOGYIHCUllil KAPAKIUEPOM A,
ia je aa Hajgyocu tpeguxc-cyguxc Hucke aabaa u Ty = 2. 080 je unycitiposano Ha
HapegHoj cauyu.

1
-
o
-

5 67 0 1 2 3 4 5 6 7
o| [4]0]1]o]1]2
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¢ Harxon tioia ce yeehasajy epegrociiiu UpoOMeHpUBUX T U J U HocHiajy © = Du j = 2
(aga ce epuu gogeaa pi[5]=2) u ipenasu ce Ha ogpehusaree épeguoctiu Ty Wij. gy-
Jcune Hajgycel ipegpukc-cygpurca nucke aabaaa (iwj. upegpurca nucke p gyxcure 6,
Koju ce 3aspuiasa Ha dosuyuju i = 5). Hajgyoicu apedurc-cygpukc nucke aabaa je
HUCKa aa, anu UOUWIHo je Dj =P = b+a= Ps = D;, OH Ce He MOdCce UPOGYHCUILU.
Baitio anarusupamo kpahu ipeuxc-cygdurc nucke aabaa, a wo je a (docimaswajyhu
epegrociui j Ha T; = Ty = 1). Iowtio je caga p; = p; = a = ps = p;, 06dj
iipeburc-cygpuxc ce modice APOGYNHCUIIU KAPAKIUEPOM a, Tia je aa Hajgyicu dpegurc-
cygpuxc nucke aabaaa u Tg = 2. 060 je UNYCIAPOBAHO HA HAPEGHO] CAUUU.
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* Haxkon woia ce ysehaeajy epegrocitiu Upomensusux © u j u docitiajy @ = 6 u j = 2
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(aga ce eépuu gogeaa pi[6]=2) u ipenasu ce Ha ogpehusarse épegrHoctiuu T~ Wij. gy-
arcure Hajgysrcel ipedpurc-cyguica Hucke aabaaab (ij. dpedurca Hucke p gyxcure 7,
Koju ce 3aspuiasa na dozuuuju © = 6). Hajgyxcu ipedurc-cygpuic nucke aabaaa je nu-
cKa aa, a Howito je pj =D2 = b= Pg = D;» OH Ce MOHCe UPOGYIHCUTHU KAPAKILLEPOM b,
ia je aab najgyocu ipegurc-cygpurc nucke aabaaab u T, = 3. Oso je unycitiposaro
HA HAPegHO] CAUUU.
40 1

3 70 1 2 3 4 5 6 7

6
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4
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Osum cy ogpehenu najgyacu tpegduirc-cyguxcu ceux upeduxca Hucke p, ia ce ariopuiiiam
3aspuiasa (jep HaKoH yeehasarba 8pegHOCIIU UPOMEHBUBUX HA ] = 3 Ut = T, 8pegHOCIl 1
goctiuice gydcuny Hucke m = 1).

HyxuHe cBuX npedukc-cydrkca HeKe HACKe MoxkeMo npoHahu u kopuithemeM z-Hu3a. Ha-
MMe, aKo 3a HeKy Nosuiujy k Baxu k + z,, = n, Tae je n Jy’KuHa HHUCKe, TaJa ce MOJHUCKA
KOja MOYHIbe Ha TIO3UIU{H K U jefiHaKa je HeKoM mpedrKCy HUCKE MTPOCTHPE JI0 CaMOT Kpaja
HHUCKE M OHa je yjelHo U cydukc Hucke. U apyru cMep Baxu: 3a cBaku npedukc-cypukce ay-
KuHe d BaxH 2,,_,; = d 1j. n —d + z,,_, = n. Hanpumep, y HapeHOj Tabeu je npuka3aH
z-HM3 3a HUCKY abacabacaba.

k0 1 2 3 45 6 7 8 9 10

Sp a b c a b a c a b
Z}, - 0 07 01 0 3 01
Ther 0 0 1 0 1 2 3 45 6 7

Baxu 4 + z, = 8 + 2g = 10 + 2, = 11, na cy npasu npeduxc-cydukcu Hucke abacaba,
aba u a.

Ha ocHoBy no3Haror z-Huza moryhe je oxpeauru u neo KMP-uus3 . Ako je z;, > 0, Taga
je s[0..z;) = slk..k + z;,). 3aro u 3a cBako j < z; Baxu ja je s[0..5] = s[k..k + j],
Ia MOCTOjU TpaBM Npedukc-cypukc qyxuHe j + 1 Hucke Koja ce 3aBpllaBa Ha MO3UIMjU
k + j. Ha npumep, mowro je y tekyhem mpumepy z, = 7, CUTYPHO IOCTOjU IpedHKC-
cydukc ayxkuHe 1 HECKe KOja ce 3aBpliaBa Ha no3unuju 4 (oBo ce noduja3a k = 4,aj =0
1 Taga je a npedukc-cydukc Hucke abaca). CIMYHO, CUTYPHO TIOCTOjU MpeduKC-Cy(UKC
IyXuHEe 7 HUCKe Koja ce 3aBpiuaBa Ha nosuuuju 10 (oBo ce noduja3a k = 4, 7 = 6 u
taga je abacaba npedukc-cydukc 1ene Hucke). Opako oapehen npedukce-cyduke He Mopa
outu u Hajoyxu. Ha npumep, nmomro je zg = 3, moctoju U npedukc-cypukc gyxkunHe 3
HICKe Koja ce 3aBpinaBa Ha mosurmju 10 (oBo ce modmja3a k = 8, j = 2 u taga je aba
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npedukc-cyuke nene Hucke). Mnak, ako ce BpeaHocty k odpalyjy pemom, npBu npoHaljeH
npedukc-cypUKC 3a CBaKy MO3UIM]jy Ouhe U HajIyxHu, Ia ce o0paa npedukc-cypukca 3a Ty
MO3UIIMjy JOOUjeHNX Ha OCHOBY HapeqHUX mosuipja k Moxe mpeckodutd. OBO A0BOJIH JIO
aJITOPUTMa JIMHEAPHE CIIOKEHOCTH (3a CBaKO HapeAHO Kk JOBOJBHO je odpahuBaTi camMo OHe
BpEIHOCTH j < 2}, 3a KOje je k 4 j IecHO ofi mocie/imhe 10 Tajaa oapeheHe BpeHOCTH HU3a
).

Moryhe je 1 Ha OCHOBY NO3HATHX BPEJHOCTH HU3A T IOOUTH BPEIHOCTH HU3A Z.

4.3.2 TlpeTpaxusBawe TEKCTa

OcHOBHa BapHjaHTa IpeTpare TeKCTa ce MOXe HOOMTH NpuiiarohaBameM aaropurMa rpyoe
cwie. Criospanima rneT/ba 00MIa3y MO3MIIHje ¢ y TEKCTY ca KOJUX ce TIOUMEbe MTPeTpara HUCKe.
VY yHyTpallkbOj NET/bH ce MpoJia3d Kpo3 KapakTepe HUCKE (0[] MOYeTKa) U KapaKTepe TeKCTa
(ox mo3uIHje ¢) cBe MOK ce He nohje M0 Kpaja HUCKE WU JI0 Pa3JIMIUTOr KapakTepa. AKO ce
Johe 1o Kpaja HHUCKe, TpoHal)eHo je mokJanamwe. AKO HUje, aJropuraM rpyoe cuie ypehasa
nosuuujy ¢ 3a 1, 1ok ce ko anropurma KMP nosuimja ¢ ysehasa 3a j— ;, rie je j nosuuuja y
HHUCKH Ha KOjO] C€ HaUIUIO Ha HenokKJanajyhu kapakrep (Tj. Jy)KAHA yCIEIHO NOKJIOIJBEHOT
npeduKca HUCKe), a 7; AyKUHA Hajayker npedukc-cydukca Tor fena Hucke. Iourro je Beh
YCTAQHOBJBEHO J1a Ce TPBHX 7 ; Kapakrepa HUCKe p HAKOH IOMeparba IOKJIalajy ca TeKCTOM,
nopeljerse ce HaCTaBIba OJ] KAPAKTepa 7 ; Te HUCKE Tj. IIPOMEHIbHBA j Ce [I0CTaB/ba Ha 71 ; (I1pU
4yeMy Tpeda oOpaTUTH Naxmy Ha crendjannu ciydaj j = 0 1j. my = —1 Tpeda nocedHO
odpanuT).

vector<int> trazikMP(const string &p, const string &t) {
vector<int> b = kmpIzracunajPrefiksSufikse(p);
vector<int> pozicije;

int 1 = 0, j = 0;
while (1 + p.size() <= t.size()) {

while (j < p.size()) {
if (t[1 + 3] !'= p[iD)
break;
3+

if (j == p.size())
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pozicije.push_back(i);

i+=3 - b[il;
j = max(b[3], 0);
}

return pozicije;

Moryhe cy u Ipyrauvje uMIUIEMEHTalMje.

CnudHO Kao KOJI Z-aJropuTMa, MPOHAIA3aK CBUX I10jaBJbUBAaba HUCKE P Y TEKCTY T ce MOXe
CBECTU Ha Tpeiodpay HUCKe PFt, THe je ca # O3HAuYeH CIelMjalHi KapakTep KOju ce He
jaBJba HU Y TEKCTy ¢ HM y HUCKU p. Tajia CBaKOM I10jaBJbUBakby HUCKE P Y TEKCTY ¢ 0J[roBapa
1o jeman npedukc-cydukc myxune m (civka 4.10).

1 X i
\ #] \ l
—p—i i

Ciuka 4.10: Tpeduxc-cyduke gyxuse m = |p| npedukca & HUCKe p#£t 0AroBapa 1o jassbi-
Bamy npeduKca p y TeKCTy t.

AnTtepHaTUBHO, ApPYry a3y, Tj. aJITOPUTaM KOjUM C€ TPakM HUCKA P y TEKCTy ¢ Ha OCHOBY
MO3HATUX IyKHHA MpeduKkc-cypukca odujeHux y dasu npepodpane HUCKE, MOXKEMO UM-
IJIeMEHTHpATH y BUIy 3aceOHe pyHKIMje. Taj aaropuram je BpJIo CIUYaH aJrOPUTMY MIpeIo-
Opajie HHCKe, jeMHO LITO e Nope/e Kapakrepy ¢, (Kapakrep Ha MO3ULM)HU ¢ y TEKCTY 1) U
(KapakTep Ha MO3UILIUjHU j Y HUCKU D).

Kapna ce y yHyTpaimoj while newsu Hauhe Ha HeNOKJIaname, pa3Marpa ce HajaysKu peduKc-
cydukc noknanajyher npeduxca gyxune j Hucke (cnuka 4.11) u HHUCKa ce momepa Tako
LITO Ce BPEJHOCT j 3aMEHU HEHOM AyXKUHOM 7;. To ce pajau cBe [OK Ce Kapaktepw p;
t; He MOKJIOIE WU JOK Ce 3aKJbyud Aa kpahu npedukc-cydukc npedukca HUCKE HE OCTOjH
(j = —1). Hakon Tora nmMamo HOBM TOKJamnajyhu npedukc HUCKe U HACTaBbaMoO ca CIOo-
JbalIlbOM while METVbOM. YKOJIMKO CMO HAWIIUIM Ha MOKJIAINAe CBHUX 170 KapaKTepa HHUCKE
(Kaga Bak J = M), EBUJIECHTUPAMO J]a CMO MPOHAIIUIM HUCKY Y TEKCTY MOYeB O MO3UIIHje
© — j. HakoH Tora, HHCKa ce Iomepa yIeCHO y OHOCY Ha TEKCT Ha OCHOBY CBOT HajmysKer

npedukc-cydukca.

NmnnemenTanyja npetpare y jesuky C++ mosxe doutu crneneha:
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Cimka 4.11: Kana ce Hanbe Ha HemokIianatse Kapakrepa p; (Kapakrepa Ha NO3ULMjU j y HH-
CKH) U KapakTepa t; (KapakTepa Ha IO3ULIMjH ¢ Y TEKCTY), IIpesia3y ce Ha nopeheme kapakrepa
P, (kapakTepa Ha NO3ULWjH 77; Y HUCKM) U Kapakrepa l;, IITO OArOBapa IIOMeparby HUCKe

YAECHO 3a j — ;.

vector<int> trazikMP(const string& p, const string& t) {
vector<int> pozicije;
vector<int> pil = kmpIzracunajPrefiksSufikse(p);
int n = t.size();
int m = p.size();
int 1 = 0;
int j = 0;
// proveravamo tekuci karakter teksta sve dok postoji mogucnost da se
// do kraja teksta pronadje niska
while (1 + m - j <= n) {
// proveravamo da li se najduzi prefiks-sufiks
// prefiksa niske p koji se zavrsava na prethodnoj poziciji
// moze prosiriti: to vazi ako je t[i] = p[j]
while (j >= 0 && t[i] !'= p[]])
j=piils
i+t J++g
// ako smo poklopili svih m karaktera niske pamtimo poziciju poklapanja
if (j == m)
pozicije.push_back(i - m);
}

return pozicije;
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I Mpumep 4.3.6

Bpawiumo ce na ipumep 4.3.1 u pazmaiipumo xaxo ou upeitipaia uzinegana upumMeHom anrio-
puttima KMP.

[yorcune apegdpurc-cygpurca nucke p = aaaab cy ogpehere caregehom imiadesom.

0O 1 2 3 4 5
©~ =1 0 1 2 3 0

e [lpemipaia wekcitia t = aaaaaaaaaa douurse og iosuyuje 0 u Haurasu ce Ha Heio-
Kkaaiaree Ha dosuuuju 4 y nucku p. 3aitio ce mpasicu Hajgysicu upeurc-cygurc apea
4 kapaxkitiepa Hucke p (. reHol upepurca aaaa). Fbeiosa gyscuna je 3, iia ce y iitex-
citiy omepamo Hagecro 3a 4 — 3 iij. 3a jegan kapakitiep. [lowitio 3namo ga ce ipegpurc
y3opka gyacure 3 eeh fokaaiia ca WeKciiom, opeherse modxce ga ce HACTAsU Ha Ho3U-
yuju j = ; = 3 ysopka (koju ce ilopegu ca Kapaxiviepom na iosuuju i+j = 1+3 = 4
Y texciiy).

e Ilowitio je p; = t, = a, ysehasajy ce t u j u Haunasu ce na cregehe Heiokaaiiaree
py = b # a = ts. Jo neitokaaiiarea je gouwtno iiornoeo na iosunuji 4 y nucku p, iia ce
lieKcill IOHOBO HoMepa 3a jegHy Ho3UuUjy U HOCIYUaK ce Ha UPaKimuuHo UCIU HauUH
Hacilaesa go Kpaja iekciia.

Tpumeitiumo ga cmo y céakom (ocum Upeom) KOpaKy cilovauiive ieilioe PULUAL CAMO J8a
ilopeherva kapakitiepa (jegHo ycilewtHo u jegro Heycileuro). Hcitio ou ce gewaeano u ga je
HUCKA P MHOTO gyoica, WO je 3Ha4ajHo YHaupeherve Y OgHOCY HA HAUBHU ANTOPUTHAM KOju Ou
Y C6aKOM KOPAKYy YHYIUpauirbe tetilve Hopeguo ceée KapakKiiepe HUCKe p.

I Mpumep 4.3.7

Pazmortipumo koja ce iopeherva uzepuiasajy y anrioputimy KMP, dpusuxom wipadsiceroa Hu-
cke ababac y wexciny ababbabaababaca. Vciewna iiopeherva kapaxitiepa cy apukazana
3e1eHOM, a Hopeherba Kog KOjux ce Huje Haumno Ha UoKaaiaree, upeerom odojom (cauka 4.12).

Ha iioueitixy ce yciiewnio fiokaaiiajy kapaxitiepu abab nakomn ueia ce naunrasu Ha pasiuxy us-
mehy kapakitepa ty, = bu py, = a. Howiwo je ab najgyscu ipeurc-cydurc moKA0bEHOT
geaa abab u wetosa gyocuma je 2 (iij. dowitio je T, = 2), 6pegHOCii UpomeHUBe | ce iHo-
ciaewa Ha 2 u iopege ce kapaxiiepu t, = b u p, = a. Ilonoso nema ioknaiarea. Towitio
Je caga ioknoiibena Hucka ab, a ren najgyoicu ipedpurc-cyguic je upasma peu (iij. Howino
Jje my = 0), penasu ce na topeherve kapaxiiepa t, = b uty = a. H onu cy pazauuuiiu,
eadicu Ty = —1, wiio 3nauu ga ce i yeehasa, j iocwiasra HA HYAY U Hpenasu ce Ha Kapax-
iep ts = a. Ycilewino ce ioxnaita ipegpurc aba, Hakon ueia ce HauAG3U HA PAZIUKY ts = a,
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 0 1 2 3 4 5
t |a abbab‘a|a‘b‘a‘b|a‘c‘a‘ p:‘a‘b‘a|b‘a‘c‘
albla|b|a|c 0 1 2 3 4 5 6
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alb blalc
a alblac
albla|blalc
a|/bja|bla c‘

Ciuka 4.12: Ipyra ¢aza anropurma KMP.

a ps = b. Howitio je a najgyscu tipedpurc-cydurc iokroivenol gena aba (). dowitio je
my = 1), ipomensusa j ce tiociiasnva Ha 1 u iiopege ce kapakitiepu tg = a u p; = b. Io-
WO CY U OHU PA3AUMUINL, a UOWITHO je Upa3Ha pey Hajgyicu upedurc-cyduKc HoKA0U beHOT
gena a (wj. iowitio je m; = 0), ipomensusa j ce iocmiasra na 0 u iopege ce kapaxiiiepu
tg = aupy = a. Tu kapaxiiepu cy jegnaku, ia ce ca iwopehervem HAcassba gave u ycie-
wHo ce dponanasu iogrucka. Ilowitio je fipasna peu jegurnu dpedurc cyduxc yene Hucke
(wuj. wountio je mg = 0), napegnu kapakiiiep 6u wipedano nopeguitiu ca Kapaxinepom 0 nucke,
Mehyitium, gowno ce go Kpaja mexkcimia u gpyia nojaswpusarba HUCKe He iocitioje.

Koja je coxenoct dyHKImje 3a npeaodpaiy HUCKe P OyXuHe |p| = m, npuKa3aHe y roria-
Biby 4.3.17 VHyTpauima netba cMaryje BpeJHOCT poMersbrBe j Oap 3a 1, jep je m; < j.
[leTspa ce 3aBplaBa HajKacHUje Kaga BPeIHOCT j mocTaHe —1 (a Ha MOYETKY je j jemHaKo
—1), Te ce crora Moxe CMambUTH HajBUILE OHOJIMKO IIyTa KOJMKO je IPETXOJHO Omiia moBe-
hana Hapeabom j++. C 003upoM Ha To Ja ce Hapeada j++ U3BpIIABA Y CIOJbAIIHO] MET/HU
TA4yHO M IIyTa, YKyIaH Opoj U3BpIIaBama yHyTpalllibe while IleT/be je OrpaHUYEeH ca 1m, Te je
YKYIIHA cokeHoCT npenodpae Hucke O(m). TToTIyHO aHATIOTHO Ce MOJKE 3aKJbYUMTH Jia je
CJIOKEHOCT AJITOPUTMA 34 TPAKEHE HUCKE P y TeKCTy ¢ nyxuHe |t| = n jexnaka O(n), te je
ykymHa cioxeroct anmropurva KMP O(m + n) = O(|p| + |t]).

Y npumepy 4.3.7 cMo nmaii (UHY WITYCTpaIrjy CI0KEHOCTH (ha3e mpeTpare, C 003UpoM Ha
TO a nopehema (ycrenHa u HeycrnenHa) (popmMupajy ,.cTereHuie” Koje y Hajropem ciay4dajy
MOTy OUTH jeIHAKO BUCOKE U JyTe, T je Y HajropeM ciydajy moTpedHo 2n nopehema mpuim-
KOM TpaXerha HUCKE Y TEKCTY.

4.3.3 WcnuTuBawe NepuoOANYHOCTU HUCKe

IIponanaxeme Haj Iy Kux Mpedukc-cypuKca HUCKU UMa 1 apyre mpumene. MitycrpyjMo kako
Ce OHM MOTY YIOTpeOUTH Aa OM ce MCTIMTAJIO A JIU je HUCKA MepHOJMYHA M KaKo OU ce Mpo-
Halllao BeH Hajkpahu nepuof,.

Peu w je ftepuoguuna ako nocToju HeNpasHa ped p = P, Py U MIPUPOJAAH OPOj 1o > 2, Tako jAa
jew = p"p,. Ha npumep, peu abacabacabacab je nepuoauuna jep ce y m0j HOHABbA ped
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abac, Ipy Yemy ce mocne/he MOHABIbALE He 3aBplliaBa 1iefio Beh ce 3aycraBiba ca ab, Tj. ped
je jennaka (abac)®ab. Axo je p; mpasHa HHCKa, Tajia MoxeMo pehu Ja je HUCKa cilipoio
iepuoguuna. AKo ducMo JonycTiim fa je n = 1, Taga Ou cBaka HHUCKa OWIia MIepUOANYHA.

HcnvtiBarme MepuoMYHOCTH HUCKE MIPa BaXHY YJIOTY y pa3iuuuTUM JoMeHuma. Hekana
ce KOPUCTH Kao Mepa CaMOCIMYHOCTH y TIpUMEHaMa Koje ce TU4y oOpaje TeKCTa, aHaIi3e
MoJIaTaKa, padyyHapCKe OUOJIOTHje U CI1.

Mpo6nem

Haitucaitiu aniopuitiam Koju poeepasa ga au je peu w uepuoguuna.

ITpodiieM MOXEMO PEIUTH rPyOOM CHIJIOM, Tako MITO heMo 3a CBaky BPeAHOCT d TakBy 1a je
2d < |w| npoBepuTH 1a M je ped NepPUOAMYHA, TIPU YEMY j& TIEPUOJL TIPEUKC Pedu w Iy-
xuHe d. JeqHOCTaBHO ce OKasyje 1a je ped w MeproJuyHa ca TIEPUOIOM P YHja je ayKuHa
d aKo u camo aKo 3a cBako ¢ 3a koje je 0 < imi + d < |w| Bakn w; = w; 4. Ha ou-
CMO IPOBEPWJIM I JIU je HUCKA CTPOTO MEPUOMYHA, JIOBOJBHO je JOIaTHO IPOBEPUTH /A JIU
Iy’kKHWHA peur w JebuBa Opojem d. IIpodiem ce oHza pelnaBa ca qBe yrHexheHe JIMHeapHe
npeTpare — y CIoJbHOj MPOBEpPaBaMo CBE TOTEHIIUjaIHE BPEAHOCTU OyXKUHE d, a Y yHYTpa-
LITE-0j MPOBEPABAMO /1A JIA TIOCTO U BPEIHOCT ¢ TAKBA JIA je W; 7 W; 4. AKO y YHYTpaIllb0]
MEeT/bU YTBPIMMO JIa TAKBO ¢ HE TIOCTOjH, TaJa je HUCKA NeproiniHa. AKo mpoHaljeMo TakBO
1, MOXKEMO TIPEKUHYTH YHYTPAIIIibY MET/bY (ped HUje MeEPUOIMYHA Ca IEPUOIOM OyKUHE d) 1
npehu Ha cnezehe d (3a jenan Behe). AKo TakBO d He MOCTOjU, Taa MOKEMO KOHCTATOBATH
Jla pey HUje MepUoJuyHa.

bool proveriPeriod(const string& str, int p) {
for (int 1 = 0; 1 + p < str.size(); i++)
if (str[i] != str[i + p])
return false;
return true;

bool periodicna(const string &str) {

for (int p = 1; 2 * p <= str.size(); p++) {
if (proveriPeriod(str, p))
return true;
return false;
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CI1o:XeHOCT Hajroper ciiydaja OBOT aJlTOPUTMA je KBajipaTHA. 3aucTa, yHyTpalllba JJMHeapHa
nperpara Moxe y HajropeM citydajy 3axresati O(|w|) utepauuja, u oxa ce nonasba O (|w))
nyrta. Unak, ako je HUCKa HACyMHYHa, peajHO je oueKkrBaTy 1a he ce 3a BehuHy BpeqHoCTH
d BeoMa Op30 yCTaHOBIBABATH /1A je W; F# W, 4, A IPOrPaM MOKE PajUTH J0CTa Opke of
Hajroper ciydaja.

E¢ukacnuje peleme ce 3aCHUBA Ha HAPEIHO] JIEMHU:

Hucka w je iepuoguuna ako u camo axo uma iapepuxc-cyiurc T uuja je gyrcuHa Hajmaree
{0N06UHA HUCKe T]. aKo [ocilioje Helpasnu T, S u t iakeu ga je w = xs = tx u 2|x| >
\w|, @j. ako je ., > |w|/2.

Jlokas. TlpernoctaBuMO Aa je HUCKA w MEPUOJVYHA M TIOKAXKMMO Jla OHA MMa Tpedukc-
cydukc gyxuHe dap nojoBuHE HUCKe. M3 ycioBa fa je Hucka w MepuogudHa CIeAu J1a Mo-
CTOjH HeIIpa3Ha peu p = PPy TAKO Ja je w = p"py,3aHeKo . > 2. Taga jet = p;py = p,
T = p"flpl, JOK je s = pyp; (ciuka 4.13). 3aucta, Baxu s = p*”“lp1 “popy =D"p; =

wuntr =p-p" tp, =p"p, =w.

—
x

Cnuka 4.13: x je npedukc-cyuKkc NepruoJudHe HUCKE KOjU ce MPOCTUPE MPEKO HheHe cpe-
JVIHE.

[Mokaxumo u ga je 2|x| > |w|. Baxu |z| = (n — 1)|p| + |p;|, au3n > 2 cnequ (n —
1) - pl = |pl, maje |z] = (n = 1) - [p| + ps| = [p| + Ip1| = [t] + |p1| = [t], Te je
2 Ja] = fa] + [t] = |w].

JIoKa)XMMO CyNpOTHY UMIUTHKanMjy. [IpeTnocraBuMo ja HUCKA W uMa npeduKc-cypuKe
nyxute dap |w|/2 u na Baxu w = xs = tx. TIokaxXuMO Ja je HUCKA W MEePUOAUYHA U J1a
joj je t mepuog.

JacHo je ma cy my¥WHe HUCKU S U t jeJJHaKe U HempasHe (jep jep cBaku npedurc-cypuke x
Kpahu of uene peu w).

Heka je |w| = ¢|t| +r,0 < r < [t|. Towro je |t| < |wl|, Baxu ga je ¢ > 0. Heka
jew = wywy ... wyz, tae je |wy| = |wy| = ... = |w,| = [t|uz] =r. BBw = tx
ciem wy; = LU Wy...w,z = T. 3210 je M W = TS = Wy ... W, 25, 1a BAKA PEIOM
Wy = Wy, W3 = Wy, ... ,Wy_1 = W, (cuKa 4.14).

q



490 4 AnroputMu 3a aHa/IM3y M 06pagy TekcTa
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Cnuka 4.14: OapebhuBame nepuoje Kaja je no3Har rnpeukc-cy(uKe KOju ce MpOCTUPE MPEKO
CpelliHe HUCKE.

Us ycnosa 2s = w,z u |z| =7 < ¢ = |w,|, cnenu na je z npedukc mucke w,, = t. Onasne
nodujamo w = t9z, mpu yemy je z npedukc Herpas3He HUCKe f.

Jla ducmo moKa3aiy Ja je HUCKA MepuoAnYHa, OTPEedHO je joI a AOKaxeMo jaa je q¢ > 2.

U3 yenosa || > |w|/2 cnenw na je |s| = |t| < |z|. Ako du Baxmo ¢ < 2, BaKuiIo ou
|w| < |t]4r < 2|t], wro 3ajenno ca mpernocraBkoM |w| < 2|x| maje 2|w| < 2|z|42[t] <
2|w| 1 1OOMIM SUCMO KOHTPAIUKIIH]Y. O

I Mpumep 4.3.8

Ha dpumep, axo je nucka abacabacaba, wwaga je ihpasxcenu apedpuxc-cyipuxc T jeg-
nax abacaba, cypuxc s jegunax je caba, gok je idpegpuxc t jegnax abac. Bascu ga je

Haxne, perieme OBOI MpodjieMa ce CBOAM Ha NpOHAIaXeHme NyKUHE Hajayxker mpedukc-
cycukca peun w (10 je BPEAHOCT T,,() U POBEPY Ja Ju Baku 27, > |w|. To mMoxemo
ypaautu Beh npukazaHoM (pyHKIMJOM kmpIzracunajPrefiksSufikse.

bool periodicna(const string& w) {
int m = w.size();

vector<int> pil = kmpIzracunajPrefiksSufikse(w);

return 2 * pi[m] >= m;

}

CII0XEeHOCT OBOT a/ITOPUTMA je[HAKa je CI0KEHOCTH AJITOPUTMA 3a IPeJoOpajy y AIrOpUTMY
KMP, oxtocHo jennaka je O(|w|).

Anropuram KMP ce mosxe ynorpedutn u 3a ogpehuBame Hajkpaher meproaa peds w Tj. Haj-
kpaher npedukca p peun w TaKBOT Ja je P = PPy U W = P"p;. AKO peu HUje epHoJUYHa,
Moryhe je 1a je w = pp; WM ga je w = p.
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Ayorcuna najxpaher diepuoga nucke w je |w| — ..

Jokas. Axo je w = pp; up = PiPy, TATA je W = P1PoP1 Py - P1PoP1, WA jE P Ipy =
P1Py ... P1PoP; Npedukc-cypuxe peun w. Baxu u odparHo. Ako je x npedukc-cydpuxc,
Taja je pr = xq, I1a ce Ha UCTH HauuH Kao y jemu 4.3.2 nokasyje Aa je w = p"p; u
D = pyPy, 3a ogroapajyhe n. [akie, nocroju dujexuuja nsmely rneprona HUCKE U HEHUX
npedukc-cydukca.

Axo je p Hajkpahu npedUKe Koju 3aJ0BOJbaBa yCIIOB MIEPUOAMIHOCTH, OHAA je |p| < [p’| 3a
CBe JIpyre nepuoje. AKO Iepuoy p oarosapa npedukc-cy(pukce x, a nepuoay p’ npedukc-

cybpuke ', Taga je |z’| = |w|— |p’| < |w|—|p| = |x|. 3aro Hajkpahem neproay oarosapa
Hajmyxu npedukc-cypuke HUCKe w. Jlakie, gyxuHa M| Hajmyxer npedukc-cypukca pean
w ozapelyje oyxuny |w| — 7|,y FbCHOT Hajkpaher nepuoza. O

Jla du peu Omia mepuoauyHa, Ty’XKUHA HeHOT Hajkpaher mepuona mopa ga Oyae kpaha ox
TOJIOBUHE HHUCKE, OTHOCHO Mopa jia Baku [w| — m,, < |wl/2, 1j. 2, > |w], 1j. 7, >
|w|/2, mrro je motmyHo y ckiamy ca nemom 4.3.2.

Ha kpajy HaroMeHHMMO 1a OBakBe KapaKTepu3alyje MepUOANIHOCTH HUCY CBOjCTBEHE CaMO
KMIT nuzy 7. Ha npumep, ako ce Moke JoKa3aTu Aa ce IyXKUHa Hajkpaher mepuojaa Moxe
oxpeuty 1 omohy z-HU3a Kao HajMarba BpetHocT k TakBa ja je k + z;, > |w.

3apatak: Hajkpaha gonyHa Ao nanuHppomMa

Hucka abaca uuje nanvaapom (He YuTa ce MCTO ClieBa M CIECHA), aJlh aKO jOj Ha MoYeTaKk
JOTHINIEMO KapakTepe ac, A00HjaMo HUCKY acabaca Koja jecte NATMHAPOM (UUTA Ce UCTO U
cieBa M caecHa). Harmmmmm mporpam Koju 3a naty HUCKY oApeljyje aykuHy Hajkpaher masvH-
ApoMa KOju ce MOXe JOOUTH JONMCHUBAEkbEM KapaKTepa ¢ JIeBE CTpaHe JaTe HUCKE.

Omnuc yiaa3a

Ca cranapaHor yiasa ce yHocu Hucka cactaibeHa o N (1 < N < 50000) manux cinoBa
eHryecke adernezne.

Onuc n3Ja3a

Ha cranpapanu u3na3 ucrmcaty TpakeHy OyKMHY Hajkpahe mpoldpeHe HHCKe Koja je ma-
JIMHIPOM.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3
Vaaz Hznasz Vaasz Hznasz Vaasz Hznaz
abacba 9 anavolimilovana 15 anavolimilovanakapak 25
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Pewene

[IpernocraBumo fa ce Hajkpahu Moryhu majauHAPOM MOKe TOOWTH JONMCUBAEM HHCKE P
Ha HUCKY S Tj. l1a je pS Hajkpahu maauuapom Kome je s cydukc. Tama je ps = s'p’, re
je s’ Hucka Koja ce m00Mja 0OpTambeM KapaKTepa HUCKE S, [IOK je p’ HHCKa Koja ce Joduja
oOpTameM KapakTepa HUcKe p. Jlakiie, s ce 3aBpiiaBa ca p’ U MOCTOjU HEKH FheH MpeduKe
t TakaB ma je s = tp’. 3aro je ptp’ = pt’'p’, rme je t’ Hucka Koja ce moduja OOpPTAHEM
KapakTepa HUCKe t, ma je t = t’, Tj. t Mopa dutu mammuapoM. Ja oM ayxuHa npedukca
P duJa ITO Mama, AyKMHA NaJuHIpoMa ¢ Mopa OuTu 1mTo Beha, ma je ¢ Hajayxu moryhu
HNaJIMHAPOM KOjUM NOuMIbe HUCKA S. [lakiie, mpodiieM npoHanaxerma Hajkpahe JormyHe p ce
CBOJIM Ha MpodJieM oApehrBama HajayKer NaTUHIPOMCKOT npedukca t.

| Mpumep 4.3.9

Ha tipumep, ga ducmo ogpequau Hajgysicu GAIUHgpom Kojum ce goiyryje nucka s = abacba,
apumehyjemo ga je ren Hajgyxicu darungpomcku ipeurc nucka t = aba, ogakae cregu
p’ = cba, iia je p = abc u pesyniiiy jyhu iasungpom je ps = abcabacha.

Axo je |t| pyxuHa manmmugpoma t, a | s| ayK1Ha HUCKE S, ly)KUHA 1ejia p jeaHaka je |s| — |t
1a je yKylHa TyKHHA TPaKEHOT MamHapoMa jegHaka (|s| — [t]) + |s| = 2|s| — [¢].

>

[Nanuaapom ¢ MOkXeMO OJPEeAUTH IpydOM CHUJIOM, Tako IITO PeAoM MPOBEpaBaMoO CBE Ipe-
(prkce HHCKE S ¥ TPaKMMO Hajayku NaTMHAPOM Mehy mruma.

3amaTak epukacHuje MoxeMo permrty anroputMom KMP. AKo yMecTo HUCKE S TIoCMaTpamo
HUCKY $S" J0OUjeHy HaJJOBE3UBAEM HUCKE JJOOMjEHE OOPTAbEM PENOCIIEA KAPAKTEPA HUCKE
S Ha HUCKY S, Haj Iy ¥ MAIMHIPOMCKH IPepUKC HUCKE S je Haj1yKu npeduKC HUCKE SS” KOju
j€ YjE€OHO WeH Cy(pUKC M KOjU UMa HajBUILE 72 KapaKTepa, I1e je 1 JykKHUHa HUCKe s. [la du
ce CIpeym’Io Jia ce MPIIMKOM ronymwaBatba KMP-Hu3a 7 (Hu3a nyxuHa npedukc-cygukca)
ypadyHajy U OHU Cy(pUKCH U MpehUKCH KOjHU caapke Iely MoJjia3Hy HHCKY, TOBOJBHO je 1a
ce u3Mehy HUCKM S ¥ 8’ TIOCTaBM HEKM KapaKTep KOju OHE He caapxke (MOLITO Ce HUCKE Ca-
CTOj€ caMmo Off MaJIMX CJIOBa EHIVIECKe aderie/ie, MOKEMO, Ha IIPHMEP, YIIOTPEOUTH KapaKTep #).
Kaza usrpagumo HUCKY s#s’, Taga nonymwaamo KMP-HU3 7 U B-eroB MOCTIENbU €1EMEHT
MpeACTaBsba IyXKMHY Hajayker MaTMHIPOMCKOr npedukca. ClIOKEHOCT OBOT alroOpuTMa je

O(s)-

int duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(const string& s) {
string sObratno(s.rbegin(), s.rend());
string str = s + "#" + sObratno;
vector<int> kmp = kmpIzracunajPrefiksSufikse(str);
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return kmp[kmp.size() - 1];

int najkraciPalindrom(const string& s) {

int duzinaPrefiksa = duzinaNajduzegPalindromskogPrefiksa(s);
int duzinaSufiksa = s.size() - duzinaPrefiksa;
int duzinaNajkracegPalindroma =

duzinaSufiksa + duzinaPrefiksa + duzinaSufiksa;
return duzinaNajkracegPalindroma;

3aparak: JlomuHe

JloMuHe ce craxy jefHa y3 JIpyry, Tako IITO ce MoJba Ha JIOMUHAMa MOCTaBJbeHUM jeHY Y3
JIpyry Mopajy nokyianatu. JlomuHe 0OMYHO UMajy caMo [1Ba MoJba, MelyThM, Hallle Cy JOMUHE
CIieljajIHe U UMajy BUIIE Pa3IUYUTUX MO/ba (O3HAYEHUX CJIOBUMA). AKO CBe IOMUHE KOje
CJIA)XeMO MMajy UCTy HUCKY, HalHcaTy Iporpam Koju oapelyje kako je 3amatv Opoj JOMHHA
Moryhe CIOXHUTH TaKo Jia 3ay3My IITO Marke MPOCTopa IO AyKHUHU (CBaKa HapeJHa JOMHHA
Mopa OuTH cMakHyTa Oap 3a jegHo nosbe). Ha mpumep, ako Ha jomMHHaMma muile ababcabab,
HajMame MPOCTOpa 3ay3UMajy ako ce CJI0XKe Ha clieiehy HaunH:

ababcabab
ababcabab
ababcabab

Omnmuc yiaa3a

TIpBu pex cTaHAAPIHOT yasza Caapku HUCKY MaJUX CJIOBA €HITIECKE adeLe/ie KOje MpecTa-
BJbajy HUCKE Ha oMuHaMa. JlyxuHa Hucke je msmehy 2 u 10° kapakTepa. Y HapemHOM pejy
ce Hanasu 1eo 6poj n (1 < n < 5-10%) koju npeacTapma 6poj moMuHa.

Onuc usjaasa

Ha crannapanu usnas ucnmcaty 11eo Opoj KOju MpeCcTaB/ba YKYIHY AYKMHY CJIOKEHHUX J0-
MHUHa.
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ITpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3
Yaasz Hznaz Vaaz Hznaz Yaaz Hznaz
ababcabab 19 abc 15 aa 11

3 5 10

Pewene

[Ipunukom ciarama JOMUHA TIOTPEOHO je /1a Ce MOKJIONEe HeKW NpaBy NpedrKC U MpaBH Cy-
(ukc Tekcra Ha nomuHama. [la Ou ToMuHe 3ay3uMalie IITO Make IMPOCTopa, MOTPEdHO je aa
npeKJamname Oyae mTo ayxe. Jlakie, noTpedHo je mpoHahu ayxuHy k Hajoyxker mpedukc-
cydukca HUCKe S. VKynHa Jy)uHa jomuHa je taga k + n - (|s| — k). Hanme, Hakon npse
JIOMHHe JIy’KUHE | S|, cBaka HapeqHa JOMUHA Jojaje jou |s| — k kapakrepa.

vector<int> kmp = kmpIzracunajPrefiksSufikse(s);
cout << kmp[s.size()] + n * (s.size() - kmp[s.size()]) << endl;

4.4 HajayXv naIMHAPOMCKU CermeHT - MaHayepoB anropuram

Mpo6nem

Aaitia je nucka s koja cagpaicu camo mana caosa. Ogpeguitiu Hajgydicu CeIMeHill HUCKe S
Koju je HaauHgpom. AKo uma euuie Hajgynicux ceimMeHaiia Koju cy aruHgpomu, ipukasammu
CeIMENTI YUju ioueitiax UMa HajmMareu UHGEKC.

| Mpumep 4.4.1

3a Hucke ananas, najjaci u list Hajgyxicu ceIMeHItiU KOju CY HANUHGPOMU CY Pegom anand,
ajjau L.

4.4.1 TlpoBepa CBUX cermeHaTa

IIpoOiem je moryhe permmTy aHaIM30M CBUX CETMEHaTa, POBEPOM Ja JIM je TeKyhu cermeHT
NaJIMHAPOM U oipehuBameM Hajayxer npoHaheHor nasmuapoMa. [lomro je mposepa na jau
je Hucka mykuHe n manuHapoM cioxeHoctd O(n), a cerMeHaTa HHUCKe Jy)KUHE 1 YKYITHO
uma O(n?), cnoxkenoct oor npuctyna je O(n?).

4.4.2 TMMpoBepa cBUX cerMmeHaTa pegom npema onagajyhum gyxmHama

HmrinemeHTanuja ce Moxke MaJlo II0jeAHOCTAaBUTH U Jyrauku NaJIMHAPOMHU ce MOTry npoHahu
Opxe, ako ce IPUMETH Jla CerMEHTe MOXEMO aHAIM3UPATH PeJOM IMOYEB Off HajLyXker cer-
MeHTa T1a YHa3a[ 0 cerMeHTa ayxune 1. [Ipumernmo na he ca oBUM pegociieoM oduacka
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NIPBU CETMEHT 3a KOjU Ce YTBPAM Ja je MaJMHAPOM YIPaBO OMTH HAjLyXH NAIMHAPOM KOjH
TPaKMMO. AKO CETMEHTE HCTe Iy)KUHE pa3MaTpaMo y pacTyhem pefociefy UHIeKca JieBe rpa-
HULIE, y Cllyyajy KaJa MoCcTOjU BULIE NATMHAPOMA UcTe Hajehe ay:xuHe, Kao npBu he Outu
npoHal)eH OHaj KOju MMa HajMamwy BPEAHOCT MHEKCa JIeBe TPaHUIIe, Kao IITO je U TpasKeHo.
CIokeHOCT Hajroper caydaja osor npuctyma je u ope O(n?).

4.4.3 TlpoBepa LeHTapa

Mamuagpomu mocenyjy onpeheHO CBOjCTBO MHKPEMEHTATHOCTH KOje HaM Moxe roMohu sia
npoHahemo eduKkacHuju aroputam. Hamme, ako je Mo3HaT IEHTap NaJMHApPOMaA (TO MOXKe
OuTH OMJIO HEKO CJIOBO, OMJIO MO3UIIMja TAUHO U3Mel)y /IBa cyceHa CJIOBa) M aKko 3HaMO JAa
ce k cioBa OKO TOT IIEHTpa CIIMKAjy Kao y Oriealy M Ha Taj HAauWH rpajie MaTuHIpoM, OHIa
3a mipoBepy na m ce k + 1 cioBa oko TOT LIEHTpa CIIMKajy Kao y orieany He Tpeda mpoBe-
paBaTH CBe U3 MoveTKa, Beh je JJOBO/BHO camMO MPOBEPUTH Jia JIM CY JIBA CJIOBA HA CIIOJbHUM
nosurmjama ((k—+1)-Bo CJIOBO JIEBO Tj. IECHO OJ1 LIEHTPA) jelHaKa. 3aTo e(pUKACHHU]E PENeHe
J00MjaMo aKo:

* 32 CBAKO CJIOBO PEUM OZIPEAMMO HajIyKM MAJMHIPOM HellapHe Ay KHHE TaKaB Jia My je
n3adpaHo CJIOBO IIEHTap U

* 3a CBaKy MO3UIMjy u3mel)y JIBa Cyce/iHa CJI0Ba OIPSANMO Hajayku MATUHIPOM MapHe
IyXXHWHE KOMe je Ta TIO3UIIvja IIeHTap.

Jla ducMo ofpennM Hajay X1 NaJUHAPOM ca LICHTPOM Y CJIOBY S, IMMPUMO NAIMHIPOM S, Y
JIECHO M Yy JIEBO 3a k CIIOBa JIOK ce Haynasumo yHyTtap peud (1 — k > Ou i + k < n) u gok
cy oarosapajyha cinopa jenHaka (s;_j = S;,;). Y TPeHyTKy KaJia ce TO IIPBM ITyT HapyIlIu,
npoHaljeH je Hajoy:ku NaJMHAPOM ca LIEHTPOM Y CJIOBY S; (ako ce uzahe U3 peun Jajse Mmpo-
HIMpUBakbe HUje Moryhe, a ako ce MpoHalje pa3jInyuT nap cJIoBa 1ajba MPOIIMPUBAA HE MOTY
BUIIIE []a 4]y TAJTUHIPOM).

OnpehuBame HajayKer NaTMHAPOMA ca IIEHTPOM n3Mel)y clioBa s; U s, | BPIIMMO Ha aHAJIo-
raH Ha4MH: 0K cMO yHyTap peunt (1 — k > 0u i+ k4 1 < n) mmpumMo MaguHAPOM CBE JIOK
BAXU S;_f = Sipt1-

3a cBaky NO3ULIKjYy KOja MOsKe OUTH LIeHTap NaJluHIpoMa (A BUX UMa 71 3a CJI0Ba HUCKe u n—1
3a mo3uIMje u3Meljy JBa CIoBa HUCKE, Tj. YKYIHO 21— 1, ogHocHo O(n)) HAA3UMO Ha jIy KU
MATMHIPOM ca IEHTPOM Y 10j mupehu Tekyhn manvHapom HaneBo M HajgecHo. [modasiHo
HajAyK1 NATUHAPOM HaJIa3UMO Kao Hajay>Ku Of JOOUjeHUX MaJIMHAPOMA.

[Muperse 3a GUKCHPAHU LIEHTAP MATMHIPOMA Ce 00aBJba Y jeJHOM MPOJIACKY M 3aXTEBA BpeMe
O(n), na je ykynna croskenoct opor airoputva O(n?).
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string najduzaPalindromskaPodniska(const string& s) {
// duzina recti
int n = s.size();
// duzina 1 pocetak najduzeg palindroma
int maxDuzina = 0, maxPocetak;

// prolazimo kroz sva slova rect
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int duzina, pocetak;

// nalazenje najduzeg palindroma neparne duzine ciji je centar
// slovo s[i]
int k = 1;
while (1 - k >= 0 && 1 + k < n & s[1 - k] == s[1 + k])
k++;
// duzina 1 pocetak maksimalnog palindroma
duzina = 2 * k - 1;
pocetak = 1 - k + 1;
// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = pocetak;

// nalazenje najduzeg palindroma parne duzine ciji je centar
// izmedju slova s[i] 1 s[i+1]
k =0;
while (1 - k>= 0 & 1 + k + 1 < n & s[i1 - k] == s[1 + k + 1])
k++;
// duzina i pocetak maksimalnog palindroma
duzina = 2 * k;
pocetak = 1 - k + 1;
// azuriramo maksimum ako je to potrebno
if (duzina > maxDuzina) {
maxDuzina = duzina;
maxPocetak = pocetak;
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return s.substr(maxPocetak, maxDuzina);

4.4.4 EKCNAUUMTHa AONYHa peuu u nosuumja

INocToju HEKONIMKO TEXHMKA KOje MOTY [1a YITPOCTe MMITJIEMEHTAIH]y TIPETXOIHOT aJlTOpUTMa,
o0jenumaBajyhu ciydyajeBe NaIMHIPOMa MapHe U HEMapHe QyXUHE. 3aMHCIMMO Ja ce Ipe
TMIPBOT, HAKOH TOCTIeAer U n3Melly cBaka /iBa Cyce[Ha CJIOBa pedyd MOCTABH CIEIHjaTHHA Ka-
paktep |. Ha mpumep, peu aabcbab momywaBamo 1o peud |alalb|c|bla|b|. Ha Taj Hauun
MOCTHXE Ce Ja CY CBM LIEHTPH MATMHIPOMA KapaKTepy NMPOIIMPEHe peud U JOBOJBHO je aHa-
JIM3UPATU CaMO MATMHIPOME HellapHe AyXUHE Y poiupeHo]j peur. OBO JIOMyHhaBame Moja-
3He peud je Moryhe (OU3MYKHM peasn30BaTy TaKo IITO ce Y MpOorpaMy eKCIUIUIIUTHO Kpeupa
nonymeHa Hucka. OBo ynpomthaBa IMIUIEMEHTAIIM]Y TIO IIeHY HEIITO CIIOpH]jer N3BpIlaBama
(momyIie He aCUMITOTCKM) M JoJaTHOT 3ay3eha memopuje.

Hanomenumo jour u 1a ce ¥ poBepa MpUIagHOCTU MHICKCA Tj. TIO3MLIMja OIICETY PEUr MOXe
€JIMMUHUCATH aKo ce I0JIa3Ha pey MPOLIMPU AOJATHUM CIELUjaIHUM KapaKTepuma Ha I10-
YeTKY M Ha Kpajy: T KapakTepu Mopajy outi MeljycoOHO pa3inuuTu v pasarmyuTH O[] OCTa-
JIMX KapakTepa Yy HUCKU. Y Ty CBPXY MOTY Ja ce UCKOpHCTe ~ U $ (TH KapaKTepu KOpHCTE 3a
O3HaYaBambe MOYETKA U Kpaja y peryJlapHUM U3pa3uma).

My XuHy nanuHapoma padmaTpaheMo y 0JIHOCY Ha MoJia3Hy (a He JOIYyHEeHYy) pey.

string dopuni(const string &s) {
string rez = "*";

for (int 1 = 0; 1 < s.size(); 1++)

rez += "|" + s.substr(i, 1);
rez += "|S$";

return rez;

string najduzaPalindromskaPodniska(const string& s) {
string t = dopuni(s);

int maxDuzina = 0, maxCentar;
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for (int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; i++) {

int d = 0;
while (t[1 - d - 1] == t[1 + d + 1])
d++;

if (d > maxDuzina) {
maxDuzina = d;
maxCentar = i;

int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
return s.substr(maxPocetak, maxDuzina);

4.4.5 WmnnuuuTHa AonyHa peuu n nosuuuja

Ja OducMo onakIany HapegHO M3Jarame, MHIEKCe Y IONyHheHo] peud (De3 1oaaTux o3HaKa
MoYeTKa M Kpaja peun) HazuBahemo MO3MIMje, a Y OPUTHHAIHO| pedn caMo mHaekcu. Ha
cnuuy 4.15 npukazaHu ¢y MHIEKCH U NO3ULIMje 3a ped aabcbab.

0 1 2 3 4 5 6 MHpaeken
[ lalifaltfefifc[i{o]i]ali]b]l]
01 2 3 45 6 7 8 910 11 12 13 14 Moauuwnje

Cnuka 4.15: Unpekcu v no3uiyje 3a ped aabcbab.

[MpuMeTHMO HEKOJIMKO YHIbeHHUIIA. AKO je TosiazHa ped JyKHuHe 11, YKyIHo umamo N = 2n-+
1 nmosurmja y nonymweHoj peun. CroBa Mosia3He peyr ce Halase Ha HemapHUM MO3UIMjaMa,
JOK ce Ha TapHUM TIO3HMIIMjaMa Haslasu criendjaaad kapaktep |. CioBo ca mHaeKcoM k ce
HaJla3u Ha nosuiuju p = 2k + 1, mrTo 3HauM Jia ce Ha HeMAapHO] MO3UIIUjU P HATIA3U CIIOBO

nofasHe peun ca uuaekcom k = [ £ 1.

3a cBaky nosuuujy ¢, 0 < ¢ < N, 1y’kuHy HaJIMHAPOMA Ca IEHTPOM Ha TOj MO3UIIUjH MOKEMO
OJIpeTUTH Ha UCTY HAuMH, Oe3 0031pa Ha TO Ja JIM je Ha TOj MO3UIIH]H CJIOBO FUTH CIICIIHjaTHHA
Kapaktep |. PazmaTpahemo ay:xuHy najvHApOMa y MOJIA3HO ] peyH (2 He AOMYHECHO ) U OHA je
jenHaka dpojy KapakTepa ca JeBe CTpaHe JaTe MO3UIMje Y IOMYHEHO] PeU KO Cy jeTHAKH
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onroeapajyhum KapakTeprMa ca JIeCHe CTpaHe Te TO3UIMje Y IOMyHheHo] peun. Ha mpumep,
y IPETXOTHOM IIPUMEPY 3a TIO3UIIMjy 7 TO je 5, jep je matmHapoM abcba AyKuHE 5, IITO OJr0O-
Bapa TOMe JIa TIeT KapakTepa |a|b| ca JieBe cTpaHe KapaKTepa c y IOMYHBEeHO ] pedu OAroBapajy
KapakTepuMma |b|a| ca mecHe cTpaHe KapakTepa c. CIMYHO BaXKH U 3a MapHe Mo3uiyje (Ha
npumep 2).

Ha nmouetky, ayxuHy najuHapoMa d noctaBbamo Ha 1, ako je mo3uimja ¢ HerapHa, 1j. 0 ako
je mapHa. 3aucTa, ako je MOo3MlIMja HeMapHa, Ha H0j Ce Hajla3u CJIOBO IMOJIa3HE peuu Koje je
camo 3a cede MaTMHAPOM OyxuHe 1 (M3 Ipyror yria riaefaHo, JIEBO U IECHO O OBE MO3UIIHje
ce HaJjla3e KapakTepH |, a je Oap jeJaH KapakTep jeAHak). AKO je MO3ULMja IapHa, OKO e
ce Hajiase J1Ba cJioBa (OCUM y CIydajy KpajHuX MO3UIIMja) U He 3HAMO YHATIpe Ja JI Cy OHa
jelHaKa, Tako Ja OyKMHY NMaJMHAPOMa MHULMjaaHO nocTtaBbamo Ha 0. Ha oaj HaumH no-
CTHKEMO Jia cy OpojeBu ¢ — d ¥ ¢ + d mapHu, ITo 3HauM Jia cy opojeBut —d —1lui+d+1
HemapHy ¥ ako cy y omcery [0, V), OHM yKa3yjy Ha HapeJHa JiBa KapakTepa Moja3He HUCKe
4YHjy jeAHAKOCT Tpeda MpOBEpUTH. AKO Cy KapaKTepu IoJla3He peud Ha oJrorapajyhum uH-
nekcuma jeanaku (to cy ungeken | =4=1 | u | 4 |y onpa ce d ysehasa 3a 2 (3 jeator
yIyla IJIeaHo, Ta [Ba jeJHaKa KapakTepa ce Jojajy TeKyheM HaauHapoMy, a My ce AyKHUHa
nosehasa 3a 2, a U3 Ipyror yIia mieJaHo, UCIIpe PBOT U U3a JPYror ce Hajla3e CIeLyjaTHn
3HALU | KOjH CYy CUTYPHO jeIHAKH M FbHXOBY jEIHAKOCT HUje MOTPEeOHO EKCIUTMLIUTHO IPOBe-
paBari). Ha Taj Ha4uuH ce oApkaBa M MHBapujaHTa ja cy OpojeBu ¢ + d v ¢ — d mapHu U
NeTba Ce MOXE HACTAaBUTH Ha MCTH HAUYMH CBE JOK ce He Haube Ha [jBa pa3jninTa CJI0Ba WK
ce n3alje BaH oricera AOMyHEHE peyn.

string najduzaPalindromskaPodniska(const string& s) {

int N = 2 * s.size() + 1;

int maxDuzina = 0, maxCentar;
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
int d = 0;

if (1% 2==1)
d=1;

while (1 - d - 1>=08 1 +d+ 1 <N &
s[(1-d-1) /2] ==s[(1L+d+ 1)/ 2])

d += 2;
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if (d > maxDuzina) {
maxDuzina = d;
maxCentar = i;

int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
return s.substr(maxPocetak, maxDuzina);

4.4.6 MaHauepoB anropuram

Nnyctpyjmo ocHOBHY Hjiejy MaHauepoBOr alropuT™Ma Kpo3 jeJjaH mpumMep.

I Mpumep 4.4.2

THocmaitipajmo Kako usinega gyxicuna Hajgyicel UANUHGPOMA Ca YEHIUPOM Y C6aKOj 0g HO3U-
uuja p y peuu s = babcbabcbaccba (cauxa 4.16). Odenexcumo o8y gysxcuny ca dp, a goilyroeHy
peu ca t.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Ll lifalifelifefifoftfalrfefrf{c[i[p]i]aliec]i]ec]i|b]I]a]l]
01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
[o]1]o[3]oft]o]7o]1]ofofo[1]o]s]o[1]o1]o[1][2][1]o]1]0o]1]0]

Cnuka 4.16: Y npBoM pedy AaTH Cy MHIEKCH ¢ Y MOJIa3HOj PEYH S, y IPyroM MpoIIrpeHa ped
t, y Tpehem nmaTe Cy O3MIIMje P Y MPOITHUPEHO| PeUu, a y TOCIeIheM BPETHOCT dp.

Tocmariipajmo, na apumep, Hajgyicu Gaiurgpom ca uenipom y nosuuuju 11 —reiosa gyoicuna
Jje di; = 9 u on ce tipociiupe og iozuyuje 2 go uosuyuje 20.

THocmartipajmo caga gyocuny Hajgydrcel Uarungpoma ca yeHimpom y wosuuuju 12. Towtio
Je dpeitixogro ogpehenu darungpom cumeitipuuarn oxo iosuuuje 11, dosuuuju 12, ogiosapa
aosuyuja 10. 3namo ga je d,y = 0. To je 3aiwio witio je ty # t,,. Mehyitium, mu 3namo ga
Jety = ty5 (dowtio cy obe losuyuje ynyiwap Hawer darungpoma), ia je 3aimno ty, # tis u
saxcu dyy = dig = 0. Ipumemiumo ga 060 modicemo kouciamiosaiiu oe3 ukaxkee Homipede
3a HO8UM Yilopehusarvem Kapaxiuepa.

Tocmattipajmo caga gyswcuny Hajgyoicel iarungpoma ca uenitpom y dosuuuju 13. Hbemy og-
iosapa tanungpom ca yenitapom Ha dosuuuju 9. Baxcu dg = 1, jep jetg =ty u ty # tq.
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Ha ocnoey cumeitipuje ianungpoma ca ueniipom y 11, eancu ty = t14, 19 = t19, t7 = t15

Hausineg, saxcu ga je 3a céako i ynyimap wuper daungpoma ca yeniapom y Hekoj iosuyuju C'
opoj d; jegnak dpojy d,s, ige ce i’ ogpehyje kao cumeiripuura To3unija TO3UUUU i Y OGHOCY
na iosuyujy C (eaxcu ga je paciiojaree og C' go i u i’ jegnaxo, ia je C — 1" = i — C,
wj. i" = C — (i — C)). Ho, o Huje yeex mwauno.

Hocmartpajmo caga épegrociii d, s u woj ogiosapajyhy eépegrocti d-,. One nucy jegnake. 3a-
wigio? Ilocmamipajmo wilia je oHO WO MOJCEMO 3aKSoYUUIIU U3 CUMEIpUje HatuHgpoma ca
uenipom Ha tosuyuju 11. Badxcu ga je to go t,5 jegnaxo ogiosapajyhum xapaxiviepuma to
go t1y — o je lapanitiosano cumemipujom u Huje ioipeoro iposepasaitiu. Mehyivium, easxcu
d, = T. 3namo 3aitio u ga je t; = t,s, MehywUM, He MONHCEMO ga THEPGUMO A CUMETUPUUHO
y ogrocy Ha iozuuujy 11 easicu 1o, = 14, 3aitio witio t4, Huje euue geo iarurngpoma ca yem-
wwpom na aosuyuju C'. Jakae, iiposepy ga au sadxcu ty; = tg je GOWPEOHO HOCCIHO UZBPUIUITIU.

Pasmorpumo casia onmira ciay4vaj. [pernocraBumo na je [L, R] naamuapoM ca nieHTpoM Ha
nosutimju C' (taga je C — L = R — ('), na je i HeKu MHIEKC yHyTap TOT NaJuHApoMa (HeKa
jeC <i<Ryupajei = C — (i —C) weMy cUMETpUYaH MHIEKC. AKO je MaIMHAPOM
ca LeHTpoM y ¢’ y TOTIYHOCTH caipxkaH y namunapomy (L, R) (0e3 ypauyHaTux Kpajesa),
7j.ako je L < i’ —dy,1.dy <i' —L=(C—-(1—-C))—(C—(R—C))=R—1,

Tajga je d; = d;,. JJokaxumo 0Bo.

3a cBaky BpeaHoct 0 < 7 < di, Tpeda JoKa3zatu aa je ti_j =t +5 3amncra, IoIITo Baku
L < i —jwni+j < R,3akmyuyje ce na je tij = tyyjut,; = ty_; Mebyram,
nomro je i 1eHTap naivHapoMa Jyxuse d; , Baku ty_j = ty4j. 3ar0 Ce Ha MO3HLM)HU
i HaJIa3¥ LEeHTap MaJIMHIpOMa JykuHe oap d, . JJokakuMo ja je OBO U rOpHE OrpaHUuCHbE,
Tj. IoKaxumo ja jet, 4 1 # t;, 4 ,.1. Homro jei+d; < R,paxni+d;+1 < R,maje
ti—di/—l = ti’+di/+1 U ti+di,+1 = ti’—di/—l' MehyTtum, nowmTo je NaTuHIPOM ca LIEHTPOM
y ¢’ myxune d;, Baku ty g, F tyiq, 1

Axo je [L, R] nanmuapom ca nientpoM Ha nosuimju C' ¥ aKo je 4 HEKM MHIEKC YHYTap Tor
namaapoma (C' < ¢ < R), am takaB ja je d;; > R — 14, OHIa MOXEMO caMo Jja 3aKJbyIMMO
najed, > R —1.

OBO MHCIMPUILE HAPEJHU AITOPUTAM, TO3HAT MOJ HasuBoM Manauepos’' anioputiiam.
CiM4yHO Kao y MPeTX0/IHOj Bep3uju anropurma odpalyjemo cee nosuwje ¢ on 0 mo N — 1.
[pu Tom oapkasamo uHaekce C' u R takse na je [C' — (R — C'), R] najuecHuju 1o can
npoHahenn nammHApoM. AKo je ¢ > R, Taga manMHIpoM ca IeHTpoM Yy ¢ oxpehyjemo u3

"T'nen Manauep (enrs1. Glenn Manacher), pohien 1934. ronune, amepiuku MHpOpMaTHYAP.
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nouetka, nosehasajyhu 3a 1Ba qyxkuHy namuniapoma d, koja kpehe ox O wm 1 (y 3aBu-
CHOCTH OJ] IAPHOCTH TMO3UIIH]je ¢), CBE JOK je TO Moryhe, UCTO Kao y MPETXOJHO OMFCAHOM
anroputmy. Mebhytum, ako je i@ < R, tama oapehyjemo Bpegnocr i’ = C — (i — C)
u ako Baxu d;; < R — i, nocraBmamo ogmax d; = d,,. Axko je d;, > R — 1, taja
IyXHHY d; OCTaB/baMO Ha To4eTHy BpeqHocT R — i 1j. Ha R — i+ 1 tako jacy ¢ — d, u
i + d,; napHu Opojesu, 1 OHJA je mocreneHo nosehaBamo 3a 2, cBe JOK je To Moryhe (orer,
BEOMa CJIMYHO Kao Yy IPETXOJHO ONMCAHOM AJrOPUTMY). AKO je npoHalheHH HaauHIPOM
ca LIGHTPOM Y ¢ TakaB Jia My [IECHU Kpaj JecHo of mosuiyje R, oHza mera nporiamaBamo
3a HoBM manuHapoM [L, R|, mocrasmajyhn my nenrap C' = i u gechu kpaj R = i + d,.
Ha nouerky moxemo unmimjamuszoatt R = C' = ( (na taj HauuH obe3dehyjemo 1a He
MoOXe Na BaxH ¢ < R W Ja ce Ha MoYeTKy Hehe KOpUCTHTH CHMETPUYHOCT OKpYxkyjyher
NaJIMHAPOMA).

string najduzaPalindromskaPodniska(const string& s) {
// broj pozicija u reci s (pozicije su ili slova originalnih recti,
// 1li su izmedju njih)
int N = 2 * s.size() + 1;
// d[i1] je duzina najduzeg palindroma ciji je centar na poziciji 1
vector<int> d(N);

// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom u C
intC=0,R=0; //L=C-(R-C)
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
// karakter simetrican karakteru i1 u odnosu na centar C
int isim=C - (1 - O);
if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)
// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
// palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
// celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i] = d[i_sim];
else {
// 1li1 se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma ili
// se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
// centrom u i1_sim takav da nije celokupno smesten u (L, R);
// u tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
// bar R - 1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <=R?R -1: 0;

// osiguravamo da je i1 + d[i] stalno paran broj
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if ((1 + d[1]) % 2 == 1)
d[i]++;

// dok god su pozicije u dozvoljenom opsegu i slova na odgovarajucim
// indeksima jednaka uvecavamo d[i] za 2 (jedno slovo s leva i
// jedno slovo zdesna)
while (1 - d[i] - 1 >= 0 && 1 + d[1] + 1 < N &&
s[(1 - d[i] - 1) / 2] == s[(1 + d[1] + 1) / 2])
// ukljucujemo dva slova u palindrom, pa se duzina uvecava za 2
d[i] += 2;

// ako palindrom sa centrom u 1 prosiruje desnu granicu
// onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[1] > R) {

C=1;

R=1+d[1];

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i1 pamtimo njegov centar
int maxDuzina = 0, maxCentar;
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
if (d[i] > maxDuzina) {
maxDuzina = d[i];
maxCentar = i;

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
int maxPocetak = (maxCentar - maxDuzina) / 2;
return s.substr(maxPocetak, maxDuzina);

CI0%eHOCT OBOT AlrOpuTMa je JInHeapHa. WHTYWTHBHO, MPOHATAXeHe KPATKUX MaHH-
JpoMa 3axTeBa Maji OpOj WM3BpINABAba YHYTPAIIhE IMETbe, NOK MPOHANAKEHE jeJHOT
Ayraykor MajJuHAPOMA 3aXTeBa JyKe U3BPIIABaEe YHYTPAlllibe MeT/be, AT JTOBOJM O TOra
na he ce y HapemHUM KoparuMa y BEJIMKOM Opojy ciydyajeBa y TOTHYHOCTH W30eraBaTh
ICHO M3BpIIaBame. [Ipell3Huje, CBako M3BPINABabe YHYTpallbhe while meTbe noBehaba
BpeHOCT npoMersbBe R (jep je y ciyuajy else rpane ¢ + d[i] > R, a cBako ycremso
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u3BplIaBame while newbe yBehasa Bpensoct d[i] 3a 2, te he Bakutn i + d[i] > R) koja
ce HUTJC He CMamyje, a UMja je MakCUMalHa BpeaHocT [V, Te je YKynaH Opoj u3BpllaBarmba
yHyTpallibe newbe orpanuued ca O(N).

MokeMO UMIUIEMEHTHPATH U BapUjaHTy Koja eJMMUHHMIIE MTPOBEPY MPHUNATHOCTH UHAEKCA
OTICery pevd Ha Taj HAYMH IITO eKCIUTUIMTHO MPABH JIOMYbEeHY ped (lheHa UMILIEMEeHTAITH]a
je jemHocTaBHUja).

string najduzaPalindromskaPodniska(const string& s) {
// Jjednostavnosti radi dopunjavamo rec s
string t = dopuni(s);
// d[1] je najveci broj takav da je [1 - d[i], 1 + d[1]] palindrom
// to je ujedno i1 duzina najduzeg palindroma ciji je centar na
// poziciji 1 (pozicije su ili slova originalnih reci, ili su
// izmedju njih)
vector<int> d(t.size());
// znamo da je [L, R] palindrom sa centrom na poziciji C
intC=0,R=0; //L=C-(R-C)
for (int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; 1++) {
// karakter simetrican karakteru i1 u odnosu na centar C
int i_sim=C - (1 - Q);
if (1 <R & 1 + d[i_sim] < R)
// nalazimo se unutar palindroma [L, R], ciji je centar C
// palindrom sa centrom u i_sim i palindrom sa centrom u i su
// celokupno smesteni u palindrom (L, R)
d[i] = d[i_sim];
else {
// 1li se ne nalazimo u okviru nekog prethodnog palindroma ili
// se nalazimo unutar palindroma [L, R], ali je palindrom sa
// centrom u i1_sim takav da nije celokupno smesten u (L, R);
// u tom slucajmo znamo da je duzina palindroma sa centrom u i bar
// R - 1, a da li je vise od toga, treba proveriti
d[i] =1 <= R ? R-1 : 0}
// prosirujemo palindrom dok god je to moguce krajnji karakteri
// 7S obezbedjuju da nije potrebno proveravati granice
while (t[1 - d[i] - 1] == t[1 + d[1i] + 1])
d[i]++;

// ako palindrom sa centrom u i prosiruje desnu granicu
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// onda njega uzimamo za palindrom [L, R] sa centrom u C
if (1 + d[1] > R) {
C =1;

i+ d[i];

o)
1

// pronalazimo najvecu duzinu palindroma i1 pamtimo njegov centar
int maxDuzina = 0, maxCentar;
for (int 1 = 1; 1 < t.size() - 1; 1++)
if (d[i] > maxDuzina) {
maxDuzina = d[i];
maxCentar = i;

// ispisujemo konacan rezultat, odredjujuci pocetak najduzeg palindroma
return s.substr((maxCentar - maxDuzina) / 2, maxDuzina);
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5. FleomeTpunjcku anroputmMu

I'eomeTpujckn aXropuTMH Wrpajy BaXkHYy YJIOTY Y MHOTHMM OOJIACTHIMA, TOIMYT padyHapCKe
rpacduke, MpojekToBama nmoMohy pauyHapa, MpojeKTOBamba MHTETPUCAHUX KOJIa BUCOKE pe-
somymmje (VLSI), podotrke u 6a3a momataka. Y pauyHapCKU FeHepUCAHOj CIIUIA MOXE OUTH
Ha XUJbaJle WM YaK Ha MIUTHOHE TavyaKa, JIMHUja, TPOYIJIOBA, KBagpaTa Wik KPyropa; CJIMIHO,
MIPOjEeKTOBaIbEe PauyHAPCKOT YHMITa MOKE Jla 3aXTeBa pajl ca MAJIMOHMMA eJieMeHaTa KOju ce
MpelCcTaBbajy reoMeTpujckum purypama. Cse oBe MpHUMEHE 3aXTeBajy oOpaLy reoMeTpuj-
ckux odjekara. Ilommro BemurHa yaaza 3a OBe MPodsieMe MOKe OUTH BPJIO BEJIMKA, BEOMA je
3HAYajHO Pa3BUTH MITO e(pUKACHU]jE aJITOPUTME 32 BbUXOBO pelllaBame.

Yecra HEYro/iHa KapaKTEPUCTHKA FEOMETPHjCKUX IIPOdJIeMa je IMOCTO jakhe MHOTUX CHelrjat-
HUX ciyvajeBa. Ha mpumep, 1Be IipaBe y paBHHU ce CeKy y jeIHOj TaUKH, CEM aKo Cy MapaseHe
wm ce nokjanajy. Ilpu pemaBamy mpodiema ca IBe IIpaBe, Mopajy ce MpeIBUACTH CBa TPU
Moryha ciyyaja. CioxeHuje purype npoy3pokyjy rnojasy MHoro seher Opoja cnenujaiHux
cilyyajeBa 0 KojuMa Tpeda BoAUTH pauyHa. OdMuHO ce BehMHa THX CHeLUjaHUX cilyvyajeBa
IWPEKTHO pelliaBa, ajii MoTpeda 1a ce OHU y3My Y OO3Up YMHH [TOHEKa KOHCTPYKIIN]Y aJiro-
pUTMa BPJIO UCHPIULYjyhoM. ¥V HacTaBKy TEKCTa Cy UTHOPHCAHU HEKH JIETaJbU KOjU HUCY O]l
CYIITHHCKOT 3HaYaja 3a pa3yMeBarmbe¢ OCHOBHHX HJIEja aJlTOPUTaMa, a YUTAOIly CaBeTyjeMo /1a
Pa3MOTpH pelllaBakbe CBUX CIIEIUjATHUX CITydyajeBa Ha KOjU Ce IPU KOHCTPYKIIUjU aITOPUTMA
Hauhe, 1a Ou ce JOOUJIH arOPUTMH KO U CY Y TIOTIYHOCTH UCTIPABHH.

* 'V npBoMm norzasiby hieMo 0OHOBHTH OCHOBHE 1O jMOBE aHATUTHYKE FeOMETpPHje PaBHH:
TayKe, BEKTOpe, KOOpJAUHATe, olepalije HajJ BeKTOPHMa, ca OCeOHUM Hara-
CKOM Ha NpHMeEHe CKAJApPHOI U BeKTOPCKOI NMPOM3BO/A, pauyHarh¢ MOBPIIHHE
TPOYIJIa 1 OPHjeHTaNuje TPOjKe Tadaka.



508 5 NeomeTpujcKu anropuTmMm

° HpHKasaheMo AJITOprUTaM oz[peleBal-ba CBHUX IIPECCYHUX TavdaKa OAaTOr CKyIla XOPU30H-
TAJIHUX U BEPTUKAJTHUX OYKHU.

* [locedan Harmacak je craBbeH Ha MHoroymiose. Hajnpe he Outu pasmoTpen anropu-
TaM 3a KOHCTPYKIIMjy MPOCTOr MHOroyrJja. Hakon Tora, Ouhe mpukaszan anropuram
3a MCIHUTHBAKE MPUMATHOCTH TaYKe MPOCTOM MHOTOYIJIy u Ouhie onucaH eduka-
CHHjY aJITOPUTaM 32 WCTMTHBal-¢ MPHUNAJHOCTH TavyKe KOHBEKCHOM MHOTOYIIY.
Ha kpajy he dutu tuckyToBaHU pa3HU aJITOPUTMHU 32 KOHCTPYKIIH]Y KOHBEKCHOT OMO-
Ta4ya: MHAYKTHBHH AJrOpUTAaM 3aCHOBAH Ha J0JaBamby je/lHe N0 jejIHe TauKe, ajro-
puTaM yBHjama MOKJ0oHA, I'pejeMoB asropuram u dp3m ajaropuram 3a oapehu-
Bamhe KOHBEKCHOT oMoTaua (eHr1. QuickHull).

5.1 OcHoBe reomMeTpujcKux anroputama

[Ipunrkom padyHapcke odpajie CBU T€OMETPH]CKM OOjeKTH Ce NMPeICTaB/bajy aHATUTUIKY:
OpojeBrMa (KoopAMHATaMa, KoeduijeHTuMa 1 cin4Ho). Ilpernocrapssa ce na je uuTanai
YIIO3HAT ca OCHOBaMa aHAJIMTUYKe reomerpuje. Mmak, y HacTaBKy hemo pe3nMmupaTi Heke
OCHOBHE 10jMOBE KOPHCHE IPYJIMKOM KOHCTPYKIIMje FT€OMETPUjCKUX aIrOpUTaMa, IIpu Yemy
hemo BehuHy oneparyja 3aCHOBaTH Ha BEKTOPUMA U OIlepaliijama ca lbbuMa (aI1TepHATUBHO, Y
TPaJMLMOHATHOj AaHAJIMTHYKOj FEOMETPUJU CE TEOMETPHU)CKH 00 jEKTH OOMYHO NPEACTABIbaA]y
UMIUTMIUTHAM jeqHaynHaMa). baBuhemo ce mutamuma nonyT u3padyHaBamba pacTojarmba 13-
Mely IBe TauKe, ICIMTHBAka KOJIMHEAPHOCTH TPH TaUKe WM N3padyHaBamka MPEeCceyHe Tauke
asejy ayxu. Cse oBe olepalyje MOTy ce U3BECTH aITOPUTMHUMa KOHCTAHTHE BPEMEHCKE CJI0-
’KEHOCTH, KopuIhemheM OCHOBHHUX apUTMETHYKHUX orneparja. [Ipernocrasbamo u ga ce pa-
3JIMYUTE eNleMeHTapHe (PyHKIIM]je (KBaAPATHU KOPEH, TPUTOHOMETPHjcKe (PYHKIIU]€ U CITUYHO)
MOTY U3pavyyHaTH 32 KOHCTAHTHO Bpeme. MeljyTuM, MomiTo je u3padyHaBame TUX (hyHKIHja
criopuje o[l eJleMEHTapHUX PauyHCKMX Onepalyja, Tpeda ux u3deraBaTu Kaja roj je To Mo-
ryhe.

5.1.1 Tauke, KOOpauHarte

OCHOBHU TeOMETpHjCcKM 00jEeKTHU Cy iauke U BehrHa Jpyrux odjekaTa ce MpeAcTaBiba Mo-
mohy tauaka. [Ipasa je Hajuerhe mpeacTaB/beHa MApoOM pa3IuuuThX Tadaka P u () Koje joj
npunanajy. Jyoc ce Hajuemnhe 3amaje mapom tadaka P u () Koje mpejacraBibajy KpajeBe Te
HyxH, ¥ o3HauaBahemo je ca P().

5.1.1.1 [exkapToBe KoopauHaTe

Tauke ce y pauyHapy Hajuenihe npencrasibajy cBOjuM Jexapitiogum koopgunamiama. Tadke
y PaBHHM Ce MpeJICTaBbajy napom JlekapToBux KOOpAMHATA (X, ), a TauKe y TPOJAMMEH3HO-
HOM [POCTOpY TpojkoM JlekapToBux KoopauHata (x, %, z). YV 3aBUCHOCTH OJI IPUMEHE, KO-
opauHaTe cy Hajuenihe Wiv 1eso0pojHe Win peaiHe (y pauyHapy Hajuerhe MmpeicTaB/beHe
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OpojeBrMa y MOKPETHOM 3ape3y).

Tauke ce MOry MpeacTaBUTH WM CTPYKTYPHUM THUIIOM WM yrpal)eHUM THUIIOM 3a MpeacTa-
BJbamhe ypeheHux n-Topku (Tj. MapoBa ako cy Tauke y paBHu). Ha mpumep, Tauke y paBHU ca
LesI00POjHUM KOOpAMHATAMA MOTY C€ MPEICTaBUTH Ha OUJIO KOjU of cielneha aBa HauuHa.

struct Tacka {
int X, y;

Ie
typedef pair<int, int> Tacka;

HapagHo, ymecTo Tuma int MOTy ce KOPUCTUTH U JPYTH TUTIOBH 3 MPEICTaBhakhe KOOpAUHATA
(amp. long long, float, double UTH.).

5.1.1.2 TMonapHe KoopAauHaTe

YV HEeKUM aJIrTOpUTMHUMA je TIOTOTHHja peripe3eHTalja Tayaka oMohy BbUXOBUX HOAAPHUX KO-
opgunaiiia. 360r Tora je 3a jare JlekaptoBe KOOpAMHATE X U Y Tauke A MOHEKa MoTpedHO
OJIPE/IUTH FheHE TI0JIAPHE KOOPJMHATE: PacTOjarbe 1 01 KoopAuHaTHOT nodetka O U yrao ¢
koju ayx OA 3axBaTa ca MO3UTUBHKM JIEJIOM X OCe U, 0OPATHO, HAa OCHOBY IMOJIAPHUX KOOP-
auHata onpeanTH [lekapToBe. Yrao ce 4ecTo pa3MaTpa Kao OpHjeHTHCAHH yrao U3 MHTEpBaja
(—, 7] wm [0, 27), re yrao O mpeacTaBsba MO3UTUBAH CMEP I OCE M YIao PacTe y MO3UTHB-
HOM MaTeMaTH9KOM CMepY.

A4

(@] X

Crnuka 5.1: Beza u3mely JlekapToBUX M OJAPHUX KOOPAMHATA TayKe.

Ia ducmo TpanchopmMucanu nojapHe koopauHate y JlekaproBe, MOXEMO UCKOPUCTUTH Clie-
nehy Besy (ciuka 5.1):

= rcos¢
y = rsing
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3a tpancopmanyjy JJekapToBux KOOpAMHATA Yy TIoJIapHe y BehUHU Cly4ajeBa MOKEMO UCKO-
PUCTUTH Hape/iHe jefHauYnHe:

r = VTR

¢ = arctan g
x

Iperxonne opmysie HHUCY yBeK MCIpaBHe, jep BpeIHOCT arctan £ Huje AedpuHuMcaHa 3a
x = 0, 1j. 32 Tauke Ha y-ocu. Takole, BpegHOCT (pyHKUMje arctan je yBeK y MHTEpBaly
(—m/2,m/2], a e y untepsany (—, 7| (wm [0, 27)), kako ducmo xkenenn. 30or Tora ce
yMecTo (pyHKLMje arctan JeprHuIle U KOPUCTH (pyHKIIM]ja arctan2, KOja MMa [1Ba apryMeHTa:
Y ¥ T KOODIMHATY Ta4yke YMju Ce MOJNAPHU Yrao M3pauyHaBa Kao ¢ = arctan2(y,x)
(oOpaTuTH Maxkwy Ha penocien aprymenara). OBa (yHKUMja je OJUPEKTHO MOJpKaHA Y
BehMHYM MPOrpaMCcKuX je3uKa (I10j] Ha3MBOM atan2) ¥ Bpaha yrao u3 udrepsaia (—m, 7.

) sax >0

J+m sazx<O0uy>0

p szax <0Ouny <0
+3 zax =0uy >0
-3 saz=0uy <0

| Hemepuancano 3ax =0uy =0

arctan (

arctan (

e 82 8k

S—
|
3

t
arctan2(y, x) = < T

5.1.2 BeKtopu

INTopen Tauaka, OCHOBHHM I10jaM aHAIMTHYKE TeOMETpUje peJcTaBbajy gekitiopu. Bexropu ce
peJCcTaBbajy ypeheHnM MapoBiMa Tauaka Tj. ycMepeHuM ayxkuma. YemepeHa ayx (A, B),
KOja MMa MoYeTHy Tauky A u Kpajiby Tauky B oapehyje BeKTOp AB. Cse Jpyre ycMepeHe
nyxu Tj. naposu Tayaka (A’ B’) takBux na nocroju TpaHciuanuja kojom ce nap (A, B)
npecimkasa Ha nap (A’, B”) onpebyjy uctu Bektop (BeKTOpH Cy, JakJie, KJlace eKBUBAJICH-
LMje YCMEpPEeHUX OyxkH). AKO Cy MOYETHa U Kpajiha Tayka BEKTOpa jefHake, oHe oapehyjy
T3B. HYAa-eekitiop (TOBOPUNEMO U Ja je y MUTamwy BEKTOp jeJHaK HYJIN).

Bekrtopu ce mMory cabuparty ¥ cKanupatd (MHOXKHTH OpojeM, Tj. ckanapom). Uspas d + b
03HaYaBa 30Up BEKTOpa d U b, nok uspas k - @ 03HaUaBa CKaJMparbe BEKTOpa G CKaJapoM k.
Bekropu ce Mory u oy3umary. Pa3iika Bektopa a ubce JeduHUIIE Kao G—b=ad+ (—1) b,
Cadupame U CKaIupame UMajy CBOjy TeOMETPHjCKY UHTEPIIpeTalyjy (cauka 5.2).

Bekrtopu ce Hajuewrhe npeacTaB/bajy aHATUTUYKY, CBOjUM JleKapTOBUM KOOpAMHaTaMa (ma-
POM KOOp/JIMHATA 332 BEKTOPE Y PAaBHU ¥ TPOJKOM KOOPJMHATA 32 BEKTOpe Yy IpocTopy). CBaku
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0]

Cnuka 5.2: Bektopu ce cadupajy Ha OCHOBY IpaBWJja mapajiesnorpama (30up je aujaroHana
napasesorpama KOju 00pazyjy Bektopu cadupi). Ha cimim neBo BeKTop ocC je 30up Bek-
TOpa OAuOB. Cranmparse BEKTOpa [0JPa3yMeBa HBeroBo M3IYKUBabe UM CKpahiBate
(a aKko je ckayap HeraTHBaH, Tajga ¥ MpoMeHy cMepa). Ha cinm gecHo BEKTOp OB je2- OA.

BEKTOpP y PaBHH c€ MOXE jeJHO3HAYHO M3PA3UTH Ko JIMHEapHa KOMOMHALMjA IIPOM3BOJbHA
JIBa HEKOJIMHEapHa jeINHUYHA BEKTOpa in j_: Tj. 3a CBaKW BEKTOP G MOCTOje OpPojeBu T U y
TAKBH 14 je 4 = % - i + y - j. Bpojesn (x,y) npencraBbajy koopgunaitie BeKtopa a. [e-
KapTOB KOOP/MHATHH CHCTEM je ofpeleH Mel)yCOOHO HOPMAIHUM jeMHIIHIAM BEKTOPUMA
¥ j M KOOpIMHATHIM TIodeTkoM O M y HaCTaBKy hemo yBek MoapasymMeBaTH Ja PaiMo ca
OBaKBHM KOOPAMHATHUM CHCTEMOM.

Cabuparbe U CKaTMpathe BEKTOpa Ce J1ako u3pakapajy aHamMTHUKH. 30Mp BekTOpa d =
(ay,a,) n b = (by,b,) je Bextop G + b = (a, + b,, a, + b,). Tlpousson BekTopa

—

a = (ax, a,) u ckanapa k je sextop k - d = (ka,, ka,). Vntensuter BekTopa G uuje

cy koopaunare (x,y) ce uzpauyHasa [Tutaropuom teopemoM |G| = /22 + y2.
BekTop y paBHY ce y jesuky C++ Moske NpecTaBuTH ciieehoM CTpyKTypoM.

struct Vektor {
double x, y;
Iis

KoopauHare duno koje Tauke A cy 3anpaso koopaunare Bektopa O A.

* Cadupareem miauke u exiiopa malma ce Wmpancaupa 3a gamiy 8eKitiop. AKO cy o3HaTe
KoopauHate Tauke A u BekTopa AL AB HUXOBIM CabUpareM Jo0ujajy ce KoopauHate
Tauke B. ancra, Baxu OB = OA + AB. Oso hemo kpahe 3anucuBaty kao: B =

A+ AB.

* Ogysumareem mauaka goduja ce 8eKiop Koju ux ciiaja. AKo cy TIO3HaTe KOOpIAMHATE
HIOYEeTHE U Kpajibe Tauke BekTopa A B, Taga ce koopauHate Bektopa A B mory uspa-
qyHATH OJy3UMareM KOoOopauHaTa Tauke A of koopauHarta tauke B. 3aucra, Baku
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AB = OB — OA. OBo hemo kpahe 3amucuBaTy Kao: AB=B— A.

Sagatak: Ctpenuua
V ammkanuju 3a nprame Tpeda UMIUIEeMEHTHPATH (PYHKIMOHATHOCT MCIPTaBakbha CTpeIuIIe.
Crpenviia uma cBoje teno (nyxk AB) u Bpx (Koju ce mpra nomohy jase kpahe nyxu BM
u BN), Koju je CHMETpHYHO ITOCTaB/beH Y OJHOCY Ha TeJIo. AKO Cy MO3HAaTe KOOpAWHATE
Kpajiux Tayaka tena crpenuie AB, nyxuna nyxu |[BM| = |BN| = d xojuma ce npra
BPX M KOHBEKCAH yrao (v KOjH 3aKJjamnajy JyXH Ha BpXY CTpeJuIle, OOPeIUTH KOOpAWHATE
KpajlbUX Tayaka JyKU KOjiUMa ce BpX MpeIcTaBsba.

Omnuc yna3a

V npBOj JMHUjU CTAHAAPHOT yJia3a ce Hajlase KoopauHate Tauke A (1Ba peaiHa dpoja), y
APYroj JMHUjU KoopauHate Tauke B (pasmuuute ox tauke A), y Tpehoj myxuHa d myxu Ha
BpXY cTpesulie (IO3UTUBAH peajaH Opoj) U 'y YeTBPTOj KOHBEKCaH yrao o usmely ayxu Ha
BpXY crpenuiie (y CTeleHuMa).

Onuc usjiaasa

Ha cranpapaHu u3ja3 UCIUcaTH KOOpauHate Kpajibux tadaka M v [N qyu npu BpXy CTpe-
ntie (pa3nuaute o Tauke B).

IIpumep

Yaaz Hznaz
00 4 3

4 4 34

1

90

Pewene

Heka cy tauke A u B kpajme Tauke Tena crpenmie, a P u () Kpajibe Tauke JAyXu Ha BpXY
cTpesuie (Kako je MpUKa3aHo Ha CIIUIIH.

A

Heka je tauka M mnpeceuna tauka qyxu AB u P(). Koopaunate tayaka P u () MoxkeMO
onpemutu kKao P = M+ M P u () = M + M Q). Koopaunate tauke M MOXeMO OfpeUTH
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kao M = B+ BM.

ITpaBai Bektopa BV je uctu Kao mpasail BEKTopa BA = A— B. 3aro je BM = |BM]| -
BA

[BA["

Nurensuter | BM | Moxemo onpeauTy KopumihieleM eJleMEeHTapHe TPUroHOMeTprje. Baxu
na jeyrao ZPBQ = «,na jeyrao ZPBM = «/2. Tpoyrao P M B je npaBoyriu, nia Baxu
na je sin(a/2) = |MP|/|PB| ucos(a/2) = |BM|/|PB|. Qyxuna |PB| je nosnara u
jemnaka je d,ma je |[MP| = |MQ| = dsin(a/2) u |[BM| = dcos(a/2).

Ocraje jom ia ogpeauMo BEKTOpe MP u m HbuxoBe MHTEHU3UTETE 3HAMO (Ha OCHOBY
IIPETXOIHOT TPUTOHOMETPUjCKOT M3Bohema) U ocTaje aa uM oapenumo npasai. Ilomro cy
OHM YNPaBHHU Ha BEKTOP BA, wuxos npaBall ce MOXe JOOUTU POTUPAEM BEeKTOpa BA sa
90 crenenu y jemHOM WM JPYyroM cCMepy. Y OIIITEM CIydajy BaXd Ja aKko Cy KOOpauHate
BekTOpa (X, Y), potuparbeM 3a 90 cTenenu 1001jajy ce BEKTOpH uuje cy KoopauHare (—y, x)

u (y,—x).

Vektor BA = {A.x - B.x, A.y - B.y};
double BAd = sqrt(BA.x*BA.x + BA.y*BA.y);
double alpha2 = (alpha/2) / 180 * M_PI;

double BMd = d * cos(alpha2);

double MPd

d * cos(alpha2), MQd = MPd;

Vektor BM = {BMd * BA.x / BAd, BMd * BA.y / BAd};

Tacka M = {B.x + BM.x, B.y + BM.y};

Vektor MP = {MPd * (-BA.y / BAd), MPd * (BA.x / BAd)};

Tacka P = {M.x + MP.x, M.y + MP.y};

Vektor MQ = {MQd * (BA.y / BAd), MQd * (-BA.x / BAd)};

Tacka Q = {M.x + MQ.x, M.y + MQ.y};
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5.1.3 CkanapHu npoussof

Ckanapru iipouzeog a o b BEKTOpa d ub je ckamap (6poj):

Gob=|d|-|b]-cos o,

re je ca |U| 03HaueH MHTEH3UTET BEKTOpA U, & Ca ¢) KOHBEKCHHU yrao (MarbH WM jeIHaK TT)
KOju 00pa3yjy BEKTOpH a ¥ b. JeIHOCTaBHO ce J0Ka3yje Jia CKaJapHU POM3BO. UMa ciiesiche
OCOOMHE:!

Gob=boa CHUMETPUIHOCT
| JecHa JUCTPUOYTUBHOCT
b JieBa JUCTPUOYTUBHOCT
doa>0 HEHEraTUBHOCT
0  nosuruBHA AepUHUTHOCT

)=4k-(dob)  omHOC ca cKATMpAKEM

AKO yMeMO [ja U3payyHaMo CKaJJapHU MPOU3BOJ ITPOU3BOJbHA /IBA BEKTOPA, jEJHOCTABHO je
u3padyHaTu:

* MHTEH3WTET, Tj. lyKMHY BEKTOpa 1, Ha OCHOBY hopmyJie |U|? = o, jep jecos 0 = 1,

Ul

, _ Ful o]
Obpatute naxmby Ha TO /1A je BpeAHOCT (pyHKLMje arccos yBek usmehy O u 7, ma ce cKa-
JIAPHUM MPOU3BOJIOM YBEK W3PauyyHaBa BPEIHOCT KOHBEKCHOT yIia u3Melhy BeKTopa.

* KOHBEKCHH yrao ¢ m3melly BeKTOpa U M U, Ha OCHOBY (hopmyJjie ¢p = arccos

CxkaJlapHy IPOM3BOJI JIBa He-HyJIa BEKTOpA je HyJla ako M caMo ako je cos ¢ = (), ma ce cka-
JIApHU [IPOU3BOJL MOKE KOPUCTUTHU U 33 IIPOBEpPY Ja JU Cy BeKTopu Mel)ycoOHO HOopMasiHU
(npu yemy Tpeda dUTH 0dA3PUB aKo ce paau ca OpojeBUMa y HOKPETHOM 3ape3y, jep ce yces
HYMEPUYKHX Ipelllaka MOXke J0OMTH BPEAHOCT OJIMCKA, aJli HE U je[JHaKa HyJIM MaKo Cy BeK-
Topu MehycodHo HopManHu). HeraTvBHa BpeAHOCT CKaJIapHOT MPOM3BOAA YKa3yje Ha TO Ja
je MamM (KOHBEKCHM) yrao usmely BeKkTopa TyIl, a MO3UTUBHA Ja je Taj yrao oImrap.

CkasnapHu TIPOH3BOJ Ce JIAKO W3pAdyHaBa M KaJa Cy BEKTOPH 3a/aTH aHAJIMTHYKH, [lekapTo-
BUM KoopjiuHatama. Hawmwme, ako cy iBa Bekropa G(aq, ..., a,, ) u b(by, ..., b, ) ucre numen-
3Hje, BHIXOB CKAJIAPHHU TIPOU3BOJL PAIyHAMO 110 (hOPMYIIH:
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OBO ce BeoMa jeIHOCTABHO MOXE JOKa3aTH W3pakaBambeM BEKTOpa ¢ U b MPeKo CBOjUX KO-
OpJvHATa U KOpUITheleM OCHOBHUX 0COOMHA CKAJIAPHOT MPOU3BO/IA.

VKOJIMKO Cy KOOpAMHATE BEeKTOpa @ M b 1e100pojHe, ¥ BPEAHOCT CKaJapHOT MPOU3BOJIA je
1esnodpojHa.

VY mamem Tekcty hemo pa3maTpaTl BeKTope ofpehjeHe Taukama y paBHH, Te he auMeH3uja
BeKTOpa OMTH jenHaka 2. CkanapHu mpousBoj BekTopa d(a,, a,) u Bektopa b(b,, b, ) mu-

MeH3Hje 2 jelHaK je d ob = a, b, +a, b,
5.1.3.1 TpojeKuuja BeKTOpa Ha NpaBaL, BeKkTopa

AHaIMTUYKO M3payyHaBame CKaJIApPHOT MPOU3BOJA MOApa3yMeBa KOpUIlhelhe KOOpaArHATAa
BEKTOPA, KOje Cy 3anpaBo ofipeh)eHe Mpo jeKI1joM BEKTOpa Ha KOOpJMHATHE oce. YMECTO Tora,
Moryhe je ofpequTu ipojekuujy jegrol gexitiopa Ha upasay gpyioi. Tume ce modujajy aBa
KOJIMHEapHa BEKTOpa UM Ce CKAJIAPHHU MPOU3BO/I I00H]ja MHOKEHEM bUXOBUX HHTEH3HUTETA
(Bozmehu pauyHa o 3HaKy).

Cnuka 5.3: Be3a usmel)y ckanapHor Npon3Boja U pojekiyje. ATcoyTHa BpeAHOCT cKaJlap-
HOT NPOM3BOJIA je/IHAKA je NOBPLIMHM PaBoyraoHuka oapehenor sekropuma OB, u OA’.

Ha cnuuu 5.3, tauka Bp je mpojekiuja Tauke B (Kpajibe Tauke BeKTopa @) Ha IIpaBawl
extopa OA. Iyxuna OB, je jennaka ancolyTHOj BPETHOCTH M3pasa \O—B| cos ¢ (rme

j& ¢ KOHBEKCHHU yrao usmely BeKTOpa OA u @), JOK HeraTWBaH 3HAK TOI W3pa3a yKa-
3yje Ha TO Ja je BEKTOp TB; CYIIPOTHO yCMEPEH O]l BEKTOpa ﬁ a TIO3WTHBAH 3HaK Ha
TO J1a Cy Ta JiBa BEKTOPA MCTO yCMepeHa. 3aTo je arncoiyTHa BPeJHOCT CKalapHOT MPOU3BOIA
OAoOB = \Z)?ﬂ |O—B| cos ¢ jennaxa npoussony mykuna OB, u OA, 1ok je 3HaK ckanap-

HOT [TPOM3BO/IA HEraTUBAH aKo Cy BEKTOPU TB}, nOA CYNPOTHO YCMEPEHH, a MO3UTHUBAH aKo
cy ucro ycmepenu. Ilpojeknuja momake u 1a ce BPeAHOCT CKaJAPHOT MPOW3BO/A BU3YaJIH-
3yje. a ducmo BU3YyeTHO MPEACTABUIIM arlCoIyTHY BPEAHOCT CKaJapHOT POM3BOJA, BEKTOP
OA porupamo 3a 90° 1j. 5 paaujaHa, UMMe ce 10dUja BEKTOp W KOjH ca BEKTOPOM @
rpajy MpaBOYraoHUK (MPUKAa3aH IUIABOM OOJOM Ha CIMLM 5.3) yMja je MOBPLUMHA jeJHAKA
ariCoOJIyTHOj BPEJHOCTH CKaJIApHOT MPOM3BO/IA.
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HapagHo, mo1To je cBe cuMeTpudHo, Moryhe je mpojekroBat Tauky A Ha mpaBal] BeKTopa

OB.

5.1.3.2 T[pojekyunja Ta4yke Ha nNpaBy

Bupyienu cMmo f1a je ckanapHu MpoU3BOJ Y TECHO] BE3U ca MPOjeKIMjOM Tauke Ha IpaBy, Tj. Ha
MpaBail jeJHOT Of BeKTopa Koju ce MHoxe. Crora ce Ta mpojeKija BeoMa jeJHOCTABHO
onpebhyje kopuihemeM CKaJapHOT MPOU3BOAA.

Mpo6nem

Hzpauynaitiu koopgunaitie nopmanre ipojexuuje M p HauKe M naiapasy AB (cauka 5.4).

Ciuka 5.4: TIpojekimja tauke M Ha npasy AB.

3a tauky M, Baxu M, = A + AM,,. Bextop AM,, konuHeapaH je ca BEKTOPOM AB, a
nyxuHa Bekropa AM. p» JEAHAKA je afcOoyTHO | BPEAHOCTH U3pa3a |AM | cos ¢ (rme je ¢ yrao

msmehy Bektopa AB n AM). Bpeanoct ckanapHor npoussoga Bektopa AB n AM jeanaka
je |AB||AM]|cos ¢, na je myxuna Bextopa AM,, jenHaka anconyTHOj BpeIHOCTH U3pa3a

ABo AM
il (5.1)
|AB]|

TIpY YeMY 3HaK OBE BPEJHOCTH IOBOPHU O ToMe 1a Ju ¢y Bektopu AB u AM,, ucro nm cy-
AB

npoTHO ycmepenu. Bektop AM,, ce Moke 10OMTH TAKO IITO CE je/IMHUYHU BEKTOP Az

MOMHOXU BpeHouthy u3pasza (5.1). 3aro je

M, =A+AM, = A+ =
[AB|?

Harnacumo n1a ce oBa opmyna MOxe KOPUCTUTH U 32 TAUKE Yy PaBHU U 32 TaUKe y IPOCTOPY.
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5.1.4 BeKTopCcKku nponsBopn

Bexitiopcku iipoussog BeKTOpa G(a,,, a,, a,) ub(b,, b, b,) mamensuje 3 je BeKTOp ynpasax
Ha paBaH oapeheHy BeKTOpHMa @ 1 b, 4uju je cMep ojpelieH mpaBMIoM aecHe pyke (cimka'
5.5), a MIHTEH3UTET jeIHaK MOBPIIMHY Mapajeiorpama Koju oapelhyjy BeKTopu a u b, 0THOCHO
MOJe ce U3padyHaTH KopuihemeM (opmyrie

@ x b| = [l - [b] - sin ¢,

IJIE je ca ¢ O3HaYeH Marby OJT YIJIOBa KO ju 00pasyjy BEKTOpH d M b (Tj. KOHBEKCHM yrao, Ydju

+a><b

j€ CHHYC yBEK MO3UTUBAH).

Cmaxa 5.5: IlpaBuiio fecHe pyKe: ako KaXHMIIPCT M CPE/IEbH IPCT TMOKa3yjy PeloM y cMepy
BEKTOpa d U b, nanar he ofipehuBaTH cMep HBUXOBOT BEKTOPCKOT MPOU3BOA G X b.

Jlako ce mokasyjy OCHOBHA CBOjCTBa BEKTOPCKOT TIPOU3BO/A!

=—bXd  aHTUKOMYTATUBHOCT
JIECHA IUCTPUOYTUBHOCT

+ 1
b= G; X b+dy xb  neBa auCTpUOYTHBHOCT
X 0 CaMOMPOU3BO/I

axb) OJITHOC Ca CKaJIMparmbeM

Harnacumo u 1a HaM cKajapHM NPOM3BOJ [aje HauMH /A JIAKO OLpPEeAUMO KOCHHYC YIila U3-
Mmely 1Ba BekTOpa, a oaTiIe u BeIMYMHY KOHBEKCHOT yriia u3Mmely mwux. Ca apyre cTpaHe, U3
BEKTOPCKOT IPOM3BO/A ce JIako ofpelyje BpeaHoCT cuHyca yriia u3mely nBa BekTopa, Mehy-
THM, BPEAHOCT CUHYCa HHje 0BOJbHA A2 CE JIAKO OJPEI KOHBEKCHHM yrao (jep UCTY BPEAHOCT

'Cruka je npeysera ca Buxuneauje (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Right_hand_rule_cross_pro
duct.svg).
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CUHYCa J1ajy jeJaH ouITap U jeaaH Ty yrao). Crora ce 3a ogpehrBame BeTUYUHE KOHBEKCHOT
yIia u3Mely 1Ba BeKTOpa KOPUCTU CKaJapHH, a HE BEKTOPCKU IIPOU3BO/,.

[MomTo Baxu 1a je:

ol
I
S
iy
+
S

—

e ¢y ca ¢, J u k o3HaueHn MeljycOOHO HOPMAJHU jeqUHUYHU BEKTOPHU Y CMEPY T, Y U Z
KOOpIMHATHE OCE, ¥ NICTOBPEMEHO je:

ixj=k=—jx1i
Fxk=i=—kxj
Exi=j=—ixk

BaXM [1a je BEKTOPCKH MPOM3BO]] BEKTOpa @ U b jemHak:

ixb= (ayb, — azby)f—k (a,b, —a,b,)j+ (a,b, — aybx)k)

OBa opmyna ce Moxke 3aIcaTy y OOJIMKY HapeJHe IeTepMUHAHTE:

rats

SN

) j
axb= a,
b,

> Q

al’
b,
Yy 4MjoOj ce MPBOj BPCTU Hajla3e jeAMHUYHU BEKTOPHU y CMEpY &, Y U 2 OCe, Y APYroj BPCTU

KOOp/IMHATE BEKTOpA @, a y Tpehoj koopauHate BekTopa b. YKOIMKO Cy KOOpAMHATE BEKTOpa
@ n b uenodpojHe, M KOOpAMHATE BEKTOpa @ X b cy 1ieodpojHe.

5.1.4.1 JABOAUMEH3NOHA/THN BEKTOPCKU NPOU3BOL

BekTopcku nmpousBon je neduHMCaH 32 BEKTOpe Y TPOAUMEH3MOHOM TpocTopy. Wnak, 1 Bek-
TOPU Yy PAaBHHU CE€ MOy BEKTOPCKM MHOXHUTH ako ce paBaH x(y yTONH y TPOAUMEH3UOHU
npoctop. Tume ce KOOpAMHATE CBAKOT O] ABAa BEKTOPA PaBHHU MPOIIMPE HYJIOM (z KOOPIH-
HaTa THX BEKTOpa je HyJa) U U3BPUIM C€ BEKTOPCKO MHOXKEHe. Pe3ynrar je BeKTOp KOju je
ynpaBat Ha paBad £y, Tj. BEKTOp 4uje Cy IpBe JBe KOOPAUHATE jeHaKe HyJH. 3aucTa
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xb=la, a, 0/=(0,0,a,b,—a,b,).
b, b, 0

TMowmTo HaM je y OBOM Clly4ajy jeAMHO 3HayajHa 2-KOOPAMHATA, BEKTOPCKU IPOU3BOJ JBa
paBaHcka Bektopa @ = (a,,a,) ub = (b,,b,) ce nonexan noncrosehyje ca ckanapom
a,b,—a,b, (mro moxke Suty 30ymyhe, jep HA3MBU CKATAPHU M BEKTOPCKH TIPOU3BOJ TIOTHYY
OJ1 TOTA IIITO je y IPBOM CJIy4ajy pe3yJiTaT MHOXeHa CKaiap, a y Ipyrom Bektop). Ila ducmo
u3deru 3a0yHy, HaramasaheMo yBEK Jia je Y NUTamby MHOKEE JBOAMMEH3MOHAIHIX BEK-
Topa (Tj. g6OGUMEHIUOHANHU GeKITOPCKU TIPOU360G”) U YMECTO O3HAKE X KOPUCTHhEMO X o .
HakJie, 32 IBOAMMEH3HOHAHE BeKTOpe d = (a,,, ay) ub= (b, by) nedpuHUIIEMO 11a je:

S
<

d X9qb=a,b,—a,b, =

S
<

AKO JIBOJIMMEH3HOHAHHI BEKTOPH 05Pasyjy yrao ¢, BPEIHOCT NBOMMEH3HOHATHOT BEKTOp-
CKOT IIPOM3BOJA G X5y b jemuaxa je |d| - [b] - sin .

KonuHeapHocT

Bpenuoct @ X4, b = 0 Ham roBopu 1a cy BeKTOpH d 1 b KoJMHeapHu, Tj. 1 je yrao Koju
00pasyjy O wiu 7 U1 To ce OOMYHO KOPUCTH Kao MOTPedaH U IOBOJbaH YCJIOB 3a UCIIMTUBAE
KOJIMHEAPHOCTH BEKTOPa. 3aUCTa, MOIITO je G X o4 b = |d| - |b] - sin ¢, Baxu ma je:

G Xoqb
sin g = 62—2{.
jdl - |b]

Cunyc je jenHax Hysu 3a yrao 0 wim 7.

3aro jeaHa o1 OCHOBHMX IIPMMEHA BEKTOPCKOT MPOM3BO/Ia MOKe OUTH J1a ce YTBPIH Aa JIU CY
TP Ta4Ke KOJIMHEApHE.

MlojamM BEKTOPCKOr MpoM3BOja (eHII. cross product) ce y TEOPHjCKOj MaTeMaTWIM YOMIITABa M Ha 7i-
JMMEH3HOHAIHE BEKTOPCKe MpocTope, MelyThm, nprkasaHa JeduHuIMja ABOJMMEH3UOHATHOT BEKTOPCKOT MPOo-
U3BOZia ce He yKJama y Ty omuTy aepunuuyjy. BpemHocT a X, b ce Hekama HasuBa W o3nauena ioepuiuna
(enru. signed area) mapajenorpama oapeheHOr MpeKko BEKTOpuMa a U b y paBHH. Y TOM CBETIy, OHa je aHa-
JIOTHA ONepaIiju MEIOBUTOT IPOM3BO/a TPOAMMEH3MOHAIHMX BEKTOPA, KOjOM ce padyHa O3HaueHa 3alpeMUHa
HapaJie/ieluresa Kor TpH BeKTopa rpae. BpemHocT a X 54 b ce HekaJja Ha3UBa U HOPMAAHU CKANAPHU TPOU3EOY
(enrn1. perp dot product), jep je @ Xo,; b = a' o b, re je ca a’ o3HaueH BeKTOp HOpPMAaH HA @, JOOHjeH
poTtanmjoM BekTopa a 3a 90 crenenu. Mnak TepMHUH BEKTOPCKU MPOM3BOA (EHIII. cross product) je 3acTyIUbeH y
JIMTEpATypy O TEOMETPHUjCKUM aJITOPUTMUMA U padyHapcKoj rpacuny, rma hemo ra 1 Mu KOPUCTHTH.
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Mpo6nem

Aaitie cy wipu inauke y iipocitiopy (uau y pasnu). Hciuiiaitiu ga au cy oHe KoAuHeapHe.

Tauka M y TPOAMMEH3HOHAIHOM MPOCTOPY MpHIaja paBoj Koja je onpteeHa Taukama A
u B ako u camo axo je MA x MB = 0 (wm, na TIpUMep, AB x AM = 0). 3a tauke
A, Bu M y paBHH, T0BOJBHO je MpoBepuTH ycioB M MA Xoq MB = 0. Ipu tome Tpeda
duTH 00a3puUB aKo ce pagy ca peasHIM KoopAMHaTama (jep je 300r pauyHCKHX rpelaka Majo
BepoBaTHO Aa he ce JoOUTH BPeAHOCTH KOje Cy Oalll TaYHO jeJHAKe HyJH).

[TpoBepa KOMMHEAPHOCTHU Ce BeOMa JIAKO JIOMYykbYje 0 IIpoBepe Aa M TauKa MpUMaga gy xKu.

MpoGnem

Aaitie cy pazauuninie mauke A, B u imiauxa M y pasnu. Hciauwimiaimiu ga au imauka M
iipuiiaga 3aieopenoj gysicu AB.

Tauka M npunana ayxu A B ako u camo ako je KonmHeapHa ca A u BB, ako ce meHa 1mpojek-
Mja Ha 2-0Cy Hasasu u3Mely rpojekiuja rauaka A u B Ha £-0Cy 1 aKO Ce HeHa PO jeKIuja
Ha y-oCy Hajasu u3mely mpojeximja tayaka A u B Ha y-ocy (1j. ako tauka M mpunana
NPaBOYTraoHMKY uHja je qujaronana AB). Ako 3Hamo na nyxk A B Huje BepTuKaiHa, Taja je
JOBOJBHO MPOBEPUTH CAMO PO jeKIHje Ha T-0Cy.

bool kolinearne(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& M) {
return (B.x-A.x)*(M.y-A.y) == (M.x-A.x)*(B.y-A.y);

bool pripadaDuzi(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& M) {
return kolinearne(A, B, M) &&
min(A.x, B.x) <= M.x && M.x <= max(A.x, B.x) &&
min(A.y, B.y) <= M.y && M.y <= max(A.y, B.y);
}

V NperxoQHOj UMIUIEMEHTALU]U ce cMatpa Ja je ayx AB 3arBopeHa. AKO ce pa3marpa
oTBOpeHa ayx A B, Taja HejeqHAKOCTH y IIPOBEPH TpojeKirja Tpeda aa dyay crpore.

3HaK BOAMMEH3NOHA/THOT BEKTOPCKOT Npon3Boja

3HaK BPEAHOCTH ABOJMMEH3UOHATHOT BEKTOPCKOT IPOM3BOAA O X o dT) HaM roBOpY O OpHjeH-
THCAHOM YTy U3Mely BekTopa a u b, TIPY YeMy ce cajia yrao nocmarpa y uarepsaiy [0, 27)
(cmuka 5.6). Ilo3uTuBHE BpeAHOCTH TOBOPE [1a j€ Yrao KOju Ce OMKCYje POTUPAEM BEKTOpa
a xa BCKTOpyT) y TMO3UTMBHOM MaTeMaTHYKOM cMepy KOoHBekcaH (y unrepsany je (0,7)), a
HEraTHBHE BPEIHOCTH 1A je Taj yrao HeKoHBekcaH (y unreppaiy je (7, 27)). OBo, HapaBHO,
oJroBapa 3HaKy CUHyca yIJa.
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B

Cnuxka 5.6: Ilo3utrBaH 3HaK BEKTOPCKOT MPOM3BO/Ia YKa3yje Ha KOHBEKCaH, a HEraTUBHU Ha
HEKOHBeKcaH opujeHTrcanu yrao usmely sekropa OA u OB.

Jomr jemHa mHTepnpeTalja je Ja MO3UTHBHU 3HAK JBOJMMEH3UOHATHOT BEKTOPCKOT MPOU-
3BOZIA 4 X o dB yKasyje Ja je HajOMKHM ITyT O BEKTOpa a 110 BeKTopaZ ,,HaJIeBO” Tj. Y TIO3UTHUB-
HOM MaTeMaTH4YKOM CMEpY, JOK HETaTUBHU 3HAK JBOAMMEH3UOHATHOT BEKTOPCKOT MPOCTOPA
yKa3yje Ha TO Ja je HajONMXKH MyT ,,HAJIeCHO .

3HaK JBOAMMEH3UOHAJIHOT BEKTOPCKOT MPOM3BOAA CE MOKE UCKOPUCTUTH U [a Ce TauKe KJla-
cudukyjy y ABe NosTypaBHy Ha Koje npasa A B e pasan. HeratneHa Bpe/iHOCT BEKTOPCKOT
npousBoga OA X, OB ykazyje ga tauka O Tpumnazga jeaHoj MoMypaBHHM, a TIO3UTHBHA J1a
npurnaa apyroj (nok BpeaHoct 0 ykasyje Ha To aa tauka O npumajia rpaHnvHoj npaBoj AB).

Ha pesumupamo, cieaehu ycnoBu cy MelhlycOOHO eKBUBaJIEHTHU:

* 3HaK JBOJUMEH3MOHAIHOT BEKTOPCKOT ITPOM3BO/IA OA x 2 OB jé TIO3BUTHBAH.

* HajOonmmxu myT o BekTOpa OA no BEKTOpa OB je ,HaneBo” Tj. y HO3UTUBHOM Marte-
MaTUYKOM CMEDpY.

* VYrao oz BeKTopa OA 1o BEKTOpa OB y IO3UTBHOM MaTeMaTUYKOM CMEDPY j& KOHBEK-
CaH.

VY nornaspy 5.1.6 BugeheMo aa ce 3HaK BEKTOPCKOT MPOM3BO/IA KOPHCTH U 3a ofpehuBame
OpUjeHTaldje TPOjKe Tayaka, ITo je (pyHAaMeHTalHa onepanyja y MHOTMM reOMeTpPUjCKUM
AITOPUTMHUMA.

5.1.5 ToBplKnHa U NnpumMeHe
Mpo6nem

H3pauynaiiu iiogpuiuny imipoyina uuja cy mwiemena mpu wauke y pasHu 3agatie ceojum
KoopguHaiiama.
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TToBpuIMHA TPOYTIA YKje Cy CTPAHMIIE IBA 1aTa BEKTOPA d 1 b je MOJOBUHA OBPIIMHE MapaJie-
JlorpamMa KOjy OHHU Ipajie ¥ jeIHaKa je TIOJIOBIHU allCOMYTHE BPEJHOCTH HbIXOBOT BEKTOPCKOT
TMpoM3B0/A. AKO Cy T03HaTe KoopauHate TemeHa Tpoyrna A(a,, a, ), B(b,,b,) uC(c,,c,),
BexTopy crpanuia cy AB = OB — OA = (b, —a,,b, —a,) n AC = OC — OA =

(c; — ay,c, —a,), na je NOBpUIMHA je/IHAKA

P o |E XQdA—C;| . ‘(bqj_aqj><cy_ay>_<by_a’y)(c.1}_a’$)’
ABC = 9 = 2 '

double PovrsinaTrougla(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
return abs((B.x - A.X)*(C.y - A.y) - (B.y - A.y)*(C.x - A.x) / 2.0;

[oBpiHa He Mopa duTH Lieo OpPOj Yak HU KaJa Cy KOOpAMHATe LeaodpojHe (300r Aebera
ca 2). Jla Ou ce u3derao paj ca peaJTHUM OpojeBUMa, HeKaaa ce y Koay Aedunuie (hyHKIHja
KOja M3pavyyHaBa JBOCTPYKY IOBPILIMHY a KacHUje hopMyJie ce, ako je Moryhe, Moaugukyjy
TaKo Jla yMeCTO MOBPILIMHE KOPUCTE ABOCTPYKY MOBPIINHY.

U |[ABxAC| .
3pa3soM 5 C€ MOXE pavyyHaT! U MOBPIIMHA TPOYIVIA Y TIPOCTOPY (/M je Tajia u3pa3
KOjUM ce TIOBpIIMHA U3pakaBa MoMohy KoOpArHaTa Tayaka KOMIUIMKOBAHUjH).

INoBpmmHy je moryhe m3padyyHaTH W Ha Apyre HayWHE, aji jeé TO YeCTO WM HeeHKacHO
WK ce KoHauHa popMmyiia cBOM Ha mperxoiHy. Ha npumep, XepoHoB odpasan s = (a +
b+¢)/2, P = /s(s—a)(s — b)(s — c) ykibydyje KOpeHOBatbe, IUTO OBAj NPUCYI YMHK
Hee(UKACHUM.

Joll jesan HAUMH J0J1aCKa 0 Pellierha je Ja ce MOBPIIMHA TPOYIIa UCKaXe Kao pa3sikKa ro-
BpumHa ofpehenux Tpanesa. Ha nmpumep, ako Baxwu pacropen a, < b, < c,,makocy A,,
B, u C,, penom npojekimje tadaka A, B u C' Ha x-ocy, Taja je nospumHa tpoyriia ABC
jenHaka pasznmim u3mely 30upa noepinHa npasoyrmix tpanesa AA, B, B, BB,C,C n
nosprmne npasoymior Tpanesa AA, C, C' (cimka 5.7).

IopumHa Tpane3a AA, B, B jenHaka je npou3sBoay LyXKHHE HEroBe Cpe/ibe JIMHUje U 1y-
KUHE 1eroBe BucuHe. [lyxuHa ocHoBuie A A jenHaka je arncoiyTHOj BPeJHOCTH KOOPIH-
HaTe a,, JykuHa ocHoeule B, B jefHaka je ancolyTHOj BPeAHOCTH KOOpAMHATe b, JIOK je
Jy’)XMHa BUCHHE jeJIHaKa ariCoJyTHOj BPeJHOCTH pa3iuke KoopauHara b, u a,. Tako ga je
MOBPIIIMHA TOT Tpame3a jeJHaKa

|b:r - a:c|(|ay| + |by’>
2

5.2)
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B(bg, by)
Clca, Cy)
Aaz,ay) [—]
Az B Cy z

Cnuxa 5.7: TloBpiInHA TpOyIJia ce MOXKe U3pa3UTy oMony MOBPLIMHA Tparesa.

Ha cnyuvan HauMH MOry ce u3BecTu u (popmyJie 3a Apyra JiBa Tparesa.

AnanmzoM Moryhux pacropesa Tayaka, MOXe ce Mmokas3aTu Ja he ce vcnpaBaH pe3yJrar ao-
dWTH 1 aKo ce mocMaTpa TakKo3BaHa O3HAYeHA MOBPIIMHA TPare3a, Koja UCKJbydy je pauyHame
arcoIyTHE BpeAHOCTU Y hopMyJiH (5.2) U JOMyIITA HETaTUBHE AyKMHE U noBpuvHe. Hanwme,
o3HaveHa noBpinrHa Tpoyria A BC' duhe jemHaka 30Mpy O3HAYEHUX TMOBPIIKHA TPH MOMeE-
HyTa npasoyria tpanesa (AA, B, B, BB,C,C u CC_A,_,A), a npaa NoBpIIIHA TPOYIJIA
ouhe jegHaka meHO] anicoyTHOj BpeAHOCTU. (O3HAauUeHe MOBPIIMHE OBUX Tpares3a Aodujajy
Ce TAaKO LITO Ce Y MPETXOAHO U3BEICHUM (hpopMyiama 3a BbUXOBY HOBPIIMHY 3aHEMape arco-
JIyTHE BPEIHOCTH, TAaKO J]a ce TIOBPILIKHA TPOyrya goduja cieaehoM opmysom.

P o |(bx - aw)(by + ay) + (Ca: - ba:)(cy + by) + <a:c - Ca:><ay + Cy)|
ABC — 9

Haxon cpehuBama goduja ce popmyia

la,b, +b,c, +c.a,—a.c,—c.b,—b.a,l
Pypc = D)

Oga ¢opMmyIa ce Hekaaa Ha3uBa ipasuno iepiiae (eHrn. shoelace formula). 3amucra, ako ce
KOOp/AMHATE TauyaKa 3aIlUIy y HApEJHOM OOJIMKY

azxay
b,"b,
<
ey
a,”a

Y
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(opmyna ce rpagm Tako IITO Ce ca jeJHUM 3HAKOM y3MMajy MPOM3BOIM OF03rO-HaHWKE,
cieBa-yaecHo (1o ¢y a,b,, b,c, n ¢ a,), ROK ce ca CyNIpOTHAM 3HAKOM y3UMa]y NPOM3BOAK
0JI03[10-HaBHIIIE, CJIEBa yIECHO (To cya ¢yb, mbya,), mTo, Kaja ce HaUpTa, 3AKMCTa MOJ-

ceha Ha IMK-LIaK Be3UBakbe NEePTIH.

.’,Uy’

IMpumeTMO Jia ce HaKOH cpehjuBama hopmysie JoOUjeHe Kajia ce MOBPIIMHA TPOYIIa padyHa
moMohy BEKTOPCKOT Mpou3BoAa Takohe noduja ¢popmyna nepwie. Bunehemo na ce popmyna
nepTie MOXke YONIITHTH U HAa U3pauyHaBambe MOBPIIMHE OapeljeHnX BpcTa MHOTOYIJIOBA.

5.1.5.1 PacTojarbe Tauke of, npase

MpoGnem
3a gaitie imauxe A, B u C'y pasnu, ogpeguitiu paciiojaree og C' go iipase AB.

C!

Cruika 5.8: M3pauyHaBame pactojara Tauke C' of npase AB.

[NoBpimHa napanenorpama oapeheHor BeKTopuma ABu AC (cmuka 5.8) je ca jeqHe cTpaHe
jeIHaKa arcolyTHOj BPEIHOCTH JIBOIMMEH3MOHAHOT BEKTOPCKOT ITPOM3BO/Ia BEKTOPA HHEr0-
BUX CTpaHMIIA, JOK je ca Jpyre CTpaHe jeJHaka IPOM3BOAY JyKMHE Herose ocHoBe AB u
Bucute C'C 4 5. OBO ce MOxe ynoTpeduTtH Ja O ce u3pauyHasio pactojarbe Tauke C' of
npase oapehene taukama A u B, Jep TO pacTojambe mpejcrasba Bucuny C'C' A TTaparneo-
rpama ogpeheror Bextopuma AB u AC. TIomwTo je fy’KuHa OCHOBULE je/HAKA |AB| BHCHHA
Tj. pactojame Tauke C' 10 mpaBe AB je jenqHako

’TB) de A—C;’ — ‘(bx - a’x><cy - a’y) - (by - ay)(cx - a$)‘
4B Vb= + 0,0,

Hapennom dyHKIIMjOM ce oapeljyje pacTojarme qate Tauke of Jate Ipase.

double rastojanje(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
double dx = B.x - A.x;
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double dy = B.y - A.y;
return abs(dx*(C.y-A.y) - dy*(C.x-A.x)) / sqrt(dx*dx + dy*dy);

ABxAC .
W3pazom %L ce MOXKe pauyHaTH U PacTojarbe 0f Tauke A0 MpaBe y IPOCTOpy.

Mpo6nem

3a gaitiu ckyii wauaka S y paenu, ogpeguitiu Hajkpahe pacitiojaree og Heke twiauke C' € S
go iipase AB.

AKO je MoTpedHO OIpeIMTH HajOIMKY WM Hajlaby TauKy HEKOr CKyma of rpaBe A B (a He
Y ’bUXOBA PacTOjama), TOBOJBHO je U3PAUYyHATH ¥ IMOPEAUTH CaMO BPEIHOCTU OpOjHOIIa, jep
he 3a cBe Tauke BPEJHOCT UMEHHOLIA OUTH UCTA.

5.1.6 OpujeHTaymja TpojKe Tayaka U NpUMeHe
VYpeheHna Tpojka HEKOJIMHEAPHUX Tayaka Yy paBHU MOXeE UMATH:

* OpHjeHTaIljy y CMepy CYPOTHOM OJ] KpeTama Ka3zajbke Ha YaCOBHUKY — MaTeMaTHUKHU
MO3UTHUBHA OpHjeHTaImja (cimka 5.9 (a))

* OpHjeHTaIM]y Y CMEpPYy KpeTama Ka3a/bKe Ha YaCOBHUKY — MAaTeMaTHIKU HEraTUBHA Op-
aujeHtanuja (ciuka 5.9 (0))

C By

U )

A B Ay C1

Ciuka 5.9: (a) Tpoyrao ABC' uma mateMaTHuK¥ MO3UTHBHY opujeHTanujy. (0) Tpoyrao
A, B, C, uma MaTeMaTHIKy HETATUBHY OpPHjEHTAIIH]Y.

Basxe HapesnHa cBojcTBa:

* ako ypehena Tpojka A BC' uma no3uTHBHY (HEeraTuBHY) OpUjeHTALH]y, OH/a U ypeheHa
tpojka BC' A nma no3utuBHY (HeraTuBHy) opujeHTaiujy (ma u tpojka C'AB);

* ako ypebena tpojka ABC' uma No3uTHBHY (HEraTUBHY) OpUjeHTAIMjy, OHIa ypeheHa
tpojka BAC uma HeratuBHy (Mo3utuBHy) opujenTanujy (na u tpojke ACBu C BA).
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OpI/IjeHTaLII/Ija C€ MOXKE 3aCHOBATH U aKCI/IOMaTCKI/I3, aJIi C€ JIJAKO MOXKE aHAJIMTUYIKHA U3pavdy-

HaTH Kajla Cy To3HaTe Koopaunarte Tavaka A(a,, a, ), B(b,,b,), C(c,,c,). Opujenranujy
Tpojke ABC' nepvHUIIEMO KO 3HAK JABOAMMEH3UOHAIHOT BEKTOPCKOT POM3BOIA:

AB x4,y AC = (b, — a,)(c, — a,) — (b, — a,)(c, — a,).

INomro nocroje Tpu Moryhe opujeHTanyje, y nujby MOCTHA3amka YUT/BUBOT Mporpama Moryhe
je AedpuHMcaTH HAOPOJUBU THII 32 IPEICTABbAE OPUjEHTALIH]E.

enum Orijentacija {POZITIVNA, KOLINEARNE, NEGATIVNA};

V HekuM ciyyajeBIMa MOKXEMO CMaTpaTy U [1a je OpUjeHTalrja 1eo Opoj u To 1 3a HO3UTUBHY
opujeHTauyjy, —1 3a HeraTuBHy 1 0 3a KOJIMHEapHE Tayke.

Kana cy koopanHaTe Tauaka 11e00pojHe, PyHKIHMja 3a U3pauyHaBamke OpHjeHTalluje ce BeoMa
JjEeIHOCTaBHO Je(hUHHUIIIE.

Orijentacija orijentacija(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
int d = (B.x-A.x)*(C.y-A.y) - (C.x-A.x)*(B.y-A.y);
if (d > 0)
return POZITIVNA;
else if (d < 0)
return NEGATIVNA;
else
return KOLINEARNE;
}

CtBap je KOMIUIMKOBaHHWja Kaja ce paau ca KOOpAMHATaMa Koje Cy 3amucaHe rnomohy Opo-
jeBa y mokpeTHoM 3ape3y. Haume, kiiacugukoBamwe opujeHTalyje, a 1IoceOHO UCIIUTHBAbE
KOJIMHEAPHOCTH MOe OUTH BeoMa MpodseMaTUYHO YCJel rpellaka y 3anucy opojeBa. Ha-
MMe, YMECTO J]a BPEAHOCT JBOJMMEH3MOHAIHOT BEKTOPCKOT MPOM3BOJA Oyle TayHO HyJIa,
OHa MOKe Ja Oyjae Heku BeoMa manu Opoj Onmzak Hynu. HajjenmHocraBHUje je na ce Taga
(UKcHpa Heka BPEIHOCT € U Jia Ce, Kaja rojl je BPEJHOCT IPOU3BOJIA y UHTEPBALY [—¢, €],
Tayke Iporjiace 3a KoauHeapHe. MehyTum, Huje yHanpes jacHO KoJiuka du Tpedasio na dyae
Ta BPEIHOCT €. BpeaHocT BEKTOPCKOT MPOM3BO/a He 3aBHCH caMo Of1 yIyia nu3Mely BeKTopa,
Beh U o BUXOBE AyKUHE, a OU MPEeLU3HUjU MPUCTYIT OM OMO Ja Ce Ha OCHOBY BPEJHOCTU

3 AKCHOMATCKO 3aCHUBAHE OPUjeHTalje JAeTa/bHO je omucaHo y Kwusu JoHanga KuyTa ,,Akcuome u oMo-
Taun’.
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JBOIMMEH3MOHAIHOT BEKTOPCKOT IIPOM3BOJa M3padyHa CUHYC yIila u3Melly BeKTopa U Ja ce
3a IpoBepy KOJMHEAPHOCTU 3aXTeBa Jla OH IIPUIaja HEKOM MajloM MHTepBaly, MehyTuM, To
j€ pauyHCKU 3axTeBHUje. [IpuMeTrMO fa y HEKUM IpUMEeHaMa Huje MpeBUIle OUTHO Kako he
ce KJIacCU(UKOBATH TauKe KOje cy CKopo KosmHeapHe. Ha npumep, y pauyHapckoj rpaduiy,
KaKoO rof 1a ce KJIacu(puKyjy Tauke Koje Cy FOTOBO KOJIMHEapHe, JbyACKO OKO Hehe NpuMeTuTH
pasNuKy.

5.1.6.1 TpoBepa Aa Nn cy Tayke ca UCTe CTpaHe npase

Mpob6nem

3a gaitie imiauxe M u N yiwiepguitiu ga .2 cy ca uciiie ciipare ipase p ogpebherie waukama

AuB (A # B).

JeanoctaBHOCTH paau npetnoctaBuhiemo a HujeqHa oa Tadaka M u [N He puIaia Ha paBoj
AB.

Tauke M u N cy ca ucte cTpaHe mpaBe p ako U camo ako cy tpoyriosu ABM u ABN,
A, B € p ucre opujentanmje (cimka 5.10). Jlakiie, JOBOJBHO je jia UCITMTAMO [1a JIU CY Oro-
Bapajyhu JBOAMMEH3UOHAIHUA BEKTOPCKHU MPOU3BO/IM UCTOT 3HAKA.

eN

Ne Ne

Cmuka 5.10: 'V npBom ciyudajy tauke M u N ce Hanmase ca ucre crpane npase AB jep cy
0de opujentarmje ABM u ABN nosuruBHe (na cy 0da yriia ABM u ABN KOHBEKCHa).
V npyrom ciiydajy cy Tauke MOHOBO ca KCTe cTpaHe jep cy ode opujentanuje ABM u ABN
HeraTuBHe (1a cy oDa Ta yIjla HEKOHBEKCHa). Y TpeheM cilydajy Tauke ce Hajase ca pa3HuX
CTpaHa, jep je jelHa OpHjeHTalllja MO3UTUBHA, a jelHa HeraTUBHa (I1a je jellaH yrao KOHBEeK-
CaH, a Ipyr'd HEKOHBEKCaH).

Kaga umamo Ha pacnionaramwy (hyHKIMjy 32 pauyHame OpUjeHTaldje, UMILIEeMEeHTal1ja Ipo-
Bepe 1 JIU Cy JIB€ TauKe ca UCTe CTpaHe IpaBe je BeoMa jeJHOCTaBHA.
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bool saIsteStrane(const Tacka& A, const Tacka& B,
const Tacka& M, const Tacka& N) {
return orijentacija(A, B, M) == orijentacija(A, B, N);

}

[Mpommpumo cafga 3axTeB TUME [ KeJMMO Jla aKO Cy TauyKe ca Pa3HUX CTpaHa IpaBe ofpe-
IMMO U TpecevHy TauyKy JyXkH{ KOja UX Craja U mpase (IpU YeMy je MoTpedHO pa3MOTPUTH U
moryhuoct ga M wm N npunana npasoj AB).

MpoGnem

3a gainie wauxke M u N yiwiepguitiu ga au cy ca pazauMuiiiux ciipana ipase p ogpeherie
wmaukama A u B (A # B) u ako jecy, ogpeguitiu Koopgurnaitie ipeceurie mauke gyncu
M N u ipase p.

Hapeanu Meto[ je 3acHOBaH Ha KOpHIhewy ABOJUMEH3MOHATHOT BEKTOPCKOT TIPOU3BO/IA,
aJM He 3a U3padyHaBambe OpPHjeHTaIje TPOjKe Tayaka, jep heMo KOpUCTUTH IIPOU3BOJIE BEK-
TOpa 00JIMKa XY x 2d ZW (ko jH1, IOJCETUMO Ce, J1ajy BPeIHOCT O3HAYeHe MOBPIIUHE apa-
nenorpama onpehenor momohy Ta 1Ba BeKTOpa).

JlereHepucanu Ciyyaj HacCTyna Kajia Cy BEKTOpHU ABu MN KOJIMHEapHH, HITO ce JiellaBa
aKo U caMo aKo je AB x B X4 MN = 0. Axo cy y Tom ciydajy tauke M, A u B xonuneaphe
Tj. ako je M MA X 94 MB = 0, tana IyX TPUINAAa TIpaBoj, a ako HUCY KOJIMHeapHe, OHJla
MpeceKk He TOCTOjH.

V HeJereHeprucaHOM CIy4ajy je ABx ogM N # 0. Taga mocroju nmpeceuHa tavyka X mpaBux
ABwu M N v Baxu 1a je:

X=M+kEMN, rtj. MX =FkMN.

Tauka X npunana ayxu M N ako u camo ako je 0 < k < 1. IMomrro je M X = M A+ AX,
MHOKEHEM TPETXOIHE jeiHaYnHe BEKTOPCKU ca A B cieBa, noduja ce:

AB Xy (MA+ AX) =k - (AB x4, MN)

TMowrro Baxku ma je AB X4, AX = 0, jep tauka X npunaza npasoj AB, na cy Ti BeKTOpu
KOJIMHEAPHH, MOXEMO M3padyHATH Koe(pUIIHjeHT k.
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. AB x,; MA
AB x,; MN

Ila ©u ce mpoBepmiio ja m Tauka X npurnaia xyxu M N 10BOJBHO je TpOBEPUTH:

1. namu cy Oopojesu AB x5y M Au AB X4; M N ucror 3HaKa u
2. namu je |AB Xy MA| < |AB X4, M N|, mito ce cBe MOXe ypaauTH 1 Y HEeJI0OPOjHO]
apUTMETHIIU (aKO Cy OYeTHE KOOPJMHATE TayaKa [1eJI00POjHE).

OBa TexHHMKa UMa 1 jacHy reOMeTpHjCKy MHTeprpeTanyjy (ciauka 5.11).

.

NQ“ X" / M

N's X v
Cmuka 5.11: I'eomerpujcka uHTEprpeTanyja ogpehuBama KoeduimjenTa k.

Heka je M’ = M + ABuN' = N+ AB. BpenHoct AB x 2d MA NpeJICTaBIba O3HAYCHY
TMOBPILMHY NIapajiesiorpaMa oapeheHor BeKTopuma ABuMA (oH je obojeH Ha ciurm 5.11).
Ta je noBpIIMHA je/lHAKA O3HAYECHO] MOBPIIMHMU Mapajenorpama P; onpeheHor BekTropuma
MX u XX'. Bpennoct AB x 2d MN npeacrapsba 03HaueHy NOBPIIMHY NapaelorpamMa

P, onpebhenor Bektopuma AB = MM’ u M N (u oH je odojen Ha cimim 5.11). Tloruro
napanenorpamu P, u P, uMajy uCTy BUCHHY, OTHOC FBMXOBHX IOBPIIMHA jeHAK je OfHOCY
nyxuHa wrxoBux crpanviiia M X u M N.

HapagHo, na o1 ce nyxu cekiie, MOTpeOHO je U Ja KoepULUjeHT

_ AM x4y MN

k=2
AB x,; MN

npunajga untepsaiy [0, 1], mro nocedHo Tpeda nmpoBepuTH.
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5.1.6.2 WcnuTuBakse fa /M Tauka Npunaga yHyTpawHwOocTu Tpoyria

Mpo6nem
Jaiu je wpoyiao ABC uiniauxa P. Heauimiamiu ga au iwiauxa P ipuiiaga ynyiwpawrsociiiu
wpoyina ABC' unu ne.

Kao miro je To odmyHO ciyyaj y reomerpuju, Tpeda oOpaTUTH Maxihy Ha JAereHepucaHe v
rpaHuyHe ciayvajeBe. Ha mpumep, mu hemo, jeAHOCTaBHOCTH paly, MPETIOCTaB/baTh Ja je
TpOyrao HejereHepucas, Tj. 1a cy tauke A, B u C' HekonmueapHe. Cmarpahemo ga Tporyao
YMHEe TeMeHa M Tauke Ha cTpaHuiiaMa. [lopen mux, pa3imkoBaheMo Tauke y YHYTPaIllbOCTU
Y CIIOJhAIIEOCTH Tpoyria. Ilox oitieoperum iwipoyinom nogpasymeBahemMo camMo HEroBy yHY-
TPALIBOCT, a MOJ 3AIUGOPEHUM HPOYINOM YHU]Y TPOYITa (HEroBUX TEMEHa U CTpaHula) ca
ErOBOM YHYTpAIIHOIny. Y HEKUM IpodsieMuma (Ha puMep, TPOBEPH MPUITATHOCTU Ta9Ke
TPOYIIIy) je BeoMa BaKHO pa3IMKOBAaTH OTBOPEHE M 3aTBOPEHe TPOYINIOoBe U Taaa hieMo jacHO
HarjlalaBaTy ca KakBUM JIMKOM PaiuMO, JOK je Y HEKMM MpodjieMUMa TO UpeJIeBaHTHO (Ha
MpUMeD, 32 U3pavuyHaBabe MOBPIIMHE TPOYIJIA).

Cnuka 5.12: 'V npBom ciyuajy tauka P npunaza yaytpamsoctu Tpoyriia A BC' i cBe Tpojke
ABP, BCP u CAP cy ueraruro opujentucane (csu yrmosu ABP, BCP u C AP cy
KOHBEKCHH). Y JIpyroMm ciydajy tauka P npumnazia yHyTpauocti Tpoyria ABC, a cee Tpu
TpOjKe Tauaka Cy MO3UTHBHO OpHjeHTHCAaHE (CBY YIJIOBH Cy HEKOHBEKCHH). Y TpeheM ciydajy
tauka P He npunazna yHytpatmocti poyria A BC v tpojka ABP je MO3UTUBHO OpHjeHTH-
cana (yrao ABP je HekonBekcaH), 10k cy Tpojke BC'P u C'AP HeraTuBHO OpHjeHTHCAHE
(yoeu BC' P u C' AP cy KOHBEKCHN).

Tauka npura/aa yHy TpaIimbOCTH TPOYIJIA aKO M caMo ako cy tauke C' u P ca ucTe cTpaHe npase
AB, tauke A u P ca ucre crpane npaBe BC u tauke B u P ca ucre crpate npase C'A. Ako
TO BaXXH, TaJa je ucta opujertanuja tpojku A BC' u A B P, ucta opujentanuja Tpojku BC' A
u BCP u tpojku CAB u C'AP. Tlowro cy opujenranuje tpojku ABC, BCAu CAB
jenHake, jeaHake cy u opujenrarmje Tpojku ABP, BCP u C AP. Tlokasyje ce aa je 0BO
JI0BOJbAH yCJIOB Jia 61 Tauka P npuragaina otBopeHom tpoyrny ABC (civka 5.12).
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OOpaTtuMo Naxkmy Ja 0Baj yCI0B HE 00yXBaTa IMPHUIIAJHOCT CTPaHULAMA TPOYI/IA: HAUMeE, aKO
Ou Tauka mpumagaia HeKOj CTpaHUIM, HeKa OpHjeHTaruja O Omia jeJHaka HyJId U He Ou
owio moryhe n1a cy cBe opujeHTauuje Mel)ycodHO jeqHaKe.

Kanga nmamo ¢pyHKIIM]y 32 3pauyyHaBawbe OpHjeHTallMje Ha pacrojaramby, UMILIEMEHTaIja
MpoBepe Ja JIM TauKa MPHIaja OTBOPEHOM TPOYIY je BeoMa jeJJHOCTaBHa.

bool tackaUOtvorenomTrouglu(const Tacka& T,
const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
Orijentacija ol = orijentacija(A, B, T);

Orijentacija o2 = orijentacija(B, C, T);
Orijentacija o3 = orijentacija(C, A, T);
return ol == 02 && 02 == 03;

}

dyHKIMja 32 TPOBEPY JAa JIM TayKa MpHIaga 3aTBOPEHOM TPOYIJTy Tpeda 1a y3me y o03up 1
1a JTA TadKa [pUIiajia CTpaHuIlaMa TPoyriia y cliydajy Kaja je HeKa opujeHTaluja HyJa.

bool tackaUZatvorenomTrouglu(const Tacka& T,
const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {

Orijentacija ol = orijentacija(A, B, T);

Orijentacija 02 = orijentacija(B, C, T);

Orijentacija o3 = orijentacija(C, A, T);

if (o1 == 0 && pripadabDuzi(A, B, T)) return true;

if (02 == 0 && pripadabDuzi(B, C, T)) return true;

if (03 == 0 && pripadaDuzi(C, A, T)) return true;

return ol == 02 && 02 == 03;

dyHKIMja KOja MpoBepaBa MPUIAAHOCT TauKe AyKH je mpuKa3aHa y noriasby 5.1.4.1. ITlo-
IITO Ce Ta IMpoBepa BPIIU caMo Kajaa ce Beh 3Ha J1a cy ogroBapajyhe Tauke KojmHeapHe (jep
je opujenTanuja (), JOBOJBHO je camMo MPOBEPUTH NMPOjEeKLMje Ha T U Ha Y-OCy.

Jomr jegan npucTyn npoBepH J1a JiM TaYKa NpUIaja 3aTBOPEHOM TPOYIITY je /1a ce TPOBepH Ja
qm je 3oup nospimna Tpoyriosa ABP, BCP u CAP jennak nopiuvbu tpoyria A BC.
OBaj mpHCTYI MOXe OUTH pauyHCKH Hee(pUKaCHUjH (HAPOUMTO aKO Ce TIOBPIIMHE pavyHajy
XepoHOBUM 00paciieM, KOju YKJbYUy je KOpeHOBame). [loaTHO, ako Cy Tauke MpecTaB/beHe
peaHIM KOOpAMHATaMa, OBaj MPUCTYIT MOXe Aa Oyae HyMepudky HectadmnaH. Hanwve, u 3a
TauKy KOja je YHyTap Tpoyria, MOXe Jia ce JecH Jia 30Up MOBpIIMHA TPU Makba TPOyIja He
dyne TayHO jemHak, Beh camo dsm3ak MoBpIIMHA Beher Tpoyria. 3ato je jeqHaKOCT OTPedHO
MPOBEPABATH JIO HA HEKY TAYHOCT £ (IIPU YeMY OCTaje OCET/bUBO MUTAE KAKO OJPEAUTH Ty
BpemHOCT €). VI3 cBMX HaBeIeHUX pasJiora, OBaj MPHUCTYII je MOKeJbHO N30eraparty.
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bool tackaUZatvorenomTrouglu(const Tacka& T,
const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {

double P = povrsinaTrougla(A, B, C);

double PA
double PB = povrsinaTrougla(A, T, C);

povrsinaTrougla(T, B, C);

double PC = povrsinaTrougla(A, B, T);

return abs(P - (PA + PB + PC)) < EPS;

5.1.6.3 Tpecek ayxu

Mpo6nem

3a gyscu AB u CD sagaitie koopgunaimnama mauaka A, B, C u D ogpeguitiu ga au ce
CeKY U, aKo ce ceKy, ogpeguitiu oap jeghy upeceuny wwauxy. Ipeitiiiociiasuiiu ga cy gyoicu
3ameopene, Mj. ga cagpaice ceoje Kpajroe mauke.

AKO cy CBe TayKe y OIIITEM TOJIOXAjy, Tj. CBE TaUKe Cy Pa3IMunTe U HUKOjE TPU HUCY KO-
JIMHEapHe, JIy)KH ce CeKy ako u camo ako ayx AB cede npaBy C'D u ayx C'D ceuye npaBy
AB, na ce UCTIUTUBaKbE TIPECEKa JBE TyKH MOXKE JIAKO CBECTH Ha UCIIUTHBAE MTPEceKa Ty KK
Y npase (IITO je OMUCaHO y noriaeby 5.1.6.1). [dyx cede mpaBy ako U caMoO aKoO Cy HbEHe
Kpajie TauKe ca pa3HUX CTpaHa Te IMpaBe, a TO je MPOOJIEM KOjU ce JIAaKO pelaBa momohy
WCOHUTUBAaKa OpUjeHTalje Tayaka. [I0BOJBHO je MPOBEPUTH J1a JIM Cy OPUjEHTAL]je TPOjKU
CDA w CDB paznuuutor 3Haka u 1a i cy opujentanje Tpojku ABC u ABD pa3nuun-
TOT 3HAKA, Tj. Ja JIX MM je TIPOM3BO]] HeraTUBaH (TIpY YeMy ce 3a OpujeHTanujy Tpojke XY Z
MOXe y3€TH 3HaK JBOJMMEH3MOHAIHOT BEKTOPCKOT POM3BOA XY x 2d X2). Ogaj Tecr ce
JIako npusiarohasa ciyyajeBUMa y KOjuMa Cy HeKe TpH Tauke KojauHeapHe. Haume, ymecro na
ce 3aXTeBa Ja Cy JBE TauKe ca CTPUKTHO Pa3MYMTHX CTpaHa Mpase, Moryhie je yKJbyuuTu 1
cilyyaj a HeKa oJ] FbHX IPHIaa IIPaBoj, IITO Ce CBOJIM Ha CTIMTUBAIGE J1a JIU je OpUjeHTaIuja
HENO3UTUBHA (BPEIHOCT jOj je Mama WM jeJHaKa Of HyJe).

ITpodsiem npencTasba AereHepUcaHy Clydaj Kajla Cy CBe YeTUpHU Tauke kojauHeapHe. Hanme,
aKo Cy CBe TauKe KOJIMHeapHe, CBe opujeHTauuje Tpojku ouhe jennake 0 u u3 Tora Hehemo
MONhM J1a U3BYy4YeMO HUKaKaB 3aK/byyak 0 Mel)yCOOHOM O/IHOCY /IBE J1y:KHU (3HAMO J1a OHE Ipu-
najajy jelHoj mpaBoj, ajau Cy CBU BbUXOBU Mel)ycodHu onHocu Moryhu). ¥V ToM cityyajy bu-
XOB OJJHOC je Moryhe MCIHTAaTH NCIMTHBAKEM HBUXOBHUX MPOjeKIfja Ha £-0Cy (Tj. BBUXOBUX
2-koopauHata). Haxanoct, HM OBO HUje IOBOJBHO y Cly4ajy Kaja CBe YETHPH Tauke UMajy
WCTy T KOOpAWHATY, HO TaJa MOKEMO HCIHTATH HBUXOBE MPOjeKIdje Ha y-0cy (Tj. IBUXOBe
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y-koopauHare). [la ou ce mpojekuuje Ha x-ocy [a,,b,] v [c,, d,] cekie noBoIbHO je na He
BaXU /12 je jelaH oJf MHTepBaJa JIEBO O[] APYIor Tj. He cMe na Baxu b, < c, numn d, < a,,
IITO je eKBUBAJIEHTHO ToMe J1a je b, > ¢, Ad, > a.. [IpuamkoM mpiuMeHe oBora ycjioBa ro-
TpedHO je 00e3deuTH fa ce 3Ha IITa je JIBH, a IITa JeCHH Kpaj MHTepBaia Tj. Aa je a, < b,
u ¢, < d,. AHAJIOTHO ce MOCTaB/ba YCJIOB KOjU MOpPa Jia BaXH U 3a MPOjeKIIrje Ha y-0cCy.

Creau nMIjieMeHTaIMja MpoBepe Aa Jiv ce ABe Ayku ceky. PyHKIMja Koja u3pavyyHaBa Opu-
jenrauujy Bpaha Bpegnoctu —1, 0, 1, ynme je K61 MOXKJa MaJIO Marbe YAT/BHB, M je OMO-
ryheHo 51a ce mpoBepa Jia i Cy JBa Opoja UCTOT 3HAKA U3BPIIH TAKO IITO Ce MPOBEPH J1a I
je MpoM3BO[ JBE OpHjeHTaluje HeHeraTuBaH. OdpaTMO Haxby Ha TO a YMECTO BPEIHOCTH
BEKTOPCKOT Mpou3Bojia (pyHKIMja Bpaha beH 3HaK, YuMe ce u30eraBa ONnacHOCT Of1 IpeKopa-
Yyerba PUWIMKOM MHOXEHa JBe OpHjeHTaLHje.

struct Tacka {
int x, y;

};

// 1 za pozitivne vrednosti, -1 za negativne 1 0 za nulu
int znak(long long x) {
return (x > 0) - (x < 0);

// orijentacija tj. znak vektorskog proizvoda AB x AC
int orijentacija(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& C) {
return znak((B.x - A.x) * (C.y - A.y) - (C.x - A.x) * (B.y - A.y));

// provera da li prava AB sece duz MN
bool pravaSeceDuz(const Tacka& A, const Tacka& B,
const Tacka& M, const Tacka& N) {
return orijentacija(A, B, M) * orijentacija(A, B, N) <= 0;

// provera da li se intervali realne prave [a, b] 1 [c, d] seku

// (pri cemu se ne zna odnos vrednosti a 1 b tj. ¢ 1 d)

bool projekcijeSeSeku(long long a, long long b, long long c, long long d) {
return max(a, b) >= min(c, d) && max(c, d) >= min(a, b);

// provera da li se duzi AB i1 CD seku
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bool duziSeSeku(const Tacka& A, const Tacka& B,
const Tacka& C, const Tacka& D) {
return pravaSeceDuz(A, B, C, D) &&
pravaSeceDuz(C, D, A, B) &&

projekcijeSeSeku(A.x, B.x, C.x, D.x) &&

projekcijeSeSeku(A.y, B.y, C.y, D.y);
}

dyHKIMja KOjy CMO UMILIEMEHTHPAITH UCIIPABHO Pajil Y CBUM CITy4a jeBUMa (U HeJlereHepuca-
HHUM U JIETEHEPUCAaHIM), aJI1 Y MHOTUM CJTy4ajeBHMa BpILH HEKe HETTOTpedHe MPOoBepe yCJIoBa
(Ha TIpuMep, aKo HHCY CBe YETHUPH Tauke KOJIMHeapHe, HeMa MmoTpede mpoBepaBaTH MpojeK-
1IMje Ha oce). Y3 TO, HAKOH IUTO ce AETEeKTYje Jla IpeceK MOCTOjH, MOTPEdHO je n3padyHaTu
ra cacBUM u3HOBa. IIpuKakumo caja gpyrauyvju MeToH, KOjU je Majio e(pUKACHUJU U KOJUM
ce MOXKe OJ]Max OJIPEIUTH U MPEeCceYHa TauKa.

Ha nouetky pauyHamo AB X 94 CDu NPOBEPABAMO J1a JIu Je Taj OpOj pas3auuuT OJ HyJIE.
Tumve cMo eeKTUBHO HCIUTAH Ja JIM CY BEKTOPH ABuCD KOJIMHEAPHHU.

1. Axo je AB Xoq CD #+ 0, y nuTamy je HellereHepUCaHU CIIyvaj U UCIIUTYjeMO Jia
JIM TIOCTOjU TIpeceyna Tauka npase AB u nyxu C'D, xao u jia i TIOCTO U TIpecevHa
Tauka npase C'D n ayxu AB, mT0 MOKEMO ypajuTH Ha HAa4YMH KOjH j€ OMHMCaH y
norasby 5.1.6.1. Iormro cmMo BpeHocT A AB X24 € CD, Beh M3PAUYHATH, TOBOJBHO je
J1a ce M3pavyHajy joI caMo BPeAHOCTH AC x 9d CDuABx 2 CA. [Tpumerrmo aa je
NOTPEOHO M3PAYyHATH BPEJHOCTH CaMoO 3 IBOJVMEH3HOHATHA BEKTOPCKA MPOM3BO/IA.

2. Axo je AB X4 CD = 0, y nutamy je mereHepucanu ciydaj. Ako tauke A, Bu C
HICY KOJIMHEapHe, Tj. ako je AB x 2d AC =+ 0, tana cy npaBe AB u C'D napasenne
U TIpeceK He MOCTOju. Y CYNpOTHOM cy cBe heTupH Tauke KoJMHeapHe U MOTPedHO je
UCIIATATH TIPOjeKIrje Ha £-0CY, OCHM Y ClIydajy Kaja cy cBe Ha BEPTUKAIIHO] MPaBoj,
KaJ/1a MOKEMO MCIIUTATH TPOjeKInje Ha -0cy.

long long vektorski_proizvod_2d(const Tacka& M, const Tacka& N,
const Tacka& P, const Tacka& Q) {
return (N.x - M.x)*(Q.y - P.y) - (N.y - M.y)*(Q.x - P.x);

bool kolicnikUIntervalu@il(int brojilac, int imenilac) {



5.1 OcHOBe reoMeTpu1jcKuUX anroputama 535

return brojilac == 0 ||
(istogznaka(brojilac, imenilac) && abs(brojilac) <= abs(imenilac));

bool projekcijeSeSeku(long long a, long long b, long long c, long long d) {
return max(a, b) >= min(c, d) && max(c, d) >= min(a, b);

bool duziSeSeku(const Tacka& A, const Tacka& B,
const Tacka& C, const Tacka& D) {
int ABCD = vektorski_proizvod_2d(A, B, C, D);
if (ABCD != 0) {
int ABCA = vektorski_proizvod_2d(A, B, C, A);
int ACCD = vektorski_proizvod_2d(A, C, C, D);

return kolicnikUIntervalu01(ACCD, ABCD) &&
kolicnikUIntervalu®©1(ABCA, ABCD);
} else {
int ABAC = vektorski_proizvod_2d(A, B, A, C);
if (ABAC != 0)
return false;
if (A.x == B.x & C.x == D.x)
return projekcijeSeSeku(A.y, B.y, C.y, D.y);
else
return projekcijeSeSeku(A.x, B.x, C.x, D.x);

IIpeTxoaHu mporpamM je BeoMa jeAHOCTABHO NMpepajuTH Tako Ja M3padyHaBa U IMPeceyHy
TAyKy Jy>KM aKO OHa IIOCTOjH.

Tpehe moryhe pererse du dmio aa 3a Tauke A u B ucniutamo na mm npunazaajy ayxu C D, a
3a tauke C' u D fa s npunajajy ayxu AB (ako je OuIo ImTa 01 OBOra 3a0BOJ/bEHO, 1yXKU
ce ceky). [a ou ce ucrmrano ga ym Tauka P npunana gyxu M N [10BOJBHO je MpoBepUTH
na mu cy Tauke M, N u P xonuneapHe (1j. 1a ym je opujentarmja Tpojke M N P jennaka
HYyJIM) U [1a JIK je £-KoopanHata Tauke P n3mely x-koopaunara tadaka M u N kao u 1a
je y-koopauHata Tauke P usmeljy y-koopmunara tavaka M u N.
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5.1.7 MHoroyrnosu

O0djeKTH KOjU ce YeCTO pa3marpajy y padyHapcKoj reOMETpHjHU Cy M MHOTOYIJIOBH.

* Ilymi P je um3 tavaka Py, P, ..., P, u ayxu P, Py, Py Ps, ..., P, P, xoje nx noe-
3yjy. IlyXu Koje YrHe IyT Cy WheroBe ciuparuue (usuye). [IprMeTnMo aa je y ommreM
cllyyajy AOMYIITEHO JIa TauKe Ha MyTy OyAy U KOJIMHeapHe.

* Bainieopenu fyi je MyT 4dja ce Mocjelmka Tayka MOKJana ca MpBOM M Ha3UBaMO ra
MHOToYIao WA Hoauion. Tadke Koje ne(pWHUIITy MHOTOYTAO0 CY HheroBa ieMend.

Ha npumep, Tpoyrao je MHOroyrao ca Tpu TeMeHa. MHOroyrao ce npejcraBba HU30M,
a He CKyIIOM Taydaka, jep je OMTaH pelnocieq KOjUM ce Tauke 3a[ajy; IPOMEHOM pelo-
cljlefa Tayaka U3 UCTOT CKyIla y OIILITEM CJydajy Joduja ce Apyru MHOIoyrao.

* [Ipocin muoloyiao je 0Haj KOI Kora ofroBapajyhu myT Hema mpeceka ca caMuM COOOM;
IPYTHM peurMa, jeJiFiHe CTPaHUIle KOje UMajy 3ajeTHIUKe TauKe Cy CyceTHe CTPaHUIIe
ca CBOjUM 3ajeIHNYKIM TeMeHOM. [IpocT MHOTroyrao fenv paBaH Ha ABE 00JIaCTU: yHY-
wpawreociii U ciloawnoci. Ha cnauy 5.13, neBo npukasaH je jegaH OpocT MHOIO-
yrao, JOK je Ha CpeAMHU MPHUKa3aH jellaH MHOTOYrao KOju HUje MpocT (Tj. MHOTOYyTao
KOjH je camonpecenajyhu).

A A

Crmmka 5.13: Bpcre MHOTOYT/IOBa: TIPOCT, caMoripeceniajyhu n HEKOHBEKCaH.

Oitisoper MHOTOYTA0 CaApKKM CaMO TauKe Y YHYTpaIlkbOCTH MHOroyria (0e3 Tauaka Ha
CTpaHWIaMa). 3aifigoper MHOTOYTA0 TIOpe]] Ta4aKa y YHYTPAIIbOCTH CaIPKH U TAUKe
Ha CTpaHUI[aMa MHOTOYTJIA.

* Konsexcnu mHoloyiao je MHOTOYrao 4vja yHYTPalIHhOCT ca CBake [Be Tauke Koje ca-
TIPKH, CATpK¥ M CBE TaUKe IyKH KO je Te Tauke oapel)yjy (eKBUBaJIeHTHO, MHOTOYTA0 je
KOHBEKCAH aKO Cy My CBH YHYTpAILIEbU YITIOBU Mambu WK jeaHaku 180° 1j. m pagujana).
MHoroyrao je KOHBEKCaH aKo M CaMo aKoO 3a IIPOM3BOJbHY MPaBy KOja CapKu HEKY He-
rOBY CTPaHUILy BakKM Jla Cy CBa OCTajla TEMEHa ca MCTe CTpaHe Te npase. KoweexcHu
iy je TMyT cacTaBibeH o Tayaka P, P, ..., P, TakaB ga je mHoroyrao P P, ... P,
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KOHBEKCaH. MHoroyrao Ha ciuuy 5.13 71eBo je KOHBEKCaH, 10K jé MHOToyrao Ha Toj
CJIMLIY JECHO HEKOHBEKCAH.

HpI/IpOI[HO CC IIOCTaBJba ITUTAKLC UCIIMTUBAbA J1a JIN je MHOTI'Oyrao 3aJiaT Hu30M CBOj X Ta4YakKa
IMpoCT U Ja JIn je KOHBECKCaH.

5.1.7.1 WcnutuBame fa N je MHOroyrao npoct

HcrmtrBame a i je JaTtv TIOJIWTOH MPOCT TPyOOM CHIJIOM TOJpa3yMeBa Aa Ce MPOBEPH I10-
CTOjambe MpeceKa CBaKor mapa crpanuia. [Ipodiem ucnuTrBama mpeceka QyKu je OMUcaH y
noraesby 5.1.6.3 1 ipoBepa 1a Jiu ce JIBe IyKu CeKy ce Moxe u3Bpiuuth y Bpemery O(1), me-
DhyTM, MHOrOYyTao ca 1 TeMeHa uma 71 CTpaHuLA U @
osor amroputma O(n?).

napoBa CTpaHu1la, I1a je CJIOXKCHOCT

TocToje u edpuKacHUjU HAYMHU Aa ce oBaj mpodneM pem. Bentmn-OtManos* anropuram
IPOHAJIA3HM CBE [IPECEKE KOjH TTOCTO]je y CKyIty o 1 iyku y Bpemeny O((n-+k) logn), e je k
Opoj mpeceka Koju MocTo je (0Baj alrOpUTaM UMa U3NA3ZHO 3ABUCHY CA0MHCEHOCHT). AKO je Opoj
npeceka k 3HATHO Maj (IITO je YeCT CIIyYaj), CIOKEHOCT je 3HaYajHO DOJba O ATOpUTMA
rpyde cuse. Onuc oBOr aJiropuT™Ma MpeBas3uia3i OKBUpPE OBOT ylioeHuKa. Mnak, y nornasmby
5.2 onucaheMo jeTHOCTaBHU]Y BapHjaHTY Y KOjO] Ce 3Ha J1a Cy TyXKH YHjH Ce TIPECerr Tpaxe
XOPU3OHTAJIHE WM BepTUKaiHe. [la Ou ce mpoBepwIio Jia M je MHOroyrao mpoct, beHtm-
OTMaHOB aJITOPUTaM ce PHUMEIbYje Ha CKYII CBHX CTpaHMIa MHOTOYIJIA. AKO ITpeceKka Hema,
cIoxeHoCT ucntuBama he duru O(n log 1), a ako 1MOCTO je mpecely, AIrOPUTaM MOXe 12 ce
3aycTaBy Beh HAKOH HaJaXema MPBOI PeceKa, IITO OreT rapantyje ciaoxenoct O(nlogn),
YaK M Kajia peceka MoCTO ! IMyHO.

5.1.7.2 WcnutuBawe€ fa N1 je MHOroyrao KOHBeKCaH

Y IpOCTOM KOHBEKCHOM MHOTOYIIIY Cy ¢Be Tpojke Tavaka P PP, 320 < i < j < k <
N UCTO opHjeHTHcaHe. To je M JOBOJbaH YCIIOB 1a OM MHOTOYrao OWo MpPOCT U KOHBEKCaH.
AJropuTMOM TpyOde criie O ce m3pauyHasie U yIopeausie CBe OBE OpHjeHTAaITH]e, IIITO CE MOXKe
ypamurn y Bpemeny O(n?) (jep ToaMKo TpojKu OCTOju) 1 BeoMa je HeepHKacHO.

V KOHBEKCHOM MHOTOYIJIy CBE TPOjKe Y3aCTOIHMX TayaKa MMajy UCTY OpUjeHTalujy (Ha IpH-
Mep, KaJia Ce TauKe 0OmIa3e peioM, 10 HapeaHe Tauke Ce YBEK J10J1a3u mpasenu JieBr 3a0KpeT
Tj. 320KpeT Yy MO3UTHBHOM cMepy), Tj. cBe Tpojke PP, P, 5,320 <1 <nu P, = P,
P, ., = P, umajy ucry opujentauujy. OBaj ycjI0B HHje JOBOJbaH JIa O MHOTOYrao OUo KOH-
BekcaH. Ha npumep, neHrarpam (3Be3/1a METOKpaKa) 3a/10B0JbaBa OBaj YCJIOB, CBU YIJIOBHU CY
OILTPH, aJIM OHA HUje KOHBEKCAaH MHOTOYTao — HHje YaK HU IPOCT, jep ce Hecyce/IHe CTpaHHIIe
ceky. Mnak, ako ce yHampe[ 3Ha 1a je MHOTOYyrao IpocT, OBaj YCJIOB j& JOBOJbAH U Aa Ou OMo

KOHBEKCaH M MOXe Ce KOPHCTUTH Kao aJlrOpUTaM 3a poBepy, unja je cuoxenoct O(n).

4 Anroputam cy 1979. romune onmcanu Ilon Bentmu (enrn. Jon Bentley) u Tomac OtMan (enrt. Thomas
Ottmann), aMmepuyKy HH(OPMaTUYAPU.
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5.1.7.3 ToBplKHaA NPOCTOr MHOroyrna

Cnr4HO Kao mITO je y Mmorsasiby 5.1.5 moka3zaHo 3a TpOyrao, ¥ MHOTOYTa0 C€ MOKe PACTaBUTH
Ha Tparie3e, Tako Jia ce O3HaueHa MOBPIIUHA MPOCTOT MHOTOYIJIAa MOXe JIOOUTH caduparmeM
O3HAYEHHUX TMOBPIIMHA TI0jeIMHAYHUX Tpare3a. TpaHcdopmanmjom Tako nodujere popmyrie
noduja ce TOHOBO (hopMyJia IIepTJie KOjoM ce M3pavuyHaBa MOBPIIMHA IIPOCTOT MHOTOYTJIA Yrja
Cy TeMeHa TauKe ca KoopauHataMa (L1, Yy ), (To, Ys), oo (Ths Yy )-

1 n
P = 9 Z (Ti¥Yis1 — Tis1 Vi)
i=1

Ipu Tom ce mompasymeBa Ja je (2, 1, Ypi1) = (1, Y1)

AKO je MHOTOyrao KOHBEKCaH, Tajla ce FBheropa MoBpPIIMHA MOXe U3PAuyHATH Kao 30HMp MOBpP-
IIFHA TPOYIJIOBA JIOOMjEHUX Kaja ce TIOBYKY CBE IWjaroHajte u3 jeqHor TeMeHa. Mako je u
CJIOXEHOCT OBOT aJITOPUTMA JINHEAPpHA, Taj HAYMH je KOMIUIMKOBAHUjHU U MaJIO Marbhe ehrKa-
CaH Hero Kaja ce yrnorpedu opmyia neprie.

5.2 Tlpeceun XOPU3OHTA/THUX N BEPTUKATHUX AYXKN

Yecto ce Hau1a3u Ha npodsieMe Halaxema Ipeceka reoMeTpujckux odjexara. Hekan je mo-
TpedHO npoHahu mpeceke Bulle 0djekara, a MOHEKaJ caMo Tpeda OTKPUTH JIa JIU je TIpeceK
HEeNpa3aH CKyIl. Y HacTaBKy hemo npuKas3aTu jefaH npodJieM Hajlakema Ipeceka, KOju Wiy-
CTpyje BaXHY TEXHUKY 3a pelliaBarmbe TeOMeTpHjCKHUX mpoosemMa. McTa TeXHUKa MOKe ce IpU-
MEHUTHU U Ha ApyTe CJIMYHE IpodJeMe.

V nperxogHoM u3naramwy (OKyc je O1o Ha TOMe [ja ce OJlpeau MpeceK LyXKHu Koje ce Hajlase
y OMIUTEM NoNoXajy. Bugeau cMo Ja TexuHa pelerma Tor MpodjeMa JIexkU Kako y Matema-
TUYKOM arapary, Tako y oOpajau BeJIMKOr Opoja CrienyjayiHuX cilydajeBa. Y HacTaBKy hemo
Pa3MOTPUTH NPOdJIEM Y KOM Cy OyKHM YBEK CAaMO XOPU3OHTAIHE U BEPTUKANHE, A je 3a JBe
Iy’XU BEOMa jeTHOCTaBHO MCIUTATH TIOCTOjarbke Mpeceka, MehyTim, Thx qyxu he dutu myHO
Y IOTPEOHO je yImoTpedUTH reoMeTprjcke 0coOMHe (opelak KOOpAMHATA) Aa OU ce CMabUo
Opoj ucMTUBaa Mpeceka.

Mpo6nem

3a 3agaitiu ckyit 0g N XOPUBOHIHAAHUX U TN BEPIUKANHUX gydicu UpoHahu cee ruxoee tpe-
cexe. [yocu cy 3amieopene (cagpaice u ceoje kpajree wiauke) u He iociioje mehycoonu
upeceuy XOpU30HIUANHUX HUTHU 8EPIMUKANHUX GYICU.

OgBaj npodseM BaxaH je, Ha OpuMep, Mpu NnpojekToBamwy kosua VLSI (uHTerpucanux kona
ca OrpoMHHUM OpojeM enemenarta). Koo Moxe 1a caapky Ha XWbaje ,, KUIuIa”, a MpojeK-
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TaHT Tpeda fa Oyle cUrypaH J1a He MocToje HeouekuBaHu npeceny. Ha mpodsiem ce Takohe
HAWIA3U TIPU eIMMUHAIM]U CKPUBEHUX JIMHHja KaJla je TOTPeOHO 3aKJbyUUTH KOje CTpaHuIle
WY [EJIOBU CTPAHMULIA Cy CKPUBEHH CAaMUM 00 jEKTOM WM HEKUM JPYTUM 00jEKTOM; Taj Mpo-
OnieM je OOMYHO KOMIUIMKOBaHUjU, jep ce He paau CaMO O XOPU3OHTAHUM M BEPTUKATHUM
suHujama. [Ipumep ynasza 3a oBaj npodJeM MpHKa3aH je Ha cauiu S.14.

L

)

Cnuka 5.14: IIpecer XOpU30OHTATHUX U BEPTUKAJHUX AYKH.

Axko npodJieM permaBaMo J0JaBarkeM je[He MO jeHe TyXU (OUI0 XOPU3OHTAIHE, OWJIO BEp-
THKAaJIHE), OHJA jé HEOIXOAHO Jia ce MpoHal)y npeceny HOBe JyKH ca CBUM OCTaJIMM JIy)KUMa,
na ce noduja anroputam ca O(mn) Hala)erma mpeceka Ayxu (LITO je 3arpaBo AIrOPUTAM
rpyde cunie). V omuteM ciydajy Opoj npeceka Moke aa Oyae O(mn), na aropuram Moxe
na yrpoum Bpeme O(1mn) Beh camo 3a prKa3uBatbse CBUX npeceka. Meljytum, 6poj nmpeceka
MOXe a OyJzie MHOTO Mambu o1 1. Bosenn ducMo 1a KOHCTpYHIIEMO aJITOPUTaM KOjU pagu
100po KaJl UMa MaJjo IpeceKa, a He MpeBHILIe JIOIe aKo peceka nMa MHoro. Jlakjie b HaMm
je a mpodisieM penmMo KOpUIINemeM aJroputMa uija CIOKEHOCT 3aBUCH M OJl BeJIMYMHE
yJ1a3a v Of BEJIMUMHE U3J1a3a, T3B. AJITOPUTMA Ca U3AA3HO 3AGUCHOM CAONCEHOULRY.

Penocen odpame gyxu Moxe ce onpenutu dpuuyhom ipasom (€HII. sweeping line) koja
npenasu (,,CKeHupa”) paBaH cjieBa yJIeCHO; IyXKU ce pa3Marpajy OHUM Pe/IOM KOjUM Ha HUX
Hawiasu rnokpetHa (Opuiyha) mpasa. 3HavajHu goiahaju (€HIIL. events) cy Kajia rpaBa Haule
Ha HEKYy KapaKTepUCTHUYHY TauKy U aIrOpUTaM Cce U3BpIIIaBa Tako IITO ce TU jJorahaju peaom
o0pabyjy. 3amucanMo BepTHUKAIHY MPaBy KoOja Mpeia3u paBaH ClieBa YIECHO W 00paguMo
IOyXU y pelociely y KojeM IpaBa Hauja3u Ha mbuX. Jla OMCMO MMIUIEMEHTHpaIU OBaj pesio-
clief], COPTUPaMO CBE KpajeBe dyKH IpeMa BbUXOBUM X-KoopauHarama. [IBe Kpajme Tauke
BEPTUKAJIHE AyKH UMajy WCTe T-KOOpAWHATE, A Ce PErucTpyje camMo jefHa T-KOOPIUHATA.
3a XOpU30OHTAHE AYKU MOpajy ce KOpUcTUTH 0da kpaja. Ilocie coptupama KpajeBa, 1yxu
ce pa3Marpajy jeaHa No jenHa yTBp)eHUM pegocieioM.

Ha nmu je Oosbe mpoBepaBaTH Mpeceke Kaj ce odpahyje XOpu30HTaIHA WA BEPTUKATHA TyXK?
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Kag nocmarpamo Omiio sieBu, OWIO IECHU Kpaj XOPU3OHTAIHE AYXKU, MU WM jOII HUCMO
HaWIIUTM Ha BEPTHUKAJIHE TYKHU KOje je ceKy, Wiu cMo ux Beh odpamwmu. [Hakie, Oosbe je
npeceke OpojaTy MPUIIMKOM HawIacKa Ha BEPTUKaJIHY Iyxk. [IpeTrocraBuMo J1a je MoKpeTHa
NpaBa TPEHYTHO MPEKJIONWIa BEPTUKAIHY AyX L (Buaetu cimky S.14).

Bpumyha npaga (1ma 1 BepTUKaIHe AyXH KOje OHa MpekJiana) ce Moxe cehu caMo ca OHUM
XOPU3OHTAIHUM [LyXKMMA YMjH Ce IIOUEeTaK Hasla3u JIEBO, a Kpaj AECHO Off e (TIOLITO Cy NyKH
3aTBOpEHe, y pa3MaTparme Tpeda y3eTr 1 OHe AyKH UMjU Ce JIEBU WM IECHU Kpaj MOKJIarna ca
nosioxkajeM Opuinyhe mpase ). [akie, Opuiiyha npaBa Ha MO3ULUjU & ce Moxe cehu camo
ca OHMM MHTEpPBAIUMA [T, To| 32 KOje BaXU Ja je T € [Tq,Z5| Tj. 1 < zux < .
Crora hemo eukacHUju alroputam JOOUTU akO MPUMEHUMO OJCELIale U U3 pasMaTpama
€JIMMUHUIIEMO CBE OHE XOPU30HTAJIHE JIyKU Koje cy ce Beh ,,3aBpuiie” (3a Koje je x5 < T)
U KOje joII HUCY ,,touesie” (3a Koje je £ < ;). 3a XOPU30HTAJIHE AYKU KOje Ce joII yBeK
pasmarpajy pehu hemo na cy kangugaiiu v mofaTke o lMMa heMo 4yBaTH y HEKOj NTOTO/IHOj
CTpYKTypH nogartaka. Ha civmm 5.14 mMa yetrpu KaHauaaTa 3a mpecek ca L.

Kana ce Haube Ha BepTHKanHy ayx L, npetnocraBuheMo Ja 3HaMO CBe KaHIUIaTe KOje OHa
ceue. 3a HaTaxeme npeceka ca L, x-KoopuHaTe KpajeBa KaHauaaTa HUCY OJ1 3HaJaja, rna je
JOBOJBHO YyBaTH CaMO HHXOBe y-KoopauHate. Hanve, mu Beh 3HaMO 1a KaHAMOATH MMajy
ZT-KOOpJIMHATE KOje ,,[IOKPUBAjy”~ T-KOOPIUHATY BepTUKAIHE yXu L, ma je JOBOJBHO IpO-
BEPUTH JIa JIU Cy BHUXOBE y-KoopauaHTte odyxBaheHe oriceroM y-koopauHara ayxu L. 3ato
hemo oipkaBaTH CTPYKTYpY MOJaTaKa Koja caip:Ki camMo CKyH y/-KoopauHaTa kKanauaaTta. On-
JoxuheMo 3a TpeHYTaK aHAIM3y peasi3allije OBe CTPYKTYpe MojaTaKa.

Ckyn kaHauzaaTa (Tj. BUXOBUX Y-KOOPMHATA) MOXEMO OJIPKABATH MHAYKTUBHO: KaJa Hau-
Hemo Ha JieBH Kpaj XOPU30OHTAIHE TyXKU OHA Ce oaje Y CKyIl KaHAWIAaTa, a Kaja ce Hauhe Ha
JECHU Kpaj AykH, OHA ce M30allyje U3 CKyrna KaHIuara.

Ha nouertky je ckyn kaHauaarta npasaH u odpahyjemo pegom gorahaje (y copTUpaHOM pelo-
creny). Jla du ce ucnpaBHO OOpaAMIN TPAHUYHM CIIydajeBU (Kaja ce TyXKd TOJUpYjy Y jea-
HOj Tauku), npernocraBuheMo aa hemo gorahaje ca UCTOM Z-KOOpAMHATOM mopehaTu Tako
Ja TIPBO MY JIEBU KPajeBU XOPU30HTAIHUX JYKH, 3aTUM BEPTUKAJIHE JYKU U Ha Kpa]y AeCHU
KpajeBy XOPU3OHTAJIHUX OykH. Ha Taj HAaUMH NOCTMKEMO Ja Cy MPUIMKOM OOpajie BepTH-
KaJIHe XKW y CKYN KaHAuAaTa JoJaTe CBe AYKU KOje oYMy Ha HheHO] T-KOOpAWHATH, a
JOII HUCY YKJIOKEHE OHE AYKU KOj€ Ce 3aBpLIABAjy HA TOj L-KOOPIUHATH.

[Tocroje Tpu MmoryhHocTu Tj. Tpu BpcTe forahaja koje odpahyjemo.

1. Hawnui cMo Ha JIeBU Kpaj XOpU3OHTAIHE [IyKU; Iy Ce Tafa 1oJaje y CKyIl KaHauaaTa.
[Nomro AecHu Kpaj AyX¥ HUje JOCTUTHYT, a AYKH Cy 3aTBOpEHe, OHA CallpKH TeKyhy
ZT-KOOPIUHATY U 3aucTa Tpeda aa Oyje 1eo CKyna KaHauaaTa.

2. Haumum cMo Ha BEpTHKaJIHY Ay Ha KoopauHatu x. Ilpeceln ca 0BOM BEpTUKATHOM
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Iy’)XU MOTy ce npoHahu ynopehuBameM ¥y-KOOpAWHATA CBUX XOPU3OHTATHHUX YKHU U3
CKyIa KaH/uJIaTa ca Y-KOOpAMHaTaMa KpajeBa BEpTUKaIHe AykKU. Y CKyIy KaHauaaTa
ce HaJla3e CBe OHe /IyKU KOje Cy 3aroyuelie Ha KOOpIUHATAMA MalbUM WX jeJHAKUM &,
a HUCY ce 3aBpIlMJIe Ha KOOpAAMHATaMa Koje Cy CTPOro Mame O T, Ila CKYI KaHauaarta
3aMCTa Ca/Ip’KM TAYHO OHE XOPU3OHTAIHE MYXH KOje calpike KOOpAUHATY .

3. Haunum cMo Ha JecHM Kpaj XOPU3OHTAJIHE JyKH; TyXK Ce Tajia MPOCTO eIUMUHUIIIES
u3 ckyna kangunara. Kao mro je peueHo, mpeceny ce MpoHANa3e Mpu pa3MaTtparby
BEPTHKATHUX JyKH, & Y OBOM TPEHYTKYy Cy oOpaljeHe CBe BepTHKaTHE AykKH 4Ydja je
T-KOOpJWHATA Maba WM jemHaka Tekyhoj x-KoopauHaTtH, 1ma ce HU jelaH Off Ipeceka
HE I'yOM eTMMUHAIIOM OBE XOPU3OHTAJTHE Iy XU (OHA HE MOKe OUTH BHIIIE KAHAUAAT
3a HeKHW Oyayhu npecek).

Anroputam je caga koMmiuvietaH. bpoj ynopehuBama he 0d0M4HO dUTH MHOTO MawU Of M1,
MehyTum, y HajropeM ciydajy oBaj anropurtam unak 3axreBa O(mn) ynopehusama, yak u
Kaj je Opoj mpeceka Masi. AKO ce, Ha IPUMED, CBE XOPU3OHTAIHE Jy>KH [IPOCTUPY CJIeBa ylie-
CHO (,LIeJIOM IIMPHUHOM”), OH/Ia C€ MOpa IIPOBEPHUTH ITPECEK CBAKe BEPTUKAIHE YK Ca CBUM
XOPU3OHTAIHUM JIy)KMMa, IITO uMIuimpa cioxenoct O(mn). OBaj Hajropu ciyyaj moja-
BJbYj€ C€ YaK M aKo HUje[JHa BepTHUKAJHA Ay HE ceuye HUjeJHY XOPH3OHTAIHY IyXK (BUIETH

npumMep Ha cnuauy 5.15).

Cnuka 5.15: Cnyvaj kaja HeMa Ipeceka AyxH, a Opoj nopehema y OKBUPY OCHOBHOT aJIro-
purma je O(mn).

Ha du ce anropuram ycaBpIvo, oTpedHO je cMambUTH Opoj ynopehusama y-KoopauHara Bep-
THKaJIHE AyXKHU ca Y-KOOpAMHATaMa XOPU3OHTAJHUX AYXM y CKyly KaHaugara. Mako je mo-
JIa3HU MPodJIeM ABOJUMEH3UOHAIAH, HAJlaXKeHhe TUX IpeceKka je jeHOAMMEH3UOHAIHU 11pOo-
dnem. Heka cy y-koopauHaTe BepTHKaIHE dyKU KOja Ce TPEHYTHO pa3MaTpa Y U Y. U HeKa
Cy Y-KOOpAMHATE XOPU3OHTAIHUX AyKH U3 CKyNla KaHAUAATA g, Yy, --- , Y,_1. AKO IPETNO-
CTaBMMO Ja Cy XOPU3OHTAJIHE JIy’)KH Y CKYIly KaHIUAaTa COPTHpaHe MpeMa Y-KOoOpIAuHATaMa
(OOHOCHO HM3 Yo, Y1, --- , Y,_1 J€ pacTyhm), npecenm ce Mory nponahu ussohemeMm Jpe ou-
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HapHe [peTpare, jeaHe 3a Y, a Apyre 3a Y. Heka je y; <yp < ¥;41 < Y5 < Yo < Yjuq-
Beprukainy ayx ceKy XOpU3OHTAIHE [yKU Ca KOOPAUHATAMA Y, 1 1, Y; 9, --- ; Y, ¥ CAMO OHE,
ma je \BUXOB Opoj j — 7. AKO je moTpeOHO Ja ce HaBeldy CBH Mpecely, Taja ce MOXe U3Bp-
HIUTY jefiHa OMHApHA IIpeTpara 3a Y, a 3aTUM IIPOJIa3UTH Y-KOOpAUHATE, JOK ce He Aohe 10
BPEIHOCTH Y/; | Behe 01 Y. AKO Cy OpojeBH COPTHPAHH, OHJIA je BpeMe H3BPILeba POIOP-
[IMOHAIHO 30UpPY BpeMeHa Tpakerma MPBOr Mpeceka u Opoja npoHahenux npeceka. HapasHo,
HE MOXXEMO [a IIPUYLITUMO CEdU COPTUPAE XOPU3OHTAIHUX IyKU IIPY CBAKOM HaWJIACKY Ha
BEPTHUKAJIHY Iy, Beh je moTpedHO Ja Ayky 4yBaMoO y HEKOj IOTOAHOj CTPYKTYPH MOAaTaKa.

[Ipucetrmo ce jour jeqHoM 3axTeBa. [loTpeOHa je cTpyKTypa HojaTaka MOrO/iHA 33 UyBambe
KaHIUIaTa, Koja JO3BOJbaBa YMETAE HOBOI eIeMEHTa, Opucame eJleMeHTa U e(PUKacHO U3-
BpllIehe OMHapHe TpeTpare (Tj. Halaxkemwe MPBOr eJleMeHTa cTporo Beher wiu Beher unm jen-
Hakor oj naTe BpeaHoctu). Ha cpehy, moctoju Builie CTpyKTypa mogaTaka koje omoryhyjy
M3BPIIEHE YMETaba, OpUcama 1 Tpakerma enemenara cioxerocru O(logn) 1o onepanuju
(rae je n dpoj enemMeHata y CTPyKTypH MOJaTaKa), ¥ JIMHEApHO MPETPakUBambe 32 BpeMe Mpo-
MOPIMOHAIHO Opojy mpoHaleHux eneMeHaTa — Ha MpUMep, ypeheH CKyn MMILIEeMEHTUPaH
MoMohy ypaBHOTEKEHOTI OMHAPHOT [IpBETa KOjU j& IOCTYIaH y CTaHAApIHOj OUOIMOTEIH Be-
huHe caBpemeHuX mporpamckux jesuka (y jesuky C++ To je CTpyKTypa mojaraka set).

NmnnemenTauyjy y jesuky C++ MokeMO HalpaBHUTH Ha cieaehy HauuH.

struct Duz {
int x1, y1, x2, y2;

Duz(int _x1, int _y1, int _x2, int _y2) {
x1 = _x1; y1 = _y1;
X2 = _X2; y2 = _y2;

bool horizontalna() const {
return yl1 == y2;

Iig
int n;

cin >> n;

vector<Duz> duzi;
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for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x1, y1, x2, y2;
cin >> x1 >> yl1 >> x2 >> y2;
duzi.emplace_back(x1, y1, x2, y2);

// brisuca prava obilazi duzi u neopadajucem redosledu x koordinata
// znacajni dogadjaji su kada brisuca prava naidje na levi kraj horizontalne
// duzi, desni kraj horizontalne duzi ili na vertikalnu duz
enum TipDogadjaja {LEVI_KRAJ, VERTIKALNA, DESNI_KRAJ};
// za svaki dogadaj pamtimo
struct Dogadjaj {
int x;
Duz duz;
TipDogadjaja tip;

Dogadjaj(int _x, const Duz& _duz, TipDogadjaja _tip)
¢ X(_x), duz(_duz), tip(_tip) {

// dogadjaji se porede po x-koordinatama
// dogadaje koji imaju istu x-koordinatu poredimo po tipu
// (prvo idu levi krajevi, pa vertikalne duzi, pa desni krajevi)
bool operator<(const Dogadjaj& d) {
return x < d.x || (x == d.x && tip < d.tip);
}
35

// popisujemo sve dogadjaje i1 sortiramo ih
vector<Dogadjaj> dogadjaji;
for (const Duz& duz : duzi) {
if (duz.horizontalna()) {
dogadjaji.emplace_back(duz.x1, duz, LEVI_KRAJ);
dogadjaji.emplace_back(duz.x2, duz, DESNI_KRAJ);
} else
dogadjaji.emplace_back(duz.x1, duz, VERTIKALNA);

}
sort(begin(dogadjaji), end(dogadjaji));



544 5 NeomeTpujcKu anropuTmMm

// skup y koordinata horizontalnih duzi koje su aktivne
// (brisuca prava je presla njihov levi, ali ne i desni kraj)
set<int> yAktivnihHorizontalnih;

// obradjujemo sve dogadjaje
for (const Dogadjaj& dogadjaj : dogadjaji) {
if (dogadjaj.tip == LEVI_KRAJ) {
// brisuca prava je dosla do levog kraja horizontalne duzi, pa ona
// postaje aktivna
yAktivnihHorizontalnih.insert(dogadjaj.duz.y1);
} else if (dogadjaj.tip == DESNI_KRAJ) {
// brisuca prava je dosla do desnog kraja vertikalne duzi, pa ona
// prestaje da bude aktivna
yAktivnihHorizontalnih.erase(dogadjaj.duz.y1);
} else {
// brisuca prava je dosla do vertikalne duzi

// ispisujemo sve preseke sa aktivnim horizontalnim duzima

// najniza horizontalna duz koja je iznad donjeg temena
// vertikalne duzi
auto start = yAktivnihHorizontalnih.lower_bound(dogadjaj.duz.y1);

// najniza horizontalna duz koja je strogo iznad gornjeg temena
// vertikalne duzi
auto end = yAktivnihHorizontalnih.upper_bound(dogadjaj.duz.y2);

// sve duzi izmedju njih se seku
for (auto it = start; it != end; it++)

cout << dogadjaj.duz.x1l << << *{t << endl;

Kao mto je peueno, benmm-OTMaHOB anropuTaM NpejcTaB/ba YONIITEHE OBOI aITOPUTMA
Ha [IPOU3BOJBbHYU CKYII AyXHU. Y TOM aJITOPUTMY, ITOpe[ IoYeTaka U Kpajepa dyxKHd, 3HauyajaH
Jorahaj je u Kaja BepTUKaJIHa MpaBa Haule Ha pecek Qyku. Y ypeheHOM IpBeTy ce uyBajy
IyXU copTupaHe 1o BucuHH. [IpaBa Moske Hauhu camo Ha TIpeceK JABe CyceIHe IyKU 1 HAaKOH
uITo ra npofe, bUXoB MehycodHu penocnes ce mewa. [lomto HU3 norahaja HHUje cTaTUYKU
(He MOXe ce y CTapTy OIpeIUTH, jep cy Aorahaju u mpecernu QyXu KOju ce oapelyjy TokoM
pana anropurMa), gorahaju ce He 4yBajy y COPTUPAaHOM HM3Y, Beh y pedy ca IpUOPUTETOM.
JleTasbHu onyc ¥ MMITIEMEHTAIMja OBOT ajlropuTMa Hehe OMTH 1aTa y OBOM YIIOEHUKY.
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5.3 KOHCTpyKuuja NnpocTor MHoroyrna

Ckyn Tavaka y paBHM JeduHHUIIE BehH Opoj pa3InIuTHX MHOTOYIJIOBA, 3aBUCHO Of U3adpa-
HOT pefociesa Tayaka. Pasmorpuhemo cafa npoHaslaxkeme [IPOCTOr MHOIOYIVIA ca 3aJaTUM
CKYIIOM TE€MEHa.

MpoGnem

Aattio je n pazaumuitiux imiauaxka y pasHu, aKeux ga Hucy cee koauneapwe. Ilosesaiiu ux
UpoCcuUm MHOIOYINOM.

[NocTtoju BuUIIe MeTOAa 32 KOHCTPYKIIM]Y TPaKEHOT MPOCTOI MHOTOYTJIA; YOCTAJIOM, jacHO je
Ja y OMILTEM CIy4dajy IpodjeM HeMa jeTHO3HAYHO pellewe (ciuka 5.16).

Cnuxa 5.16: IIpumep ABa pa3nuuuTa NPOCTa MHOTOYIJIA Ca UCTUM TEMEHHUMA.

[IpuponHa uzeja je Aa ce Tauke odMIa3e HEKAaKo y Kpyr. Heka je gat Heku Kpyr ca LIEHTPOM y
tauku O, Unja yHyTPAIIHOCT CaIpXKH CBE Tauke. [T0BpIIMHA TOT Kpyra ce Moxke ,,lipedpucatu”
(npernenati) porupajyhom nosynpaBoM Kojoj je moverak neHrap kpyra O u Tauke ce Mory
MOBE3aTH Y MHOTOYTao y peJocieny y KojeM MoJynpaBa Ha BbUX HaulasH.

Ouekyjemo ma hemo crajambeM Tayaka OHUM PefoM KOjUM TOJIyIpaBa HaWia3u Ha HUX J0-
durn npoct mHoroyrao. Iokymajmo na To mokaxkemo. IIpeTrmocraBuMo 3a TpeHyTaK Ja po-
THpajyha noaymnpaBa y CBakOM TPEHYTKY CaJpXy HajBUIIE jeJHy TauKy. O3HauMMO Tauke,
ypeheHe y ckiamy ca pegociesioM HawiIacka IMojynpase Ha wHX, ca Py, P, ..., P, (npBa
Tauka oupa ce mpou3BosbHO). TTosynpase koje crajajy Tauky O ca OBUM Taukama Jiejie Kpyr
Ha 1 MehycODHO IMCjyHKTHUX KpPyKHUX ucedaka. Temena cpake nyxu PP, | npunagajy
MBHIIaMa TUX MCeYaka. AKO Cy CBU MCEUIM KOHBEKCHU (2KO UM je LIEHTPAJHU Yyrao Mamwu
Of1 7), Taja je To ITO TeMeHa myxu I P, | mpunanajy uceuky J0BOJBHO a OM MOIJIO Ja ce
rapaHTyje [a 1ejia JyX IpuIiaga ToM uceuky. Ilakie, ako Ou CBU Mcedl OUIM KOHBEKCHH,
JOOMjeHn MHOTrOyrao Ou Mopao na Oyae mpocT (ITo je M ciaydaj Ha civmu 5.17). Hawnwme,
WICEUIIH Cy CUTYpHO MeljycOOHO IMCjyHKTHHU, Ia aKO VM YU Iiejie TIPUNaaajy, i OHe Cy Me-
hycodHO muCjyHKTHE (OCHM IITO ce CyCeqHe NOANPYjy KpajibuM TauKama).
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Cmuka 5.17: TIpoct MHOrOyrao y Kpyry.

[pumernmo, MehyTum, aa yrao usmelly NosynpaBux Kpo3 HeKe JIBe y3acTolHe Tauke P u
P, moxe na dyne sehu on 7. Tama ucevak koju canpxu ayx P; P, canpxu Buie o
1noJjia Kpyra ¥ Huje KoHBeKcHa urypa, a xyx P; P; | He npunaja Tom uceuky, Beh npoasu
KpO3 JIpyre UCEeUKe Kpyra, la MOXke Jia cede Apyre CTPaHUIE MHOTOYIVIA.

I Mpumep 5.3.1

Y tipumepy unyciiposarnom na cauyu 5.18 gyoic Py Py iiponasu kpo3 gpyie uceuke kpyia u ceue
cipanuve Py Py u P3Py.

Cnuka 5.18: Jlom u3dop neHTpa Kpyra Koju JI0BOAM JO Tora Ja KOHCTPYMCaHU MHOTOyrao
HUje TPOCT.

Ila Ou ce youeHm mpodjieM penrro, Kpyr je oTpedHO ogadpaTu Tako Ja He TIOCTOju IpaBa
KOja MmpoJia3u Kpo3 IeHTap Tako Ja ce CBEe TauKe Haja3e ca UCTe CTpaHe Te mpaBe. JegHa
MIPUPOTHA HUJEja je a ce Tauka dupa Tako Oyie ,,Ha CpeiHA JaTor CKyma Tayaka. Mory ce,
Ha rpuMep, (puKcUpaTH MPOU3BOJbHE TPH TaUKe U3 CKYIIa, a 3 IIeHTap Kpyra n3adparu Heka
tauka O yHyTap BUMa ogpeheHor Tpoyria (Ha IpruMep TeXHUIITe, KOje ce JIaKO N3pavyHaBa).
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OBakaB u300p rapaHryje 1a HU jeAaH of A0OUjeHuX ceKTopa Kpyra Hehe umaru yrao Behu
oJ 7. 3aucTa, MOJIyIpaBe U3 TeXKMUIITA 0 TEMEHA TPOyIJla [eJje IyH Yrao Ha TPU KOHBEKCHA
yI7a, a MoJIynpaBe Ka CBUM OCTaJIMM TadKaMa IOJIa3HOT CKyIa CaMo MOT'Y Jla Te KOHBEKCHE
YIJIOBE I0JieJIe Ha Mambe AeJI0Be KOjU Takohe Mopajy OMTH KOHBEKCHHU.

Tauke copTipamo npema nonoxajy y kpyry ca reatpom O. Ilpeuushuje, Tauke P; ce cop-
THpajy Ha OCHOBY BeJIMunHe yina n3mely nonymnpase u3 O Koja ce IpOCTHUpPE Y MPaBILy TO3K-
TUBHOT Jena x-oce U nonynpase OFP;. Ako [Be WM BUIIE Ta4aKa UMajy VICTH yrao, OHe ce
nabe coprupajy pactyhe (unm onangajyhe) mpema pacrojamy ox tauke (). Ha kpajy, Tauke
MOBE3YjEMO y CKJIaay ca AodujeHuM ypeheweM, no aBe y3actonHe. OCHOBHA KOMITIOHEHTA
BpPEMEHCKE CJIOKEHOCTH OBOT aJITOPUTMA MOTHYE OJ1 COPTHpaha Tayaka, Te je CI0KEHOCT ajl-
ropurma O(nlogn).

Vrao ¢ xoju npaBa OPF; 3axBara ca  0COM jeHaK je BPeIHOCTH atanZ(Piy -0, P, —
O,,). TlpumeTnMo ¥ 1a KaJ| iBe TaUKe MMajy UCTH Harud HUje HEONXOAHO PAuyHATH HhHIX0Ba
pacrojama o Tauke () — IOBOJBHO je M3pauyHaTH KBaJpaTe pacTojarma U Hema ToTpede 3a
W3pavYyHaBaEM KBaJIPATHUX KOPEHOBA.

[IpeTxomgHu anroputam ce MOXe UMIUIEMEHTUPATU Ha cieaehn HauuH:
double ugao(double x0, double y@, double x, double y) {

return atan2(y - y0, x - x0);

bool kolinearne(const Tacka& t1, const Tacka& t2, const Tacka& t3) {
return abs(ugao(tl.x, tl.y, t2.x, t2.y) - ugao(tl.x, tl.y, t3.x, t3.y)) < EPS;

vold prostMnogougao(vector<Tacka>& tacke) {

int 1 = 2;
while (kolinearne(tacke[0], tacke[1], tacke[i]))
1++;
double x0 = (tacke[0].x + tacke[1].x + tacke[i].x) / 3.0;
double yO = (tacke[0].y + tacke[1].y + tacke[i].y) / 3.0;

sort(begin(tacke), end(tacke),
[x0, y0](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
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double ugaol = ugao(x0, y0, til.x, tl.y);

double ugao2

ugao(x0, y0, t2.x, t2.y);

if (ugaol < ugao2 - EPS)
return true;

if (ugao2 < ugaol - EPS)
return false;

return kvadratRastojanja(x0, y0, til.x, tl.y) <
kvadratRastojanja(x0, y0, t2.x, t2.y);
b
}

YMecTo TexurnTa Tpoyria ogpeheHor ca Heke Tpu HEKOJIMHeapHe TauKe U3 CKYIIa, 3a [eHTap
kpyra O MOXe ce y3eTH U je[JHA eKCIllpemMHd iauka TadKa U3 CKyIia — Ha IPUMep, Ta4yKa ca Haj-
BehoM Z-KoopAMHATOM (M ca HajMamkOM Y-KOOPAMHATOM, aKO MMa BHIIIE TadaKa ca HajeehoM
x-xoopauHatoM)®. OBaKBe TAauke Ce YecTO KOPHCTE MPMIMKOM PEIaBama reOMeTPHjCKIX
npodieMa. EkcTpeMHy Tauky MoBe3yjeMo ca CBUM OCTAJIMM TayKama JAATOr CKyIa U Tauke
copTtupamo pactyhe y OJHOCY Ha yrao Koju nouyrnpasa of Tauke () Kpo3 Ty TauKy 3axBara ca
noynpaBom u3 teMena O Koja je mapaJiesiHa ca £-0CoM (a Taj je yrao UCTH Kao yrao KOju 1mo-
ayrpasa ox Tauke () Kpo3 Ty TauKy 3aXBaTa ca MO3MTHUBHUM CMEPOM I-0Ce, jep Cy TO YIJIOBU
ca napasieJHUM KparuMma). Tauke o3HaueHe y 0BOM peAociey cy puKaszaHe Ha cauiu 5.19.

IorrTo cBe Tauke Jexe JieBo o Tauke O, yrao u3Mel)y mosynpaBux Kpo3 JBe y3aCTOITHE TauKe
He Moxe OuTH Behu o1 7, Te 10 AeTeHepHUCaHor CiIydaja O KOMe je OWIo peud He MOXke J0ohH.
AKo J1Be WM BUIIIE TAYaKa 3aXBaTajy UCTU yTao, OHE Ce JaJbe COPTUPAjY ITpeMa pacTojamy Ofl
tauke O U TO Ha ciieehy HAYKH: YKOJIMKO MPBHUX HEKOJIMKO TavyaKa 3aXBaTajy UCTH yrao, lbUX
coptupamo y pactyhem pemociiefy pactojama o Tauke (), YKOJIHMKO je MOCEAbUX JIBEe WIN
BHIIIE TaYaka KojmHeapHo ca TaukoM O BUX COPTUpAMO y onaaajyheM peJocieny pactojama
o Tauke (), 0K je 3a ocTajie Tauke Koje cy KoimHeapHe ca TaukoM (O cBejeiHo aa i hemo
ux coptupaTu pactyhe unm onagajyhe.

ITpumeTMO U TO 12 je yMecTO pavyHamwa yrjoBa Moryhe pa3marpaTy OpUjeHTAIlN]y Tadaka.
Haunwme, ouurneano Baxu cieneha jgema (vwtycTpoBana Ha ciuiu 5.20).

SHapagHo, 1oIITO je TIpodieM CUMETpHYaH M Iy XOPU3OHTANHE M [y BePTUKAJIHE Oce, OUJIO Koja Jpyra
KOMOMHaIMja ycIOBa MUHAMATHOCTH M MaKCUMAJTHOCTH KOOPJIMHATA je Y pefy.
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Pse

Cmuka 5.19: Excrpemna tauka O = P, ¥ Tauke cOpTHpaHe IpeMa yriny Koju npasa P, P,
3axBaTa ca MO3UTHUBHUM CMEPOM Z-OCe.

Cnuka 5.20: Unyctpauuja neme 5.3.1.
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Hexa cy P;, Pj u O iwpu HekoruneapHe iwauke u Heka ce P; u Pj nanaze neeo og O
(iij. Heka je x-koopgunaitia iauke O eeha uau jegnaxa og T-kopgunaiia iwavaxa P; u Pj ).
Hexa je p ionyiipasa ca iwiemerom y O Koja ce upociupe gyxc GO3UMUEHOT cMepa T oce.
Yiao uzmehy ionyiipase p u iionyiipase OPi Jje citipoio mareu 0g yina uzmehy ioryipage
P u donyipase OP]- aKo u camo ako je mpojka PjOPi HO3UIUBHO OpUjeHTuUCAHA (UCTO
kao u OP,P;).

Haxue, 3a motpede nopehera tauaka P; u P; npema yriy koju nonynpase OF; u OP; 3a-
XBaTajy ca XOPU3OHTATHOM MOIYHpaBoM p Kpo3 Tauky O (Tj. ca HO3UTMBHUM CMEPOM Z-0Ce)
JIOBOJBHO je M3pauyHaTH OpyjeHTalujy Tadaka Tpojke O P, P;. Axo je ona nosutveHa, oH1a
OP,; 3axnana marmu yrao og OF;, axo je neratusHa, onfa O P; 3aknana mawsu yrao on O,
a aKko je BpeJHOCT OpUjeHTalMje HyJIa, Taja Cy Te TPU Tauke KOJIMHEapHe, YIJIOBH Cy jel-
HaKM Y MMOTPEOHO je yIopeauTH KX Mo APYrUM KpuTeprjymMuMa (y HallleM Cily4yajy Ha OCHOBY
pactojama ox O).

HpeTXOIIHI/I AJIropruTamM C€ MOXE UMINIEMEHTUPATH Ha cnenehn Ha4YuH:

vold prostMnogougao(vector<Tacka>& tacke) {
// trazimo tacku sa maksimalnom x koordinatom,
// u slucaju da ima vise tacaka sa maksimalnom x koordinatom
// biramo onu sa najmanjom y koordinatom
auto max = max_element(begin(tacke), end(tacke),
[J(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x ||
(tl.x == t2.x && tl.y > t2.y);
s
// dovodimo je na pocetak niza - ona predstavlja centar kruga
swap(*begin(tacke), *max);
const Tacka& t0 = tacke[0];

// sortiramo ostatak niza (tacke sortiramo na osnovu ugla koji
// zaklapaju u odnosu vertikalnu polupravu koja polazi navise iz
// centra kruga), a kolinearne na osnovu rastojanja od centra kruga
sort(next(begin(tacke)), end(tacke),
[&tO](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
Orijentacija o = orijentacija(to, ti1, t2);
if (o == KOLINEARNE)
return kvadratRastojanja(t@, t1) <= kvadratRastojanja(to, t2);
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return o == POZITIVNA;
3

auto it = prev(end(tacke));

while (orijentacija(*prev(it), *it, t0) == KOLINEARNE)
it = prev(it);

reverse(it, end(tacke));

}

CI1oKeHOCT CBHUX orucaHux aaroputama je O(n logn) u motuye o COpTUpaAmHA.

Naxo oda mpucTyna 1ajy KOpeKTaH pe3yJiTaT, BU3yelaHO AONAJbUBUjU Pe3yaTaTu ce Jodujajy
IIPBUM IIPUCTYIIOM, Tj. Kajla ce LIEHTap Kpyra Hajla3u IITO OJIKe CPEUIITY MHOIOYIVIA.

5.4 TlpunagHOCT Tauyke YHYTpPawWHOCTU MHOroyrna

Y MHOTMM NpuMeHaMa je MoTpeOHO Ja ce MCIUTA Jia JIU TavKa ca JaTHM KOOpIUHATAMA TIPH-
Najia yHyTPaIIkbOCTH MHOTOYIVIA KOjU OrpaHMYaBa HeKy odnact. Ha mpumep, y annmkanu-
jama ca rpaMYKUM KOPHCHUYKMM MHTEpP(dEjcOM WIM padyyHApCKUM HWIrpama je MOTpedHO
OJPEeIUTH J1a JIM Ce TMOKa3MBay MHUINA HAla3u YHYTap HEKOr 00jeKTa, KOjU je IpelCTaB/beH
MHOTOYTJIOM. JOII jeHa MpUMeHa je y CKJIOIY TeOKOoAuparma. 3aJaTak TeoKOIupama jecTe
IpoIIec KOjH 3a 3a7aTo MecTo WM aapecy Bpaha merose reorpadcke KoopauHate. JeqHako
BaXkaH 33/1aTaK je U keMy MHBEp3aH, KOjuM ce 3a JlaTe KoopauHaTe ojpelyje Mecto — rpaf,
AprkaBa WM HEKa 0dJIacT K0joj TauKa ca TUM KOOpJMHATaMa IpUIa/a.

Pemewe oBor mpodiiema ce pasiuKyje y OTHOCY Ha TO KaKaB jeé MHOTOYTa0 KOju Ce aHaTN3Upa
(Ia J11 je MpOoCT, A4 JIU je€ KOHBEKCAH U CJIMYHO).

5.4.1 WcnutuBake NpUNagHOCTU TauyKe YHYTPaLWHOCTU NPOCTOr MHOroyrna

VY nornarsby 5.1.6.2 pa3sMOTPIUT CMO Ha KOjU HAYMH MOXEMO YTBPIUTH [Ia JIA Ce TadKa Ha-
JIa3u YHyTap Jator Tpoyria. Pa3mMoTpMMo Kako ce 0OBO MOXe YOIIITUTU Ha MPOWU3BOJHHH
MPOCT MHOTOYTA0.

Mpo6nem

3agaii je ipocii muoioyiao P ... P, u iwiauxa Q), Koja He nexcu Ha HEKOj 0g FeloBUX
ciipanuya. Ycianosuitiu ga au je wauka () yryimap ot Mroioyina.

[IprmeTumMo 1a CMO, jeTHOCTAaBHOCTH pajd, M30CTABUIM MUTAKE MPOBEpe J1a M Ce TadKa
HaJla3u Ha CTpaHUIaMa IMPOCTOT MHOTOYTJIA, 11a HUje PeJIeBaHTHO J1a JIN Ce Py O OTBOPEHOM
WJIA 3aTBOPEHOM MHOTOYTITY.
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5 2

— 05 = ro

Cnuka 5.21: VTBphuBame MpUmagHOCTH Tayke YHYTPALIHOCTH MpocTor MHoroyria. Ha
CJIMLIM JIEBO Jejyje NMPUINYHO HEjacHo Ja JM je TayKa yHyTpa WM Hamojby. Tek Kaga ce
YHYTpAIIOCT MHOTOyIIa 000jH, MOCTaje jacHO Aa je Tauka BaH MHOTOYIVIA, IITO Ce MOXe
yTBPAUTHU U OpOjareM MpeceKa MoyIpaBe ca CTpaHULaMa TOI MHOTOYIJIa.

[Ipobiem Ha mpBU moryie] W3riena jeJHOCTABHO, Al aKO CE pa3Marpajy CIOKeHH HEKOH-
BEKCHU MHOTOYIJIOBU, KA0 OHAj MPHUKA3aH Ha cuiu 5.21, BUAU ce Ja TO HUje yBEeK CIyyaj.
VIHTYUTHBHY MPUCTYII je MOKYIIATH HEeKako ,u3ahu Hanoske”, monasehu of 3aaate Tauke ().
[MocmarpajmMo MpoU3BOJBHY HOJYIpaBy ca TeMeHoM (). Buau ce 1a je 1oBosbHO mpedpojatn
Tpeceke ca CTpaHUIAMa MHOTOyIIa. Y puMepy Ha cimy 5.21, uayhu Ha ceBepouctok® on
nate Tauke (mparehu ucripekuaaHy JMHM]Y), HAWIA3UMO Ha IIECT MPeceKa ca MHOTOYIJIOM.
Iomro Hac moceArmU NMpecek Mpe U3jlacka U3BOJYM U3 YHYTPAIIHhOCTH MHOTOYIVIA, a TPeT-
Hocseilby Hac Bpaha y BeroBy YHYTPAIIHOCT, U TaKO Jajbe, Tauka () je y CroballiboCcTh
MHOroyria. Jlakie, MOXeMO 3aK/byYHTH [a Tauyka () MpUraga yHYTPAIIHhOCTH MHOTOYIJA
aKo U camo ako je Opoj mpeceka mosiymnpase u3 () ca cTpaHUIiaMa MHOTOYTJIa HerapaH.

Pa3moTprmMo Kako ce oBaj aaroputaM MOXe MMILIEMEHTHPATH aKo jé MHOTOYTao 3a/aT HU-
30M KOOpIMHAaTa TeMeHa, LITO je yodudajenu cuenapuo. Kaga ce mpodiem peruasa BU3yeHo,
Jako je Hahu nodap myT (MoJyrpaBy ca Majo Mpeceka) U HUje MOTPEOHO pa3MaTpaTH CTpa-
HMLIE MHOTOYTJIa KOj€ Cy JaJIeKO OJ TOT ITyTa. Y Cilydyajy MHOIOYIIa AATOI HU30M KOOPAMHATA,
TO HMje jeJHOCTaBHO U HajBehy €0 BpeMeHa TPOIIY Ce Ha UCTIMTHBabE M0CTOjamba Mpeceka
MOJIyNIPaBe M CTPaHULIA MHOIOYIVIA, jep HeMa jeJHOCTAaBHOI HAauyMHa Ja ce u3derHe odpana
CBHX CcTpaHuIa. VcrutuBame npeceka Ayxu (CTpaHUIe MHOTOYIJIA) M MOJYIpaBe ce MOXe
YHPOCTUTH aKO je MOJIyNpaBa Koja CaipKu Tauky () mapajieiHa jeHOj 0] 0ca — Ha IIpuMep
1J-OCH M peliuMO ycMepeHa Hajosle (Kao Ha e 5.22). O3HauuMo Ty HOJIyIIpaBy ca q.

Hauwme, npecek nojtyrnpase g ca crpaniiom F; P; | | MHOroyriia locToju ako ce 2-KoopuHarta
Tauke () Hanasu u3mely BpeiHOCTH Z-KoopauHata TemeHa P; u P | 1 ako je y-KoopauHaTa

Pasu jeqHOCTAaBHUjEr 0O jaIlIbeHa ANTOPUTMA, HPETIIOCTABLAMO /1a ce Y JleKapTOBOM KOOPAMHATOM CHCTEMY
3Ha ILITa je rope, JoJe, IeCHO, JIEBO, Tj. [JIe Cy CEBep, jyr, UCTOK U 3amaj.
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Cnuka 5.22: Pa3nuyuTy nosioxkaju CTpaHUIla MHOTOYIJIA U TOJIYIIPaBe ca TEMEHOM Y TauKu
() ycmepeHe Hajlone: TOJIyNpaBa ca MOYETKOM y Tauky () ceve crpanuuy P, P;, a ne ceve
crpanuue P, P, u crpanuny P, P, (1ako ce y cBa TpH cllyyaja IIpaBe CeKy, y Ciydajy cTpa-
Hune P, P, Ta mpeceyHa Tauka je BaH CETMEHTa, a y ciIydvajy crpanuue P, P, Ta Tauka je BaH
TMOJIyNIPaBe).

TnpeceyHe Tauke nomynpase ¢ u npase F; P ; Mama o y-koopauHate Tauke (). Ilpermo-
CTaBUMO, jeIHOCTABHOCTH Pajy, Ja je Tp < & p,,, (axo HHj€, MOXEMO Pa3MEHUTHU Te JBE
Tauke). Ilpeceyna tauka npase © = Z u npase PP, | umja je jeqnauuna y — Yp, =
Ypi Yp

oy Tp, (z—=x Pi) Je TavKa 4mja je T-KoOpAnHaTa X, 4 Y-KOOP/MHATA je je[HaKa:
1+ k3

Haxiie, OTpedHO je ja Baku Yy < Yq, WTO Ce, KaJa ce u3pa3 TpaHcdopmuie Ja ou ce
u30ero JieJbehe (MMEeHWIAIl pa3jioMKa je TIO3UTHBAH), CBOIU Ha:

yp,(xp, , —xp )+ (yp,, —yp)(xq —2p) <yq(zp, , —zp)

Tj.
<sz' B yQ)(xPiH o xPi> < <yP~;+1 o yPi><xPi B xQ)

o oBor m3pasa ce Mo:xe JIoh! 1 aKo ce IIPoBepH OpHjeHTanuja Tpojke Tadaka P P; () (ta
OpHjeHTalMja je O3UTUBHA aKO M CaMO aKO ce Tauka () Hanasu usHaj ayxu P; P, |, mTo je
NnoTpeOHO Aa O MpeceKk MOorao Ja nocroju).

Kao mito je Beh nomeHyTo, 0OMYHO NOCTOje HEKU CIELjaTHU CIy4ajeBU Koje Tpeda moceOHO
pasmotputu. Wb je yrBpauTH ja ju Tauka () mpunaga yHyTpalmbocTh MHOroyria P Ha
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OCHOBY Opoja Ipeceka MoJIynpase ¢ ca CTpaHMIiaMa MHoroyria F. PasmorprMo npecek mo-
Jynpase g v crpanuue P; P; ;. IIpsu crienujanuy cilydaj je Kaja moaynpasa g Capku jeaHy
Kpajiby Tauky Te cTpanuue (Tj. Teme FP; wii P; | MHOroyIa), ajiu He CajpiKu Ty LieJly CTpa-
Huiy. Be3 ryduTka Ha ONIITOCTH MPETHOCTaBUMO Ja ¢ caapxu teme P;. Ha ciunu 5.23 (a)
MpUKa3aH je ciaydaj Kaj Taj Impecek He Tpeda OpojaTH, a Ha ciauuu 5.23 (b) ciayyaj Kaj Taj
npecek Tpeda OpojaTu.

(a) (b) (c (d)

Cika 5.23: Crienjaiiu ciydyajeBd KaJ BEPTUKAIHA TOJTyIpaBa ¢ ca MOYeTKOM y Tauku ()
CajIp’KM HEKO TeMe WM HeKy CTPaHHUITy MHOTOYIJIA.

IToctoju Buille HauUMHA 3a yTBphUBaWkE Aa JIM HEKU OBaKaB Ipecek Tpeda OpojaTH WM He.
Hasegumo nsa.

* AKO Cy J]Ba TeMeHa MHOIOYIJIa CycelHa TeMeHy P, ca WcTe cTpaHe TOJIyIpaBe ¢

(2
(Tj. IpaBe Koja je capku), Ipecek ce He pauyHa (0da cyceHa TeMeHa Ha ciauiu 5.23

(a) cy ca JieBe cTpaHe MoJIymnpase ¢). Y IPOTUBHOM, aKO Cy TeMEeHa CyceHa TeMeHy P
ca pa3IMYUTUX CTpPaHa OBE IpaBe, mpecek ce dpoju (Ha 5.23 (b) jenHo cyceaHo Teme
je ca JieBe, a Ipyro ca JIECHE MOJYIPaBE q).

C 003upomM Ha TO 12 pa3mMaTpaMo IpaBy KOja je mapajeiHa ca 4J-0CoM, 3a CBaKy CTpa-
HUITy MHOTOYTJIa Tpedasio OM pauyHaTH IMpeceKe ca JICBUM TEMEHOM, a He ca JIECHUM
(TemeHa HeKe CTpaHHWIle MHOTOyIJIa KJIAacH(pHKyjeMo Kao JIEBO M JECHO y OJHOCY Ha
BPEJHOCTH T-KOOpjAWHaTe TeMeHa). Ha Taj HauvH HeheMo pavyHaTH MpeceK HaIuK
OHOM Ha ¢yt 5.23 (a) jep je 3a 0de cTpaHuUIle MHOTOYIVIA CyceHe TeMeHy F; mpecek
KpO3 JIECHO TeMe (U CJIMYHO /IBa ITyTa OMCMO pauyHaJIM IPeceK ca TEeMEHOM KOje je JIEBU
EKCTPEMyM U OTeT ce He OM MPOMEHWIA MapHOCT Opojaya). 3a Mpecek MpUKa3aH Ha
cimauy 5.23 (b) ydpajamo jenaH npecek, jep je 3a jeoHy oJ CTpaHuLa Koje ce CyCTUUy
y TOM TeMeHY TO JIEBO TeMe, a 3a APYTY JIECHO.

Jlpyru cnienmjaian ciyyaj ce jaBiba Kajia Mojynpasa ¢ cajap:xu crpanuuy P; P; ;. Ha ciuim
5.23 (c) mpuKaszaH je ciiydaj KaJ Taj mpecek He Tpeda OpojaTu, a Ha cauuu 5.23 (d) ciy4aj
KaJl Taj mpecek Tpeda dpojaru.
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* JenaH Ha4YMH Jja ce OOpeU 1a JI IIpecek Tpeda Wik He Tpeda OpojaTu je Aa ce MpoBepu
Jla 4 Cy TeMeHa cyceaHa crpanuuu P P 1 (temena P, | u P ,) ca ucte wm ca
Pa3HUX CTpaHa IOJYIIPaBe ¢.

* Y npucTymny y KOM Ce 3a CBaKy CTpaHMIly Opoje caMo Mpecely ca JIEBUM TEMEHOM, a He
U ca JIECHUM, IIPeceKe ca BEPTUKAIHUM AyKMMa Tpeda MPOCTO 3aHEeMapuTH. 3aucTa,
Ha i 5.23 (c) Ou ce Taja pauyHaJa JiBa peceka ca JIeBUM TeMeHuMa ayxu P, P, |
u P, P, 5, nok 0u ce Ha cmu (d) payyHao caMo jefiaH IPeCceK ca JIEBUM TEMEHOM
nyxu Py P o,

Y HacraBky hemMo pa3MOTpUTH UMILIEMEHTALM]Y AJITOPUTMA 32 UCIIUTUBAKE [ JIU je TauKa y
YHYTPAIIOCTU MHOTOYIVIA KOja HEe YKJby4yje 00pay ClelrjalHuX CllydajeBa.

// utvrdjuje da 1li se tacka Q nalazi u datom prostom mnogouglu P
// (on je zadat nizom svojih temena, kojih ima bar 3)
bool tackaUMnogouglu(const vector<Tacka>& P, const Tacka& Q) {
// broj temena
int n = P.size();
// razmatramo preseke stranica sa vertikalnom pravom iz Q
// tacka je inicijalno van mnogougla
bool uMnogouglu = false;
// prolazimo skupom svih stranica mnogougla
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// naredno teme u poretku temena mnogougla
int j=(1L+1)%n;
// obezbedjujemo da prva tacka ima manju x koordinatu
Tacka Pi1 = P[1], Pj = P[j];
if (Pi.x > Pj.x) swap(Pi, Pj);
// ako se x koordinata tacke Q nalazi izmedju vrednosti
// x koordinata krajnjih tacaka stranice PiPj 1
// y koordinata presecne tacka prave x = x_Q 1 prave PiPj
// je manja od y koordinate tacke Q
if (P1.x < Q.x & Q.x < Pj.x &&
(Pi.y-Q.y)*(Pj.x-Pi.x) <= (Pj.y-Pi.y)*(Pi.x-Q.x))
// registrujemo jos jedan presek
uMnogouglu = !uMnogouglu;
}

return uMnogouglu;

Hexa je n dpoj crpanuiia MHoroyriaa. Kpo3 ocCHOBHY NeT/by aqropuTMa Mpojia3u ce 7 myTa.
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V cBaKkoM ITpoJIacKy Kpo3 NET/bY pauyHa ce IIPeceK [Be MPaBe U U3BPIIABAjy Ce jOII HEKe olle-
parje 3a KOHCTaHTHO BpeMe. [lakJie, yKYITHO BpeMe M3BpiaBama anropurma uztocu O(n).
AKO je Mo3HaT rpaHUYHU IPaBOYraoHUK (eHr1. bounding box) KOju caip:ki MHOIOyrao, Tajaa
ce MpoBepa Moke yOp3aTH Tako IITO aIrOpUTaM ce Mokpehe camo 3a OHe Tauke Koje Mpuma-
Jajy TOM IIpaBOYTaOHMKY (Ha Taj HAUMH IOHEKaJ BeoMa e(pUKaCHO MOXEMO €JIMMUHHUCATH
BEJIMKHU Opoj Tayaka). AJITOpUTAM ce MOXe YOp3aTH M TaKo IITO ce N3DEerHe aHaan3a HeKUX
CTpaHMLIAa MHOTOYIJIA, INTO C€ MOXKE YUMHWUTH CMELITalkeM CTPaHULA Y CIEeLjaiHe CTPYK-
Type nojaraka koje omoryhasajy Op3y mpoCTOpHY IpeTpary, HoIyT, Ha pumep, [2-apeera
(ennn. R-trees), udje u3ydaBarbe PENyIITAMO YUTAOLLY.

5.4.2 WcnuTuBake NPUNagHOCTU Tauke YHYTPaWHOCTU KOHBEKCHOT MHOToyr1a

ITpoBepa mpunagHOCTH TauKe YHYTPAIIHOCTH MHOTOYT/Ia MOXe OMTH MHOTO e(prKacHHja ako
j€ MHOroyrao KOHBEKCaH.

MpoGnem

Heiwmiamiu ga au wauka () dpuilaga yHYympawreoCiin  KOHEEKCHOT MHOTOYINA
PyP,...P, .

3a moyeTak IMPEeTIOCTAaBMMO Jia Tadka () He TPHIaJa CTPAHNALIAMA JaTOI KOHBEKCHOT MHOTO-
ymma PyP, ... P,_ .

5.4.2.1 ANroputam 3sacHOBaH Ha opujeHTauuju

Jemno moryhe peleme je yommuTeme alropuTMa 3a UCIIUTHBAKE [ JIM Ta4Ka MpUNaja yHy-
TpPaIIBOCTH JaTor Tpoyria. OHO HHje e(pMKaCHH]e HEero OMIITE pelehe 3a MPOCT MHOTOYTao,
aM je jeiHOCTaBHMje Off 1era. JeJHOCTABHOCTH Paj, MPETIOCTaBUMO Jla Cy TeMEHa KOH-
BEKCHOI MHOT'OYIJIa 1aTa Y MaTeMaTH4KU MO3UTUBHOM CMepy (CMepy CyNpOTHOM OJ] cMepa
Ka3aJbke Ha YaCOBHUKY). Tauka () mpumaja yHyTpammbOCTH MHOTOYIJIA aKO M CaMO aKo ce Ha-
J1a3H C JIeBe CTpaHe cBake ycMmepere crpanuue PP 1,0 < i < n—1, P, = I, MHOroyrna,
OJTHOCHO aKO 3a CBAKO ¢ Tpojka Tayaka P; P; | () nMa Mo3uTHBHY OpujeHTauujy. Y npumepy
MPUKA3aHOM Ha CJMLK 5.24 0Baj yC/IOB BaxM 3a Ta4yky () Ha CIIMLM JIEBO, aJIi HE U 32 TAYKy
@ Ha cimum necHo. CrokeHOCT oBor anroputma usHocr O(n).

AKO HUje [o3HaTa OpUjeHTAalja TEeMEHa KOHBEKCHOT MHOroyria (Beh camo BbUXOB peAociie)
Kako OM ce yTBPIWJIO Ja Jiu Tauka () IpuIaza yHyTpalbOCTH MHOroyIia Moryhe je mpoBe-
puTH Ja i cBaka Tpojka P, P; | () uma ucty opujeHTanmjy (Ouna oHa MO3WTHBHA MM HeTra-
THBHA).

Axo je opujentaumja Heke Tpojke P P () jenHaka HyiM, TO 3HauM Ja Tauka () mpunazia
npasoj P; P, ma nmomro cmMo mpernoctaBuan aa () He mpunazga crpanuiy PP, oHa
CUTYPHO TIpUIaJa CIOJbAIIOCTH MHOTOYIJIA.
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Cimka 5.24: Ha cimnm sieBo Tauka () Mmpumnaga yHYTPaIImbOCTH KOHBEKCHOI MHOTOYI/IA jep
cy cBe Tpojke Tauaka P; P;_ () nosutuBHO opujentucane. Ha ciuim gecHo tauka () He npy-
TaJa YHYTpallmbOCTH JAaTor MHOroyra (tpojke tadaka Py P, Q) u P; P,() nMajy HeraTuBHy
OpUYjeHTalujy).

MoxeMo pa3MOTPUTH U OMIITHjU MPoOIeM, Y KOM HHje YHAIpe/ MO3HATO Aa TayKa He Mpu-
naja cTpaHuiaMa MHoroyrna. Tafja, ako je opujeHTanmja Heke Tpojke P;P; () jenHaka
HYJIH, eKCIUTMLMTHO Tpeda NPOBEPUTH Ja JiM Tadka () npunafa ayxu FP; P; | (1to ce Moxke
YpaauTH MPOBEPOM ITPOjeKIHja Ha oce, KaKo je OIMMcaHo y moriasiby 5.1.4.1) u pe3ynraT uz-
padyHaTH y CKJIaly ca TUM Ja JIM pa3MaTpaMo OTBOPEH WM 3aTBOPEH MHOTOyrao (Tj. 1a Ju
Tope]] YHYTPAIIHhOCTH JOMYIITaMO U MPHUMAAHOCT TAYKe CTPAaHUIIAMa MHOTOYTJIA).

5.4.2.2 Anroputam 3aCHOBaH Ha GMHapHOj NnpeTpasun
Nneja Ha K0jOj ce 3acHMBA e(pUKACHHjH aJITOPUTAM Ce OCllarba Ha OMHApHY TpeTpary. JemHo-
CTaBHUjE je UMIUIEMEHTUPATH MIPOBEPY J1a JIM TauKa MPUIIaia 3aTBOPEHOM MHOTOYTITY.

Hexa ce wmiauxe () u P, nanase ynyitap yina éPiPOPj (cauxa 5.25), tipu uemy wpojka
mavara Py P; P; uma itosuiiueny opujeniiayujy. Taga eadxcu:

e ako cy wauke P; u () ca ucitie ciipane upase Py P,,, iij. ako cy wipojke Py P, P; u
P, P,,,Q ucitio opujeniiucane, imaga mauka @ apuiiaga yiny £ P, Py P, (ij. reeio-
60j yHymwpawreocitiu). 06aj ycaos ceogu ce Ha o ga je wipojka wauaka Py P, ()
HelaueHO OPUJEeHIIUCAHA.

* axo cy mauxe P; u Q) ca uciie ciupane ipase Py P, (kao na cauyu 5.25), dj. axo
cy wpojie Py P, P; u Py P, Q) uctiio opujeniiucane, aga wiauxa () iipuiiaga yina
ZP. P, Pj (itij. weiosoj ynympawreociiu). 0sajycaoe ceogu ce Ha o ga je mpojka
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mauaxa POPmQ HO3UIUBHO OPUJEHIIUCAHA (WITHO Je, HAPABHO, YCA08 CYUPOIaH
OHOM Y UPEXOgGHOM CAYHajy ).

e axo mmauka () baw dpuitaga ipasoj Py P,,, ycsajamo goiosop ga iiauxa Q apuitaga
yiny LP, PP, ..

Cnuka 5.25: Cpohemwe mpodiiema UCIIMTUBAKA MPUIATHOCTH TaUKe HEKOM YIIy Ha Ipunaj-
HOCT HEKOM H-ET'OBOM JIElLy.

HUckopuctuhemo npeTxoqHy Jiemy 1a OWHApHOM IIpeTparoM mpoHaheMo BpeIHOCT ¢ TAKBY Ja
Tauka () npunajia sateopenom yriy P, Py P; | . Onpxasahemo tekyhu yrao £ P, Py P; kome
npuaja tauka (), koju naunmjammsyjemo Ha £ Py Py P, ;. Y cBakoM Kopaky 3a Tauky P,
OMpamo CpeJMIIEbY TauKy — TauKy ca uHaekcoM m = | (i + j)/2] n axypupamo yrao kome
TpHnaja Tauka () mpema NpeTxoAHoj eMu. 3aycTaB/baMo ce Kaja Tauke P, n P, nocrany cy-
cellHa TeMEHA MHOTOYIIIA, Tj. Kaja je 7 = ¢+ 1. Tlocne najsuine O(log n) kopaka npoHaiasu
ce yrao ZP; Py P, | xome Tauka () MOpa IpUnajaTi ako IpHNaja 3aTBOPEHOM MHOTOYIIY.
Tana 3HaMo Ja Tauka () HpHIIaza 3aTBOPEHOM MHOTOYIVY aKO M CaMO aKo IPHIIajia 3aTBO-
perom tpoyrity AP, P;P; ;. Cnoxenocr je, nakne O(logn). Ha ciuuu 5.26 npukasa je
HpHUMep MOCTYIIKA MOJIOBJbeHha YIVIa KOMe Mpurnaja Tauka (.

Ha nouetky je moryhe npoBepuTy Ja i Tauka npunaza yrry £ P Py P, | naKko He npumaja
OIMax ce MO’e 3aKJbYUHTH Jla TauKa He IPHIaa HU MHOTOyrTy. MehyTiM, Ta mpoBepa HHje
HEONXO/JHa, jep aKo Tauka He IMpurajga ToM yriy OuHapHOM mperparoM he ce pohu mnmm no
tpoyrna APy Py Py win APy P, o P, | v taga he ce 3ak/by4nTy a My TauKa He MPHNaa,
Ia He MpUMNaga HY 3aTBOPEHOM MHOTOYIITY.

OBaj AJITOpUTaM €€ MOKE BEOMa jCZLHOCTaBHO UMIIJIEMCHTUPATU.

bool tackaUZatvorenomKonveksnomMnogouglu(const vector<Tacka>& P,
const Tacka& Q, int i1, int j) {
if (J -1==1)
return tackaUZatvorenomTrouglu(Q, P[0], P[i], P[il);
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Cmuka 5.26: VcnutrBarbe MPUNATHOCTH Tauke () KOHBEKCHOM MHOTOYIIY METOOM IIOJIO-
B/beHba yIi1a. Ha kpajy je morpedHO ucnmtati 1a i Tauka () npunaga tpoyriy Py FPg Ps.
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intm=1+ (3 -1) / 2;
if (orijentacija(P[0], P[m], Q) == POZITIVNA)

return tackaUZatvorenomKonveksnomMnogouglu(P, Q, m, j);
else

return tackaUZatvorenomKonveksnomMnogouglu(P, Q, i, m);

bool tackaUzatvorenomKonveksnomMnogouglu(const vector<Tacka>& P,
const Tacka& Q) {
int n = P.size();
return tackaUZatvorenomKonveksnomMnogouglu(P, Q, 1, n-1);

}

AKO pa3MaTpamMo OTBOPEHM MHOTOYrao, y HpBOj a3y Ha MCTH HAYMH MPOHATA3MMO yrao
P,P,P;_ ; xome Tauka () npunazga. Tauka () mpunaga oTBOPEHOM MHOTOYIJTY aKO M CaMoO
aKo TIpunaja yHyTpamoctu Tpoyrna P; Py P, | i npunaza ayxu Py P; (kana je ¢ # 1)
v nipunana nyxu By P | (kana je *+n—2).

Pier P

Cmuka 5.27: Vlako ce UCTIUTY je MPUTIaTHOCT OTBOPEHOM MHOTOYTITY, Kajla ce OMHAPHOM TIpe-
Tparom otkpuje yrao F; P P, | kome nipunazia Tauka (), HOTpedHO je NPOBEPUTH Jja JIU TauKa
npunaja tpoyriy P, Py P; | KOju je IomyoTBOpeH — MOpa ce YK/bYYHTH U IIPOBEpa MpHUIIajl-
Hoctu crpanniama Py P; u Py P;_ |, ocuM y cllydajy Kaja cy OHE CTpaHHIIE MHOIOYIVIa.

5.5 KOHCTpyKUMja KOHBEKCHOI oMOTaya

Koneexcru omoitiau (esrin. convex hull) koHauHOr ckyna Tayaka AeHUHUILIE ce Kao HajMambH
KOHBEKCHM MHOTOYrao TakaB Ja CBE TayKe TOT CKyIa MpUIagajy yHYTpPaIllbOCTH WK CTpa-
Hullama Tor MHoroyria (ciauka 5.28). edunucahemo u ja je 3a jeqHy TauKy KOHBEKCHU
OMOTa4 Ta TauKa, a 3a Map Tayaka ayxk Koja ux craja. JacHo je u3 nepuHMIMje 1a je KOHBEK-
CHU OMOTa4 TP HEKOJIMHEapHE Tauke TPOYrao KoMe cy Te Tauke TeMeHa. 3adpaHuhemo na
KOHBEKCHHM OMOTa4 Ca/IpKU KOJIMHEeapHe Tauke M TaJa 3a CBaKM CKYIl Tayaka MOCTOjU jeIuH-
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CTBEH KOHBeKCHM oMoTa4. KOHBeKCHM oMOTa4 ce IIpeacTaB/ba HA UICTU HAYUH KA0 oo KOjI/I
MHOTroyrao — HU30M CBOjI/IX y3acCTOITHUX TEMEHA.

Crnuka 5.28: [Ipumep ckyma Tayaka v leroBOI KOHBEKCHOT OMOTAva.

Kao mro cmo Beh Buaenn, odpaga KOHBEKCHUX MHOTOYIVIOBA jeHOCTaBHHja je of odpane
MPOM3BOJBHMX MHOTOYIJIOBa. Ha mpumep, mpoBepa NpunagHOCTH TauKe YHYTPALIBOCTH MPO-
M3BOJBHOT TIPOCTOT N-TOYIIIA je ci1okeHocTd O(n), 10K je UCIUTUBAE IPUIAIHOCTH TAUKe
YHYTPAIIOCTH KOHBEKCHOT n-Toyria cioxeroct O(logn).

W3 ycnoBa 1a je KOHBEKCHM OMOTa4 HajMarkby KOHBEKCHH MHOTOYTao ca JIaTUM CBOjCTBHMA,
CJIe[M 1a Cy TeMeHa KOHBEKCHOI OMOTaya HeKe OJ] Tauyaka u3 3aaator ckyma. Kaszahemo ma
TauKa ipuiiaga oMoTady ako je TeMe oMoTada. AKO 3aHEMapruMO TPHUBHjaTHE CIIyvajeBe Kajaa
TMOJIa3HU CKYH He CaJpXu Oap TPy HEKOJIMHEeapHe Tauke, KOHBEKCHU OMOTa4 MOXKe Ce CacTo-
jaTH of HajMame TPH, a HajBUIIIE N Tadaka (ciamka 5.29).

Cnuka 5.29: KoHBEKCHM OMOTa4 KOjH Caip’kH CBE TaUyKe CKyIa (JIEBO) M KOHBEKCHH OMOTa4
CKyIa KOjU CaJpXky caMo TPH Tayke (JIECHO).

KoHBekcHM oMOTauM MMajy MIMPOKY MpUMeHY (Ha mpuMep, y npahemy mupema enuaeMuja,
MOJIEIOBakby IMIATKUX KPUBHUX, CMabeiby Opoja 00ja Ha citiuy, IUIaHUpamy KpeTamba podoTa,
Kao IPaJIMBHY €JEMEHT Y JPYruM alropuTMHMA, Kao IITO jé PeLMMO TpaXemwe IujamMeTrpa
CKyIla Tayaka), fa cy 300r Tora pa3BujeHd MHOTOOPO jHU aITOPUTMU 32 BbUXOBY KOHCTPYKLH]Y.
Pasmorpumo mpodiiem HaBuranje podora y pasau of Tauke A mo Tauke B. HajjemHocras-
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HUjY HAYMH JIa pOOOT peajin3yje OBO KpeTarbe je MPaBOJIMHU|CKH, ayX ayxu AB. Mehytum,
Ha OBOj MPaBOJIMHU]JCKO] MyTamH ce Moxe Hahu Heka o npenpeka. Crtora ce cBaka of rpe-
IIpeKa MOe Y30PKOBAaTH TAauKOM Y PaBHH, & OHJIa HAIIPABUTH KOHBEKCHA OMOTa4 CBUX OBHX
Tavaka. 3a MyTamy Koja He cede OBaj OMOTau ce rapaHrtyje na Hehe dutu cymapa podora ca
HEKOM O[], ITpenpexKa.

¥V HacTtaBKy fieMO pa3MOTPHUTH HEKOJIMKO Pa3IMuUTUX pellierba HapeJHOT MpodieMa.

Mpo6nem

Konciipyucaitiu koneexcru omoriau 3agaimiux n wauaka y pasHu.

5.5.1 [AWPEeKTHU NHAYKTUBHU NpuUctyn

Kao u o0nuHo, nokymahemo Hajope ca AUPEKTHUM MHIYKTUBHUM MpucTynoM. KoHBekcHU
OMOTAY 3a jeJHy TaukKy je jeJHOWIaH W TO MOxe outu daza mHaykmmje. [IpeTmoctaBUMO
cinenehy MHIYKTUBHY XMIIOTE3Y.

I/IH,[IYKTI/IBHa XHIoTe3a. YMEMO J1a KOHCTPYHUIIEMO KOHBEKCHU OMOTAa4 CKyIla I(OjI/I caipKun
MamE€ O1 17 Ta4aka.

IMokymajMo fa KOHCTPYHMIIEMO KOHBEKCHM OMOTAau CKyna of 1 Tayaka. [loctaBiba ce nuTame
Ha KOjU Ha4MH 73-Ta TayKa MOXe Jja MPOMEeHN KOHBEKCHM OMOTay NMpBuX 7 — 1 Tavyaka. [lo-
cToje nBa moryha ciydaja:

* HOBA TauKa je y [IPeTXOJHOM KOHBEKCHOM OMOTady, I1a OH OCTaje HEIIPOMEIbEH,
* HOBA TauyKa je BaH IPETXOJHOI KOHBEKCHOI OMOTaya, Ia ce OMOTad ,,upu” a 00y-
XBaTU U HOBY TauKy (cimka 5.30).

[Ipunukom mogaBama CBake HOBE Tadyke MOTPEOHO je, Jakiie, PelIuTH JABa MOTIpodieMa:
yTBphHBame Ja 1 je HOBa TauKa yHyTap OMOTaua U MPOIIUPUBAE OMOTaya HOBOM TaUKOM.

CtBap ce MOoXe yIPOCTUTH MOrOJHUM U300pPOM 72-T€ TaUKe, TAKO Ja He MOPaMO EKCIUTUIUTHO
BPILUTY [TPOBEPY J1a JI OHA TIPUTIAJIa IIPETXOAHOM OMOTauy. 3BYYH IPUMAMIBUBO ITOKYIATH
JIa yBEK OMpaMo TauKy yHyTap OMOTaua, jep Taja He MopaMo Ja MEeHhaMo OMOTaY Ja O ce mpo-
IMpWJIa MHAYKTUBHA XUIOTE3a; TO, MelyTnM, HUje yBek Moryhe jep y HeKUM CilydajeBrMa
CBE Tauke MOJIa3HOT CKyTa MpUIiajiajy KOHBeKCHOM oMoTauy (5.29, neBo). CacBUM cynpoTHa
MOryhHOCT je [1a ce y CBaKOM KOpaKy Orpa Tadka 3a KOjy 3HaMo Jja He MpUIaga yHyTPaIIbo-
ctu Tekyher omotaya. To he OuTh 3aJ0BOJLEHO aKO ce y CBaKOM KOPaKy Orpa HeKa eKCTpeMHa
Tayka HOBOT MHOTOYIJIa, MIPU YeMy HaM Taj u300p, Kao mTo hemo BUIETH, TOJATHO YIpO-
mhaBa MOCTyNak axypupama KOHBEKCHOT oMoTava. [loJiceTMo ce, eKCTpeMHe TauKe Cy ce
TMOKa3aJjie yCIelHe [TPH peliaBamy podieMa KOHCTPYKIIMje IpocTor MHoroyria. Exkcrpemna
Tayka Koja ce y TOM MpodjaeMy KOPUCTH/IA je OHAa ca MAaKCMMAJIHOM T-KOOPIUHATOM (IIpU
YeMy Ce aKO MMa BMIIIE TAKBUX Tayaka OMpa OHa ca MUHMMAJIHOM ¥-KoopAuHaTtoMm). [la Ou ce
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Cmuka 5.30: IIpommprBamke KOHBEKCHOT OMOTa4a HOBOM TAYKOM Y CJIydajy Kajla HOBa Tauka
He [PUMaJia IPEeTXOAHOM OMOTauy.

y CBAaKOM KOPaKy KOPHUCTHIIA eKCTPEMHA TauKa, IIOTPEOHO je Tauke odpahuBaTH y Heomnaaajy-
hem penocrieny z-koopanHaTa (IIpH YeMy Tauke ca MICTOM Z-KOOPAMHATOM Tpeda odpahusatu
y HepactyheMm penociesy y-KOOpAMHATa), LITO Ce HajlaKIle MOCTUKE aKO Ce y CTapTy Tauke
copTupajy Ha Taj HauMH. Taja 3arpaBo KOPUCTUMO MPETXOAHY MHAYKTHUBHY XHUITOTE3Y, TN
TaKo J1a je yBEK NPUMEHbYjeMO Ha CKyH IPETXOJHUX TauyaKka y COpTHpaHoM penocieny. Heka
je Tekyha Tauka KOjoM ce MPOIHpPY jé KOHBEKCHA OMOTa4 KOHCTPYHCAH OJ] MOYeTHUX 1 — 1
Tayaka Tauka (), Koja je ekcrpeMHa y Tekyhem ckyimy o n tauyaka. Tauka () Mopa dutu Teme
HOBOT KOHBEKCHOT oMoTaya. [IuTame je kako MPOMEHUTH KOHBEKCHH OMOTa4 ocTauX 12 — 1
Tavyaka Tako Jia HOBM OMOTa4 o0yxBatu Tauky (). [ToTpedHo je Hajinpe nmpoHahu TeMeHa CTa-
por oMoTaya Koja Cy y YHyTpalIhOoCcTh HoBor omMotava (P u P, y npumepy Ha ciuiu 5.30)
Y YKJIOHUTH HX, a 3aTHM je MOTpeDHO yMETHYTH HOBO TeMe () u3mely nBa nocrojeha (P, n
P; na ciim 5.30).

OnpehuBarbe Tayaka Tekyher omoTaya Ko je Tpeda aa Oy/1y 3aMerbeHe TAaUuKOM () MOXKe ce U3BP-
mmTy KopuritheweM mpaBux ocioHua. Ilpasa ocaonya (eHrIL. supporting plane) KOHBEKCHOT
MHOTOYTJIa je TIpaBa Koja CaJpKu dap jefHy TauKy MHOTOYIJIA ¥ CBE OCTajle TAYKe MHOTOYTJIA
ce HaJla3e ca MCTe CTpaHe Te MpaBe. Y HallleM cly4ajy cy OUTHe IpaBe OCJIOHIIA KOje cagpike
Tauky (). Ha npumep, Ha cimmm 5.30 nipase () P, u () P; ¢y ABe mpaBe OCJIOHIA U TI0JIa3HOT
1 MPOIIMPEHOT KOHBEKCHOT MHOTroyria. OBUYHO caMo jeJHO TeMe MHOTOYIJIa OBE3UBAEM
ca () onpebyje mpaBy ocioHIIa (TIOCTOjH U CIIEIUjaTHU ClIyda]j KaJl BUIIIE TEMEHa MHOTOYIJIA
JIeKH Ha TIPaBU OCJIOHIIA, KO ju heMo Ha TpeHyTaK 3aHeMapuTu). MHoroyrao jexu usmely nse
MpaBe OCJIOHIIA, INTO yKa3yje Ha TO Ha KOju HauMH Tpeda m3BecTr MoAu(UKaIlijy oMOoTava.
[paBe ocnoHIIa 3aXBaTajy MUHUMAJTHA M MAKCUMAJIHH yTao ca XOPU30HTATHOM IMOJTYIIPaBOM
P Koja ce u3 Tauke () MpoCTUpe y MO3UTHBHOM CcMepy x oce, Mel)y cBuM mpaBama Koje ca-
apske Ta4uky () 1 HeKo TeMe MHoroyra. la SucMo ofipeiniiv Ta Ba TeMeHa, IoTpedHo je 1a
Pa3MOTPHUMO MOJTYIIpaBe 13 Tauke () Ka CBMM TEMEHHMA, []a U3pauyHaMo yIJoBe ca p, 1 Mehy
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THUM YIJIOBUMA N3adepeMo MUHUMAJIaH (YuMe 100ujaMo Tauky F;) 1 MakcuMasiaH (YuMme J1o-
OMjaMo TauKy Pj). Kao mTo je mokazano yiemMom 5.3.1, yMECTO eKCIUTUIIMTHOT pavdyHamba
yroBa, Moryhe ux je camo ynopehuBaTu Ha OCHOBY OpHjeHTauuje (yrao Koju HojymnpaBa
@ P, 3axBaTa ca IOJIynpaBOM p MamH je OJ1 yIla Koju nonynpasa () P, 3axBarta ca p ako u
camo ako je Tpojka ()P, P, MO3UTUBHO OpHjeHTHCaHa). Y CHelVjaTHOM CIIy4ajy ce MOXe
JIeCUTH Jia Cy Heke Tauke P v P, KoMHeapHe ca TaukoM () ¥ Tajia y3MMaMo OHY O[] FbUX KOja
ce Hasasu Jasbe o () (jep MpeTnocTap/baMo Aa je KOHBEKCHH OMOTay 3aTBOPEH MHOIOYrao
Y Ja TIOIITO OJIMka Tauka MpUIaja CTpaHuLM, IPUIaga ¥ OMOTauy).

TNocnie nponanaxkersa jpa eKCTpeMHa reMena F; u P; MoaugrkoBaHi OMOTay 1001jamMo Tako
LITO OHaj HU3 TeMeHa usmeDy P, u P; (6e3 P; u P;) umje cy Tauke ca ucte crpase npase P, P;
Kao M Tauka () 3aMeHMMO TaukoM () (aKo je Taj HU3 mpasaH, camo ce ymehe HoBa Tauka ().

I Mpumep 5.5.1

V ipumepy apuxazarnom na cauyu 5.30 tiemena Ps u P, ce nanase ce ca uciiie ciiipare iipase
P, P, kao u iwiauka (), iia ce nu3 iiemena ciuapoi omomiaua [Py, Py| sameryje nosum inieme-
Hom Q. Tauke Py u P cy ca cyipoitine ciipane tipase Py P, og wiauxe (), iia one ociiiajy geo
KOHBEKCHOL omoiiaud.

Ila dm ce peanm3oBao MPETXOAHU AJITOPUTAM, HUjE HEOMXOJHO EKCIUIMIIUTHO UCIIUTHUBATH
KOju Ol 1Ba Hu3a Tavaka usmehy P; u P; nexu ca ucre crpane npase P; P; kao u (). Hauwe,
aKO CBa TeMeHa TPEHYTHOT KOHBEKCHOT OMOTa4a 4yBaMoO y pefocie/ly IO3ZUTUBHE OpHjeHTa-
1IWje, TIOIITO je Tauka () EKCTPEMHA M Haslasy ce 1ecHo o pase P; P;, auke nameby P u P,
he dutu ca ucte crpaue npase P; P; kao n Q, nox he Tauke nsmely P; u P; dutu ca cynporHe
crpane. Jlakie, yBek je moTpedHo Hu3 Tauaka on P4 mo P;_; 3amennty Taukom () (npu
yeMmy ce yBehawe U yMamehe MHAEeKCa pauyHa [UKJINYHO, Tj. IO MOJYIY 77). AKO Cy Tauke
P; u P; cycenne, Taj HU3 MOXe OUTH 1 IIpa3aH.

YV HactaBky je nmpukazana C++ UMILIEMEHTAIja OBOT aJITOPUTMA.

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {

sort(begin(tacke), end(tacke),
[J(const Tacka &p1l, const Tacka &p2) {
return (p1.x < p2.x) || (pl.x == p2.x && pl.y > p2.y);
s
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vector<Tacka> omotac;

omotac.push_back(tacke[0]);

// dodajemo jednu po jednu tacku u omotac u redosledu rastucih x koordinata
for (int k = 1; k < tacke.size(); k++) {

}

// trazimo gornju pravu oslonca
// to je prava P_kP_1i tako da za svako i1 vazi
// da trojka tacaka {P_k, P_i, P_1i} ima pozitivnu orijentaciju ili su
// tacke kolinearne, ali je P_ii dalje od tacke P_k nego P_1i
int 1 = 0;
for (int 11 = 0; 1i < omotac.size(); ii++) {
int o = orijentacija(tacke[k], omotac[i], omotac[ii]);
if (o == NEGATIVNA ||
(o == KOLINEARNE && kvadratRastojanja(tacke[k], omotac[i]) <
kvadratRastojanja(tacke[k], omotac[ii])))
i=11;

// trazimo donju pravu oslonca
// to je prava P_kP_j tako da za svako jj vazi
// da trojka tacaka {P_k, P_jj, P_j} ima pozitivnu orijentaciju ili su
// tacke kolinearne, ali je P_jj dalje od tacke P_k nego P_j
int j = 0;
for (int jj = 0; jj < omotac.size(); jj++) {
int o = orijentacija(tacke[k], omotac[jj], omotac[j]);
if (o == NEGATIVNA ||
(o == KOLINEARNE && kvadratRastojanja(tacke[k], omotac[j]) <
kvadratRastojanja(tacke[k], omotac[jjl)))
J =133

zameni(omotac, (j + 1) % omotac.size(), i1, tacke[k]);

return omotac;

// podniz niza a_1i,...,a {j-1} menjamo elementom x

// ako je 1 > j, brisu se elementi do kraja, pa zatim sa pocetka niza

void zameni(vector<Tacka>& a, int i1, int j, const Tacka& x) {
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if (1 < j)

a.erase(a.begin() + i, a.begin() + j);
else if (1 > j) {

a.erase(a.begin() + i, a.end());
a.erase(a.begin(), a.begin() + j);

a.insert(a.begin() + i, x);

ITpumernmo gaa ce y pyHKUMjU COpPTHpA AATH HU3 TAayaka, LITO 3HAYM Ja apryMEHT (DyHK-
1l1je Hje KOHCTaHTaH. AKO OMCMO MHCHCTHpAJIM J1a C€ HU3 HE CMe MEHaTH TOKOM HU3pady-
HaBama OMoTada (IITO je KOPWCHA Ipakca), MOpaliyd OMCMO HAIpPaBUTH COPTUPAHY KOIHjY
HU3a yHyTap yHKLHje, YuMe OU ce 10010 Maslo HeepukacHUju anroputam. Opnpehusame
IIPaBUX OCJIOHLIA CE CYIITUHCKU CIIPOBOJU aJITOPUTMOM oJpeh1Bamba o3U11je MaKCUMAaTHOT
Tj. MUHUMAJIHOT €JIEMEeHTa, I1a ra je Moryhe UMIIeMEHUPaTy U OUOIMOTeUKUM (PyHKILIMjaMa
max_element WIK min_element.

PasMOTpUMO CIIOKEHOCT OBOT airoputMa. [IpBo ce copTUpa HU3 TEMEHa, 32 IITa j€ MOTPEOHO
Bpeme O(n logn). 3a cBaKy HOBY TauKy Koja ce Jojaje CKyIy Tpeda U3pauyHaTH YIjioBe Koje
rpazie npase oapehere Taukom () ¥ CBAKMM O] TEMEHA MIPETXOAHOT OMOTa4a U X-0ca, Tpo-
Hahu Mehy WbHMa MUHUMAIHU M MaKCUMAJIHU yrao, U30alluTH HEKa TEMEHA U3 TIPETXOJHOT
OMOTaua | JI0JIATH HOBO TeMe. JlakJie, CIOKEHOCT IoaBarba k-Te Tauke y Tekyhu cKym Ta-
gaka je O(k), a yKyI[IHO pa3MaTpamo 7 Tayaka fa ce CJIOKEHOCT OBOT [eJIa aITOPUTMa MOXe
omucatn pekypentHoM jeaHauntom T'(n) = T(n — 1) + O(n) uuje je pemewme O(n?).
Tomto je Bpeme coptupama O(n log n) acumnToTcky Mame of Bpemena O(n?) norpedHor
3a OcTalle OTiepallyije, OHO He yTide Ha yKymHy cioxenoct O(n?). Harmacumo u aa u300p
CTPYKTYpe MOJATaKa 3a UyBar-e TPEHYTHOI HM3a TEMEHA KOHBEKCHOT MHOTOYI/IA (JIACTE WK
BEKTOpAa) He yTHUYE HA aCHIMITTOTCKY CJIOKEHOCT (CJIOKEHOCT (PYHKITHje zameni OM Mory1a OUTH
CHU’KEHA Kajla O ce KOPUCTHIIA JIUCTA, ajli OM ACUMIITOTCKA CJIOKEHOCT OCTA/Ia KBAPATHA).

5.5.2 YBujare Nok/oHa

Ha koju HauMH ce onucaHu anroputaMm Mosxe nodossiatu? Kaja npomupyjeMo MHOroyrao
TeMe 110 TeMe, JOCTa BpeMeHa TPOIIMMO Ha (hOpMUpare KOHBEKCHUX OMOTaya Of Tayaka
3a Koje he ce KacHMje MOX/a MOKa3aTh Ja Cy YHYTpalllibe 32 KOHAYHM KOHBEKCHH OMOTad.
Moxe s ce To n3dehn? YmecTo 1a mpaBUMO KOHBEKCHE OMOTaye MO/ICKYIOBa JIaTOT CKyIa



5.5 KoHCTpyKLUMja KOHBEKCHOT oMoTava 567

Tayaka, MOXeMO JIa TOCMaTpaMo KOMITJIETaH CKYTI TaYaKa 1 1a AUPEKTHO MTPaBUMO HerOB KOH-
BEKCHM oMoTaud. Moke ce, Kao U y MPETXOJHOM aIrOPUTMY, KPEHYTH Off €KCTPEMHE TauKe.
VY npuHLMIY, CBEjeJHO je Koja ce eKCTpeMHa Tauka KopucTu. Jla ducMo mimycTpoBaiv Majio
JpyTaddju IPUCTYI O] IOCATAIIHUX Pellieha, MOXEMO, Ha IPUMep, KPEHYTH OJ] TAUKe ca Ha j-
MambOM BpeIHOIINY £ KOOpIMHATE, a aKO UX MMa BHIIe OHe Meljy ’huMa Koja MMa HajMamy
y koopauHaTy. Kao mto cMo Beh moMeHysn, eKCTpeMHa Tauka YBeK HpUMaga KOHBEKCHOM
omotady. Mneja je ga ce y cBakoM KOpaKy y OMOTad J0/ia HapeJHO TeMe KOje je 1e0 KOHAd-
HOT' KOHBEKCHOT OMOTaua (ITpy YeMy TeMeHa OOWJIa3uMO, Ha MPUMep, Y HeTaTUBHOM MaTema-
THYKOM cMepy). Kako Hanmazumo HapeaHy cTpaHMIly KOHBEKCHOr oMoTaya? JegHo Teme Te
cTpanulie duhe mocieama Tauka 1o cajaa ojapeheHor jena KoHBeKCHor oMoTada. [Jla ducmo
OIIpEeANJIM IPYTO TEME CTpaHMIle, aHaMn3upaheMo cBe Tauke M TPAXUTU OHY KoOja Jaje AyX
KOja ca MPeTXOJHOM IyXH rpaau mro Behu yrao. Ilpumernmo na npuimkom oapehuBama
TMIPBE CTPAHMIIE MHOTOYIJIA HE TTOCTO U MPETXOAHA YK, TE Y TOM ClIy4ajy TpakuMo IyXk Koja
rpajay MakCUMaJH! yTao ca HIIp. HETaTUBHUM CMEPOM Y Oce.

Heka je P, texyha Tauka y KOHBeKCHOM omoTady. Odpabhusahemo mpeocrane Tauke u cy-
IITMHCKY MPUMEHUBATH AJITOpUTaM oJpehrBamba MakcuMyMa. 3a Mo4YeTHY BpeIHocT hiemo
y3€TH NPOU3BOJbHY TauKy P, pasmmuuty ox P,. 3atum hemo pegom odpahusartu cBe ocrane
Tauyke. AHAJIOTHO JiemH 5.3.1, yMecTo pauyHama yrjioBa MOXEMO YIOTPEOUTU OpUjeHTAL]Y.

* Ako je opujeHTanuja Tpojke Tadaka P, P P; HeraTuBHa, Taja je yrao ayxu P, P, Behu
on yrna P, P; u P, ocraje KaHAUJAT 32 TeMe TyXKH Ca MAKCUMAIHUM YIJIOM.

* AKo je opmjeHTanmja Tpojke Tayaka P, P, P, no3utuBHa, Taja je yrao ayxu P, P; Behu
on yrna P, P, n P, nocraje HOBU KaHIUAAT 32 TeEMe Jy’KU ca MAaKCUMAJIHUM YIJIOM.

* AKko je opujeHTanuja Tpojke tayaka P, P, P; jenHaka Hy/lu, TpU Tauke Cy KOJIMHEapHe.
Tormto cMaTpamo Jia je KOHBEKCHM OMOTA4 3aTBOPEH MHOTOYTao, KeJIMMO 1 Y3MEMO
OHY TauKy Koja je gasba o P, Tako ga ce Tekyhu kanaugar Mema ako je P, usmeby
P, u P,

INocTymak ce 3aBpIaBa Kaja ce YCTaHOBHM Jla je Tauka Koja ofpelyje Hajsehu yrao ca mper-
XOJIHOM TayKOM je[THaKa Mo4yeTHOj Tauky. Kopaly y u3BplaBamy OBOT alrOpUTMa 3a jeJaH
CKYII Ta4aKa Cy IpUKa3aHy Ha caunu 5.31.

OBaj anropurtam ce U3 pa3yMJ/BUBHX Pa3Jiora 30Be yaujarbe ioxknona (eHri. gift wrapping al-
gorithm). TTosasu ce of jemHOT TeMeHa ,,TOKJIOHA”, ¥ OHJIA Ce OH YBUja Y KOHBEKCHU OMOTAY
IIPOHA/AXKEHEM TEMEHA M0 TeMeHa oMoTaua. Ilo3Hat je u noj HasusoM Llapsucos’ mapiu

(enrs. Jarvis March algorithm), mo HayJHHKY KOju ra je ornmcao y paxy 1973. rogune.

AnropuTaMm yBHjama MOKJIOHA je TUPeKTHA MocieIula puMeHe ciaenehe MHAyKTUBHE XUITOo-
tese (1o k):

"Pejmong Llapeuc (enrn. R.A Jarvis), aycTpanujcku nH(popMAaTHIap.
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Cnuka 5.31: Kopaim y u3BpliaBamy ajlrOpUTMa yBHjama MOKJIOHA.

HNupykTuBHa XunoTe3a. 3a 3a/aTy CKyIl OZ 70 Tayaka y paBHM, yMEMO Jia MpoHalheMo KOH-
BEKCHH YT AykuHe k£ < 7 KOjH je ie0 KOHAYHOT KOHBEKCHOT OMOTaya JIATOT CKyIa Tavyaka.

Koz oBe xunotese Harnacak je Ha NPOLIMPUBAmY Hyifid, a HE OMOTaya. YMECTO Jia IpOoHa-
JIa3MMO KOHBEKCHE OMOTaue [10JCKYIIOBa, MU IIPOHAIA3UMO JIE0 KOHAYHOI' KOHBEKCHOT OMO-
Taya.

AJroputam yBHjama IMOKJIOHA je Moryhe UMITIeMEeHTHpaTH Ha clienehn HauuH:

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {
// odredjujemo redni broj ekstremne tacke (one sa najmanjom x koordinatom)
auto cmp = [] (const Tacka& ti1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x || (tl.x == t2.x && tl.y < t2.y);
¥
int prva = distance(begin(tacke),
min_element(begin(tacke), end(tacke), cmp));

// niz tacaka koje cine omotac
vector<Tacka> omotac;

// krecemo od ekstremne tacke
int tekuca = prva;
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do {
omotac.push_back(tacke[tekuca]l);

int naredna = tekuca == 0 ? 1 : 0;

for (size_t 1 = 0; 1 < tacke.size(); i++) {

if (1 == tekuca || i == naredna)
continue;
Orijentacija o = orijentacija(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[i]);
if (o == POZITIVNA ||
(o == KOLINEARNE &&
izmedju(tacke[tekuca], tacke[naredna], tacke[i])))
naredna = i;
}
tekuca = naredna;
} while (tekuca != prva);
return omotac;

}

Axo je m dpoj TeMeHa KOHaYHOT KOHBEKCHOT OMOTa4a, BPEMEHCKa CIIOKEHOCT yBUjarba I1M0-
kioHa je O(mn). [lakie, 0Baj aaropuram craja y rpyiy alropurama 4uja CIOKeHOCT 3a-
BUCH HE caMO O] IMMeH3Hje yha3a, Beh u o [uMeH3uje u3iasa, Tj. alropuTaMa ca U3aa3Ho
3aBHCHOM cJIokeHoIhy. Y ciiyyajy Kaja je KOHBEKCHM OMOTau CKyIla Tadaka Tpoyrao (CJIMKa
5.29 1ecHO), aNropuTam yBujarma MOKJIOHa uMa ciioxkenoct O(n ), ay cilydajy Kaja cBe Tauke
(wm y onmirem ciydajy O(n) Tayaka) NpuIiagajy KOHBEKCHOM OMOTavy (cimka 5.29 JeBo)
cnokenoct anroputma je O(n?).

5.5.3 TpejemoB anroputam
Yy HaCTaBKy hemo PasMOTpUTU CCpI/IKaCHI/Ije AJITOPUTME 3a HaJIa)KCHE KOHBEKCHOI' OMOTava.

Kpenumo ox I'pejemosoi® aniopuitima. 3anounmbe ce COPTUPAHEM TayaKa MpeMa YIJIOBUMA,

CIIMYHO Kao IPU KOHCTPYKLUjU rpocTor MHoroyria. Heka je Py ekcTpeMHa Tauka, perumo
OHa ca HajBehoM x-KoopAMHATOM (M ca HajMamOM Y-KOOPJMHATOM, aKO MMa BHUIIIE Tayaka
ca HajsehoM x-koopauMHaTOM). 3a CBaKky Tauky F; W3 JaTor CKyna Tayaka M3padyyHaBaMo
yrao uzmely nonynpase F, P, 1 XOpu30HTaJIHe NoIynpase u3 P Koja ce mpoctupe y npasLyy

8Ponann I'pejem (enrt. Ronald Graham), (1935-2020), aMmepuuky MaTeMaTHyap.
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MO3UTHBHOT CMepa X-0ce, U COPTUPAMO TauKe peMa BeJIMYMHH OBHX YITIOBa (BUAETH IPHUMED
Ha ciuiy 5.19). Tauke Koje 3axBaTajy MCTH yrao COPTHpaMoO Ha OCHOBY pacTojama of /),
onanajyhe (Tako aa ce npBo 0dpal)yjy 1abe Tauke). ANTepHATUBHO, Moryhe je u ja u3dauumo
CBe KOJIMHEapHe Tayke OCHM OHe Koja je Hajiama of .

Tauke, pakiie, 0OMIA3UMO PEIOCIEIOM KOJUM Ce TM0jaBJbyjy Yy (IIpOCTOM) MHOTOYIITY, U TIPH-
JIMKOM OOMJIacKa MOKYIIaBaMo Ja MAEHTU(HUKY jeMO TeMeHa KOHBEKCHOT oMoTaya. Kao 1 kox
yBUjama MOKJIOHA NMAaMTHMO IMYT cacTaB/beH O/ Tayaka Koje cy odpaleHe TOkoM oOmiacka.
[Ipeuunsnuje, T0 je KOHBEKCHU YT KOju ofpelhyje KOHBEKCHU MHOroyrao (JOOHjeH OBE3UBa-
HEM TIPBE U MOCNIeAnE TaUKe MyTa), KOjU Caap:KH CBe A0 caja MperjiefaHe Tauke. 300r Tora,
je y TPeHyTKy KaJl Cy CBe TaukKe IperjiefiaHe, KOHBEKCHU OMOTay CKyIla Tauyaka KOHCTPYHCAH.
OcHoBHa pa3nuka u3Melly OBOT alropiuTMa U airopuTMa yBHjarba MMOKJIOHA je Y YMIbEHUIIN
Ia TeKyhw KOHBEKCHH ITyT He Mopa J1a Oy/ie 1e0 KOHa4HOT KOHBeKCHOT omoTadya. OH ozpe-
Dyje KOHBeKCHM OMOTay JI0 caja mperjiefaHux Tadaka. [lakie Tekyh KOHBEKCHH IyT MOXe
JIa caJip’kKu TavKe Koje He TIPUIIaiajy KOHAYHOM KOHBEKCHOM OMOTAauy; Te Tauke Ouhe emMu-
HucaHe kacuuje. Ha npumep, nyt ox P, no (),,, Ha coviw 5.32 je KOHBeKcaH, a Tauke (),
u (), OYUIVIEJHO HE IPUIIAJAajy KOHBEKCHOM OMOTauy KOMIUIETHOT CKyna Tayaka. OBO
pa3MaTpare CyrepHiie aIropuTaM 3acHOBaH Ha ciieiehoj MHAYKTUBHO] XUIIOTE3H.

MuaykTHBHA XunoTe3a. AKO je ato 1 Tayaka y paBHH, ypeheHHX Mpema aJroputMy 3a
KOHCTPYKIHjy MPOCTOT MHOTOYIVIA, OHZIA YMEMO Ja KOHCTPYMILIEMO KOHBEKCHHU ITyT IPEKO
HEKUX O[] [IPBUX K Tayaka, TaKaB J1a je lheMy oaroBapajyhn KOHBEKCHH MHOTOYrao KOHBEKCHU
OMOTa4 MpBUX k Tavaka.

Cnydaj k = 1 je TpuBHMjaJaH (OMOTa4 cagpku camMo Tauky Fj). O3Ha4MMO KOHBEKCHH
myT JoOWjeH (MHAYKTMBHO) 3a HpBUX Kk Tadaka ca P = @y, @y, ..., Q,, (npu yemy je
{Qo, - Q,,} € {P,y,...,P,_1}). Hpommpumo MHAYKTUBHY Xumote3y Ha k + 1 taudaxa.
IMocmarpajmo yrao usmely npasux ), Q,,, 1 Q,, P, (Bungeru civky 5.32).

Cnuka 5.32: WnycTtpanuja ocHOBHOT Kopaka y ['pejeMmoBoM anroputmy.

AKo je Taj yrao Mamu ol 7 (IIpY YeMy Ce yrao MEepH U3 YHYTPALIHOCTH MHOTOYTIJIA), OHAA Ce
Tauka P, Moxe pomatu nocrojeheM myTy (HOBM IyT je 300r Tora Takoh)e KOHBEKCaH), YMMe
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je Kopak MHAyKIHje 3aBpIIeH. Y NPOTUBHOM, TBPAMMO fa Tauka (), JeKU Yy MHOTOYIIY
100MjeHOM 3aMeHOM Tauke (),,, y nyty P taukoM P, ¥ noBe3uBameM Tauke P, ca Taukom
P,. OBo je TauHo jep cy Tauke ypeheHe nmpema oxaroapajyhnum yrinosuma, na ce npasa Py Py
HasasH ,,J1eB0” OJ] IPBUX k Tayaka. 30or Tora (),, jecte yHyTap rope Ae(MHUCAHOT MHOTO-
yIiIa, Moke ce u3darmTi u3 myta P, a tauka P, ce Moxe nomatu Tekyhem myty. [a mu je
TUMe 3aBpiieHa odpaza (k + 1)-e tauke? He mopa duru. Hakon m3banmBarma tauke (),
JOOWjeHH TIyT joIll He Mopa Ja Oyde KOHBEeKCaH. 3amcTa, cimka 5.32 mokasyje Ja 1mocroje
CcilydajeBy KaJ Tpeda eqMMHUHMCATH joul Tavyaka. Haume, u Tauka (), MOxe 1a dyzne yHy-
Tap MHoOroymia aeduHucaHor MmogudukoBaHuM myteM. Mopamo ja (yHasajl) HaCTaBUMO ca
NpoBepama Mocye/ihe IBe CTPAaHULE MyTa, CBE JOK yrao u3Mely mUX He NOCTaHE MawbH Off
7T OBO C€ YBEK MOpa JIECUTH IIpe Hero IITO Ce UCLIPITY CBe Tadke, jep he y Hajropem ciydajy
Oapem Tauke (), (), ¥ P, 9uHNTH KOHBEKCHU IMyT (300r npeTxoxHor ypehemwa tayaka). [Tyt
j€ Tajia KOHBEKCaH, a XUIOoTe3a je mpommpeHa Ha k + 1 Tavaka.

VYmecto a pauyHamo yrao usmeby npasux @), 1Q,, 1 Q,, P, Moxke ce pa3marpatu opu-
jentauuja Tpojke QQ,,, 1@, Pi: YKOJMKO je opHjeHTaluja OBOT TPOyIIa MO3UTHUBHA, OHJIA
je yrao Q,,,_1@Q,,, P, Mamu o1 T, a ako je HeraTuBHa, Taj yrao je Behu ox 7. Ako je opu-
jeHtanuja jexHaka Hymu, Tauke P.Q), . (), cy koimHeapHe. Ha OCHOBY copTHpama Tayaka
3HaMo Jja Tavka (), nexu msmehy (Q,,,_; u P, ma ce n 'y Tom ciydajy (), MOXe 3aMEHUTH
TaykoM F,.

Ha cnunm 5.33 npukasanu cy Kopany MPUIMKOM U3BpIIiaBamba [ pejeMoBOr airopurma Ha
JjEITHOM TIpUMEDY.

I'pejemoB anropuram je moryhe uMIuieMeHTHpaTy Ha ciegehu HauuH:

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {

auto max = max_element(begin(tacke), end(tacke),
[J(const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
return t1.x < t2.x ||
(tl.x == t2.x && tl.y > t2.y);
b

swap(*begin(tacke), *max);
const Tacka& t0 = tacke[0];
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Cnuka 5.33: Kopauu npuimMkom u3BpiuaBama ['pejemosor anroputma. [Ipumernmo kako ce
Tauke P, u P5 pBo yKJbydyjy y oMOTau, a Kaja ce Haubhe Ha Tauky I, oHJa ce MCKJbydyjy
u3 wera. CmuHo ce KacHuje goraba ca taukom P, a 3aTuM 1 Taukom Fy.



5.5 KoHCTpyKLUMja KOHBEKCHOT oMoTava 573

sort(next(begin(tacke)), end(tacke),
[t0](const Tacka& t1, const Tacka& t2) {
Orijentacija o = orijentacija(to, ti, t2);
if (o == KOLINEARNE)
return kvadratRastojanja(t@, t1) <= kvadratRastojanja(tO, t2);
return o == POZITIVNA;

s

vector<Tacka> omotac;
omotac.push_back(tacke[0]);
omotac.push_back(tacke[1]);
for (size_t 1 = 2; 1 < tacke.size(); i++) {
while (omotac.size() >= 2 &&
orijentacija(omotac[omotac.size()-2],
omotac[omotac.size()-1],
tacke[1]) !'= POZITIVNA)
omotac.pop_back();
omotac.push_back(tacke[1]);
}

return omotac;

}

I'maBHM #eo cnoxkeHocTH I'pejeMoBOr ajqropuTMa MoTHYe Off MOYeTHOT copTupama. Ocratak
anroput™a usBpiiasa ce 3a Bpeme O(n). CBaka Tavyka CKyla pa3Marpa ce TauyHO jeJJHOM
y UHIYKTHUBHOM KOpaKy Kao F,. ¥ TOoM TpeHyTKy Tauka ce yBeK J0/aje KOHBEKCHOM IyTy.
HUcra Tauka duhe pa3smarpana u KacHHje (MOX[a YaK W BUIIIE HErO jeIHOM) Jia O ce IMpo-
Bepuia HheHa MPUIAJIHOCT KOHBEKCHOM IyTy. Bpoj Tayaka Ha koje ce mpuMeryje OBakaB
MOBPATHM TECT MOKe OWTH BEJIMKH, aJIv CE CBE OHE, ceM JiBe (TeKyha Tauka v Tauka 3a Kojy ce
WCIIOCTaBJba J1a 1ajbe MPHIIa/Ia KOHBEKCHOM MYTY) eIMMUHMUIIY, a TAYKa MOXE OUTH elumu-
HucaHa camo jemHom! Ilpema Tome, TpOIM ce HajBHINE KOHCTAHTHO BpeMe 3a eTUMHUHAIIN]Y
CBaKe TauyKe W KOHCTAaHTHO BpeMe 3a HEHO JIOJaBame, Te je YKYIIHA CJIOKEHOCT oBe hase
O(n). 30or moyeTHOr COpTHpParka Tayaka BpeMe W3BpILIABaA KOMIUIETHOT aJrOpPUTMa H3-
socu O(nlogn).

5.5.4 bBp3u anroputam 3a TpaKeH-e KOHBEKCHOI oMmoTa4ya

IMokymajMo aa UCTU MPOOJIEM PEITMMO TEXHUKOM JEKOMITO3UIIM]jE, HATUK arOpUTMy Op30r
coptupama (enrni. QuickSort). OmpeauMo Tauke W3 JATOT CKyNa ca MHHUMATHOM U MakK-
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CHMAaJIHOM X KOOPIMHATOM (aKO MMa BUIIIE TAKBUX OHJA OMPaMoO OHY ca MUHUMAJHOM WA
MaKCHMAJIHOM Y KOOPAMHATOM): Heka cy 1o Tauke P; u P;. Obe oBe Tauke Cy eKCTpeMHe U
K20 TAaKBE CMIYPHO NPUNajiajy KOHBEKCHOM omotady. Hyx P, P; nenu ckyn Tayaka Ha 1Ba
MOJZICKYIA: CBAaKM O]l OZICKYIIOBa YMHE Tauke KOje ce Hajla3e ca MCTe CTpaHe Te Iyxku. Paz-
MOTPHMO jeJlaH OJf OBa [1Ba MOJCKYIA: Y BeMy TPaKMMO TauKy Ha MAKCHMAaJIHOM pacTojarby
on ayxu P;P;: Heka je 1o Tauka P, (cimka 5.34). U oHa CHrypHO Npuraja KOHBEKCHOM
omorauy. Tavke U3 cKyna Koje npunajajy sarsopeHom rpoyriy F; P; Py, e mory duru neo
KOHBEKCHOI' OMOTa4a U He MOpajy ce Jajbe pa3MarpaTu. [IpeTxoqHo pa3Marpame caia Mo-
KEMO IPUMEHHUTH Ha ABE HOBE My’kH Koje (popmupajy tpoyrao: P; Py nu P P;: tpakumo
HajylabeHujy Tauxky of ayku P; Py ca one crpane npase P, P ca koje nuje P; u, cimuHo,
HajyfabeHujy Tauky of ayxku Py P; ca one crpaue npase P P; ca koje Huje Tauka P;. Ca
HOCTYIIKOM HACTaB/baMO CBE JIOK Ha pacrioyiaramy MMa jolul Tayaka. Tauke Koje cy TOKOM u3-
BpIlIaBama aJropuTMa drpaHe Kao HajyJabeHuje Mpunaaajy KoHBeKCHOM oMoTauy. Ha oBaj
HAYMH JOLUIA CMO A0 T3B. Op301 anlopuitima 3a ogpehusarbe KoHeekcHol omomiaua (eHri. Qu-
ickHull algorithm).

Cmika 5.34: OgppebuBare KOHBEKCHOT moiyoMoTava. Tauyka P, MMa MUHMMaiHy -
KOOp/MHaTy, F; MakcHMaiHy 2-KoOpauHary, a Tauka P, je Hajoama on gyxu P, P;. Tauxe
y 3aTBOPEHOM TpOyriy (y odmactr S) HHUCY JIE0 KOHBEKCHOT OMOTa4a M eJIMMUHUIIY ce. Pe-

Kyp3uBHO ce odpabyje myx P; Py, u Tauke us ckyna L u nyx Py P; u Tauke u3 ckyna D.

HarnomMeHnmoO jia IpUIMKOM Tpakera Hajylambenuje Tauke [y on nyxu P, P;, Huje Heon-
XOIHO payyHaTH TAYHO pacTojare mo hopMyJIu:

d— | PP XPk:Pj|
| P; P}

Hanve, My Tpaxxumo HajygajbeHH]jy TauKy OJ] paBe Kpo3 (puKcupaHe JBe Taudke, Te he ume-
HUJIALl OBOT pa3jioMKa yBeK outu uctu. CTora ce Mepa pacTrojarma OBJE MOXE padyyHaTH I10
dopmymu d = | P, P; x P, P;|.
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V HactaBky je npukasaHa C++ MMIUIEMEHTAIMja OBOT aJITOpUTMa. TOKOM peKyp3MBHHX MO-
3MBa OfIp’KaBa ce CKyI TeMeHa KOHBeKCHOr oMoTtauya. Ha kpajy je morpedHO oppeauTu u pe-
JocCIe]] TUX TeMEeHa, TaKo Jia y3aCTOIHA TeMEeHa jeAMHCTBEHOI KOHBEKCHOI MHOTOYIJIa Oy1y
jeaHo mza apyror. To ce Moxe mocTuhu Tako MITO ce HEKa eKCTpeMHa Tauka 1(;, y OBOM
Cllydyajy OHa ca MaKCMMAJIHOM Z-KOOPIMHATOM, CTaBH Ha IOYETAaK, a 3aTUM Ce OCTaJle TauKe
T’; coptupajy no yriy koju noiymnpasa 1{,71; 3akjana ca XOpU30HTaJIHOM IMOJIyIIPaBOM KOja
nounme y 1, ¥ mpocTHpe ce y MpaBIly MO3UTUBHOT JeNa -0ce. 3aucTa, y TPakeHOM KOH-
BEKCHOM MHOTOYIJTY TauKe Cy COPTUpPaHe Ha Taj HA4YMH, [1a Ce OBUM COPTHPAEM 100Hja dari
Taj KOHBEKCAaH MHOToyrao (kKoju je jemuHcTBeH). [lomrTo je OCHOBHHM aliropuTaM Takas /ia
je moryhe na cy y usrpahleHoM oMOTauy HeKa TpH TeMeHa KOJIMHeapHa, HaKOH (popMHparba
OMOTayYa BPIIMMO HEroBo yrporrhaBame 3aapxaBajyhu caMo Kpajiba TeMeHa y HU3y KOJIH-
HeapHHX TeMeHa.

vector<Tacka> konveksniOmotac(vector<Tacka>& tacke) {

auto porediKoordinate =
[]J(const Tacka& A, const Tacka& B) {
return (A.x < B.x) || (A.x == B.x & A.y > B.y);

)

int min = distance(tacke.begin(),
min_element(tacke.begin(), tacke.end(),
porediKoordinate));
int max = distance(tacke.begin(),
max_element(tacke.begin(), tacke.end(),
porediKoordinate));

set<Tacka> temena;

vector<Tacka> iznad =
izdvojoOrijentaciju(tacke, tacke[min], tacke[max], POZITIVNA);
konveksniPoluomotac(iznad, tacke[min], tacke[max], temena);
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vector<Tacka> ispod =
izdvojOrijentaciju(tacke, tacke[min], tacke[max], NEGATIVNA);
konveksniPoluomotac(ispod, tacke[min], tacke[max], temena);

vector<Tacka> omotac(temena.begin(), temena.end());
const Tacka& maxTacka = tacke[max];
auto porediUgao =
[maxTacka](const Tacka& A, const Tacka& B) {
if (A == maxTacka) return true;
if (B == maxTacka) return false;
return orijentacija(maxTacka, A, B) == POZITIVNA;
b

sort(begin(omotac), end(omotac), porediUgao);

vector<Tacka> omotacBezKolinearnih;
for (int 1 = 0; 1 < omotac.size(); i1++) {
int prethodna = 1{ == 0 ? omotac.size() - 1 : i-1;
int sledeca = 1 == omotac.size() - 1 2 0 : 1 + 1;
if (orijentacija(omotac[prethodna], omotac[i], omotac[sledeca]) !=
KOLINEARNE)
omotacBezKolinearnih.push_back(omotac[i]);

return omotacBezKolinearnih;

voild konveksniPoluomotac(const vector<Tacka>& tacke,
const Tacka& P, const Tacka& Q,
set<Tacka>& temena) {

temena.insert(P);

temena.insert(Q);

if (tacke.empty())
return;
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// trazimo tacku sa date strane duzi PQ

// koja je na najvecem rastojanju od prave PQ

// pozicija najdalje tacke i njeno rastojanje od prave PQ
int iMax = -1; long long dMax = 0;
for (int 1 = 0; 1 < tacke.size(); i++) {
long long di = rastojanjeOdPrave(P, Q, tacke[i]);
if (di > dMax) {
iMax = i;
dMax = di;

}
// najdalja tacka

const Tacka& M = tacke[iMax];

// rekurzivno pozivamo za dva podskupa dobijena tackom ‘tacke[iMax]"

// analiziramo tacke koje su na suprotnoj strani prave MP u odnosu na Q
vector<Tacka> suprotno0dQ =

izdvojoOrijentaciju(tacke, M, P, -orijentacija(M, P, Q));
konveksniPoluomotac(suprotno0dQ, M, P, temena);

// analiziramo tacke koje su na suprotnoj strani prave MQ u odnosu na P
vector<Tacka> suprotnoOdP =

izdvojoOrijentaciju(tacke, M, Q, -orijentacija(M, Q, P));
konveksniPoluomotac(suprotnoOdP, M, Q, temena);

// funkcija koja vraca vrednost koja je proporcionalna rastojanju
// od tacke A do prave odredjene tackama P 1 Q
long long rastojanjeOdPrave(Tacka P, Tacka Q, Tacka A) {
return abs((long long)(A.y - P.y) * (long long)(Q.x - P.x) -
(long long)(Q.y - P.y) * (long long)(A.x - P.x));

vector<Tacka> izdvojOrijentaciju(const vector<Tacka>& tacke,
const Tacka& P, const Tacka& Q,
int o) {
vector<Tacka> rezultat;
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for (const Tacka& T : tacke)
if (orijentacija(P, Q, T) == o)
rezultat.push_back(T);
return rezultat;

}

CJI0KEHOCT OBOI &JITOPUTMa MOKE CE ONKMCATH PEKYPEHTHOM jefHaunHoM odimka 1'(n) =
T(k)+T(n—k—1)+0O(n), rae je ca k 03HayeHa BeJIMYNHA je/IHOT, a ca n—k— 1 BenuumrHa
Apyror mpodjemMa Ha KOju ce BpI nojena (Hanuk anroputMy QuickSort). Y Hajdosmem ciny-
yajy npo0JjeM ce yBEeK JeJid Ha [Ba MOTIPodieMa UCTe TUMEH3Hje Ma J00UjaMO PEKypEeHTHY
jemnaunny T'(n) = 27T (n/2) + O(n), anje je peuerse 1T'(n) = O(nlogn). V Hajropem
ciydajy nodujamo pekypeHTHy jemHaunny odimka T'(n) = T'(n — 1) + O(n) uuje penerse
3af0BosbaBa jeqnaunny 1'(n) = O(n?). OBo oarosapa crnokenoctu anroputma QuickSort
1 Moryhe je JoKasaTH [a je mpocevHa CI0KEHOCT oBor airoputma jeaHaka O(nlogn).

3aparak: Hajpasbe Tauke

JlaTe cy KoopanHaTe 1 TEJEKOMYHMKALMOHUX aHTeHa Koje MelycodHo koMyHuimpajy. bp-
31MHa KOMYyHHKallije 3aBUCH O]l pacTojama u3Mely anteHa. Hanmcatu nporpam koju ogpehyje
HajBehe pacTojame u3Mely JaTux aHTEHa.

Onuc yaaza

Ca crangapasor ynaza ce yHocu opoj n (1 < n < 50000), a 3aTiiM KOOpAWHATE 7 TaYaKa
Ha KOjUMa Cy aHTeHe (KOOpJMHaTe Cy Leu dpojesu u3 untepsana [—10°, 10°)).

Onuc usjaasa

Ha crangapanau uznas ucnmucaté HajBehe pacrojame usmely nBe yHeTe Tauke (peajiaH Opoj
3a0KPYKEH Ha 5 Jenumaia).

IIpumep

Yaas Hznaz  Odjawrberve

7 5.65685 HajBehe je pacrojarme namely Tayaka ca koopaunarama (—1, 1) u (3,5)
15 11 TO pacTojarbe u3HoCH 4v/2.

-1 4

23

35

33

11

03

Pewene
Hajsehe pactojame usmehy aBe Tauke HEKOT CKyIla Ce Ha3WBa gujamertiap cKyia mauaxd.
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Pemewse rpydom crioM noapasymeBa U3pauyHaBame pacTojama u3Mely CBUX MapoBa Tayaka

u coxeroctd je O(n?).

EdukacHuje penieme 3amounmeMO OMAacKOM Jia Ce JIBe Hajaa/be Tauke MOpajy HajJa3uTH Ha
KOHBEKCHOM OMOTauy CKyIa Tadaka. [lujamerap cKyna Tayaka jefHak je AujamMeTpy HeroBor
KOHBEKCHOI OMOTaya. 3aTo Yy NMpBoj a3y aJropuTMa KOHCTPYHUILIEMO KOHBEKCHM OMOTay Ja-
TOT CKyma Tavaka (1mro ['pejeMOBUM alropuTMOM MOXEMO ypaautu y Bpemery O(n logn)).

HakoH Tora Mmoxemo IpoBepaBaTi CBe ApOBe Tayaka Ha KOHBEKCHOM OMOTauy, IITO Y MHO-
T'UM clly4yajeBUMa JI0BOAY JO yOp3ama, MeyTHM, CII0XEHOCT Hajroper ciydyaja He OM Ouna
HOIPAaBJ/bEHA, jE€P CBUX 71 TayaKa II0JA3HOI CKYIIa MOXE JIeXKAaTH Ha KOHBEKCHOM OMOTady.
Crora hemo aHaiM3y Tayaka Ha KOHBEKCHOM OMOTauy BPIIMTH NaxJbHBH]E.

3a cBaKo TeMe KOHBEKCHOT oMOTauya heMo opeiuT leMy Hajaajbe TeMe Ha omoTauy. Mako
MO’ A Ha TIPBU MOIJIE ISy je 1a pacTojama TeMeHa oJ] (PUKCHpaHOT TeMeHa Ha KOHBEKCHOM
OMOTauy UMajy HEKO CBOjCTBO MOHOTOHOCTH JIOK PEeJJOM OOMJIA3MMO TeMeHa MHOTOyIjia, TO

HUje ciyyaj (Kao IITO je WIYCTPOBaHO Ha ciuiu 5.35).

Ciuka 5.35: Pacrojame o temena A o temena B, C, D, E Hema CBOjCTBO MOHOTOHOCTH.

1 1
1 1
1 1
I I
I I
I
L I
! b
1
1 I
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I 1
I 1

Cnuka 5.36: [IBa aHTUNIOAATHA TEMEHA U JIBa Tlapa MapayieTHUAX MPaBUX KO je TOKa3yjy Aa cy

<=

Ta TEMCHA aHTUIIOAAJIHA.

Kpo3 nap mehycodHO Hajaaprx TeMeHa ce MOTy MoByhu JIBe mapajiesiHe IpaBe Tako Ja ce 1eo
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MHOTOYTa0 Haja3u u3Mel)y Te aBe npase (cnuka 5.36) — 3a TakBa JBa TEMEHa KaxkeMo Ja Cy
antiuiiogaana. Te mapasnenHe npaBe He MOpajy OUTU jeAUHCTBeHe. Teme Hajaarbe of] IaTor
TEMEHa My j€ CUTYPHO aHTUIIOAAJIHO, MehyTum, Moryhe je 1a mocToju BULe TEMEHa Koja cy
aHTUIO/ATHA JaTOM TeMeHy. Anroputam hemMo opraHi30BaTH Tako MITo heMo 3a CBako TeMe
00MJIa31TH BEMY AaHTUIIOJAHA TeMeHa U Mel)y ’buMa TPakKUTH OHO Hajdasbe Of JaTor.

Kako ompemutu cBa TeMeHa Koja Cy aHTUIOAaHA natoM TemeHny PP? IlpaBa koja gokasyje
AHTHUIMOJATTHOCT Tj. IPaBa Koja nposiasu Kpo3 P ca uuje ce jeqHe cTpaHe Hajla3u [eo MOJUTOH
Mopa JiexaTu u3Mely mpaBux Koje crnajajy P ca meMy CyceHUM TeMeHHMa IOJIMroHa (Ha
cmvi 5.37, o cy npaBe PQ) u P R) — nipaBy kpo3 P MOXeMO pOTHpaTH CBE 0K HE JIOCTUTHE
jenHy of te aBe npaBe. CBaky Off TAKO JOOUjEHMX MPAaBUX MOXKEMO MapajieHO MOMEpaTH
MPEeKO MHOTOYIJIA, CBE JIOK He JIOCTUTHE TeMe MHOTOYIJIA KOje je OJl e Hajaabe U TO TeMe

he curypHo Outn aHunogaHo Temeny P (Ha ciunu 5.37, aHTUoAanHa TeMeHa Temeny P cy
temena A, B, C, Du E).

Ciuka 5.37: OnpehuBarbe aHTUMONANHUX Tayaka Tauku P. Tauka A je Hajmasba Tayka of
npase PR, a tauka F je Hajuaba Tauka of npase (JPP. OHe cy OYMITIEHO aHTUIOAATHE
Tauku P, a, aHTMnopanHe cy joj u cBe Tauke usmely wux (tauke B, C'u D)

[Tpodnem ce, gakiie, CBOAM Ha TO J1a Ce 3a CBaKy CTpaHMIly MHOTOYI/Ia mpoHale Teme Koje je
Hajaambe of e. Kana ce crpanuiie odunase peioM (Ha mpuMep, y IO3UTUBHOM MaTeMaTH4-
KOM CMepy) U HajaJba TeMeHa O] TUX CTpaHMIIa Ce IOMepajy pelioM, y uctom cmepy. dakie,
3a pa3nuKy of oipehuBama Hajaa/ber TeMeHa OJ1 CBAKOT TeMeHa MHOTOyIJIa, Hajlabe TeMe
OJ1 CBaKe CTpaHMIe MHOTOYIJIAa UMa CBOjCTBO MOHOTOHOCTH, Ma ce ofpehuBarmbe THX TeMeHa
MOXe 3aCHOBATH Ha aJITOPUTMY JIBa IMOoKa3uBava (jeaaH he ce KperaTu peJJoM Kpo3 CTpaHuIle,
a JIpyry peIoM Kpo3 iHMa Hajaaba TemeHa). Kpehemo o1 mporn3BoJbHE CTpaHKIIE MHOTOYT/IA
1 rpydoM cuiiom ofipehyjemMo Teme Koje je Hajlabe o1 jhe. Y CBaKOM KOPaKy ce IoMepaMo Ha
crnenehy CTpaHMILy, a 3aTHM MOMEPaMO Hajialbe TeMe CBe JIOK pacTojare oj1 Te ciesehe cTpa-
HUILIE pacTe. Pactojame MOXEMO JIako U3pauyyHaTH Kao KOJIMYHMK TOBPIIMHE TPOYIJIa KOjU
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YHMHE Ta CTpPaHMIA U TeKyhe Teme U AyXMHE Te CTPaHHIe, a MOLITO ce CTPaHUIA HE Mema,
MOKa3UBay MOKEMO IIOMEPATH CBE JIOK MOBPIIIHA TPOyIIia pacte. TOKOM TOT oMepamba Mpo-
JIa3UMO KpO3 CBE aHTHIIOAATIHE TauKe IOYETHOM TeMeHy Tekyhe cTpaHuue, na pauyHajyhu
HBHIXO0BO pacTojambe O TOI TeMeHa MOKEMO OJpPEeIUTH Hajlabe TeMe OJ TOI TeMeHa, Ta ca-
MHM THM U JIB€ HajJa/be TAUKe IIOYETHOT CKYIIA.

CrnoxeHocT ofpehuBama Hajaaber TeMeHa O/l MoJla3He CTpaHUIIe 3aXTeBa jeaH 0OUIa3aK Te-
MeHa MHOTOyI1a 1 cioxkeHoctd je O(n). CBaku of1 OKa3MBaya ce MOMePa y UCTOM CMEpY U
o0uIa3u cBa TeMeHa MHOTOYTJIA 10 jeHOM, Ta je YKYIHA CJIOKEHOCT Apyre a3e aJropurma
O(n). YkynHoM crnoxkeHornhy, Jakie, JIOMAHUpPa opeluBame KOHBEKCHOI OMOTaYa MOYeT-
HOT CKyma, Koje je cioxenoctu O(nlogn).

double najdaljiParTacaka(const vector<Tacka>& tacke) {
// odredjujemo konveksni omotac i broj njegovih tacaka
vector<Tacka> omotac = konveksniOmotac(tacke);
int m = omotac.size();

// specijalni slucajevi kada omotac ima manje od 3 tacke
if (m == 1) return 0.0;
if (m == 2) return rastojanje(omotac[0], omotac[1]);

// odredjujemo najdalju tacku od duzi Qm-1Q0
int najdaljaTacka = 2;
for (int 1 = 3; 1 < omotac.size(); i++)
if (povrsina(omotac[m-1], omotac[0], omotac[i]) >
povrsina(omotac[m-1], omotac[0], omotac[najdaljaTacka]))
najdaljaTacka = i;

// prva antipodalna tacka od tacke Q0O
double maxRastojanje = rastojanje(omotac[0], omotac[najdaljaTacka]);
// obradjujemo ostale tacke Qi
for (int 1 =0; 1 < m; 1++) {
// do sada je obradjena prva antipodalna tacka tacke Qi
// sada redom obradjujemo njene ostale antipodalne tacke
// njth nalazimo trazeci najdalju tacku od duzi QiQi+1
while (povrsina(omotac[i], omotac[(i+1)%m], omotac[najdaljaTacka]) <=
povrsina(omotac[i], omotac[(i+1)%m], omotac[(najdaljaTacka+1)%m])) {
// za svaku antipodalnu tacku od Qi odrequjemo rastojanje od Qi
maxRastojanje = max(maxRastojanje,
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rastojanje(omotac[i], omotac[najdaljaTacka]));

najdaljaTacka = (najdaljaTacka + 1) % n;

}

return maxRastojanje;

r 1

3apartak: lNpecek KOHBEKCHUX MHOroyriosa

Hanucaru mporpam koju oapelhyje npecek 1Ba KOHBEKCHa MHOTOYIJIa.
Onuc yaaza

Ca craHapHor ynasa ce yautasa 6poj m(3 < m < 10°) koju npeacTabmba 5poj TemeHa
MpBOI MHOTOYIIa P, 3aTHM ce y4uTaBa HU3 Z-KOOpIMHATA TeMeHa TOI MHOTOYIJa, a 3aTUM
HU3 Y-KOOpJIMHATA TUX TeMeHa. TeMeHa cy 3ajaTa pefioM, Y MO3UTUBHOM MaTeMaTUYKOM
cMepy, a KOOpAMHATE Cy UM peaTHi OPOjeBH 3aJaTH ca HajBHIIe 5 Ienmara.

HakoH Tora ce y uctom popmarty yHOCe 1 MOJALIH 3a APYTU MHOroyrao (): dpoj remeHa n(3 <
n < 10°), HU3 T-KOOPAMHATA U HU3 3/-KOOP/MHATA.

Onuc u3aasa

Ha cranpapmHu m3ina3 ucnmcatéi KOOpAWHATE KOHBEKCHOT MHOTOYIVIA KOjH je MpeceK MHO-
royrioBa P u (). Vcricaty meroB Opoj TeMeHa, a 3aTHM U KOOPAWHATE TEMEHA, PEIOM, ¥
MO3UTUBHOM MaTeMaTHUKOM cMepy (KpEHYBIIH O] IPOU3BOJLHOT TeMeHa). KoopauHaTe cBux
TeMeHa UCIIMCATH 3a0KpYKeHe Ha S5 Aerumaia.

IIpumep 1
Yaaz Hznaz Odbjawrberve
3 5 MHOTOYTJIOBH U HbUXOB TIpeceK Cy MPUKa3aHU Ha CIUIIH.

-3 -1 4 -1.81818 2.54545

-1 5 -1 -1.33333 4.00000 \

3 -0.16667 4.00000 : \
-454  4.,00000 -1.00000 \
4 -2 4 3.50000 -1.00000 [ N\
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IIpumep 2

Yaaz Hznaz Objawmrberve

3 4 MHOTOYTJIOBH 1 BbUXOB TIpeceK Cy MPUKa3aHU Ha CITUIIH.
-303 -1.00000 2.00000

505 1.00000 2.00000

4 1.00000 4.00000

-111 -1 -1.00000 4.00000

2244

IIpumep 3

Yaas Hznaz  Odjawrberve

3 0 MHoroyryoBH cy npukaszanu Ha ciuiy. OHU ce He CeKy
-303

505

4

2424

0022

IIpumep 4

Yaaz Hznaz  Odjawrverve

4 1 MHoroyrjoBM cy NpuKa3aHH Ha ciuiy. FbrxoB npecek je jesHa Tauka
01160 1.00000 i

0011 1.00000

4

1221 '

1122

Pewene

JAWNpeKTHO pellewe
Jenuo moryhe AMpeKTHO pelieme ce MOXe 3aCHOBATH Ha Pa3IMIUTHM aJITOPUTMHMA KOje CMO
1o cazia onrcany. [Ipecek JiBa KOHBEKCHA MHOTOYIJIA jeé KOHBEKCHM MHOTOYTao YUjU Ce CKYII
TEMEHa CacToju OfI;

* TeMeHa MPBOT MHOTOYIVIA KOja MPHUIAAajy YHYTPaIIHhOCTH APYTor (3aTBOPEHOT) MHO-
royria,

* TeMeHa JpYror MHOIOYyIJIa KOja IIPUIaajy yHYTPALIBOCTU PBOT (3aTBOPEHOI) MHO-
royria,

* IIPeceYHUX TauaKa CTpaHHULla MHOTOYIJIOBA.
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Kapna ce ofpene cBa TeMeHa y OBa TpH CKYyIa, MOTPEOHO UX je YPEIUTH, IITO Ce MOKE YPAIUTH,
Ha [IpUMep, COPTHUPAHLEM Ha OCHOBY YIJIa KOjH MOJIyIIpaBa Koja criaja TexXHInTe pe3yiryjyher
MHOTOyIJIa ca TPEHYTHUM TEMEHOM 3aKJiana ca MO3UTUBHUM CMEpOM x-oce (IOIITO CY CBa
TeMEeHa MMo3HaTa, TEKUIITE Ce JIAKO U3pauyHaBa U3pauyHaBalkeM apUTMETUUKE CPEJIHE HhU-
XOBHMX KOOP/IMHATA).

3a cBaKy Tauyky MHOTOYIJIOBA MOXEMO MOKPEHYTH MPOBEPY MPUINAJAHOCTH JAPYTOM MHOTIOY-
D1y, Ydja je CJIOXKEHOCT, y Cly4ajy KOHBEKCHUX MHOrOyriioBa, jJoraputaMcka. Crora je 3a
ozpeljuBabe npBa JBa ckyna remeHa norpedHo speme O(m logn+nlogm). da du ce oxpe-
JVJIY TIPECEIM CTPAHUIIA, MOKEMO allrOpUTaM 3a oJpelrBarme npeceka IBe IyKu NPUMEHUTH
Ha CBe [apoOBe CTPAHMIIA JBa MHOTOYIIA, 3a IuTa je norpedno Bpeme O(mn). Bpoj maposa
Iy’)KU KOje ce WCIUTY]y je Moryhe CMamUTH Tako INTO Ce UCIUTYjy caMo AyXHU Ydja Cy Te-
MeHa TakKBa Jla jeJHO IpHIiajia, a APyro He Mpurnajaa MHoroyrny. Mmnak, y HactaBky hemo
BUJIETH JIa [IOCTOjU U aIropuTaM jinHeaphe ciokeHoct O(m + n) 3a oxpeljuBare npeceka
JIBa MHOTOYIJI4, 1A OBaj ajroputam Hehemo nabe paspahuBaru.

EdpmkacaH anroputam

Jenan edpukacan anroputam 3a ofpehjuBame npeceka qBa KOHBEKCHA MHOTOYIJIA Cy OIUCAJIH
O Pypk, Yun, Oncon u Hamop. AnropuraMm je 3aCHOBaH Ha TEXHHIIM [1Ba MMOKa3uBava. [lo-
Ka3uBay p 00MJIa3d MHOTOYrao P y MO3UTUBHOM MaTeMaTHYKOM CMeEpY, a MOKa3uBav ¢ MHO-
royrao ( Takohe y nosutusHoM cmepy. Ca p~, p u p' Ouhe odenexeHne peoM IpeTXoIHa,
tekyha u cienieha tauka muoroyria P. Tlonoxajem nmokasusaya p ofpeheHa je tekyha ctpa-
HUIA MHOTOYIJIA, Tj. yCMepeHa Iy p~ p KOja IMpeJicTaBba Ty TeKyhy cTpaHuily, a Koja je yBeK
ycMepeHa y MO3UTUBHOM CMepY Tj. TaKO Ja joj ce MHOTOYrao Hajia3u ca JieBe CTpaHe (CIMKa
5.38). Bpx Te oyxu je Tauka p, JHO joj je Tauka p~, JOK hemo camy ayx oOesIexuTH ca p.
Ca hp(p) hemo odeNeKUTH MOTypaBaH YMja je MBULIA TIpaBa Koja CAIPKH P, U KOja CajipKu
MHoroyrao P (tj. Haa3u ce JieBo o1 p). IIpor3BosbHA TauKa 1 NpUnajaa nosiypasHu Ap(p)
aKO M CaMO aKo je D~ P Xo4 p_m > 0. AHaIOrHe 03HaKe KOPHCTUMO H 32 ¢.

hp(p)

Crnuka 5.38: Tloka3uBay p ¥ OCHOBHE O3HAKe.

NuTyntuBHO je jacHO KaJga ycMepeHa Ay yKa3yje Ka MpaBoj, a KaJa yKasyje o ie (CluKa
5.39). OBo ce Mo3e u mperu3upatu. BekTop p ykasyje mpema MpaBoj Ha KOjoj JekKHU ¢ ako
M camo ako je p € hp(G) u G Xoq p < Owmwma p & hp(4) m G X4y p > 0 (ako je Ta
MpaBa XOPU3OHTAJIHA, a Ay ¢ YCMEpEHa Ha JIEBO, Ka0o Ha CIIUIM, TaJa OBO 3HAYM Ja je JyX
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D ycMepeHa Ha rope U BpX jOj je y HOJIypaBHM MCIOJ IIpaBe WM je yCMepeHa Ha J0Jie ¥ BpX

jOj je y molypaBHU U3HAJ IIpaBe).

Cmmka 5.39: [naBe myxwu yka3yjy Ka pHOj TIPaBoj, a IjpBeHe He.

INokasuBaum ce HOMepajy Tako Jia ce rapaHTyje aa hie ce TOKOM BbUXOBOT IoMeparba poHahu
CBH IIpECellyl CTPaHUIIa. Y CBAKOM KOpPaKy aJiIrOpUTMA ce ITPOBepaBa a JIA Ce IyKH P U § CeKy
U aKO ce CeKy, [peceyHa Tauka ce gojaje pesyaryjyhem mHoroyrny. Hakon Tora ce nomepa

jenmaH of ABa mokasupava. PazMoTpuMo pasHe MOTYRHOCTH 3a ycMepeHe AyKHU P U ¢.

p

Cnuka 5.40: Pa3Hu ciydajeBd KOju MOTY HACTYITUTH MTPUIMKOM MTOMepama MoKa3uBayva.

1. Moryhe je na myx P ykasyje Ka mpaBoj Ha KOjoj JIeXKH ¢, a la IyX ¢ He ykasyje Ka

NpaBoj Ha K0joj nexu P (cnmuka 5.40, 1eBo). Y ToM ciiydajy moMepamMo nokasusad p, y
IIWbY 1A y HEKOM TPEHYTKY Iy P Ipecede MpaBy Ha K0jOj JIEXH ¢ (MBHILY HOJIypaBHH
hp(q)) u nohe 1o mosypaBHu hp(§) y K0joOj Jleku MHOTOYrao (), 1ma ¥ CBH [peceL Koje
Tpeda nponahu. Ciyyaj Kaja ¢ yKasyje Ka [paBoj Ha KOjoj JIexkH P, a P He yKazyje Ka
MpaBOj Ha KOjoj Jiexu ¢ ce odpaljyje aHaIoTHO.

. Moryhe je na 0de myxu p 1 ¢ yKa3yjy Ka IpaBaMa Ha K0jOj JIEKH OHa apyra (CMKa
5.40, cpeauHa). Y TOM ciy4ajy, 300r KOHBEKCHOCTH MOpa Jja BaXH Jla TAa4YHO jeJHa O]
Tavyaka p WM ¢ TIPUTIaIa ITOJTypaBHY KOjOj je rpaHuIla IIpaBa Ha KOjO] JeXKH ApyTra IyxK
1y KOjOj ce HaJla3! Koj ogroapajyhu MHOroyrao. ¥ mpumepy Ha CIMLM Tadyka p He
npuIaga noiypasuu hip(q), onpeheHoM NpaBoM Ha K0joj je yk ¢ U Y K0jOj ce Hasa3u
MHOroyrao (), IOk Tauka ¢ IpuIiajia nonypasHu p(p) ofpeheHOM NpaBoM Ha K0joj je
JyX P My KOjoj ce Hasta3u MHOroyrao (. Jla du gy p cekJia HeKy CTpaHHMILy MHOTOYIJIa
(2, OTpedHO je 1a Tauka p MpHUIaga YHYTPAIIbOCTH MHOTOyIIa (), ra caMiuM THM |
nonypasHu Ap(G). AHanOrHO Baxu ¥ 3a ¢ U P. 3aro ce y 0BOM cllyyajy romepa
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OHaj NIOKA3MBay KOjU OJroBapa TauKU KOja He MpUIMajga YHyTPallkbOCTU OAroapajyhe
IOJIypaBHU.

3. Moryhe je u 1a HMjeHa AyX HE yKa3yje Ka MpaBoj Ha KOjOj JIEKH OHa Jipyra (CIuKa
5.40, necuo). U 'y ToMm cimydajy 300r KOHBEKCHOCTH MOpa JIa BaXH JIa TAYHO je[Ha OJf
Tavyaka p Tj. ¢ NpHUIaAa YHYTPAIIHOCTH MHOroyria () 1j. P ¥ HMOHOBO je moTpedHO
MIOMEPUTH OHY KOja He MPHIaJa YHYTPAIIHhOCTH OAroBapajyhe nosypasHu.

HakJie, Kafa ro Ta4HO jeHa Of IBE€ yCMEepeHe AyKU yKa3yje Ka MMpaBoj Ha KOjOj JIexKU OHA
Apyra, by IIOMEpaMo, JOK y OCTIUM CJIydajeBUMa IOMEPaMO BPX OHE AyKU KOjU HE JIEXKU Yy
YHYTPalIHhOCTH MOJYPaBHU ca JIeBe CTpaHe Mpase ojpeljeHe IpyroM ayxku.

ANropuTaM ce MOXe 3ayCTaBHUTH KaJia Ce 110 MPEeCevHr MHOTOyrao KOMILIETHpa Tj. Kaja ce
MocJie/Il| TpoHal)eH! Npecek Ay>KH MOKJIONY ca MPBUM NpoHaljeHuM mnpecekoM (ripeceriu hie
ourtu onpehern pegom, y mo3UTUBHOM cMepy). MehyTum, ako mpecenu cTpaHuIia He TIoCToje,
nokasuBauu he ce HempectaHo noMepaty. Jokasyje ce na ce Hakod Hajsue 2(|P| + |Q])
KOpaka IpoHaJla3e CBH Mpeceny CTPaHMIIA, TAKO J1a ce aJITOPUTAM MOXKeE 3ayCTaBHUTH U aKo ce
HakoH 2(| P| + |Q|) ve nponale HujesHa npeceyHa Tauka. Y TOM Clyuajy, ako p Ipuraja
YHYTpAIIHOoCTH (), TIpecek je 1eo MHoroyrao P, ako ¢ npunajia yHyTpaiimbocta P, npecek
je 1eo MHOroyrao (, oK ce y CylpOTHOM MHOTOYIJIOBH HE CEKY.

Y TpeTXomHOM OIKCY je TPETIOCTaBJbEHO Ja He TOCTOje NeTeHeprcaHy CiIydajeBd, Tj. Aa
ce TeMeHa MHOTOYIJIOBA He MOKJIamajy, Ja HUjeJHO TeMe jeJHOT He MpHIlaga CTPaHULU JApY-
ror MHOTOYIJIa HUTH [la c€ CTPaHHUIle MHOTOYIJIOBA MoKianajy. W oBu ciydajeBu ce MOry
UCIIPABHO OOpaJUTH aKo ce aropuraM Maio npuiarogu. IIpBo, 3a Be KOJMHEAapHE LyKU
(kama je p X ¢ = 0) ce yBek cmarpa jia ce He ceky. [Ipyro, Kputepujym 3aycraBibarba Tpeda
npwiaroguty. Hanme, Kaga cTpaHuna cagpku TeMe, MOXe ce JIOTOOUTH Ja ce UCTH Mpecek
Hahe 1 HaKOH oMepara MoKa3uBaya. 3aTo ce MOXe AECHUTH Jla Ce alropuTaM 3ayCTaBU jep
he npyru nponabhenu npecek dutu jenHak npeoM. Crora ce ajaropuraM MOKeE 3ayCTaBUTU
KajJa je Tekyhu mpecek jeiHak NMpBOM NMpoHaheHOM, ajii MO YCJIOBOM Ja Taj MpBH IMpecek
HUje npoHaleH y IpeTXOJHOM KOpaKy aJrOpuTMa.

double uPoluravni(const Tacka& A, const Tacka& B, const Tacka& M) {
Vektor AB = vektor(A, B);
Vektor AM = vektor(A, M);
return vektorski_proizvod(AB, AM) >= 0;

vector<Tacka> presekMnouglova(const vector<Tacka>& P, const vector<Tacka>& Q) {
int m = P.size(), n = Q.size();
vector<Tacka> presek;



5.5 KOHCTpyKUuja KOHBEKCHOT OMOTava 587

// dva pokazivaca
int pm = 0, p = 1;
int gm = 0, q = 1;

// 1li P[p] pripada poluravni hp(Q[qm]Q[q])
// iltl Q[q] pripada poluravni hp(P[pm]P[p])
// ovom promenljivom registrujemo za koju od tacaka p ili g je to vazilo
// prilikom pronalaska prethodnog preseka
char unutra = ' ';
// presecna tacka nadjena u prethodnom koraku (mozda i1 nije postojao presek)
Tacka prethodniPresek;
bool postojiPrethodniPresek = false;
for (int 1 = 0; 1 <= 2*(m + n); i++) {
Tacka M;
// proveravamo da li se duzi seku
if (presekDuzi(P[pm], P[p], Q[am], Q[ql, M)) {
if (presek.size() > 0) {
// vratili smo se na pocetnu tacku i1 zatvorili ceo presecni mnogougao
// presek nije pronadjen u prethodnom koraku
if (M == presek[0] && (!postojiPrethodniPresek || M != prethodniPresek))
return presek;
}
// nasli smo novu presecnu tacku i dodajemo je u presecni mnogougao
if (presek.empty() || M != presek.back())
presek.push_back(M);

// pripremamo se za naredni korak tako sto pamtimo tekuci presek
prethodniPresek = M;
postojiPrethodniPresek = true;

// pamtimo da i p pripada poluravni hp(q.) ili q pripada poluravni hp(p.)
if (uPoluravni(Q[agm], Q[ql, P[p1))

unutra = 'P';
else
unutra = 'Q';
} else

// pripremamo se za naredni korak tako sto belezimo da nije bilo preseka
postojiPrethodniPresek = false;
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// funkcija kojom se pomera pokazivac p
auto pomeriP =
[&10{
// ako je poslednji presek P[p] pripadao poluravni hp(Q[qm]Q[q]),
// onda je tekuce P[p] deo presecnog mnogougla
if (unutra == 'P' && (presek.empty() || P[p] != presek.back()))
presek.push_back(P[p]);
// pomeramo se na sledecu tacku mnogougla P
pm = p;
p=(p+1)%m;
b

// funkcija kojom se pomera pokazivac q
auto pomeriQ =
[&10{
// ako je poslednji presek Q[q] pripadao poluravni hp(P[pm]P[p]),
// onda je tekuce Q[q] deo presecnog mnogougla
if (unutra == 'Q' && (presek.empty() || Q[q] !'= presek.back()))
presek.push_back(Q[q]);
// pomeramo se na sledecu tacku mnogougla Q
gm = q;
qg=1(q+1) %m;
1K

Vektor pdot = vektor(P[pm], P[p]);
Vektor gdot = vektor(Q[gm], Q[q]);
if (vektorski_proizvod(qdot, pdot) >= 0) {
if (uPoluravni(Q[gm], Q[q], P[p])) {
// pdot nije usmeren ka qdot i1 P[p] pripada poluravni hp(qdot)
// q treba pomeriti:
// 1 ako qdot jeste usmeren ka pdot (jer je jedini usmeren)
// 1 ako gdot nije usmeren ka pdot (jer se pomera tacka
// koja ne pripada poluravni, a to je Q[q])
pomeriQ();
} else {
// pdot je usmeren ka qdot i P[p] ne pripada poluravni hp(qdot)
// D treba pomeriti:
// 1 ako gdot nije usmeren ka pdot (jer je pdot jedini usmeren)
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}

// 1 ako qdot jeste usmeren ka pdot (jer se pomera tacka
// koja ne pripada poluravni, a to je P[p])
pomeriP();

} else {
if (uPoluravni(P[pm], P[pl, Q[al)) {

}

// qdot nije usmeren ka pdot 1 Q[q] pripada poluravni hp(pdot)

// p treba pomeriti

// 1 ako pdot jeste usmeren ka qdot (jer je pdot jedini usmeren)
// 1 ako pdot nije usmeren ka qdot (jer se pomera tacka

// koja ne pripada poluravni, a to je P[p])

pomeriP();

else {

// qdot jeste usmeren ka pdot 1 Q[q] ne pripada poluravni hp(pdot)
// q treba pomeriti

// 1 ako pdot nije usmeren ka qdot (jer je qdot jedini usmeren)
// 1 ako pdot jeste usmeren ka qdot (jer se pomera tacka

// koja ne pripada poluravni, a to je Q[q])

pomeriQ();

// 1l1 je presek prazan, ili je P sadrzan u Q ili je Q sadrzan u P

if (uMnogouglu(Q[0], P))
// Q je sadrzan u P
presek = Q;
else if (uMnogouglu(P[0], Q))
// P je sadrzan u Q
presek = P;

return presek;
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