
Odabrana poglav	a mehanike 2009. Drugi doma�i zadatak

(1) Neka je er = cos θi + sin θj, eθ = − sin θi + cos θj pokretni polarni
koordinatni sistem i er, eθ, k pokretni cilindriqni koordinatni
sistem. Dokazati da se brzina i ubrza�e izra�avaju sa

v = ṙer + rθ̇eθ + żk, a = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2rṙθ̇)eθ + z̈k.

(2) Planeta mase m se kre�e oko Sunca mase M . Uvedimo koordinatni
sistem tako da je Sunce smexteno u koordinatni poqetak i da se pla-
neta u poqetnom polo�aju nalazi u ravni x0y. Po �utnovom zakonu
gravitacije, kreta�e se odvija pod dejstvom gravitacione sile

F = −GmM

‖r‖2
r
‖r‖ .

(a) Dokazati da je r× v = c za neki konstantan vektor c i zak	uqiti
da se kreta�e odvija u jednoj ravni.

(b) Dokazati da je c = r2θ̇k, gde je c vektor iz (a) i zak	uqiti da je
r2θ̇ konstantno.

(v) Dokazati da je povrxina zahva�ena vektorima polo�aja planete u
trenucima t0 i t1 i orbitom planete jednaka

∫ t1
t0

1
2r2 dθ.

(g) Izvesti iz (b) i (v) Drugi Keplerov zakon: Radijus vektor
od Sunca do planete zahvata jednake povrxine u jednakim vre-
menima.

(d) Pretpostavimo da merimo vreme tako da je planeta najbli�a Suncu
kad je t = 0 (i time ṙ(0) = 0, kao prvi izvod funkcije u �enom
minimumu) i da je koordinatni sistem izabran tako da je θ = 0
kad je t = 0. Izvesti iz (b) da je tada r2θ̇ ≡ r0v0, gde su r0 i v0

poqetno rastoja�e od Sunca i poqetna brzina planete.
(�) Izvesti iz (d) i Drugog �utnovog zakona da va�i
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i smenom p = dr
dt svesti ovu jednaqinu drugog reda na jednaqinu

prvog reda

p
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a odatle, koriste�i poqetne uslove r(0) = r0, ṙ(0) = 0 izvesti
jednaqinu
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(e) Koriste�i (d) i (�) dokazati da je
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gde je h = GM
r2
0v2
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i smenom u = 1

r svesti ovu jednaqinu na

du

dθ
= ±

√
(u0 − h)2 − (u− h)2, gde je u0 :=

1
r0

. (♣)
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(�) Dokazati da je ṙ ≥ 0 za dovo	no malo t ≥ 0, i iz toga zak	uqiti
da je

0 ≤ ṙ

θ̇
=

dr

dθ
= −r2 du

dθ
,

zbog qega jednaqinu (♣) treba razmatrati sa negativnim znakom.
(z) Uzimaju�i u obzir da iz poqetnih uslova sledi da je u = u0 za

θ = 0 i da je u dobijeno smenom u = 1
r , dokazati da je rexe�e

jednaqine (♣)

r =
(1 + e)r0

1 + e cos θ
, gde je e =

1
r0h

− 1 =
r0v
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− 1,

xto je formulacija Prvog Keplerovog zakona: Puta�a plane-
te oko Sunca je konusni presek sa jednim fokusom u Suncu i sa
ekscentritetom r0v2

0
GM − 1.

(i) Neka je T period revolucije planete oko Sunca. Izvesti iz (v)
i (d) izraz za povrxinu elipse po kojoj se planeta kre�e: P =
1
2Tr0v0.

(j) Koriste�i (i) i poznatu formulu za povrxinu elipse P = abπ
dokazati Tre�i Keplerov zakon: Odnos kvadrata perioda rev-
olucije planete i kuba velike poluose elipse je isti za svaku
planetu u sistemu i iznosi

T 2

a3
=

4π2

GM
.

(3) Neka je U ⊂ R3 otvoren skup, F vektorsko po	e a f funkcija na U ,
dV := dx∧dy∧dz standardna forma zapremine, 〈·, ·〉 i (·, ·, ·) euklidski
skalarni i mexoviti proizvod. Definiximo forme

η0
f := f, η1

F := 〈F, ·〉, η2
F := (F, ·, ·), η3

f := f dV.

(a) Dokazati η1
F ∧ η1

G = η2
F×G i η1

F ∧ η2
G = η3

〈F,G〉.
(b) Dokazati da su sa

η1
∇f := dη0

f , η2
∇×F := dη1

F, η3
∇·F := dη2

F

dobro definisana vektorska po	a gradijent ∇f i rotor ∇ × F
i skalarno po	e divergencija ∇ · F, i da se �ihov zapis u euk-
lidskim koordinatama izraqunava po pravilu tri mno�e�a vek-
tora (skalarnog i vektorskog proizvoda vektora i mno�e�a vek-
tora skalarom) vektorom ∇ := i ∂

∂x + j ∂
∂y + k ∂

∂z .
(v) Dokazati da je ω3

∇·F×G = ω3
G·∇×F−F·∇×G i izvesti zak	uqak da je

div F×G = G · rotF− F · rotG.
(g) Po ugledu na (v) dokazati da va�i rot (fF) = grad f × F + f rotF

i div (fF) = F · grad f + f div F.
(d) Dokazati da je rot grad f = 0 i div rotF = 0.
(�) Dokazati da va�i∫

Σ
∇× F · dS =

∫
∂Σ

F · dS,
∫
Σ
(dS×∇)× F =

∫
∂Σ

dS× F,∫
Σ
∇ f × dS = − ∫

∂Σ
f dS,

∫
V
∇ · F dV =

∫
∂V

F · dS,∫
V
∇× F dV = − ∫

∂V
F× dS,

∫
V
∇f dV =

∫
∂V

f dS.

(e) Laplasijan ∆ definixe se kao ∆ = div ◦ grad. Dokazati Grinovu
formulu

∫
V

(g∆f − f∆g) dV =
∫

∂V
(g∇f − f∇g) · dS.


