AHAJIN3A HA MHOI'OCTPYKOCTHNMA 2005-2006

1. TTUTAKLA

& Ilocrojame 1 jeIMHCTBEHOCT pelemha Tu(pePeHInjaIHAX jeJHAYNHA, TIATKA
3aBUCHOCT OJ1 T1oYeTHuX yciaosa (crp. 16 u crp. 95).
& [rarke MHOrOCTpyKOCTH: AedUHUNM]E U IPUMEPH.
— Kapre, arnac, rmarka crpykrypa (crp. 63-66)
— Tononomka csojcrsa (crp. 70-72)
— Perymapue KpuBe ¥ MOBPINM, €YKJIUJICKU TPOCTOPH, cdepe, MpojeK-
TUBHM 1IPOCTOpPU, MarpuyHe rpymne (crp. 3-9, 10-11, 101-105)
— Jlujese rpyre, AejcTBO rpyIe HA CKYILY, jeTHOMAPAMETAPCKE HMOATPYIIE
(cTp. 107-110)
— Teopema 1 wva ctp. 110, Teopema 2 Ha ctp. 111 u Teopema 3 Ha cTp.
112; npumepu: Ipumepn 25 u 26, 3aganu 14-19 (crp. 114-115)
— Dnarka npeciukasama (ctp. 72-73)
& TaHreHTHM MPOCTOPHW W TAHTEHTHA PACJOjEHA.
— Tpu pedununuje ranrenrnor sekropa (crp. 73-80)
— Tlpumep: TanrenTHa pasad nospinu (crp. 25-26)
— Komyrarop u Jlujes usson (crp. 80-81)
Dpobenujycosa reopema (crp. 95-99)
— PumanoBa merpuka, myxuna kpuse (crp. 115-116, 342-347)
& Perynaphe tauke m perynapHe BpemsHOCTH. [10AMHOrOCTPYKOCTH.
— Judepennujan npecavkasama (cTp. 81-82)
— Perynapue u cunrynapue tTauke u speauoctu (crp. 83-84)
— Hmepsuje u yiarama; 1Be BPCTE MOAMHOIOCTpyKOCcTH (CTp. 84)
— Teopema o umnuuiurhoj dbyukimju u nogmuorocrpykoctu (Tepheme
1, crp. 84)
— Capmosa reopema (ctp. 85)
— Burnujese reopeme (Teopema 4 ua crp. 89 u Teopema 5 Ha c1p. 91)
& Tpanceepsannoct.
— Hedununumja u npumepu (crp. 88-89)
— Bamro je Teopema 2 Ha crp. 89 yommreme Tephema 1 na crp. 847
— Tomosa Teopema o rpancsep3anunocru (Teopema 3 na crp. 89)
— 3amrro je TomoBa Teopema 0 TpaucBep3asHOCcTH yormnrewme Capaose?
& JIudepennujanne dpopme.
— ®opwme y R", cnosbammsu npousson A, audepennujan (crp. 131-132)
— Hyanau objektn dr n %; KOTaHTEHTHO PACJIOjerhe
— Judepennujanne ¢popme Kao BHUIISTHHEAPHA MPECINKABAIHA
— Hudepenmnujantae ¢hopme HA MHOTOCTPYKOCTHMA
— Judepennupame dbopMmu: Crobalnibhe, yHyTparibe, Jlujeso (ctp. 151
152); Tephemwe 3 na crp. 152
— ffod=dof*, d>=0
— Cumnnekruuke dopme (crp. 219-220)
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& Bekropcka paciojewa (crp. 191-196).
— Jedbunumuja u npumepu
— Wsomopduzam pacsiojema, onepaiyje ca pacaojemuMa
-~ [xg9g=[fE=g'E
— OpujeHTabuaHOCT PACIOjerbha
— Teopema 0 11€BaCTOj OKOJUHI
— Teopema 0 ampPOKCUMAIINjU HETTPEKUIHOT MPECTNKABAA, TIIATKUM
& Uurerparuja Ha MHOTOCTPYKOCTHMA.
— CwMeHa IPOMEHJHPUBUX ¥ BUIIECTPYKOM MHTETPANY Ha je3UKY Jaudepen-
nmrjaraux popmu y R”
— OpujenTaiuja MHOTOCTPYKOCTH — TPHU JieDUHUIIH]E
— Hurerpan audepenunjanue dopme na muorocrpykocru (dedununuja
4 v Tephemwe 5 na crp 173; npumep: 3agarak 8 na crp 174)
— Muorocrpykoct ca kpajem (crp. 174-175)
— CrokcoBa Teopema u npumMepu u3 Kypeesa Anasuse (crp. 176-178)
& e Pamose koxoMmomoruje.
— Hedunuuuja (crp. 155)
— Xomoroncka uasapujaaTocT (cTp. 157-159)
— Koxomonoruje ca koMnakTHuM Hocadem (crp. 160-162)
— IMoenkapeose seme (ctp. 159 u 162)
— Majep—Bujeropucos vuz (crp. 162-163)
— Kunerosa dopmyna (Teopema 4 Ha crp. 167)
— Tloenkapeosa myamsoct (crp. 182-183)
— Tlojam cunrynapue xomosoruje (crp. 180-182,461-465)
& Crenen nmpecIuKaBama.
— Hedununumja u ocobune (crp. 183-184)
— Ilpumepu (crp. 185-187)
— Crenen u uHTErpas: yomnrewme Teopeme 0 CMEHM IIPOMEHJ/bUBE y WH-
rerpasy (crp. 187)
& Unjexc mpecexa.
— Hedununumja (crp. 188-189)
— 3aImTo je HHAEKC MpPeceKa yOIIITemhe CTeneHa’
— Munekce npeceka u Ioenkapeosa nyannocr (Teopema 6 na crp. 189)
& Tomor uzomopduzam u Ojneposa kiaaca (crp. 448-455).
— Tomosa u Ojneposa kiaca, ocobure; Tomor uzomopduszam
— Be3a ca lloerkapeoBuM ayajoM W WHAEKCOM IMPECEKa
— JledienoBa Teopema 0 PUKCHUM TAIKAMA
— ExsuBasnentroct tpu gedurunuje Ojrepose KAPAKTEPUCTHKE
& Enementu Mopcose Teopuje.
— Mopcose dyuknuje u Mopcosa nema (crp. 154, 409)
— Mopcosa xomomnoruja (crp. 406-408, 422-429)
— Ilpumene y cuMmuekTnukoj Tonosoruju (crp. 440-446) u Pumanosoj
reomerpuju (crp. 436-437, Teopema 6 na crp. 389, Ilocnenuna 2 Ha
crp. 390 u komenrap usza we, Teopema 3 na crp. 489)
& TTpamenosu u Yexosa koxomosnoruja (crp. 499-506).
— MoruBamuja: Murar—J/ledaepos npobiem y Kommiekcuoj Ananuzu
— Yonomrewe Majep—Bujeropucosor amsa
— Ilpumepn u mpumene
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2. 3AAIIA

Hamomena: CBe MHOrOCTPYKOCTH, TPEC/IMKABAKA, BEKTOPCKA TOJha, Tudep-
enryjanaie (popMe, KpUBe UTH. KOjU Ce MOjaB/byjy y 3aijanuMa cMmarpajy ce C'°
TJIaATKHUM.

(1)

(2)
3)

(4)

VY zaBucHocTH o mapamerpa A € R ucnurarw xoju on ciaenelinx ckymosa
Cy TJIATKE MHOTOCTPYKOCTH:

o {(z,y) eR?[2® —y? =}

e {(z,y) eR® a2 —y? = \}

o {(z,y) eR? [2? +y* —22 =)}

e {z€C||z2-1=A}
JlokazaTu 11a je OTBOpEH MOACKY MHOTOCTPYKOCTH MOBE33aH aKO U CaMO aKO
je MyTHO MOBE3aH.
Jokazatn ga je xpusa C 3amara jeamasmrom z° = |y| y R? rmarka muO-
[OCTPYKOCT €3 IVIATKOM CTPYKTYPOM 3a KOjy je mukiysuja C — R2? rumarko
npecaukasame. Jla au je C rioarka nogmuorocrpykocer y R2?
Wcnurat TpaHCBEP3aJHOCT MpeceKa

e ry-pasum u z-oce y R3.

e TIpocropa R™ x {0} u aujaroname y R" x R™.

e IIpocropa cumMeTpruyYHMX 1 TPOCTOPA KOCOCUMETPUIHUX MATPHIIA Y IPO-

CTOPY CBUX KBAPATHUX MATPHUIA JATOT PEJa.

o Ilopum 22 + 9% — 22 = 1 u 22 + y? + 22 = r? y R3y 3aBucnocru ox 7.
Oapenuru HHTETpaTHE KPUBE BEKTOPCKOT TIO/bA,

° y% — xa—()y v R?

° y% — 338% y R3

o rityj+zkyR?

o 2%+ 1%+ 2’k y R?
v Haliv BUXOBY TApAMETPU3AIIN]Y.
Wzpauynary nyxuHy JiykKa ciaenelux KPUBUX, Y OJHOCY HA CTAHIAPIHY
PumManOBY MeTpuKy (eyKIHICKH CKamapHu mpousson) y R3:

e x =t—sint, y =1t —cost, z = 40055 n3Mehy IBa y3aCTOIMHA MIPeceKa

Ca Tz—paBHU;

o 2% =3y?, 222 = 1 usmehy Tauaxa npeceka ca paBHuMa y = 5, y = 9;

o z=sin®t, y = cos®t, z = cos 2t y yKyIHO] LyKHHHU.
Onapenuru yrao mom Kojum ce ceky kpuBe v +v = 0 u u — v = 0 Ha 1O-
BPIIK & = UCOSV, Yy = USinNv, 2 = v, y OAHOCY Ha PHMaHOBY METPUKY
HHIYKOBAHY CKaJIApPHUM IPOoH3BoaoM y R3.
JlaTo je mpecinKaBame

f:R* = R? (s,t)— (st,1).

Uspauynaru f*(dz + dy) u f*(zdy + ydzx).
Hatu cy muepentmjaina HopMa 1 BEKTOPCKO 0B

¢ = zdx Ady +y3dy A dz, X:yﬁerzﬁJrzg
Oox dy 0z
y R3. Uspauynaru Jlujes usson Lx(.
Hexka cy X u Y BekTOpcKa mosba Ha MHOrOCTpyKocTH M TakBa ga CBaka Ta-
uka x € M uma okomuny U, taksy 1a je Lx f = Ly f 3a ceako f € C=(U).
Jokazarn na je X =Y.
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IIra j.e PEOMETPUjCKM CMHUCA0 MHTEIrpaJa fcyd.r 110 3aTBOPEHO] IJIATKO]
kpusoj C' C R x R?

Heka je oy : M — M jennonapamerapcka dbavunmja mudeomopduszama, X
BEKTOPCKO moJbe Ha M medpuHUCAHO Ca

S@) = X(o(@)

u: M — M mudeomopdusam. [lokazaru na je ¥, X = X ako u camo
aKo je 10 ;= 1 o 1.

Heka je 1, jennomapamerapcka davuauja qudeomopduzama eyKInICKOD
MIPOCTOPa TEHEPHUCAHA BEKTOPCKUM mosbeM X. Jlokasarm ga v; dyBa 3a-
npeMuHy ako u caMo ako je div(X) = 0. Ja su 0Baj pe3ynrar MOXKe Ja ce
VOTIIIITH Ha MHOTOCTPYKOCTU?

Hexka cy X u Y BexkTOpCKa mospa y eykauackoMm mpoctopy. Jlokazartu na je
div[X,Y] = X(divY) —Y (divX). /la 1 TO BazKM U HA MHOTOCTPYKOCTUMA?
Hexka je M zarBopena muorocrpykoct. HokazaTu dpopMmyay

/M(an) AB=-— /M a A (Lxf).

Heka je 0 3arpopena 1-dopma Ha M. JokasaTu 4 je NpeciuKaBarbe
nOn—R, bl [0
.

xomomopduzam rpyma. Illta Mmoxke 7a ce Kake O HBeroBoM jesrpy?
Heka je G Jlujesa rpyna, g € G u Ly, Ry : G — G neBa u gecHa TpaHc/ia-
1yja, Tj. TPEeCINKABAMmA JePUHUCAHA Ca,

Ly(z) =g-z,  Ry(z)=x-g.

o Jloxkazaru na je Ry-1 0L, nudeomopdusam Jlujese rpyne G koju ciuka
JeIHAILY Y jesMHuITY .

e Hexka je g = T.G Jlujesa anrebpa Jlujese rpyne G u Ady : g — g u3Boz
npeciukapama [g-1 0 Ly y jequnmnu. Jokasaru ga je Ad : G x g — g
nejcrso rpyne G Ha g.

Hexka je U C RF orsopen ckym u f : U — R™ riatko mpecinkaBarmbe.
Hoxazaru na je f(U) ckyn mepe ayaa ako je k < n. M3Bectu Kao nocieauiy
naje mp(S™) =03a k < n.

Hexa cy M n N noBe3aHe MHOTOCTPYKOCTH | P, ¢ € N perynapHe BpeTHOCTH
raarkor npeciukapawa f 1 M — N. Jlokasaru:

o f1(p) m f~(q) cy KoBOpAAHTHE MHOTOCTPYKOCTH, Tj. MHUXOBA JHC-
JYHKTHA YHHUja je Kpaj MHOTOCTPYKOCTH nnMeH3uje Behe 3a 1.

e Ako je M xovmaxtaa u dimM = dimN onza je f~!(p) Komagam cKyr.

e Axo je dimM = dimN u axo je 6poj Tauaka ckyna f~'(p) nemapam,
ouza je f HA.

Jlokazarty 1a aHTHUTIONAIHO TIPECTUKaBame cdepe MapHe IUMEH3Wje Huje
xomoTomHo unentutery. [lra je ca cdepama memapue numensuje?
NzpauyHaT KOXOMOJIOIIKY TPCTEH TOPYyCa.

Nzpauynari TOBPIIMHY TOPYyCa y OAHOCY HA (DOPMY MOBPIIHHE WHIYKOBAHY
us R3, e je Topyc peanmsosan Kao poTanuona nospii. M3padyHaTu 3aTum
TIOBPINUHY TOpPYyCa Y OAHOCY Ha (pOpMy MOBPIIHHE WHIYKOBAHY YJIATAHeM
topyca y R* kao Jlexaprosor mpoussona S' x S'.
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Hoxkazaru ga dhopma

n+1
w= Z(fl)kflxkdxl A ANdag A ANdEyiq
k=1

nedunmme HeTpusnjanny kaacy y Hjp(S"). Uspauynarn [q, w.
Nzpauynaru MOBPIMUHY N—AUMEH3UOHE jeTUHUIHE cdhepe U 3anpeMuHy n—
JUMEH3UOHEe JeIMHUYHE JIonTe. UeMmy Texke OBe BelWduHe Kaj n — 00! Y
K0jOj AUMEH3UjU Cy OoHe Hajrehe?

Heka cy ¥y u ¢ Xamurronosu nudeoMopdu3My reHeprcan X aMUITOHM-
jammma G w H ca KOMOAakTHUM HOcadeM W Heka ¢y Xg u Xy WHUXOBa
XaMHITOHOBA BEKTOPCKA TOJbA.

e JlokasaTu Ja je 1 o ¢y = ¢y 0 by ako u caMo ako je w(Xqg, Xg) = 0.

e Ha npumepy dynkmuja G(p,q) = p, H(p,q) = q (wm Hekux apyrux)
MOKA3aTH [1a jeqHA O UMILIMKAIK]A ¥ TMPETXOIHOM TBphewmy He BaXKu
6e3 mpernocraBke 0 KoMmakTHocTu Hocada. lllra je ca apyrom mumn-
JIMKanujom?

Hexka je I C TM aucrpubynpja XHUmeppaBHE JIOKAIHO 334aTa 1-dhopmom
¢, xao II = ker(¢). Hokazarm ma je II maTerpabunna (y cmucay ®pobenn-
jycose Teopeme) ako u camo ako je ¢ Ad¢ = 0.

Hexka je N opwujentabuana muOorocrpykoct u f : M — N mpeciukaparbe
Koje je aoxasnu nudeomopduszam. lokazaru ma je M opujenTrabuiina.
HokazaTn 1a je TAaHPeHTHO pacjojeme ceake MHOrocTpykoctu M opwujenrta-
OnIHa, MHOTOCTPYKOCT.

JlokazaTu 713 je OpUjeHTabWIHO DAaCc/Ojere Hall OpPHUjeHTAOUTHOM MHOTO-
cTpyKOIny opujenTabuana MEOrOCTpykocT. [la au mocroju opujeHTabuIHo
pacojeme Koje je mHeopujerTabuHa MEOrOCTpyKocT? Jla ju mocToju neopu-
jeHTabUIIHO paciojerme Koje je OpujeHTabuIHa MHOIOCTPYKOCT !

Heka je f : R® — R rinarko npecaukasame xoMme je 0 perynapHa Bpen-
nocr. Jlokasaru ma je jennaamuom f(x1,...,2,) = 0 3agaTa opujeHTabuiHa,
[JIATKa MHOTOCTPYKOCT.

Heka je m : M — M HaTKpuUBabhe OPHjEHTHCAHE KOMITAKTHE MHOTOCTPYKO-
ctu M. .

o Jlokasatn ma je muorocrpykocr M opujenrabumna n ma dopma 3a-
npemune Ha M mHAYKyje KanOHCKy ¢opmy 3anpemune na M.

o Haliu Besy usmely saupemuna muorocrpykocru M u M (y onnocy Ha
OPETXOHO crioMenyTe (hOpMe) Y TePMUHUMA BUXOBUX (DYHIAMEHTAT-
HUX TPyIIa.

e Jla m HEOpHjEeHTAOMIHA MHOTOCTPYKOCT MOXKE 11, NMa, OPHjeHTaAOUITHO
HATKpUBame?

Hokazaru ma 3a KOMIAKTHY nioBe3any JlujeBy rpyny G nuMeH3uje n Baxku
Hjj(G) = R.

Jlokazaru 12 je RP? bubparnuja uan S? ca Braknom S!.

Jokazaru na Ha cdepu MOCTOju BEKTOPCKO MOJbE KOje HUje HUTIE HYJIa, AKO
U CaMO aKo je auMen3uja cdepe Hemapan 6poj.

Heka je 1 audeomopduzam Topyca S! x S! unaykosan audeomopdusmMom
mammaapa St x [0, 27] mja je pecTpuKIMja Ha jeaHy TPAHWIHY KPYYKHHUILY
UIEHTUIKO MPECINKABAKkEe, & HA APYTy poTamuja 3a 27. Jlokasaru ma je ¢
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[IPeCc/MKaBambe creneHa 1 Koje Huje XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTHO UJIEHTUTETY .
Voopenuru oBaj pesyarar ca Xordosom TeopeMoM (ctp. 535).
JlokazaTn ja cBako mpecimkasame f : S” — S" cremena d # (—1)"*! mva
PUKCHY TAUKY.
Heka je f : S™ — S” npeciukasame koje nuje HA. Jokasaru na f uma
dbuKCHY TadKy M Ja IOCTOjHM TadKa & Taksa ga je f(x) = —x.
JlokazaT /13 CBAKO MpecauKaBame f @ S2" — S2” unn uma GUKCHY TauKy,
UJIM TIOCTOjU Tadka & Taksa 1a je f(x) = —x. Jla au oBo Baxku u 3a cdepe
HenapHe Jumensuje?
Jokazaru 12 cBaKo mpecankasame h : RP?" — RP?" uva GuKCHy TauKy.
Ja 1 0BO BaXKU U 3a [IPOjEKTHBHE [IPOCTOPE HEIApHE AMMeH3H]je?
HokazaTu ma rpyma Koja CJIODOIHO M IVIATKO JiejcTByje Ha cdepu mapue
JUMeH3Wje NMa HajBUIle IBA eJIEMEHTA.
Heka je R — S™ TtpuBHjaaHO paciojeme paHra, 1.

e Jlokasaru na je paciojetbe T'S™ & R TpuBujasHO.

e JlokasaTy /a je TAaHIeHTHO pacjojere MHOrocrpykoct S™ X - - - X S™k

(k > 1) rpuBujanno ako je 6ap jeaan oxn 6GpojeBa ni,. .., Ny HENAPAH.

e Jla mu je T(S? x S?) rpusmjanno pacnojeme?

e Jlokaszaru na je T'S? TpuBHjaano paciojeme.
Hokazaru na je C? dbyuxumja f : M — R MopcoBa ako 1 €aMo axo je meH
mucepennujan df TpaHcBEp3aJaH HA HYJITO cedeme y 1M,
Heka je f : S™ — R Mopcosa ¢dyHKIHja KOja je MHBAapUjaHTHA y OIHOCY
Ha AHTUIIOJAIHO Tpeciaukasame. Jlokasaru ma 3a csako k € {0,1,--- . n}
f mMa HajMame JBe KPpUTUYIHE TAYKe WHIEKCA k.
Heka je M 3arBopeHa rjaTka MHOTOCTPYKOCT, X IJIATKO BEKTOPCKO TIOJHE
u ¢ 0 M — M davmuanja aundeomopdrzama medUHHCAHA KAO PEIIEHHE
gudepeHIjaaHe jeTHATNHE

d
7o) = X(6(2)), o(x) =

e Jlokasaru jsa Opoj pukcHux Tayaka audeomopdusmMa ¢ HUje Mambu 01,
Ojnepose kapakTepucruke X (M ).

e Axko je y3 To X = Vf 3a meky MopcoBy dbyukiujy f : M — R,
JOKa3aTH J1a 0poj PUKCHUX Tadaka audeoMopdu3Ma ¢ HHje MarbU O
36upa BerujeBux 6pojeBa muorocrpykoctu M.

Heka je M ranarka muorocrpykocr mumensuje n, f : M — R Mopcosa
dyukuuja u cx(f) 6poj kpuTuuHExX Tavaka dbyuxkmje [ uageKCa k.

o Jlokazaru na je ci(f) = cn—i(—f).

o Jlokazaru na je OjrepoBa KapaKTEPUCTUKA 3aTBOPEHE MHOTOCTPYKOCTH
HemapHe JUMeH3Wje jeTHaKa HYJIH.

Heka cy Ao, A\1,. .., An MeljycoOHO pas/imynTy O3UTUBHM OPOjeBH.

e Jlokaszaru j1a je ca

22:0 /\k |Zk|2
ko |2?
a06po pedunucana dyukuuja f: CP" — R.

e Jlokazarn na je f Mopcosa u jga vmMa 1O jeIHY KPUTHUHY TAuKy WH-
nekca k 3a csako k € {0,2,4,...,2n}.

[203217"' ;Z'n,] —
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e Kopucrelin oBa csojcrBa dyHkuuje f u3padyHaTH XOMOJIOIH]Y KOM-
IJIEKCHUX MTPOjeKTUBHUX TTPOCTOPA.

Hoxazaru na Mopcoea dynkiuja va PumanoBoj mospinu poma g uma Haj-
Mame 2¢g + 2 kpuruuaux tadaka. Ja mm mocroju MopcoBa dyHKIHja Ha
PumanoBO] moBpIIHM posa g KOja uMa TadHo 2g + 2 Tadaka’
HokazaTn Ja Ha CBAKOj MHOIOCTPYKOCTH mocToju Mopcosa (hyHKIHja Koja
V PA3IUYUTAM KPUTHIHUM TAYKAMA VM3 PA3IUINTE BPEIHOCTH.
Hexka je f : M — R rnarka dyurnuja u ® dynxmmonan

1 / oo [l dy

= ay

e ) \a

HA CKyIy IJIaTKuX KpusuX 7 : R — M ca rpannunum ycaosuma, y(—o0) =

, y(+00) = y.
e JloxazaTu ma je ®(vy) = 1 oo ‘;—Z + V£(v)|? dt + const.

+Wﬂwﬂdt

2 J-c0
e JlokazaTw [1a Cy pelemna IPaaujeHTHE jeTHATHHE
dy
= V), a(meo) =z, A(teo) =y

ekcTpemasie pyukimonana P.
Hexka je N moamuOrocrpykoct MHOrOCTpyKocT M n

VN ={CeT*M|y | (VX € TN)((X) =0}

(0BO paciiojerme HABUBA CE& KOHOPMAAHUM DACAOJEIbeM TIOIMHOTOCTPYKOCTH
N). Hexka je 0 = pdq Jluysunosa dopma va T*M u H : T*M x [0,1] - R
rnarka yakmuja. /lokazaru ma cy exkcrpemase GyHKIMOHAIA, JT€jCTBA

Amw=AWW—HM&ﬂﬁ

Ha npocTopy myTesa v : [0, 1] — T*M ca rpannunum ycaosuma y(0) € Oy,
~v(1) € v*N XamuaroHOBH TyTeBH 3a XaMuATOHUjaH H.



