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IIpearosop

I'pomosrbes pag uz 1985. ([27]) mpesncras/ba MPEKPETHHIYY ¥ 00JACTH MATEMATHKE
KOja ce /IaHAC Ha3WBa CUMILTEKTHYKA TOMOJIOTHja. Y 0BOM pady ['poMoB je m310:K10
TEeOpHjy XOJOMOP(MHUX KPUBHX IIPUMEHEHY Y CUMILIEKTHIKOM aMOHjeHTy, IITO ce
HCIIOCTABU/IO KAa0 PEBOJIYIIMOHAPHA HJeja. JeJiHa 0 NOCJeIUIa TeOPHUje U3JI0ZKEeHe
y oBOM pajiy je I'poMoB/beBa non-squeezing rTeopeMa Koja Kazke Jia ce JIOUTa CUM-
NJIEKTAYKA MOKe YIOXKHUTH Y MUJIUHIAD aKO W CAMO aKO je HeH MOTYIPEeTHHK MAbhH
o1 moJynpedHnka nuanHapa. OBakaB THI PUTHIHOCTH C€ TPBH MYT MOjaBJbyje y
CUMILIEKTUYKO] NeOMeTPHUjU KOja je J0 Taja OuJia Buille cMarpaHa 3a GJeKCuOn/IHYy.
[lojam kamamuTera, MOXKe ce peli, HacTaje yIpaBo OBHM paJOM, HAKO CY T'a HPBHU
nedburncann Xodep n Exerang y pany [21] vekoanko roqnaa kacanje. Kamamurer
MpeCcTaB/ha WHBAPHUJAHTY Yy CUMILIEKTHYKO] T€OMETPHUJH KOja UMa IHJb 13 OITHUIIe
BeJIMUNHY CKYIa, aHAJOTHO AUjaMeTpy y PUMaHOBOj reoMeTpHju OJHOCHO 3allpeM-
UHU y TeOMEeTPHjU IPEecInKaBama KOja IyBajy 3allpeMuHy. Y KJIACUIHO] MeXaHUIH,
KOja je Om/ia OCHOB M MOTHBAIMja y CTBAparby CUMILIEKTHYKE IeOMeTpPHje, OJIaBHO
je MOo3HATO Ja CUMILIEKTUYKA MPEeCIUKaBama IyBajy 3ampeMuHy (asHor mpocropa
(/TmysustoBa Teopema). OBO HAM TOBOPH JIa je 3alIPEMUHA jeIHA CUMILIEKTUIKA HH-
BapujanTta. Ca apyre crpane, croMeHyTa [ pOMOB/bEBA TeOpeMa HAM CyTepHIne a
3allpeMUHA TeJia UIIaK Huje J0BOJbHA. 10 je yjejaHo u jeJlan o MOTHBA 3a HPOyda-
Bambe CUMILIEKTHIKAX KAllalUTeTa, KOju MPeICTaB/hajy CYNTHIHH]e CHMILTIEKTHUIKE

WHBAapHUjaHTe O] 3alpEMUHE.

Y IpBoj IJIaBH je HAIpaB/beH Hperyel] KJIaCHIHUX JepUHnIja u TBphema CHM-

NJIeKTAYKe TOMOJIOTUje HeONXOTHUX 3a Ipaheme ocTaTKa MaTepujaJa.

Y apyroj rinaBu ce 6aBUMO (DYHKIIMOHAJIOM JIejCTBa, MEHTPATHAM 00jeKTOM CHM-
IJIEKTUYIKE TOIIOJIOrHje, KOjU Kao M caMa OBa 00JIacT, MOTHYEe M3 XaMHJITOHOBE
MeXaHHKe. Y 0BOj IJIABH JIOKA3yjeMO er3uCTeHIHjy XaMUJITOHOBE OpOUTEe 3a CIIeIn-
jasne XaMuJToHMjaHe, Koja he HaM OUTH OJ CYHNITHHCKE BaXKHOCTH Y JIOKA3UBAIbY

Xodep-llenaepopor Kanamurera.

Y 1pehoj riaBu je n3JI0zKeHa YBOJAHA MMPUYA O CUMILIEKTUIYKHM KallalluTeTuMa 1

MOTHBAIja 32 BUXOBO MTPOyYaBambe, KA0 M OCHOBHA CBOJCTBA KallallUTETA.

Y 4eTBPTOj TJIaBH je JaT Hpersej], OCHOBHUX INpUMepa KalalureTa mponahennx

JI0 JaTyMa TTHcamba OBOT paja.



Y neroj riraBu ce 6aBuMO JetasbHuje Xodep-LlenaepoBuM KammanuTeToM, KOju ce
JIaHAC YeCcTO CMaTpa CHHOHMMOM 33 CHMILIEKTHYKHN KamanuteT. Iberosa jgedunn-
1ja KOPUCTH XaMUJITOHOBY JIMHAMHKY, KOja je TPUCYTHA HA CBAKO] CUMILIEKTHYKO]
MHOTOCTPYKOCTH, CXOJHO TOMe BeOMa je MHTYUTHUBHA M 3aTO Ce OBaj KalaluTeT
Hajuerrhe KOPUCTU. ¥ OBOj IVIaBW, KopucTehn Teopwujy pas3BHjeHy Yy APYTOj IJIaBH,
HajIIpe JOKa3yjeMo /ia je 0Ba BeJMINHA 3aMCTa KANAIUTET, IMTO Ceé NCIOCTaB/ha Kao
3ace0aH JIOKa3 HOMEHYTe MON-Squeezing TeopeMe, a 1OTOM HABOJMMO IIPUMEHE OBOL
KalaluTeTa Ha erHCTeHIIHje MTePUOINIHAX XaMAJITOHOBUX OpONTa, KAo U HOBE pe3yJl-

TaTe Be3aHe 32 HeroBy KOHAYHOCT Y KOTAHTEHTHUM PACI0jemhuMa.

ZKenmum 7@ ce 3axBajiuM CBoM MeHTOpY, npodecopy lapky Mwuwiunkosuhy, Ha-
jIpe Ha IpeJIOry Te3e, Te Ha MocBeNeHOM BpeMeHy, capa/iibi U CyrecTujaMa Koje MU
je 1aBao TOKOM m3pajie oBor paja. llopes Tora, oH Me je CBOjUM 3HAHEM, HCKYCTBOM
U eHTY3Uja3MOM YMHOTOME 3aMHTepPecoBa0 3a 00JACT CHUMILIEKTUYKE TOIOJIOTH]E.
Takobe ce 3axBasbyjeM U YJIaHOBUMA KoMucHje, np Jeaern Katuh u akageMuKky mpo-
decopy Muonpary MaresbeBuhy, Ha KOpUCHUM CyrecTujaMa MPUJIRKOM IUTAHa OBOT
paja.

Ha kpajy, najseliy 3axBajgHocT JAyryjeM CBOjUM POJUTE/bHUMA KAKO Ha IOJPIIILH

y onabupy npodecuje TaKo W Ha CBEMY OCTAJIOM IIITO CYy MU HNPYKUINA Y KUBOTY.



1 VYBOoa y CUMIJIEKTUYKY TOMOJIOTH)Y

CuMILIEKTHYKa TeOMeTPHja ce OABU TJIATKUM MHOTOCTPYKOCTHMA Ca JTOJTATHOM, CHM-
NJIEKTUYKOM CTPYKTYPOM KOja je 3ajJaTa aHTUCUMETPUYHOM HeJereHepHCAHOM 2-
dopmoMm. Kao TakBa oHa je mamjgan PuMaHOBOj reoMerpuju, y KOjoj je Jdo/aTHA
CTPYKTYpa Jarta cuMeTpudHOM (1o3uTuBHO jgedbunuTHOM) dopmom. Mehyrum, ose
JIBE TeOMeTpHje ce JIPACTUYHO PAa3J/IuKY]y, J0K je PuMaHoBa 1yHa JIOKQJIHUX UHBAP-
HjaHTH, CUMILIEKTHYKA T'e€OMETPHja ce OJJIUKYje IJIODAJTHHM HHBapHjaHTaMa, 0K
JIOKQJTHUX HEMA, U 3aTO je CBe 4elrhe y yIOTpeOu TEPMUH CUMNACKMUNKE MONOA02U]
3a OBy 00J1acT. Y OBOM IOIVIAB/bY HABOJIMMO OCHOBHA TBphema n JeduHnnuje cum-

IJIEKTHIKE TOMOJIOTH]E.

1.1 CumMmniaekTnike MHOroctpykoctu. CKOpo KOMIJIEKCHE

CTPYKTYype

Hedbununmja 1.1. Cumnaexmuury sexmopery npocmop (V,w) je KOHATHO JTUMEH-
3UOHAJIHU PEAJTHU BEKTOPCKHU 1pocTop V' cHabjesen OuminneapHoM (hopMOM w Koja

je aHTHCUMeTpWIHA U HeJerepucana, Tj. BaxKu
w(u,v) = —w(v,u), u,veV
1 3a cBako u u3 V nocroju v Tako ja je w(u,v) # 0.

Heka je cama M riarka MHOrOCTpYKOCT (VY 1a/beM TEKCTY, aKO e He Harjach
Jpyradmje cMaTpamo Jia €y CBe MHOTOCTPYKOCTH U 00jeKTH Ha muma riarkn). Cum-

IIeKTH4IKa hopMa Ha Ib0j je YOIIITeHhe MPeTXoaHe AeduHuIn]e.

Hedbunumuja 1.2. Henerenepucana, 3arBopena, audepennujaina 2-popma w Ha
M ce nazuBa cumnaexmuukom gpopmom ua M. Muorocrpykocr M ca cuminiek-

THIKOM (hOPMOM W Ce HABHBA CUMNACKMUYKOM muozocmpyrowhy (M, w).

[Ipumernmo J1a je TAHMeHTHU ITPOCTOP HA OBAKBO] MHOI'OCTPYKOCTH CUMILICK-
twaku. [locTojame anTUCUMETpUYHE HelereHepucane 2-opMe Ha BEKTOPCKOM POC-
Topy je moryhe camo ako je Taj mpocTop mapHe jauMeHsuje (0BO je cTBap JIHHeApHe

asrebpe U JIaKO Ce JI0Ka3yje), Te CaMUM THM BarKu

Cras 1.1. CBakM CHMILIEKTUYKHA BEKTOPCKU IIPOCTOP, a CAMHUM THM H CBaKa CHM-

IJIEKTTIKa MHOTOCTPYKOCT je IMapHe JUMeH3Hje. [



IMTpumep 1.1. Crangapaau npuMep CUMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH je BEKTOPCKH

npoctop R?™ 3ajenno ca hbopMoM wy 331aTOM ca
wolu,v) = (Ju,v), u,v € R*™

e je (-, ) cTangapIHu cKaaapuu npousso y R?" a 2n x 2n Marpuna J gedbunucana

ca
0 E,
J = ,
—-FE, O
npu demy je F, jemunmuana marpuna uMmensuje n X n. Kaxo je det #0mn JT = —J

dopMma wy je HeJgereHepucaHa U aHTHCUMETPUYHA, AK€ CAMILIEKTHYIKA.

V oBoMm mpumepy Takohe zak/byuyjemo ja Bawxu J2 = —FE, xao u wy(u, Jv) =

(u,v). Nmajyhiu oBo y Buiy HaBeAUMO joul jejHy JeduHUIIU]y:

Hedbunumuja 1.3. KommiekcHa CTpyKTypa Ha BEKTOPCKOM TpocTopy V je JimH-

eapun ayTomopdusam J Ha meMy Takas Ja Baxu J2 = —F.

Buauvo 1a m KOMILIEKCHA CTPYKTypa 3axXTeBa TapHY JUMEH3HU]y BEKTOPCKOT
npocropa Ha KoMme je 3ajara. l[llTtaBuiine, oHa ra YUHU KOMILIEKCHUM BEKTOPCKHUM

HPOCTOPOM, JebuHuIyhn MHOXKEIbe CKaJIapoM ca

(a+if)v=av+ pJv, a,fERveEV

VY mpuMmepy rope, KOMILIEKCHa CTpYKTypa J Ha R?" gaje ympaBo MHOKembe ca
i koje mocroju y R?" = C". Osa geduHunmja ce IpEPOTHO YOIIITABA HA MHO-

IFOCTPYKOCTH:

Hedbunumuja 1.4. Ckopo Komnaexcha cmpykmype HA MHOTOCTPYKOCTH je TJIATKa
damuinja KOMIUIEKCHUX CTYKTyPa Ha H€HUM TaHIeHTHUM rnpoctopuma. (OBaksa

MHOT'OCTPYKOCT C€ Ha3UBa CKOPO KOMNAECKCHOM.

Hedbunaumnuja 1.5. Kaxkemo ja je CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTypa J Ha CHMILIEK-
THIKO] MHOTOCTpYKocTH (M, W) cazaacia ca CUMIUIEKTHYKOM (OPMOM W aKO je

w(-, J-) Pumanosa merpuka ma M.

13 npeTXoqHOr 3aK/bydyjeMo Ja ¢y wo 4 J caraache na R?". Opo je camo jenan

IpUEMep OMIITHje TeopeMe:



Teopema 1.1. Cpaka cumiuiekTudka MHOrocrpykoct (M, w) nocemyje cKOpo KOM-
IJIEKCHY CTPYKTYpPY J Koja je carsiacHa ca meHoM dhopmom. [llTaputre, cKynm TaKBUX
CKOPO KOMILTEKCHUX CTPYKTYPa je KOHTPAKTHOWTHA OeCKOHATHOIMMEH3HOHA MHO-

rOCTPYKOCT.
Hoxka3z. Ilorrenaru [37] |

Kao mrro ¢cMo 1ipe HalloMenyJiu, CAMILIEKTUYKA TOIOJIOIMja HEMA JIOKAJIHE MHBAD-
ujanTe. pyrum pedymma, cBake IBe CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH UCTe TUMEH3-
nje cy JIOKaJHO n3oMopdHe, Ta CAMAM THM H30MOpdHE OTBOPEHOM TOACKYIY CTaH-
japjne cumiuiekTudake muorocrpykoctu (R?" wg). JledbuHunumo Hajupe u30Mop-

du3aM y 0BOj KaTeropuju.

Hedunurunuja 1.6. Heka cy (M,w) u (N, Q) cummiektnake MEHOTOCTpYKOCTH. Tndeo-
Mopduzam ¢ : M— N ce Ha3UBa CUMNAEKMOMOPPUIMOM AKO IyBa CHMILIEKTHIKY
dopmy, Tj. ¢*Q) = w. AKo je ¢ yrarame, OHIA Ce OHO HA3HBA CUMNAECKMUNKUM

YAG2GHeM AKO TyBa CUMILIEKTHIKY (POpMY.

QopMYIUIIIMO €aJ1a TeOpeMy KOja OpaB/IaBa MPeTXOIHO HAIUCAHO:

Teopema 1.2. (dap6y) Heka je (M,w) cAMILTEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT JIUMEH3HUje
2n. Taga oko mpousBosbHe Tauke p € M nocroju okoawna U u kapra ¢ : (U,w) —

(R?" wy) koja je cummnyiekToMopusaM Ha CJIUKY.
Hoxka3z. Ilorrenarn [3],[33]. |

JlokaJine KoopjuHarTe Koje jio0MjaMo M3 MPeTXo/He TeopeMe ce Hasusajy /Jlap-
byosum Koopdunamama. Y OBEM KOOpJIMHATAMA CHMILIEKTHYKa (opMa w ce 3a-
nucyje ca w = dx; Ady; + -+ + dx, A dy,, jep je To 3anuc dpopme wy, Kajga cy

2
(X1, ey Ty Y1y -y Yn) KOOpAMHATE HA R,

JlokazKuMo cajia cienujajgaH caydaj MPeTXoaHe TeopeMe Koja je CUMILIEKTHIKA

anajioron ['pam-IIImuToBOT MOCTyNKA:

Hedbunaunmuja 1.7. Heka je V cuMILIeKTHYKH BEKTOpCKU mpocTop, u W meros

notnpoctop. Cumnaexmuuky opmozonas ox W je moTupocTop

W ={v eV |w,u)=0, 3acseuc W}



Jlema 1.1. (Jap6yoBa 6a3a) Heka je V cuMILIeKTHYKE BEKTOPCKH [IPOCTOD, /-
memnsuje 2n, ca ¢dopmom w. Tama mocroju 6aza (xy, Ta, .., Tn, Y1, Y2, ..., Yn) TAKBA TA

je w nedunucana ca:

w(zi, y;) = —w(y;, v5) = dij

rae je 0;; Kponekepos cumbo.

Hoxka3z. Tspheme ce mokasyje naayknujom. Heka je v mponsBosban He-Hy1a BEKTOD
u3 V. Tazna nmocroju BekTop u Takas ja je w(v,u) # 0 jep je dbopma w Hemerenep-

ncana. CkaanpameM BeKTOpa u MokKe ce moctuhu fa je w(v,u) = 1. Tazga je mpoctop
W = (v,u)

CHMILICKTHYKH TOTIpocTop, U Baxku V. = W @ W, Bamcra, ako 6H HOCTOjao
BekTOp 2 € WNWe, taja 6u nocrojanu o u B taksu jaa je z = av + Bu, 1 NpUTOM
O BarKIJI0

w(z,v) =w(z,u) =0,

MITO y3 aHTHCHMEeTpUIHOCT hopMme w u yeaoB w(v,u) # 0 gaje o = f = 0. Jakie
cyma W + W+ je mupexrna. Ca apyre crpane, Bayku (W HUje TeIKO JOKA3aTH) Kao

y CJIydajy CKaJIapHOT POoU3BOJa, Ja je
dimW + dimW=* = 2n, (1.1)

3a cBaku nornpocrop W. CamMum TuM TPETXO[HA JUPEKTHA CyMa Pa3alluibe Ie0
npoctop. TuMme mMamo 12 je © W cHMIVIEKTHYIKH BEeKTOPCKH IIPOCTOP, €A Pe-
CTPHUKITIJOM W HA IbeMY, H MOYKEMO IIPUMEHUTHU MHIYKTHUBHHA KOPaK Ha Ibera. 1Tume
n06ujamo 6a3y (X1, Ta, .., Tn_1,Y1,Y2, -, Yn—1) 32 KOjy BazKu ycJaoB TBphema, Kojoj

JI0JAMO BEKTOPE T, = U U Y, = U, H TUMe J00HujaMo TparkeHy 0a3y. |
Ba3y cuMILIEKTHYKOr BEKTOPCKOT' TIPOCTOPA KOHCTPYUCAHY Y MPETXOIHO] JIeMH,
aHaJOTHO KOOpAMHATaMa u3 Teopeme 1.2, 30BeMo lapbyosom b6a3om.

CraB 1.2. Heka je M muorocrpykoct. Tajaa ja 2-dbopma w Ha M HemerenepucaHa

aKko je w"™ # 0.

Hokaz. Kaxko cy oba cBojcrBa u3 TBphema JiepuHHCAHA HA TAHTEHTHOM IPOC-

TOpY ¥ TadKH, CBOJIMNMO TBpljeme Ha BeKTOPCcKH mpocTop ca 2-popmom (V,w). Hexka



je w mejsereHepucaHa. lajia je oHa CUMILIEKTHYKa, 1a noctoju /lapbyosa 6a3za,
y Kojoj ce dopma w 3ammucyje ca w = dry A dy; + --- + dx, N\ dy,, mTo maje
w' = nl(dzy ANdyy A -+ Adx, A dy,) # 0. Cynpotso, ako je dopma w jierenep-
HcaHa, OHIa MocToju BeKTop X Takas Ja je w(X,-) = 0. JlomyHnMO 0Baj BEKTOD
npou3BoJbHO 10 6aze (X, Yy, ... Yo, 1). Bawu " (X, Y7, ..., Y5, 1) =0, jep ce npu
pauyHamy w’" c¢ByJa mojaBibyjy cabupnu ca duHnonnma w(X,Y;) Koju cy jeHaKH
uysu. [Iputom, ako je popma aumensuje mpocTopa Ha KOMe je jiebuHucana jeanaka

HyJIM Ha HeKo] 0a3u, onja je ona Hysa-dpopma, 1j. w " = 0. [ |

Jlakje, mpemMa MoC/aeheM CTaBy, Ha €8GK0J CUMILIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH

UMaMO KaHoHCKU 3adamy dbopmy opujentanuje ) = w™/n!

Kao jomr jenny pasnuky PumanoBe u cHMILIEKTHYKE TeOMeTPHje HABEIUMO U TO
na PuManoBa cTpyKTypa moCTOju HA CBAKOj] MHOTOCTPYKOCTH, JIOK j€ CHMILIEKTHYIKA
U3PA3HTO CeJEeKTUBHA - Bell ¢MO BHIEIN Ja je IpBa ONCTPYKIMja JUMEH3Uja MHO-
rOCTPYKOCTH KOja Mopa Ja Oy/ie mapHa. JoIl je/lHa ONCTPYKIHja 3a IOCTOjahe CHM-
IJIEKTHYIKE CTPYKTYPe HA 3aTBOPEHOj MHOTOCTpYyKOocTH M nuMensuje 2n je TpuBHjasi-
HOCT Heke o mapHux /le-Pamosnx koxomosoruja, Hin(M) =0, 3a meko 0 < i < n

(mormenatu [3]).

ITpumep 1.2. (Cummuiektuuke cdepe) [Ipema nperxoasom, jenuna chepa S™,
K0ja €BEHTYAIHO JOIYyIIa CHMILIEKTHYKY CTPYKTYpPy je S?, jep Taxpa Mopa OuTH

NapHOAMMEH3HOHA 1 1a Baxku Hip(M) # 0, Te je To jenuno moryhe 3a n = 2.

Ca apyre crpane, cdepa S?, mva dbopMy opujeHTanmje w Koja je Hacaehena nz R3
Kao w = in(dr A dy A dz), tae je m BeKTOPCKO nojbe HopMasia Ha cdepu. Popma
OpHjeHTallije 33 JIBOJAMMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTH j€é CHUMILIEKTHYKa (popma, jep je
3aTBOpEHa 300r JMMeH3uje, a Hejerenepucana u3 crapa 1.2. V3 ucror pasjora cy

CBE OPUjeHTUCAHE TTOBPIMU CUMILIEKTHYKE.

ITpumep 1.3. (KoranrenrHo paciojeme) Panuje cMo Haracuim jia, 3a pasiuky
on PumanoBe, He JomymnTa cBaka MHOTOCTPYKOCT CUMILIEKTHYKY CTPYKTYpY. Mebhy-
TUM, Ha/Jl CBAKOM MHOTOCTpyKoIihy M ce Ha/la3u NPUPOIHN CUMILICKTHYKN 00jeKaT.

Hawnme, koTaHTe€HTHO pac/iojermke

"M = JT;M

peM



KOje je mpupoJHO pacjojeme Haj M je cuMminiekTudka MHOrocTrpykocr. Heka je

7w T*M — M mupojekiuja KOHTAHT€HTHOT pacjojema. laja je ca

Ap) = Tr (D)

nedunncana Juysunrosa gopma X € QY(T*M). Younmo kapry U ma M, mokamme

KoopjauHare (qi,...,q,) Yy TOj KAPTH, U KOBEKTOPE (P1, ..., Py) KOJU Cy IYATHH OBUM

KOOp/IMHATAMa Y CMUCTY pi(a%,) = 0;;. Tama ce u3 gedbununuje JInysuiose dopme
J

MOZKe MOKa3aTh Ja je HmeH 3anuc Ha U y oBUM KOOpJWHATAMA
A =pidqy + ... + ppdgy.
Tana dpopma w = —dA y ucTUM KOOPAHHATAMA, UMa 3aIUC
w=dq Ndpy + ... + dg, N\ dpy,

HITO je 3alluC CTaHjiapine cuMiieKTuake dpopme wy Ha R?™, na je npema Tome dpopma
W CHUMILIEKTHYKA. 3alpaBo, BUAMMO Ja cy oBo [lapOyose Koopmmuare okonune U
Ha T M. OngaBae ciaean na je w KAHOHCKH 3aJaTa CHMILIEKTHYKa (opma, a T* M
cuMIuieKTr4Ka Muorocrpykoct. Heka je Oy @ M — T* M nynaro cedeme pac/iojera

7. Tana Bazku caenehn cras.

Cras 1.3. Qopma w na T*M ce anymnupa ua 0y (M).

Hoxka3z. Ciean TpuBHjaHOo U3 KoopanHATHOT 3anuca w. Hanwme, va 0y, (M) cy Koop-

JIHATe P; CBe oipea jejnake vy, re jeu A = 0 wa 0y (M), na cavum tum u w. W

[Tomrro je 0y (M) nudeomopdua cauka M dgecto ra u obesexkapamo ca M. Haes-

MMO 33 Kpaj OBe CeKIThje oIl jeJlaH BaykKaH MPUMeEP CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH.

ITpumep 1.4. (Py6unu-IlIryaujesa ¢popma) KommiekcHu mpojeKTHBHU MPOC-
rop, CP™ = (C"™'\ 0)/C* uma zomozene xoopduname [z : -+ - : z,], naciehene us
C™1, koje ra umne rmarkom MHorocrpykomhy. @younu-Ilmydujesa gopma ce y

OBUM KOOpAWMHaTaMa ,Z[e(bI/IHI/IH_[e Kao

Wrs 1= L@élog\zﬁ
2m



Kasa ce nperxojann u3pa3 uspadyHa j100uja ce

1 (Z?:O de AN dEj Z;‘l:(] gdej A\ defk)

WFs = 5=
2m |22 2]
Ucnocrasiba ce Ja je oBo J106po JeduHUCAHA HeJereHepucana U 3aTBOpeHa (popMa

na CP", xao u 1a je cumruiektiaka mosprmra CP! ¢ CP"

Wpg = T.
cp?

Buajyhn na je Hy(CP",7Z) = 7, n na je renepucana dyniamenraamom kiacom CP?!
jgobujamo jia cy Bpegnoctu @ybunu-IlITyujeBe dpopme 11e100pojHN yYMHOIIIU T HA
11e7100POjHOj XOMOJIOTHjU, HINTH BaXKH JIa, je %WFS € H?(CP",Z). OBo je BazKHO CBO-
jero @younu-lltynujese dhopme Koje hemo KOpucTUTH ¥ HacTaBKy Tekcta. Hase-
UMO JOIII jeTHO BaxKHY 0coOmHYy oBe cumiiekTu4ke crpykrype Ha CP". 3a jmokas

sujietn [36].

Cras 1.4. Jloura (B*",wp) ce cummiekromopduo yiaxe y CP" rako ja joj je ciuka
Cr c CP™. [



1.2 XaMujaToHOBa JMHAMHKAa

Kopenu cummiektudake reomerpuje cexy y paaose B. 1. Apnospia koju ce 6aBuo
KJACHIHOM MEXaHUKOM U XaMHJITOHOBOM JMHAMHKOM. CHMILIEKTHYKA I'eOMeTpHja
ce MmokasaJia Kao MPUPOJIHU je3WK 3a ONHWCHBAMhe 3aKOHA M3 OBUX objacTu (busmke,
HE3aBUCHO 07 KoopjanHaTa. CaMuM THM, MOjJMOBU XAMHUJITOHUjaHA, XAMIJITOHOBOT
BEKTOPCKOT T10/ba U IeFOBOT TOKA CY HEHTPAJIHH Y U3y YaBaIhy CUMILIEKTHYKE CTPYK-

Type Ha MHOTOCTPYKOCTHU. ¥YBeJNMO 3aTO HEKOJUKO JedUHHATIH]A.

Hedbununmja 1.8. Heka je (M, w) cummiektnaka muorocrpykoct, u H : M — R
r1aTka (PYyHKIHja Ha 10j. 300 HejlereHepucanocTu (popme w 106po je neduHUCaHO

BEKTOPCKO 1oJbe X g dopmysiom

Wi, Xp) = dH(-). (1.2)

Oyurmujy H sazuBaMo XamuamorujaHom, & BEKTOPCKO obe X g X aMUusmoHosum

sexmopckum nosem Ha Maorocrykoctu (M, w).

[Ipumerumo 1a je oBa JAedWHHUIUja AHAJOTOH I'paJdjeHTy Ha PumanHoBOj MHO-
TOCTPYKOCTH. 3aTO ce MoJbe X g 4ecTO HA3UBA CUMNACKMUNKUM 2padujenmom XaMu-
tounjana H. AHAJOrHO IPaInjeHTHOM TOKY, TOK OBOT BEKTOPCKOTL T0Jha C€ HA3WBA
Xamusmonosum mokxom win Xamusmonosum kpemarvem. Perniemwe jgudepeniiu-

jaJiHe jeTHaYInHe

ce 30Be Xamuamonosa opbuma, u CIeNujaato, ako 3a Heko T > 0 Baxku z(T) =
x(0) 0BO pelerme 30BeMO TIePHOANTHAM DeIIeheM XaMUJITOHOBOT CHCTeMa, WIH 7e-
puoduurom Xamuamonosom opobumom. IlocTojarme oBaKBUX OpOUTA CY O BEJTUKOT
3HaYaja y CHMILIEKTHYKO] TONOJIOTHjH, OO3UPOM Jia je Ieja 00JacT y IOYeluMa
MOTHBUCAHA HEOECKUM KpeTamnuMa U FbHXOBOM MEXaHWKOM, TJIe jeé MePUOTUYHOCT
KpeTamba HeKOI' crucTeMa 4ecTo nurame. HaBeaumo jorn jejian TepMUH KOjHU Ce 9eCTO

KOPHUCTH Y XaMUJITOHOBO] JTUHAMUIIH.

Hedbunaumnuja 1.9. Ocyurayujom Xamuasmonujana H 30BeMo pasiuky u3mehy

MAKCUMAJTHe ¥ MHHUMAJIHE BPEIHOCTH,
Osc(H) = sup(H) — inf(H).

Bpatumo ce Ha jennauuny (1.2), kojom medurunemMo XaMUJITOHOBO BEKTOPCKO

nosbe. Kaja je mamummemo y apbyoBuM KoopamHaTaMa (X1, T2, .., Tny Y1, Y2,y -y Yn)s
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y KojuMma ce dopma w 3anucyje ca w = dry ANdy; + - - - + dx, A dy,, 100ujamMo Ko-

. OH _
OpJIMHATE CUMILIEKTHIKOT TpajujeHTa (paau Kpalier 3amuca yBeJIuMo O3HaKe 5 =
(8_H B_H) OH _ (6_H 8_H))
Ox17 """ Oxn Oy Oy1’ """ Oyn
OH OH
XH =\~ 45 |>
Oy Ox
a caMWM TUM 7 jeTHAYHHE HeMy NPHAPYZKeHOT XaMUJITOHOBOT TOKA
de  OH
dt oy (1.4)
dy O0H
dt oz’

Oge jennauune ce 30By XaMuamonose jednayume U HAIMMPOKO CY MO3HATE y TeOPH-

JCKO] MeXaHHUIIH.

HpI/IMeTI/IMO Aa Cy KOOpAuHaTe CUMIIJICKTUYKOI Fpa,ZLI/Ij €HTa CJINYHE KOOpANHaTaMa
obuuHor rpajujenta y Eykmmackum koopaunatama VH = (%—g, %—I;). [Ipenmzamje,

Baxku cuaenehu cras:

CraB 1.5. Heka je (M,w) cuMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT €2 KOMILIEKCHOM CTDYK-
TypoMm J Koja je cariacHa ca w, Tj. Baxku ja je g = w(-, J-) PuvanoBa meTpuka na

M. Tana 3a npousBo/ban XaMuaToHujan H Baxku
Xy =JVH, (1.5)

npu gemy je rpaanjert VH nedwrmncan npeko g. CrenujaaHo, 0BO BayKN Y CUMILIEK-
THYKOM BEKTOPCKOM HpocTopy R?", ca cTaEIapAHOM KOMILIEKCHOM CTPYKTYpOM .J

u EyKJH/I,ILCKOM METPHKOM.

Hoxkaz. Nae nupekrro npeko Jedunnnmje (CHMILIEKTHYKOT) TPAJHjeHTa U YCI0Ba

CarJIaCHOCTH. |

Hapejgene XamMuiaToHWjaHe Y CHUMILIEKTHUYKO] T€OMETPHjA HA3UBAMO GYMOHOM-
num Xamuamonujaruma. OcuM TAKBUX, OJ CYIITHHCKOI 3HAYaja Cy W T3B He-
aymonomnu Xamuamonujanu, tj. dbyuxmuje H : M x I — R, tne I = [0,1]
npejicraB/ba BpeMe. Taja je 3a pecTpPUKIU]y XamujTonujana H; y BPeMEHCKOM
TPEeHYTKY ¢t 100po nedpmHNCAHO BEKTOPCKO Mosbe X, KOje 3aBUCH OJi BpeMeHa. Jla
O 0BO IOJbe UMaJIO J00pO JeduHUCAH TOK, IIPeMa TEOPUju OOMIHUX IubepeHIn-

jaJHuX je/IHaYMHA, JOBOJHHO je y3eTH jla XaMUJITOHHjaH H uMa KOMIaKTaH Hocad,
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na hemMo TO mpeTnocTaB/haTH y HAPEJIHOM TEKCTY, CeM aKO Ce HAIVIACH JpYyTadwuje.

Hapennmo mpBa BazkHa cBOjcTBa XaMUJITOHOBOT TOKA:

CraB 1.6. Hexka je (M,w) cUMIUIEKTHYIKA MHOIOCTYKOCT ca XaMuJITOHUjaHOM H :

Mx1 — R, nonrosapajyhnm XaMHATOHOBIM BEKTOPCKNM IOJbeM X f7,. Taja Bazkn:

1) Hberos Tok ¢k ayBa cummekTnuky dbopmy. Jpyrum pednma, 3a ¢Bako t, ¢,

je cuMmIieKkToMopuzam.

2) (3akou oapxkama enepruje) Tok uysa Xamunrounujau H.

Hokaz. U 1) u 2) ce mokasyje KapranoBom Gbopmyaom, y3 UumeHHILYy 2 je w

saTBOpeHa (3a 1)) m anTHcuMeTpudHA (3a 2)). |

Trpheme 2) ce 30Be 3aK0H OJp:Karba eHepTHje jep ce y XaMUITOHOBO] MeXaHUITH
(kao obuactu reopujcke dusuke) 3a XaMHJITOHH]JAH y3uMa YKylHA €HEPruja CHC-
TeMa, a XaMHJITOHOBO KpeTarbe VIIPaBO IPeJcTaB/ba TOK (DUUUKOT CHCTEMA KPO3
BpeMe, UMaMO JIa Ce OBUM KpeTarheM OYyBaBa eHepruja, 3aKOH KOjU je To3HaT y
Teopujckoj puszunu. Hasemumo jour jean decto kopuiithen TepMuH y XaMUJITOHOBO]

AWHAMUAIIA:

Hedbunaunuja 1.10. Tlog unmezparom Xamuamonosoz cucmema (1.3) ca Xamui-
touujanoM H mojpaszymeBamo cBaky yHKIujy F' Koja ce odyBaBa TOKOM TOT' CHC-

Tema, Tj. 3a Kojy Baxu dF (Xy) = LxF = 0.
JlakJte, mpeTXOHU CTaB MO/ 2) TOBOPH [Ia je jeJlaH Ol MHTerpaia XaMHUIOTOHOBOT
KpeTarma caM XaMUJITOHU]aH.

Hedbunnnnuja 1.11. Ca Symp(M) o3HagaBamMo rpyiy CUMILIEKTOMOPGU3aMa CHM-

IJIEKTHYIKEe MHOTOCTpYyKOocTH M, a ca
Ham(M) ={¢y | H: M x I —R,H € C,(M xI)}

rpyny XaMHJITOHOBUX JAudeoMopdu3ama.

[Tpema Tome, oBuMe mobujaMo Ja rpyna cumiiekToMopduszama Symp(M) cum-
IJIEKTHYKEe MHOTOCTPYKOCTH cajapxku rpyny Ham(M) XamuaroHoBux audeomop-
dbuzama (qumennna jga je Ham(M) rpyna je HerpuBmjaasa u jgokasaHna je y [41]), na
je mpeMa ToMe oHa 6eCKOHAYHOIMMEH3WOHA J[njeBa rpyma, HacympoT TPYyIU H30MEeTPH]a

y PuManOBOj reomeTpuju Koja je reHepUYKH TPUBHUjaJIHA, a YBEeK KOHATHE JTUMEH3H]je
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(Bumern [38]). Jlakie, CUMILIEKTHYKA TeOMETPHja /1aje JaleKo OOraThjy CTPyKTypy

TpaHcdopmalmja.

Hasegumo jomr jeano mo3Hato TBpheme M3 KjacuuHe MeXaHUKe, KOje je TPUB-
WjasiHa Hoc/eIula cBera Habedenor. Ha mpocropy R?™ ca Vol osHauaBaMo cTaH-

napaay dgopmy 3ampemune, Tj. Vol = dxy Ady; A ... dx, A dy,

Teopema 1.3. (JImyBusioBa Teopema) CUMILIEKTHYKA TPECTHKABAA TYBajy 3a-
npeMuHy a3Hor npocropa. JIpyruM pednma, ako je ¢ cummiekTomopduszam (R, wy),

onja Baxku ¢ Vol = Vol.

Hoxka3z. Ilpuvernmo na je w(™ = n!Vol (mpocTuM padyHOM), Te aKO BaXKd ¢*w = w,

ouja Baxku u ¢*Vol = Vol, jep nynbex mposasu Kpo3 KJANHACTU TPOU3BO/I. [ |

butHO ¢BOjCTBO CHMIIEKTHIKHAX MPECTUKABAHA je TO /1a OHA IyBajy XaMHUJITOHOBO
BEKTOPCKO T0Jbe, OJHOCHO OBH XaMMUJITOHOBH TOKOBHU Cy KoHjy2osanu. Hamme, BaxKu

caejehn cras:

Cras 1.7. Axko je ¢ : (M,w) — (N, Q) cummrekromopdusam, oHa 33 TPOU3BOJbHE

Xamuiaronujan H : N — R Baxku ¢*(Xpy) = Xpoy.

Hokaz. Nae qupekTHo u3 neduauimje XaMuJITOHOBOT BEKTOPCKOT T0OJba, i YHEHEHUIIE

J1a je ¢ CUMILIEKTOMOpPQU3aM. |

Hapeanmo jorn jegny jemy Besany 3a (XaMuATOHOBE) cuMmiieKToMopdusme y

R?" koja he Ham 6UTH 0/ BUNIECTPYKE KOPHCTH y KACHU]eM TEKCTY.

Hedbunumuja 1.12. 3sezdacmu cxyn y R™ je ckyn U C R™ y kome mocToju Tavuka
Ty TaKBa Jia 3a cBaKy Apyry tauky x € U nyx [ro, ] npunaga U. 3eezdacmu domer

je OTBOpEH 3Be3TaCTH CKYI. 3Be3JaCTH CKYMOBU Cy YOIIITeHma KOHBEKCHUX.

Jlema 1.2. (IIpuHnun npommpema HaKOH pecrpukiuje) [IpermocraBumMo 1a
je ¢ : U — R?™ cUMIUIEKTHYKO yJarame OrpaHHdIeHor 3Be3aacTor goMena U C R,
Tazxa 3a cBaku moackyn A C A C U nmocroju Xamunronos gudgeomopduzam D4 ox

R?" ca kOMIIAKTHUM HOCadeM Takab ja je Pals = ¢|a.

Hoxkas. Bumern [46]. |
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1.3 Jlarpau>keBe MOJMHOTOCTPYKOCTH

Buiestu ecmo y crasy 1.3 ja ce cuminiektudka dopma nHa 1™ M anysaupa Ha 1HOJIMHO-
roctpykoctu M. OBO je crienujajiad cIydaj BaKHOT MPUMePA MOJIMHOTOCTPYKOCTH Y

CUMILIEKTUYKO] TEOMETPUjU, Te AePUHUIIEMO:

Hedununuja 1.13. I[logmuorocrpykoct L cumiiekTiuake MHOrocTpyKoctu (M, w),
upu gemy je dimM = 2n, ce nasusa Jlaepansicesom axko Baxku dimL =n u w, = 0,
IpU 9eMy ce MHCJH Ha PEeCTPUKIHU]y (opMe Ha TAHTEHTHOM pacjojemy o L.
Omrrrruje, nmep3njy

j:L—-M

HaszuBamo Jlaeparoicesom umepdujom ako je 7 w = 0.

Onmax u3 gedpununuje umamo ciaejehn cras:

Cras 1.8. Tlogmuorocrpykoct L cumiuiektndke MuOorocrpykocru (M, w) je Jla-

rpaHzKeBa akko Baxku 1L = T L. [ |

Nwmajyhu oBo y Buay HaBeAUMO OMIITH]Y AepUHUIHA]Y.

Hedbununmja 1.14. [onmuoroctpykoct L C (M, w) 30BeMO u30mMponHoMm OTHOCHO

xousomponmnom axo sazkn 1L C TLY ogmocno T L~ C TL.

Y CUMILIEKTUYKO] TOTOJIOIUjH BazKu (POJIKJIOP ,,cBe je JlarpanzkeBa MHOIOCTPYKOCT”
KOju je ompaBmaH dmmeHUIOM Ja je M JlarpamxkeBa momamMHOTOCTpYKOCT o 1™ M.
OBe MOAMHOTOCTPYKOCTH CY BaykKHe W 3007 TOra MTO KIACH(PHUKY]Y CHMILIEKTOMOD-

dusme, o yemy cBesoun ciaegehn cras.

Cras 1.9. Heka je (M,w) cummiekTuaka MHOrocTpykoct. Tama je M X M cum-
IJIEKTUYIKA MHOTOCTPYKOCT ca hopMoM §) = Tjw —Tiw, TJe Cy T U Ty IPOjeKIuje Ha
OpBY 1 Apyry KoopauHary. Jludeomopduzam ¢ : M — M je cumiiekTomMopduzam

aKKo je meros rpacduk Jlarpamxkesa moamuorocTpykoct v (M x M, ). [ |

Haejumo 3a kpaj cBOjcTBO 11pou3Bojia JlarpankeBux MHOIOCTPYKOCTH, KOje ce

JIOKa3yje JTHPEKTHO u3 jeUuHUIMje.

Jlema 1.3. Ako ¢y Ly C (My,wy) u Ly C (Ms,ws) Jlarpanzkese, oHna je TakBa u
L1 XLQC(Ml XMQ,wl@WQ) [ |
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1.4 KoHTakKTHE MHOTIOCTPYKOCTU

CuMILIEKTHYKa TOIIOJIOTH]a, KAO0 IITO CMO Ha BUIIE MECTa UCTAKJIN, MMa JIOMET CaMO
y HapHUM JuMeH3ujama. MehyTum, meH napmak y HenapHUM JUMEH3HjaMa je KOH-

TakTHa Tomnojoruja. ledurumumo Hajnpe KOHTAKTHY CTPYKTYPY:

Hedbunanmnuja 1.15. Konwmaxmmua cmpyxmype Ha MHOTOCTPYKOCTH P auMensuje
2n+1 je nnarka damunnja £ C T P TaHreHTHUX XUIIEPIPOCTOpa (riaTka 2n—amcTput-
ylgja) Koja je Makcumaano Heunmezpabuina, OJIHOCHO JIOKAJIHO 3a1aTa 1-hbopmom
a; & = ker(a) 3a Kojy BaxKu

a A (da)™™ # 0.

MuoroctpykocT P 3ajeqHo ca KOHTAKTHOM CTPYKTYPOM & ce HA3UBA KOHIMAKIMHOM
MHo20cmpyrouthy.

YesioB Makcumasine Hemnrerpabusinocru jgosasu u3 @pobenujycose reopeme (B.
ump. [35)):

Teopema 1.4. (®pobenujyc) ductpubynuja £ KoguMensuje 1 JokagHo 3a1ara 1-

dopMoM « je muTerpadbuaHa akko je a A da = 0. [

Qopma « u3 nperxojgre geduHULnje ce 30Be koumakmua dopma. Ona HuUje
jenuHcTBEeHO ojpehena. 3amcrta, 3a cBaky dyukuujy f > 0 dopma S = fa Takohe
oarosapa auctpubynuju . Takohe, ona je 3ajara camo JIOKaJIHO, KOHTAKTHA CTPYK-
Typa Koja uMa rjobajany 1-dpopmy o takBy ja je & = ker(a) 30Be ce Koopujenmabui-
1om. BehnHa MO3HATHX KOHTAKTHHX CTPYKTYpa Cy OBaKBe Ita NemMo ycJI0B KOOPH-

JEHTAOMITHOCTH MOPA3YMeBATH Y HAPETHOM TEKCTY.

Ipumep 1.5. OcHoBHE NpUMep KOHTAKTHE MHOrOCTpyKocTH, anajoran (R w)
Y CHUMILIEKTHYKO] Tonojioruju, je R ca koopaunarama (o1, ..., Tn, Y1, -, Yn, 2) 4

KOHTAKTHOM popMoM g = dz + Y, ypdxy,.

3a cBakKy KOHTAKTHY (DOPMY « IOCTOjH jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO IOJbe R Koje

3a10BO/baBa

TaxBo nosbe ce HazuBa Pebosum sexmopckum nomem. (OHO 3aBHCH O] KOHTAKTHE
dopme a a ne camo oj KontakTHe crpykType £. I3 Kapranose dpopmyie 3ak/bydy-

jemo na Lra = 0, 1j. na tok PeboBor mojpba dyBa KOHTAKTHY (HOPMY (¢ a TUME U
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KOHTAKTHY CTPYKTYpY €.

(CBakoj KOHTAKTHOj MHOTOCTPYKOCTH MOYKeMO MPHTYKATH CAMILIEKTHIKY. Hamwve:

Hedbunnnnuja 1.16. CummiekTusanuja KOHTAKTHE MHOrOCTpyKocTH (P, o) je cum-

wiekTHIKa MHOrocTpykocr P X R ca cummiektnakom dhopmom w = d(e'a).

[TocToju n moneke 0OpHYT Hpotec. Hanme, cumiuiekTudaka MHOrocTpyKocT 17 M
ce Moxke mpojekrHzoBaru 1o dubpama, P(T*M) = (T*M — 0p)/ ~ . Tama je

(P(T*M), \) koHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, T/¢ je A JlnyBuiosa dopma.

Ha kpajy oBe cexnmje j1o1ajMo u TO ja mocroju ananaoron JlapbyoBoj Teopemu

1.2 y KOHTAKTHO] TOMOJIOTH]H.

Teopema 1.5. (JapbyoBa reopema) CBaka KOHTaAKTHA MHOTOCTPYKOCT j€ JIOKAJTHO

uzoMopdHa cTaHAap/AHoj KoHTakTHOj MEOrocTpyKocTH (R?™T ).
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1.5 XwuneprnoBpiiu y CUMILIEKTUIKOM aMOUjeHTY

Osjsie hemo gedunucarn Heke crenujaHe K/AIace XUMEPIOBPIIN Y CHUMILIEKTUIKOM
ambujenty Koje hie mam 6utu kopucue. Heka je (M, w) CHMIIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT,
u S C M xunmepnoBpii, OJHOCHO MoAMHOTOCTpYKOCT aumensuje dim(M) — 1. Pe-
crpuknuja cumiiektudake ¢popme Ha T'S je merenepucana, Oyayhu ga je S memaphe

auMensuje. Fbero jesrpo je crora HerpuBujaHo. llpenusnuje, BaxKu:

Cras 1.10. ker(wirs) = {(2,§) € TS | we(&,-) = 0} je jemnomumensnono paciio-

jeme HAT S.

Hoka3z. Ilpe cBera, oBO pacjiojeme je HETPUBHjAJIHO, jJaKje aumen3uje 6ap 1. [Iper-
MOCTABUMO CYTIPOTHO, Tj. JIa MOCTOje IBa JUHEAPHO HE3aBUCHA BEKTOPA U, W U, KOJU
Cy CHMILUIEKTHIKY OpTOroHa uu Ha 1eo 1,.S. To suaun na je 7,5 C (u,, vxﬁ Mebhy-

THM, AUMeH3Hja (Uy, V) je dim(M)—2, u3 ceojcrsa (1.1), ma je oo memoryhe. W

[Iperxoanu cras omnpapiaBa ciaeiaehy nedunuimjy.

Hedbunanmnuja 1.17. Kapaxmepucmuuno AUHUICKO paciojerve XUIEpIoBpIu S je
Ls = ker(wirs). 3ameopena xaparmepucmura Ha S je cBaka 3aTBOPeHa KPUBA HA

S (1j. P =j(S"), rne je j: S' — ynarame) Taxksa ja je
TP = Lg|p.

CKyn ¢BUX 3aTBOPEHHX KapaKTepUCTHKA XHmepnospim S obesexkaBamo ca P(S).

OCHOBHO ¥ jOIII yBeK OTBOPEHO MHUTame Koje ce OBJie HocTaBsba je fa Ju je P(S)
YOTIIITe HelTpa3aH 32 TPON3BOJHHY XUIEPTIOBPII, Tj. JIa JIX TPOU3BO/HHA XUTIEPITOBPIIT
YOIIIITE UMa 3aTBOPEHY KapakTepucTuky. OmaroBop ce mozke Hahu y BUY MOCTOjamba
HEepUOANIHUX opduTa XaMUITOHOBOI cucTteMa Ha M. Haume, ako je S 3ajara Kao
nospui enepauje Xamunronujana H : M — R, ognocno S = H~!(c) 3a nexo ¢ € R,

KOje je peryjapHa BPeJHOCT, BaXKu Jia je
Cras 1.11. Cxyn nepuoauunux Xamuaronosux opoura na S = H~!(c) ce nokana

ca P(S).

Hokaz. Hajnpe npumernmo pa XaMUJITOHOB cucTeM XaMuaToHujana H pectpuko-
BaH Ha S ocraje Ha BOj. OBO Baxu jep je BeKTopcko nosbe X g|S va T'S. OBo BaxKu
jep je T'S = ker(dH), a dH(Xpy) = w(Xg, Xg) = 0. Hame, Bakn na je Xy # 0 Ha
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S. Baucra, u3 gedunurnuje Xy caenu ga 6u y cynpornom ouio dH (z) = 0 y Hekoj
tauku x € S a 1o je HeMoryhe 300r peryinapuoctu c. Cnenehe npumerumo 1a je Xy

He-HyJ1a cederbe paciojemba LS, jep je 3a Mpou3BOJ/bHY TaduKy & € S

3a cako & € T'S = ker(dH). Heka je P nmpou3Bo/bHa MepHOANTIHA XaMUITOHOBA
opbuta Ha S. Taga je wEHO TAHTEHTHO pac/jojeme oxapeheno XaMuaITOHOBUM BeEK-
TOPCKUM TOJBEM KOje cede KapaKTepUCTHYHO paciojeme, Te je ouga P € P(S).
Ca japyre crpame, Heka je P 3arBopeHa KapaKTepUCTHKa. Taja IOCTOjH IbeHa
napamerpusauja v : I — P, w Baxku na je Xg(v(t)) = f(£)7/(t), 3a nexy dbynkuujy
f # 0. Memwamem opujeHrtanuje v moxkemo nocruhu ga je f > 0. Taga norogaom

penapamerpusanujoM ¥ MoxkeMo moctuhu jga je yoW 6am Xamuaronosa opouta. W

Jedununinmo caja BayKaH IpuMep XUHNEPHOBPIITH Y CUMILICKTUYKOM aMOujeHTy

KOjI/I yoluiTaBa I'paHHUIE 3BE3JaCTUX a CaMHM THM M KOHBEKCHHX JOMeEHa.

Hedbunnunnmja 1.18. Komnakrua xunepmnospm S y (M, w) je konmaxmmuoz muna

aKo mocroju 1-cpopma o Ha S TaKBa Jia BaxKu
1) da = j*'w

2) a(§) #0,3a0# ¢ € Ls

e je 7 1 S — M unknysuja.

Baxku ciienehu craB Koju onpapiaBa oBaj HA3UB.

Cras 1.12. Xunepnospiir S KOHTAKTHOT THIA je KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT Ca KOH-

TaKTHOM (POPMOM (.

Hoxkaz. O63upom na je & € Lg reneparop jesrpa w|s u «(§) # 0, jesrpo « je
(2n — 2)— aumensnonu mornpocTop ox 1,5 Ha Kome je hopMa w ma tume u do Hee-

remepucana. IIpema craBy 1.2 3akmyuyjemo ga je (da)™ ' # 0 ma kera, mro nam
naje a A (da) =Y £ 0 |

Hanomena: Kako cM0 3aK/byYm/IN JIa XUIEPHOBPIIT KOHTAKTHOT TUHA S uMa (hopmy

sampemvure a A (da) ™Y ona je w opujenTabHIHA MHOTOCTPYKOCT.

Qopmy « Ha S MOKEMO HpoIHpUTH Ha okoygmau S. [Ipenusnuje, Baxku ciemeha

aema (3a 1oKa3 moriegaTu [33], riasa 4):
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Jlema 1.4. Ako je S € (M,w) KoHTakTHOr THIA, Taja mocToju 1-bopma T Ha

okomHu U on S Tako ja BaxKu
1) dr=wmnalU
1) j*r=amna S.

Baxku u asrepHatuBHa jiepUHUAII]jA XUTIEPTIOBPITN KOHTAKTHOT TUIA HA Je3UKY

BEKTOPCKHX 10Jba, 10 A. Bajumrajuy ([48]).

CraB 1.13. Komnakrua xuneprnospiin S C M je KOHTAKHTOI THIIA aKKO HOCTOjU

BEKTOPCKO 1oJsbe X Ha okojgunu U oa S Koje 3a710BO/baBa
1) Lyw=wmnaU.

2) X(z) ¢ T,S 3ax € S. Ipyrum peanva X je TpaHCBEP3aJHO Ha S.

Hoxka3z. Hajupe u3 nperxojue jieme 31aMo jia popMa v MOXKe Jia e IIPOIIUPHU Ha
okomuny U D S, nobusmu dopmy 7. lame, noka3 y oba cMmepa Hie JTUPEKTHO,
KOPECTIOIEHIINjOM

ixw=7 wHna U.

Nmajyhu vy Buay jgemy 1.4, MoxKeMO 3aXTeBaTH jadyu ycJoB ja je l-cdopma 7
nedbuHncHA Ha 11e10j MHOrOcTpyKocTn (M, w). Mehyrum, onna aedunnimja mocraje

PECTPUKTHUBHHjA, Te€ OTY, 1 HA3UB.

Hedbunrunuja 1.19. Komnakraa xuneprnospit Sy (M, w) je pecmpukosaroe kom-

maxmmoz muna ako nocroju 1-popma o Ha M TaxBa Jia Baxku
1) da =w

2) a(§) #0,3a0# ¢ € L.

Oge BpcTe xumneproppinu he Ham OUTU O] KOPUCTH Y HAPEIHOM TEKCTY.
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2 @yHKIIUOHAJ JIejJCTBA

Y 0B0j r1aBu ce DaBUMO (DYHKIIMOHAJIOM JI€jCTBA, je/IHUM OJ] HajBaXKHUjUX 00jeKaTa
Yy CHUMILIEKTHYKO] TOMOJOTHjH W XaMHJITOHOBO] MeXaHWUTH. FberoBo ryiaBHO €BO-
jCTBO je Jla cy meroBe KpUTHUYHE Tauyke XaMUJITOHOBE OpOHUTE, Te ce 3aTO OH MOXKe
eprKaCHO KOPUCTUTU KAO CPEJCTBO 3a MPOHAJAKEIbe UCTUX. Teopujy M3JI0ZKEHYy
y oBoj riasu cy najupe Ekenang u Xodep, a norom Xodep u lengep kKopucruiu
paJu KOHCTpyHcama Kamnarmurera. Crenujajno, Kpajiby pe3yJTaT OBe IJIaBe je Teo-
peMa 2.2 Kojy hemMo KOPUCTHUTH Y IVIaBU O Paju JOKa3UBarha CBOjCTBA HOPMaJIN3AIH]je

Xodep-Ilengepopor Kanamurera.

2.1 JleduHuimmja u OCHOBHA CBOjCTBa

Hedunuaunuja 2.1. Cummiektnaka MHOroctpykoct (M, w) je mauna ako je meHa

CUMILIEKTHYKA (popMa TauHa, Tj. w = d, 3a HeKYy 1-popmy A.
[Ipumepu TauHUX CUMIIEKTUYKUX MHOT'OCTPYKOCTH CY KOTAHT'€HTHA PAC/I0jerha

T*M, a cavmm M 1 R?*". Hujenna o1 0BUX Huje KOMIAKTHA, IITTO U He 9yau. Hanme

uMmaMo cienehn cras:

CraB 2.1. 3arBopeHa CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT HE MOYKe OWTH TadHa.

Hoxka3s. llpernocraBumo cymnporHo, Tj. jga je M 3aBopena u TauHa, w = dA. Tazga

u3 3aTBOpeHocTH W ciaean w’" = d(A A w 1), Cana uz Crokcose Teopeme uMamo

/ w/\n — / )\ A w/\n—l = 0.
M oM

Hedbunurunuja 2.2. Heka je (M,w = d\) TauHa CHMIUIEKTHYKA MHOIOCTDYKOCT.

Jlejemeo rnatke nerpe 7 @ St — M je

Dynryuonan dejecmea Xavunaronujana H : M x [ — R je

An(y) = / - H0).
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Kao mro cmo panuje HaloOMeHyJIM, CTaHAAPAHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT
(R?™, wp) je Tauna. Cnenmjasno, y moj ce dpyHknuonan gejersa Ag samucyje u y

00JTUKY:

Crap 2.2. 3a xpupy z € C*(S',R*") napamerpuzopany ca z(t), 0 < ¢t < 1mn

Xamunrormjan H : R?" x [ — R Baxu

1

AH(x(t)):/O [5(—J:i;,x>—H(x(t),t) dt.

Hoxka3z. Jeanno tpeba mpomucKyToBaTH MpBH Aeo wHTerpaia. O ce mobuja Tako

HITO PACHUIIEMO A = Y x;dy;, IMPEKTHUM PATyHOM. [ |

Oyuknuonan Ay je oj HeHTpaiHe Ba*KHOCTH y CHUMILICKTHYKO] TOIOJIOTHU]H.
JeJIHa O] IberoBUX IJIABHUX CBOJCTABA je 11a Cy KPpUmuuHe mauke 0602 GyHKuuonaia
nepuoduune Xamurmonose opbume. OBO MOZKEMO IMOKA3ATH Ha HePOPMAJTHOM HUBOY .
Heka je Q = (C°°(S',R?") pexkTopcku mpocrop Liarkux nermbu y R*. Taua je

Ag - Q = R. Pauynajyhu uzBoa y Tauku x € {2 y npapiy y € §) HaIa3UMO

A (2)(y) = d%AH@ ey oo .
2.1

1
1
:/ —(—Ji —VH(x),y)dt.
0 2
Iocaepuano, Ay (2)(y) = 0 3a cBe y € ) aKKO meT/ba T 3310BOJbABA jeIHAUUHY
—Ji(t) — VH(x(t)) =0,

onuocHO x(t) je pemerbe XaMIJITOHOBE jeaHadnme Koje Takohe 3amoBosbasa z(0) =
z(1). OBaj NpUHIAT je HAIMPOKO MO3HAT Y KJAACHIHO] MEXAHHIM KAO MPHHIAI Ha-
Jmareez dejemea KOju Kaxke na ce cucTeM Kpehe Taxko f1a je Bapujamuja JejcTBa Ha-
jMama, Tj. jeJlHaKa HYJH, IITO Ha Je3UKYy MaTeMaTWKe 3HAYW Ja je XaMUJITOHOBA
opbura KpurtudHa Tavyka GpyHkiumonasa Agy. Mehyrum, oBaj GpyHKIHOHAT je BeOMa
JIETeHEPUCAaH, HAUMe OH HeMma IJIOOAJIHM MUHUMYM HUTH MaKCHUMYM. J3auCTa, y3W-
majyhu nerwe xy (k € Z)
(t) = T J¢] = 1,

3aKJbydyjeMo Ja je mpBu meo dbyHkimonanta Ay jeaHax

1
1
/ —<—J.%"k,l'k>dt = 7T]€,
o 2
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JIOK JIPYTH 71e0 ocTaje orpanuder, H je wenpexuman u |z (t)| = 1. Jakmae dyHKmonas
Ay je HeorpanmdeHn u om03ro u omo3mo. CrenmjaaHo, BapujallnoHe TEXHHUKE Koje
KOopHCcTe MHHUMK3Yjyhe HU30Be ce He MOy HpUMEHUTH Ha mera. (OBO je y KOH-
TPACTy Ca BapUAIMOHUM IPHHITMIIOM 3a 3aTBOPEHE reoie3njcKe Ha PUMaHOBUM MHO-
rocrpykoctuma. (OBaj reoMeTpHjCKH MPoOJeM je pas3sBUO JBe MONHE BapHAINOHE
texuuke, MopcoBy u Jbycrepuuk-LIunupessmanoBy teopujy. Mebhyrum, Mopcosa
Teopuja HUje JTUPEKTHO PUMeH/bUBa Ha dyHKIMoHAT Ay, jep cy MopcoBu nHaeKcH

HBErobux KpUTU4iHUX TavdaKa 6eCKOHaLIHI/I, u CTOl'a, TOIIOJIOIIKHW HEBU/JI/bUBU.

N36opusiinm ce ca oBoM He31o10M hyHKIIMOHAJIA jgejcTBa, [1. Pabunosui y pajgosu-
ma [42] u [43] u3 1978 u 1979. yBOAM CHEIUjASHE MUHUMGKC NPUHGUN AJAITHDAH
CTPYKTYPH OBOT (PYHKIIMOHAJIA, Ca IIUHEM JIa JOKAXKe TOCTOjabe XaMIJITOHOBUX Op-
ouTa Ha onpehernM nmoppimnMa efepruje. OBy MEHEMAKC TEOPHJY U3/1aXKEMO Y TTHBY
JIoKa3uBama HopMasn3anuje Xodep-llenaepopor Kamnanurera, jep ce OHa CBOJIM Ha
JIOKA3WBarbe MOCTOjarba MepHoJudHe XaMUJITOHOBEe OpOUTe, YIIPaBO OHO 3a IITa je

PabunoBuIl KOpUCTHO MUHHUMAKC TEOPH]Y.
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2.2 MWNneja MUHUMAKC MIPUHIIATIA

[Ipucryn munuMake Teopuju je janac pasHosuk. JIlpyrum pedmma, 1OCTOjU BUIIE
TeopeMa €a Pa3JHYUTUM YCJIOBUMA, AU CBe MMajy 3a IMU/b HAJaXKeme KPUTUIHUX
BpeHOCTH (DYHKIIMOHAJA. JeJHa Of FHX je 3aCHOBaHA HA jJe3WKy XMJIOEPTOBUX
npoCcTopa, u wy hemo opje m3noxkuru. Heka je F Xwmibepros npoctop u f : £ — R
Cl-rnanak dyuxkumonan na memy. O63upoMm Ja E HEje KOMIAKTaH, HEe MOXKEMO
OYeKMBATH KDUTHYHE TAUKe aKO He 3aXTeBaMO HeKaKaB JIomaTHU yciaoB 3a f. [ledun-

HUIMHUMO 3aTO YCJIOB KOMIIQKTHOCTH!

Hedbunumnuja 2.3. Oyuaknuonan f Ha XunbeproBom mpoctopy E 3amoBospasa [lane-
Cmejnos yeaos xomnaxmuocmuy (ckpaheno IIC) ako cakm vHE3 T, € E ca cBo-
jeTBUMA

sup |f(x,)| < 00, u Vf(z,) =0
neN

nocenyje Kouseprentan nogans. O6zupom ga je f € Cl, aumec osor momnu3a je

KPUTHYHA Ta4dKa f.

Hedbunrumnuja 2.4. Heka je nara pamminja F HeIpasHUX MOACKYIIOBA XUI0EPTOBOT
upocropa E. edbunumemo munumarc eépedrocm GyHKIuoHAga [y OJHOCY HA

damunujy F Ha cienehu HaAYUH:
c(f,F) = inf sup f(z) €R

(F.F) = jnf sup f(x)

[Tpobajmo aa mporymadumo Bpeaaoct ¢ f, F). Cynpemym dbyukimje f Ha HEKOM
ckyny F' je najmama spejnoct ¢ € R raksa ja je F C E<¢:={zx € F | f(z) < c}.
Kama oBako mocmarpamo, ¢ f, F) je 3ampaBo Hajmama BpeanocT ¢ € R taksa 1a 3a

cBaxo € > 0 moxxemo nahw F' € F takso 1a je [ C E=<¢Te,

Hedbunrumnuja 2.5. 3a damuanjy F KaxkeMo 113 je No3umusHo UHeaAPUjeHmMHa y OH-

Jlocy Ha TOK ¢y, t € R, ako 3a cBako F' € F u 3a cBako t > 0, Baxu ja je o, (F) € F.

JlokaKuMo cajia CIOMEHYTY MUHUMAKC JIeMy KOja HaM rapaHTyje KPpUTHIHY BPeJI-

HOCT (pyHKIIH]jeE.

Teopema 2.1. (Munnmakc jgema) Heka dpynkuuonan f € C1(E,R) u davuuja

HoJICKyoBa JF 3a10BoJbaBajy ciaegehe ycione:

1) f samoBospasa I1C ycaos

23



2) TOK ¢y BeKTOPCKOT nmosba —V f je nedunncan 3a cBako t € R
3) davmuamja F je MO3UTHBHO WHBADHjaHTHA y OHJOCY Ha TOK
4) —oo < ¢(f, F) < 0.

Tana je c(f, F) € R kpurudna BpeJHOCT DYHKIMOHATA f, Tj. MOCTOjU Tayka r* € F
takBa ga Baxkn Vf(z*) =0u f(z*) = c(f, F).

Hoxkaz. ¥Ysemumo osnaky ¢ = c(f, F). Hokazaliemo ma 3a cBako € > (0 mocroju
x € M tako na:
c—e<f(x)<c+e u ||[Vf(r)||>e

Tasa y3uMarmeM 3a €, = ~, HAJIA3MMO HU3 Z,, KOj! 3a,10B0/baBa P.S yciios, ogakie he

_n7

CJICJIUTH /14 je TIOCTOJU HeroB NOJIHI3 KOjU KOHBEPIupa Ka KPUTUYHO] Tauku p € M,
fp) =c.

IIpermocraBumMo cynpotHo, Tj. Ja nocroju € > 0 takso jga je ||V f(x)|| > € xaz
rof je c —e < f(z) < c+e. Tlo nedununujun MmuanMakc BpeanocTu, nocroju F € F

takBo ga sup f(z) < c+e.
el

Heka je x € F. Tanma je f(x) < ¢+ ¢ u mBpaumo na he f(pp) < ¢ — € 3a
t* = % Axo je f(¢pr) < ¢ — e 3a meko 0 < ¢t < t*, onga TBpleme TpUBHjATHO
Bakd, jep (yHKIHja omaja JIyzK I'pajujeHTor Toka. lIpermocraBuMo 3aTo ja je
flor) > c—e3acse 0 <t<t* Tama uz nmpernocraBke na je ||V f(z)|| > ¢, nmamo
IV F (@)l > 2 5 0 < < £, maje f(o(e)) < f(x) — 2% Tame, miaso ma je

flpi(z)) < c+e—e%t* = c—e. Ako yamemo jga je F* = o (F), nokaszamm cMo:

sup f(z) <c—e.
xeF*

Kako je damuauja F mO3UTHBHO MHBAPHjAHTHA y OJHOCTY HA TOK (o, 3HAMO [ je

F* € F, uume nobujaMo KOHTPaJIUKIH]Y. [ |
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2.3 Ilponmpeme mpocTopa MmeTbu

Jla 6ucMO KOPUCTU/IN YIIPABO U3JI0KEHY MUHUMAKC T€OPUjy, HOTPEOHO je (DyHKIMOHAJ
Ap ca npocropa riaarkux netpr £ = C(S!, R**) npommpurn na XunbepTos mpoc-
TOp, HA KOoMe he HaM OHJa MUHMMAKC jema 2.1 JaTu MepruoguvdHO pelierme, 3a Koje
oHyma Tpeba AoKazaTh ja mpumaaa npodbuTHOM npocropy. Hajupe, npumerumo ma

ce CBaKa IepHOINYHa eT/ha 13 §) ce MoxKe npeacTaBuTu PypujeoBUM pegoM

x(t) = Z ety xp, € R, (2.2)
keZ

KOjU KOHBEPrupa 3ajeHO Ca CBOJUM M3BOAMMA y cymnpemyM HOpMu. O3HAYNMO Ca

1

a(z) = /01 S(—Ji )t

b(z) = /O H(x(t), t)dt.

IpBY U ApyTH Aeo dyuknuonana nejcrsa, Ay (x) = a(x) —b(z). Kaga ce yoamu (2.2)
y a(x), nmajyhn y Buny na je

1
/ <6]27rjtl‘j, ek27rJtl‘k>dt — 5jk<xj7xk>7
0

J1001jamMo
a(z) =7 jlzj,x;)
< | (2.3)
=7 > il 2y — 7 Y Lil{ag, ).
>0 §<0

Jaxuie, npupono ce naMelie nornpocrop nerbu o u3 L*(S!, R?*™) takpux 1a je pen
> ilwja) =D gl (2.4)
jez jez

arcoIyTHO KOHBepreHTaH. OBo je cmernujasan ciaydaj ommrujer CobospeBOr MPOC-

TOpa.

Hedunnmnuja 2.6. Ilpocrop H® := H*(S',R?") je 3a s > 0 nedunucan ca

H(S',R*) = {& € LA(S ") | Y |jf*]asl* < oo},

JEZ
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e je
x(t) = Zer”thj, z; € R*™
keZ

®ypujeosa TpancdopManmja T Koja Koupeprupa y L? := L*(S' R?").

[Tpocropu H?® cy XujibepToBu NpocTOpH ca CKaJapHUM ITPOU3BOIOM U IIPUIPY 7Ke-

HoMm HOpMoM CobosbeBa JaTOM ca

(2,y)s = (0, %0) + QWZ |k** (zn, yr)

kEZ
2
lzlls = (=, 2)s,

3a cBe z,y € H* Ilpumernmo na je Hy = L?, kao u 1a je HopMa ||z, eKkBHBaIeHTHA
L?mopmu. Hama je 36or (2.4) ox moceGHor 3madaja mpocrop H'/? koju he Gurnm
TpakeHn XuabepToB MPOCTOP Ha KOju Tpormpyjemo Hamr (pyuknnonan Ag. 3aro
hemo o3nauaBarTu ca

E:=H"?

<.’ > = <.’ >

ITpocTop E ce oproronaJ/iHO pa3jiBaja Ha

pu [l =l
2 2

E=EFE &E'@®E"

Tpu 1mpocTopa Koju umajy camo Pypujeose koebunujente 3a j < 0,7 =0wu 5 > 0,
pegoMm. Ibuma onrosapajy oproronanne npojeximje P~, PY u Pt. Jlakie, cBako
r € E uma jejuncrseny jexomnosumujy v = z~ + 20 + 7. Ilpema (2.3) Baxku
a(z) = 3 |2t — 3 |z~ |°, 3a cBe = € Q, Te ce oBaj 10 PYHKUMOHAIA TPUPOLHO
nporupyje Ha F, Tako ma gobujamo dpyuknuonaa a : E — R, uuju je rpaaujerT

Va(z) = (Pt — P )(z) =2 — 2", (2.5)

y cBakoj Taukn x € F. Jlabe, mpuMmeTnMo Heka OMTHA cBOjcTBa nmpocTopa H* koja he
HaM KacHHje 6utu ox Kopuctu. [Ipurom hemo KopucTuTH HeKa cTangapiHa TBphema
u3 bYHKIMOHATIHE aHAIN3e, 33 J0Ka3e CTuX Bujetn [2]. JacHo je ma ce mpocropu
CMamwyjy

H'c H®* c H",
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3at > s >0, 10K HOpMe pacTy
lzll, > llzll, = lllly, 3a € H".

Cnennjaino, unkaysuje [ : HY — H® 3a t > s cy Heupexujme.

Cras 2.3. IIpernocrasumo t > s > 0. Tana je makaysuja I : H' — H® xoMIaxTHI

oIIepaTop.

Joxkaz. Henpekuguu oneparop Py : H — H* nedunncan ca

PN(SC) — Z ekZWthk

|k|<N

jé KOHAYHO-IMMEH3NOHOT paHra, u ¢Tora je koMmmaktan. Ca apyre cTpaHe, UMaMo

2

I(Py = Dall; = || D ™ ay

|k|>N s
=2 > [kl = 2m > (R[22 (2.6)
E>|N]| k>|N|
< N2(=tor Z ’k|2t’$k’2 < N2(s—t) Hfo

k>|N|
Hakme, Py — I, xag N — 00 y omepaTopckoj HOPMHU, T€ jé U OH caM KOMIAaKTaH,

jep ¢y KOMIAaKHHU OIepaTOpU 3aTBOPEHN 3a YHUMOPMHE JTHMeCe. [ |

[Tpoctop © = C*(S',R?") je ryct y H®, 3a cako s > 0. Mehyrum, nucy csu
esement w3 H'Y? y kmacama menpexuannx dyuxmuja. Meljyrum, Baxku cienelin

CTaB.

Cras 2.4. TIpernocrasnvo 1a je s > 3. Ako je x € H®, ranaje v € C := C(S',R™).

[MIraBuiiie, MOCTOjU KOHCTAHTA C = Cs TaKBa Ja je

sup < cllal,, @€ H
0< t<1

Hoxka3s. /lokazahemo na @ypujeon pen
T = Z ek27rthk
k

KOju Konpeprupa y L? Taxohe KoHBeprupa n y CympeMyM HOPMH, ofakie he ma ciaenn
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na x € C Opo ciean u3 Xesyepose HejegHakocT (2,2),
D e el =D fal = > Rl L]
k0 k#0 k#0

ORAR B [) 2 < ezl
Ikl
k;éo

(2.7)
k;éU

e CMO KOPUCTHJIHN 25 > 1. |

Hamomennmo a mcTu apryMeHT JoKa3yje ONIITHJH CTaB

CraB 2.5. Ako je s > % + r, 33 HEKO IPUPOAHO 7, Tajga * € H® npunaga C" =
C"(S*, R*") u npurom

sup  |Dz(t)| <cllz|,, z € H".
0<j<r,0<t<1

|
Ipema craBy 2.3 unkaysuja j : H/? — L? je komnaxTan omeparop. CaMuM THM, n

eroB aJjyHroBanu omeparop j* : L? — HY?, nedunncan yobudajeno ca

<j(x)7y>L2 - <$7j*(y)>, (28)

je kommakTan (Bugeru [2]).

2.3.1 MWN360p Xamuarounmjana

Bparumo ce na dpynknuonan Ay :  — R, kora je rpebasio npomuput Ha Xuiabep-
TOB IPOCTOP KaKO OM MOIVIM Ja KOPUCTUMO MUHHMAKC TEOPHU]Y Pa3BHjeHy HA OBUM
npocropuMa. Bunenu cmo ja ce HpBI/I J1e0 (byHKuHOHana HPUPOHO IPOIIUPYje
wa E. Jpyru meo dynknmonana, b(x) = fo t)dt ce mehyrum He MoKe
HPOIIUPUTH Ha IpocTop F 3a OHMIO Kakap XaMI/IJITOHI/IJaH H. Taxobhe, ma 6u mo-
oujenn dyuknmonan Ay : F — R, uMao cBa cBojcTBa HaBe/leHA Y MUHUMAKC JIEMU
2.1 morpebHO je ja m3abepemo crierujajiHe XamuaTonujane H. Jenan o HaymHa jga

ce TO ypaJy je jia 3axreBamo jia H npunajia cuenujajsnom cKyiy XaMuJaTOHUjaHa.

Hedununuja 2.7. Oznagapamo ca H CKyI ayToHOMHEX Xamuronujana H : R?" —

R Koju 3a710BO/baBajy yCJIOBE:

(1) H = 0 na orBopenoj okouun U KOODAUHATHOT MOYETKA.

(2) H(z) = Q(z) 3a |z| > R, rue je @ xBaaparua dbopma a R > 0.
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(3) Ksanparna dopma Q je obinka Q(z) = (m+¢)((2 + ) + 1= Z;L:Q(mf +7)),
riae je ¢ > 0,e ¢ kN.

[Mputrom, oxkosmua U um R 3aBuce ox XaMuJTOHHjaHA. 3a XaMHUJITOHWjAH KOJH
3aJI0BOJbABA YCJIOB 2) ce y CHUMIUIEKTHYKO] TONOJIOTHjH KayKe Jia je keadpaman y
beckonawnocmu. Uneja je ma ycaose (1)-(3) wa XamuaroHujany mnpebalimMo Ha
ycioBe Ha pyHKInoHaTy A g 1 leroBoM rpainjeHTHOM TOKY Koju he Ham omoryhuru

kopuitheme Munumakc jgeme. Hajupe, youumo ciemeha cBojcTBas:

CraB 2.6. 3a csaku Xamuirouujan H koju 3ai0Bosbasa yciaose 1) u 2) nocroju

KoHCcTaHTa M TakBa Ja BaxKu
(1) [H(z)] < Mz,
(2) [VH(2)| < M]z| u
(3) [Hzx(2)] < M,

3a cBe 2z € R?™,

Hoxkasz. 3a z > R umamo ja je H(z) jennak kajparuoj dopmu na nocroju M
TakBo ma je |H(z)| < M;z?. Ilpema 1) moctoju r takso na je H = 0 mna B*"(r). Crora
je 3a |z| < r ceakako |H(z)| < M;z*. Hanocnerky, 3ar < |z| < R, bynkuuja = HG) e
HENPEKNIHA Ha KOMIAKTY Te nma MakcuMmyM Mo, Cama yamemo M = max{ M, MQ}.
Hpyro cBojcTBo ce canano pokasyje. Ha kommakry |z| < R dja |H,.| noctuxe Mak-
CUMYM, a BaH 1bera je H,, jenaka JBOCTPYKO] BpeJHOCTH KBajparHe dpopme, Te je
KOHCTAHTHA, Tla IMaMO ¥ TOCJIe/he ¢BOjcTBO. Ha Kpajy nzabepemo 3a M maxkcumym

JOOMjeHuX TPH KOHCTAHTH. [ |

2.3.2 CsojcrBa mpomimpesHor yHKINOHAIA

Opnapae ma HaJa/be IPETIOCTAB/HAMO Ja PAIUMO Ca, XaMI/IJITOHI/IjaHOM H e H Ha
OCHOBY TIDBOT CBOjCTBa TPETXOIHOT cTaBa, DyHKIMOHAT b(x fo ))dt je
nedunucan 3a cBako r € L?, a caMIM THM U 3a CBaKO T € E C LQ. Z[aKJIe, yCIeu

cMO Ja mpomupumMo dbyHKimonan Ay Ha F,
() = 3 [l = 5 1=~ / H(x(t))dt, « € E,

Te ra Haja/be pasMaTpamo (3ajefHo ca a u b) Ha TOM mpocTopy. JlokaxKumo na

je Ay € CY(E,R). Ca b obesexnnmo npommpeme b na L2, Jlaxsue, saxn b(z) =
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5(](3})), z € E, tie je j: E — L? unkaysuja. Baxu ja je dbynxiumonasn b udepen-

nujadbunan. Hamme, umamo
H(z+€) = H(z) + (VH(2).€) + / (VH(: +16) — VH(2),&dt,  (29)

3a cBe 2,£ € R*™. U3 |H,.| < M nocneamu uspas je < MIE|?. 3a x € L? Baxn
VH(z) := VH(xz(t)) € L? 360or |[VH(z)| < M|z|. Haxne, 3a x,h € L? nobujanmo

WHTETPAIjOM

b(z +h) = b(z) + / l(VH(x), h)dt + R(z,h),

npu demy |R(z,h)| < M HhHi2 . OBo Ham jaje nudepeniujaGuanoct b, ca H3BOIOM

jeTHAKIM

~

db(z)(h) = /O (VH(z), h)dt = (VH(x), h) sz,

wro jaje rpagujent Vh(z) = VH(z) € L2. Opasze u u3 (2.8) 106ujamo rpaiujent
onb: F— R,

Vb(z) = j*Vb(j(x)) = j*VH(z). (2.10)
VBeuMo jeHy BaykKHy KJjacy lipecjinkaBama u3dMely BanaxoBux na cnenujajino u

Xuw1b6epToBUX IIPOCTOPA Ca KOJEMA PaIUMO.

Hedbunumuja 2.8. Tlpecsmkasame K : X — Y wmsmelly Bamaxosux mpocrtopa

30BEMO KOMNAGKMHUM aKO OI'PaHuYeHe CKYIIOBE CJIHKa Yy PEJIaTHBHO KOMIIaKTHE.

Jlema 2.1. IlpecnukaBame b : F — R je mudepennujadbunno. Hoeros rpagujent

Vb : F — FE je nenpekujan u komnakrad. [tapure, BaxKu

IVb(z) = Vb(y)|| < M [lz —y]|-

Hoxkaz. Cauuno cBojcTBuMa craBa 4.4, MoxKe ce mokasaru jga nocroju M > 0 Tako
na je |VH(z) — VH(y)| < M|z — y|, 3a cBe xz,y € R*. Camum TuM 106HjaMoO
na je x — VH(z) rnobamuo Jlunmumoso ca koncranrom M wa L? m ctora cimka
orpaHudeHe y orpaHudene ckymnose. [Ipsu meo TBphema coenn omasie u u3 (2.10),

ob3upom ja je 7% komnaktTHo. /lasbe, umamo

IVb(z) = Vb(y)ll, = [l77(VH(z) = VH(y))l,

(2.11)
<|[VH(z) = VHY)| . < M llz =yl < Mlz -y,

oJlaKJjie J00MjaMo | JIpYTHU Je0 TBpherba. |
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Jaxe, pokasaau cMo ciaegehn crab.

Cras 2.7. ®ynxmuonan Ay : £ — R je O'—ndepennujabuian, 1 meros rpaJjii-
JeHT JaT ca

VAy(z) =a2" — 2~ — Vb(z).

je Jlummmos. [

Cuesieha jiema Ham rapanTyje IJIATKOCT TPAXKEHOT peliea Koje go0ujamo u3

MWHUMAKC TeopHje.

JIema 2.2. (JIema perymnapuoctn) IlpernocraBumo ja je © € F KpuTudHa TadKa
dbyukmuonana Ay, 1j. VAg(z) = 0. Taga je ona y €, 1j. riarka netpa. logatso,

OHa 3a/10BOJ/baBa XaMUJITOHOBY jeJIHAYUHY
(t) = JVH(x(t)), 0 <t <1,
Te je l-nepuojina XaMUJITOHOBA opouTa.

Ioxkas. Tlpejcrasumo x u VH(x) muxosum Dypujeosum paszsojuma y L2 :

T = § ekZﬂJtmk

(2.12)
VH(x)= Z et
ITo npernocrasum, dA(z)(v) = 0. [Ipema Tome, u3
(Vb(z),v) = (j*VH(z),v) = (VH(x),v) 2
J1001jamMo
1
(Pt — P )x,v) = | (VH(z),v)dt, (2.13)
0

3a cBe v € F. Bupajyhu rect dbynkuuje v(t) = e*?™/ty nobujamo

2rkx), = ak,k €7

u ap = 0. Bakmyayjemo na je > |k|*|z]* < 3 |ax|?, Te je ma ocuoy crasa 2.4 x € C.
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[Mocneauuno, VH(x(t)) € C, u crora
t
c(t) = / JVH(2(t))dt € C (R, R*™).
0

[Topehemem PypujeoBux koedunmjenara n kopucrehn 2.13 mobujamo £(t) = x(t) —
z(0), nakne z € C', u Takohe pemasa jennaunny i(t) = JVH (z(t)). lecua crpana
ose jegmaunne je y C' te je x € C?. Urepnpajyhum oBaj aprymMenT, o63upoM Ja je
H € C*(R?",R), zakbyuyjemo ja je x € C°(S!,R*™) = Q, uume je joKka3 Jjeme

3aBPIIEH. [ |

[TaxkspuB n360p Xamuaronujana H Koju je KBajparan y 66CKOHAUYHOCTH UMILITH-
IUpa y PErHoHy BETWKOr |z| He mocroje mepuojudne opbure mepuoaa 1. V3 osor

JMHAMAYIKOL yCJI0Ba hemo 3akspyunTn ga ¢yuknuonan Ay 3amososbasa [1C ycios.

Jlema 2.3. (IIC ycaos 3a Ay) Csaku mus z; € E xoju 3ag080pasa VAy(z;) — 0

cajap:ku Kousepreuran noanns. Cuenujasuno, Ay 3amososbasa [1C yeios.

Hoxka3z. 113 npernocrasge VAy(x;) — 0 3aK/pydyjemo

x) —x; — Vb(z;) = 0.
AKo je z; orpannden y £ Taza je x? € R?" orpaHuden 11a UMa KOHBEPreHTAH IOIHL3.
N3 kommnakTHOCTH Vb 3aK/By4yjeMO Ja MOCTOjU KOHBEPTEHTAH MOMHU3 O] m;r -z,
a OHJia W3 OPTOTOHAJHOCTH pasiarama F = £~ @ EY® E' konadno J06HjaMo KOH-
BeprenTal OJHU3 o1 ;. Ja 6ucMo noKa3ain Ja je x; orpaHudeH, IPeTIOCTaBUMO
cyupoTHO, nakie ||z;| — oco. Heduunmmmo v, = i/ |2k, Te je ||yl = 1. Jobn-

jamo, kopucrehu (2.10),
+ - .
(PT =P )y —J (MVH(%)) — 0.

O63upom 1a je |[VH(2)| < M|z|, au3

[zl

je orpanmuen y L2 O6supom ga je j* : L? — FE kommakran, au3 (P — P7)y, je

PEJATHBHO KOMIAKTAH, 1 0G3MPOM JIa je YY) OrpaHmyeH, OneT WMaMo MOJHU3 Yy, — Y
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koju Kouseprupa y L?, a camum tum n y E. Jlame, mmamo

HM - VQl(y)

[kl

1
< —[[VH (z1) — VQ(zi) |12 + IVQyr — ¥l 2 -

2 [l

O63upoM J1a, Ha ocHOBY ojabupa Xamuaronujana H, umamo |VH(2)—VQ(z)| < M,

3a cBe z € R?" 1 V(Q nednHnmTe HEMPeKNIAN JINHEAPHN onepatop Ha L2, 3aKibydy-

jemMo

VH(x

VHED | Gow), v 12

|z ]
[Tocieanano,
Vb(x . VH(x i
(o) _ oo YH@D) v, v E.
|z ] |zl

OBo nMILTHIUpa ja y € F perere jeiHaunHe

yT -y —5*VQ(y) =0yl = 1.

Cangno Kao y jemu 2.2 3ak/pyudyjemo Ja y € C° u takohe ja peniaBa JUHEAPHY

XaMIJITOHOBY jeTHATHHY

y(t) = Xo(y(t), y(0) = y(1).

Cazna nosasu Ha pen XaMHUJATOHOBA JIHHAMUKA W KOPUCTHMO (IPBU IIyT) YCJIOB
(3) Xammnronnjana H. Ksazparna dopma @) je 3amata ca Q(z) = (7 + ¢)q(z)

wq(z) = (¢ + yi) + 52 2 —o(x} + y3). Crora, uneapnu JUHAMHIKHE CHCTEM

y(t) = Xo(y(t)) mva pemersa ca mepuomMa HeapHIX KoMGHHarmja 1 n N2 -2

o orer u3 ycsosa (3) Xamuiaronujana H Hukako He Moxke ourn jegnaxo 1. Takoe,

JnobujeHo penteme y je TpuBrjaaHo, y(t) = 0. MehyTum, kako Baxu ||y|| = 1, qo6u-
jaMo KOHTPaIMKIN]y, U3 KOje 3aK/bydyjeMo Ja je Tj OTpaHWYeH. [
Ipaamjentna jeanaunua & = —V. Ay (x), je mpema craBy 2.7 riobanuo Jlummmur-

HEIIPEKH/HA, CTOTa Je)UHUINE jeTMHCTBEHN 2400441 TOK
0 RxE—E, (t,r) = p'(x)=x-t

KOjH CJIUKA OTPAHUYeHe CKYIIOBe y orpanudene. (CUBe OBO je IO3HATO U3 TeOpHje 00mI-
Hux gudepeHnyujaHIxX jelHadnHa Ha XuiOepToBuM npocropuma. Tok ¢! Taxobhe
IMa CBOjJCTBO KOMIAKTHOCTH Koje hie OuTH o1 mpecyiHe BazkKHOCTH TOTOJIOTITKOM HAC-

TaBKYy J0Ka3a.
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JIema 2.4. Tok & = —VAg(x) uma penpesenraiujy
rv-t=ca" +2°+e 'zt + K(t, 1), (2.14)
e je K : R X ' — F HenpekuiHO KOMIIAKTHO MPEC/IHKABAIHE.
Hoxkaz. Umajyhu 2.15 y Buay, aedmHUIIIMO TpecinKaBame K ca
1
K(t,x) = —/ (P~ + PY + e " PTVb(x - 5)ds.
0

JlokazkuMo Jla OHO WMa HaBejeHa cBojcTBa. Heka je y(t) JdecHa cTpaHa jenHadnHe

2.15. Jlako 3aK/bydyjeMo Ja BaxKu
y(t) = (P~ — P)y(t) — Vb(z - t).
O63upom 1a je y(0) = x, byuxuja {(t) = y(t) — x - t pemaBa JuHEAPHY jeHATHHY
£(t) = (P~ — P)E(L), ca mowernmm yemosomé(0) = 0.

[Tpema jepmucrenoctn KormujeBor permema Baxku £ = 0, Te je y(t) = x - t, mro je

rpazxkeno. Ocraje jga ce gokazxke komnakTaHocT K. Ilpema 2.10 moxkemo HanucaTu
1
K(t,x) = j*{ — / (5P~ + P+ e " PHVH(j(x - S))ds}.
0
AKo 03HAYMMO TIpecuKaBame yHyTap 3arpaja kao k(t,z), taga je k : R x B — L2
HEeIPEKHUIHO HpeCIuKABAILe M CIMKA OTPAHHYEeHE CKYIOBE y OrpaHdmdeHe, a j* je

KOMIIAKTaH omeparop, na je K (t,x) Kao KOMIO3UNHUja OBa JiBa KOMIAKTHO Mpec-

JINKaBaIbE. B
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2.4 Ilocrojarbe KpUTUYHE TAYKe

Y nocnemeM IOIVIAB/BY OBe IVIaBe JIOKA3YjeMO IOCTOjame cueruduyune KpUTHIHE

tauke pynknuonana Agy. Hamme, xkeaumo na mokazkemo ciaenehy Teopemy.

Teopema 2.2. lloctoju Tauka x* € E Koja 3a/10Bo/baBa
V.AH<$*) =0 n .AH(.%*) > 0.

Jla 6ucMO KOPUCTUIN MEUHEMAKC JieMy 2.1 HoTpeOHO je MazkK/bUBO 01a0dpaTu (paMui-
ujy F nogckynosa E. Venose 1) u 2) oBe jieme Koju ¢y Be3anu 3a GyHKunonas Ay
CMO JI0KazaJjm y nperxojiHoj cekiuju. Ha peay je jga msadbepemo paMuiinjy TakBy
JIa Cy UCTIYHHH YCJIOBH 3) U 4) MUHUMAKC JieMe, Te Ja OM HAIOCTeTKY MHUHUMAKC
spegroct ¢ f, F) > 0 Kojy HaAM Jaje oBa JieMa yIpaBo OWja KPUTHYHA BPETHOCT
Koja ce Tpaxku y Teopemu 2.2. [leduHuinmmmo 3aTo KapaKTepUCTUYHE OrpaHUYEHe

nojckymnose >, ', C E

ET;:{xeE|x:x*+x0+se+,|x*+xOHSTHOSSST}
To={zc B ||z]| = a}.

Osae je e enement uz E+ nedunucan ca
et (t) := e*™tey, tiie je e; = (1,0,...,0) € R,

Haxre mvuamo |let]|? = 27 ||et|| . = 1. Ca O obeexkaBamo rpanuiy ¥ y IpocTopy
E~ 4+ E° + Re*. Baxe caesehe ornene Besane 3a pecTpukimjy dpyrknnonata Ay na

JeduHICAHIM TOACKYNOBIMA (3a Jokase Buiern [33], riasa 3).
JIema 2.5. Tlocroju 7% > 0 rakso ga je 3a 7 > 7" Ay|0X, <0

JIema 2.6. Ilocroje a > 0 u > 0 Taksu na je Ay|l'y, > 8 > 0.

Y moka3y mpse jieme ce kKopucte npernocraske H > 0u H(z) = Q(z2),]z| > R
Xammwironujana H, 10K je Jpyra JieMa 10CJie/uIa peTnocraske ja ce H anynaupa
HA OTBOPEHOj OKOJIMHH KOOpPJAUHATHOI moveTka. Os3maymmo ca > := >, u ' =T,

MPOM3BOJbHE Ha KOje Ce IMPEeTXO/He JBe JieMe OJIHOCE.

ITocmaTpajmMo cama mTa ce memasa ca Y npH Toky o', Ilosmaro je ma ceakm

rpajujenTHE TOK & = —V f(x) cMamyje Bpennoct dynknnonana f. OBoO HUje TEIIKO
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JIOKa3aTH,

L 1o (@) = @)
— (@) V(@) (2:19)

FE ) - 50 = [ it s = - [ IVA @I ds.
Ha ocnoBy oBora u jieme 2.5 3aK/bydyjeMo Ja
Al (0%) <0, 3a cee t > 0.
ITpema jemu 2.6, ca apyre craHe BaxKu
Al >0,

u nocaeauaro ©(0X) N T = 0, 3a cee t > 0. /Takne, ,oxsup” ¢'(0Y) He npesnazu
upeko ,kpyra”’ I' tokom Bpemena. VHTyuTUBHO je cTOra JaCHO Jia Ce ,,lIPABOYIraOHUK”

¢'(X) mopa cehu ca I' 3a ce t > 0 (Ciuka 1). Meljyrum, oBo Tpeba gokazaT.

' E- o E°

PQ:

Cnuka 1: Vcrakaytu moackynosu npoctopa F

Jlema 2.7. ©'(X)NT # 0, 3a cee t > 0.
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okaz. Jloka3 oBe jieme KOPDHCTH TEOPHUjy CTeleHa, IITO W He 4y/Ad jep je ped o
npeceruMa ckymnosa. Ilomro paguMo y OeCKOHAYHO JUMEH3MOHOM aMmOujenty F,
kopuctuhemo Jlepe-1llaydeposy meopujy cmenena Koja yonmTaBa Bpayepos cTenen
npec/ImKaBama Ha 0OECKOHAYHO JUMEH3MOHEe MPOCTOPEe M KJIACY HENMPEKUIHHUX MPec-
JIMKaBama Koja cy obnuka Id + K rrne je K KOMIAKTHO, 3a JeTajhe OBe TeOopHje
noriegaru [20].Y HacTaBKy JoKa3a KOPUCTHMO 03HaKY ¢'(r) = x - t. dakie, Han
unsb je goxazaru (X-1)NT # (), omrocuo na mocroju - € F koje 3ag0B0/baBa caenehu

CHUCTEM:

(P4 P°)(z-t)=0
|z -t =« (2.16)
reEX
[Tpema jtemu 2.4 TOK uMa penpesenranujy x -t = elz~™ + 2 + e~ 'at + K(t,x), Te ce
CHCTEM IpeTBapa y
=e'z” +2° + (P + PY)K(t,x)
0=a— |zt (2.17)
r ey

O63upoM 1a je x € X mpecTaBben y oomuky @ = 2~ + 2% +set, ca 0 < s < 7,

Hajupe MHOXKemeM E~ mena ca e’

3 3aMEeHOM OBaj CHCTEM IIOCTaje eKBUBAJECHTAH
ca

0=x+ B(t,x), tae je x € X, (2.18)

npu ueMy je omneparop B nedunmucan ca
B(t,z) = (etP~ + PY)K(t,z) + P+{(H:c ]| — a)et — x}

Osnaunpmu ca F' = E~ @ E° + Re™, npecaukasame B : R x ' — F je HenpeKuIHO
u KommnakTHo. OBo je mociaemauna jeme 2.4. Jlakie, moxkeMo npumeHutu Jlepe-
[TTaynepoBy Teopujy crenena. Ha jesuxy ose Teopuje, jennaumna (2.18) 3a mato

t > 0 he umaru pemiema ako yClueMo Jia J0KazKeMo Ja je cTeleH
deg(X,Id+ B(t,-),0) # 0.

Hajupe, upumerumo ja je rpojka (X, Id + B(t,+),0) monycrusa o63upom ja jej-
naudnna (2.18) mema pemersa 3a x € 0%, wimtu 0 ¢ (Id + B(t,-))(0%), 36or paunuje
ycranossberor ¢! (0X) N T = (. Takse, moxemo rosoputn o creneny deg(X, Id +

B(t,-),0), 3a cBako t > 0. Cajga, nmpema XOMOTOIICKO] MHBATHJAHTHOCTH CTENEHA,

37



BazKH

deg(X, I1d+ B(t,-),0) = deg(%, Id + B(0,-),0).

O63upom za je K(0,2) =0, umamo B(0,x) = PH{(||z]| — a)e™ — z}. Tedbuuuimumo

XOMOTOTIHU]Y:
Lu(z) = P™{(ullz|| — a)e™ — pa}, sa 0<p<l

ITpumerumo Li(-) = B(0,-) Ja 6ucMO HCKOPUCTHIN CBOjCTBO XOMOTOICKE MHBAPHU-
JAHTHOCTH CTemeHa M 3a OBY Xomoronujy, Tpeba rokasatu na je = + L,(x) # 0, 3a
ceako = € OX. [IpermocraBumo 3a1o fa 3a Hexo x € ¥ Baxu & + L,(x) = 0. Tazna
jex =set us((1 —p)+ plet]) = a. Hocmenmano, Baxku 0 < s < «, Tako Ja je
xr ¢ 0¥ 3a 17 > «. OBaKBO T MOKeMO u3abpaTu jep y JeMu 2.5 CTOju yCJIOB “3a CBAKO

*77

T > 7.7 Kopucrehu xomoronujy L, cana uMamo

deg(X,Id+ B(0,-),0) = deg(3, Id + Ly(+),0)
— deg(S, Id + Lo(-), 0
g( 0(*), 0) (2.19)

= deg(X, Id — ae™,0)

( 1

= deg(3, Id,ae™) =

Y

Ipu 9eMy CMO y TPEeTHOCTEeH0j je THAKOCTH KOPUCTUIN TPUPOTHOCT CTENeHa, a y

HOCJICIIH0] HOPMAJIN3Alu)y U YubeHUIy na et € X, 3a 7 > «. [ |
JlokazaBIm IPeTXo/IHY JIEMY, CBe je CIIPEMHO 32 JI0Ka3 IeHTATHe TeOPeMe OBe TJIaBe.

Hoxkas teopeme 2.2. [ledbunumenvo bavuujy F = {¢"(X) | t > 0}. Ha ocnoy

npeTxoaHor, MUHUMaKC BPpeJHOCT

=c¢(Ag,F)=inf sup Apg(x)

20 zept(xn)

je peanna. Hamve, us Ay|T > 8, u ¢! (X) N T # () 3axsmyqyjemo

B <inf Ay(z) < sup Ag(x) < oo,

zel ept(2)

IpH UeMy TOCJeIba HEjeHAKOCT caead jep je Y orpanmden, te je u o'(X), a
Ap cnuka orpanmdene ckymnoBe y orpanmdene u3 Jlummmumnosoctu VAg. Crora,
Kako je ¢ mHMDUMYM BPEIHOCTH Koje ¢y y [B,00), crenn na je ¢ € R. Beh cwmo

nokazaan 1a Ay : E — R 3agopospasa I1C yciioB, Kao u 1a rpaJujeHTHA jeTIHATHHA,
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& = —Apg(z) uma ruobaaan Tok wHa F. Hamocnerky, davuimja F je no jpedbuan-
IUjU MO3UTUBHO WHBapujanTHa. Cajla u3 MUHUMAKC JeMme 2.1 3aK/bpydyjeMo na je ¢
KpuUTHIHA BpeaHocT dyakmuonata Ag. lakie, mocroju tauka x* € F Koja 3a10-
BosbaBa VA (2*) =0n u Ag(2*) = c. To je ynpaBo TpakeHa Tadka, 0063UpOM Ja

je ¢ > [ >0, Te je TeopeMa KOHAYHO JTOKA3AHA. [

Ha ocnoBy cBera naBejeHor, TeopemMa 2.2 mMa 3a MOCJEIUILY €r3UCTEHIU]Y Tie-
puojuydne opouTe Kojy hemo kopucruru y Hopmasausanuju Xodep-Llengeposor ka-

mamuTeTa.

ITocaequna 2.1. (Ersucrenunuja nepuomuune opbure) Csaku XaMUJITOHUjaH

H € H wma nepuopudny opOUTy 7y nepuoja 1 Koja J0JaTHO 3aJI0BOJbABA YCJIOB
Ay (’Y) > 0. [ |
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3 CuMILIEeKTNYKN KalalluTeTn

Y ooj rnasu hemo nartm opmanany pepUHUNK]Y CHUMILICKTHYIKOr KalaluTeTa U

HaBeCTW HeKa J0/IaTHA OIIITa CBOjCTBA KamaluTeTa.
3.1 VYBoa m moTuBaIuja

JImyBuyioBa Teopema 1.3 cyrepuiie Jia je 3anpeMUHa jejiHA OJ UHBAPUJAHTH Y CUM-
wiekTndkoj reomerpuju. Melyrum, I'pomos je y c¢Bom kamurasHom pauy [27] u3
1985. mokazao TeopeMy Koja CyrepHiie Ja Hako je 3alpeMHHa ITUINHIpa OeCKOHAYHA,
TO HHUJje JI0BOJHAH PA3JIor Jia ce JIONTa KOHAYHe 3allpeMUHE MOXKe CHUMILIEKTUIKHI
ybarutn y mera. lIpenusnuje, 03HAYMMO J[Ba BazKHA TOJCKYHA CTAHIAPIHOT CHM-
IJIEKTHIKOT BeKTOpCKor mpoctopa (R, wy = dwy A dy; + - -+ + dx, A dy,); nonry
MOy IIpeYHAKA T
B*(r)={z € R*" | |z|| < r},

U TATHHAAD MOJIYIPEeYHUKa R, ca OCHOBOM Y CHMILTIEKTHYIKO] PABHU (1, Y1)
Z*(R) = {x € R | 21 +yi < R},

KOjH Cy CaMHUM THUM CHMILIEKTHYKE MHOT'OCTPYKOCTH C& PECTPUKIjoM dopme wy

Tana Baxku Teopema:

Teopema 3.1. (I'pomossbeBa “non-squeezing” reopema) Jlonra B**(r) ce cum-
IIEKTHYKE yJiaze y muaungap Z2"(R) akko je r < R. Tj. ako U caMo aKo ce TpHUB-

MjaJTHO yJIazKe WAEHTUIHUM TIPECTNKABAHEM.

Hdoka3. 3a opuruHa/HU JT0Ka3 OBe TeopeMe KOjU je BpJIo HeTpuBHjasaH, ['poMoB
j& KOpHCTHO TEOpHjy IICEeyA0X0T0MOP(PHUX KPUBUX KOjY je M3rPAIU0 Y CIOMEHYTOM

pany [27], ma ce Ty Moxke Hahim M KOMILTeTaH M0Ka3. 3a CKUILY JIOKA3a MNOTIEIATH

[7]. m

ITpumep 3.1. urepecanTho je u BayKHO HAIOMEHYTH Jla Ce OBaj (PeHOMEH jaB/ba
caMo KaJa je 6a3a MUInHApa CAMILIEKTHIKN TOTIPOCTOP. AKO HIpP. 3a 6a3y y3MeMo
notnpocTop (T1,T9) Koju je Jlarpamkes, neka je W?(R) = {z € R | 2? + 2% <
R T : .BQn

. Tama 3a TpOW3BOBHO BEIUKO 7" MOCTOJH CHUMILIEKTHIKO yJIarame ¢ : r) —
Z*"(R) zanaro ca

1 1
¢(Z’1,$2, cy Ty Y1, Y2, 7yn> — (81’1,61’2, ooy Ty gyla gy% "'7yn)7
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Koje 3a £ < % ciuka jionry B*(r) y ummangap W2 (R).

Yenos r < R u3 I'poMoBibeBe TeopeMme ce MozKe 3amucaTn u 7re < wR?, ma
nMajyhu y Buay 1a je mr? moBpImMHE HONPEYHHX IpeceKa JAONTe W MIINHIPA, 10-
OuWja ce maeja 0 HOBOj CUMILIEKTUYKO] MHBAPUJAHTH KOja MepPH BEJIUUUHY CKYIa U
Koja he ce monamraru Kao noppinuia. To u uMma cMucia, jep je CUMILIEKTHIKA (popMa,

2-popMa, Te MepH HEKAKBY BPCTY IOBPIITHHE.

Y PuMaHOBO] TeoMeTpHjU Mepa BeJIMUWHe CKyIma jecTe aumjamerap. OH je 1-
JMMEH3MOHA BeandnHa, y cmucay jga Baxu diam(alU) = « - diam(U), kana je U
nogackyn R" a « > 0 peanna koncranra. Oumruje, ako je (M, g) Pumanosa muo-

TOCTPYKOCT, OBO C€ MOZKe MCKA3aTH Ca
diam(M, ag) = « - diam(M, g).

[ocrojame aujamerpa je omoryheno nmocrojameMm pactojama d(x,y), Koje je medu-
ncaHo Kao WHMUMyM ayxKuHA KpuBmX m3Mel)y tavaka x u y. lykuHa Kpuse 7y je
nedburncana nHTErpaoM [(y) = fv V9(%,7), KOju HEMa AMPEKTHH AHAJIOTOH Y CHM-
IJIEKTUYIKO] TEOMETPHjH, jep je 3a anTucuMmerpuuny dhopmy w Baxku w(v,v) = 0.
MebhyTuMm, mocToju HAJIOTOH y BULY PadyHAIbA f fz w, TJIe je 0 KOMILIeKCHa KpuBa Y
M (y omHOCy Ha CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY CalJIacHy ca CHMIUIEKTHIKOM hop-
MoM w, Teopema 1.1). Ha raj nauun Pumanosa roemerpuja mepu Pumanose a cum-
IJIEKTHYIKa KOMILIEKCHe KpuBe. Takole, mocrojameM pacTojara Kao MHBAapHjaHTE,
y PumanoBoj reomerpuju ce m3oMerpuje MOTY KJIaCU(MUKOBATUH KAO TPECINKABATHA

Koja dyBajy pacrojamba. [Ipenmsnuje, Baxu caeneha reopema (Bugeru [38]):

Teopema 3.2. Tudbeomopduzam ¢ Pumanose muoroctpykoctu (M, g) je nzomerpuja

y CMHUCJIY ¢Fg = g aKO U caMoO ako je m3oMerpuja y cmuciay ¢*d = d [ |

Jaunna oBor TBphema je y Tome mITO /103BOJbaBa Jia ce npehe u3 ycjaosa ¢*g = g
KOj! CAJIPZKH M3BOJIE U CAMUM THM 3aXTeBa IVIATKOCT ¢, Ha ycios ¢*d = d xoju je C°
npupoge. OBo Ham omoryhasa Jia IPOU3BOBAH LOMEOMOPPHUIAM 30BEMO U30METPH-

joM aKo uyBa pacTojamba, Koja cy CY unpapujante.

Ca apyre cTpane, y reOMeTpHjU 3allpeMUHA, Tj. TEOMETPHUjH MHOTOCTPYKOCTH
(M, Q) rue je Q dbopma opujerTanuje Ha M, Mepa BeJUYHHA TPOU3BOJLHOT OTBOPEHOT
ckyma je sanpemuna Vol(U) = [, Q. Ona je n—auMeH3HOHa BeJIIYNHA, y CMUCITY

Vol(aU) = a"Vol(U), kana je U moackyn R”, a o > 0 peanna KOHCTAHTa, OTHOCHO

41



OTINITH]eE,

Vol(M,aQ2) = aVol(M,Q),

viae je d = dim(M). Cuwnuno kao y Pumanosoj reomerpuju, u osiue Vol nobuja
jaunny CY uHBapujaHTe IpecauKaBarba KOja 4yBajy 3allPeMHHY , ¥ CMHCIY Ja BasKn

TeopeMa

Teopema 3.3. ludeomopduzam ¢ muorocrpykocru (M,€)) dysa 3ampeMuny y

cvmucay ¢*() = ) ako m camo ako dyBa 3ampeMuHy CKymnosa, ¢ Vol = Vol. [ |

Ha taj nauun u opae gobujamo MoryhHoct jgedunucama romeomophu3ama KOju ay-
Bajy 3ampemMuHy, Kao xoMeomopduszama ¢ : M — M raksux ga Baxu Vol(p(U)) =
Vol(U).

Hamomena: [lomajmo m To ja je 3ampeMuHa jedura MHBAPHjAHTa Yy T'€OMETPHUjH

sanpemuna. Hanve Baku coeneha teopema, 3a mokas sugern [19].

Teopema 3.4. (Mozep, Hakopoma) Heka cy D; u Dy aBa KOMIAKTHA JOMEHA
ca riarkum rpanunamva y R™. Ipernocrasumo ga je a(x) = a(x)dzy A ... A dx,
dbopma 3ampemune na Dy u f(x) = b(z)dxy A ... A dz,, dopma 3anpemune Ha Ds.
ITpermocraBumo sa noctoju audeomopdu3am Koju qyBa opujentannjy ¢ : Dy — Ds.

Ako cy 3ampeMuHe OBHX JOMEHA jeTHaKe,

/ o= [ 5
D1 Do

Taja noctoju audeomopduszam ¢ : Dy — Do jeiHaK ca 1) Ha IPAHUIM KOJU IyBa 3a-

npemMuny, ©* 8 = «, 1akje oBU JOMeHH cy u3oMopcduu y reomerpuju 3anpevuna. M

Cse HaBeJeHO yKazyje Ha noTpedy ja ce Hahe C° nHBapujanTa y CUMILIEKTHYKO]
reoMeTpuju Koja he KJjacu@puKOBATH CHMILIEKTOMOpdU3ME HA CJAMYaH HAYUH KAO
MTO TO KJIACU(pUKYjy pacTojare W 3ampeMuna y ciaydajy Pumanose m reomerpuje
3alnpeMuHa, pecneKTuBHo. /JlomaTHo, Ta mHBapujanTa Tpeba Ja 3a70BObaBA YCJIOB
MOHOMOKOCMAY, OTHOCHO JIa MEPH BEJIMYWHY CKyNa, Ka0 H YCIOB KOHPOPMHOCTU
Tj. Jla je OBa MHBAapHUjaHTa 2-JUMEH3HMOHA, Y MPETXOAHO pa3zMaTpanoMm cmuciay. Ha-

OCJIeTKY, YCJIOB jake HOpMaJu3anuje je unciupucan ['pomoB/beBom Teopemom 3.1.
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3.2 JleduHnnuja u npuMeHa HA CUMILIEKTUYKA yJaramba

Naxko je npBu npumep Kamarurera jao I'DOMOB y CBOM IpocjaB/beHOM pajy [27],
CHMILIEKTHYH KalamuTeT je npeu myT jgedunucan y pauy [21] Xodepa u Exenansa,
a OJ TaJla je BUIE KamlaluTeTa NMpoHal)eHo, Te je ycrnocTaB/beHa OMIITHja JeUHE-

muja y [17], Kojy oBlie HABOIMMO:

Hedununuja 3.1. Heka je Symp?" kareropuja CUMILIEKTHYKEX MHOTOCTPYKOCTH
JHUMeH3Hje 21, ca CUMIIEKTHIKIM YIarambiMa Kao MopdusMuMa. Cumniekmudsom
Kame20pujom Ha3UBaMO TOTKATETOPHjy € o1 Symp®" Koja 3a70B0/baBa, MMILTHKAIIN]Y
(M,w) € € = (M,aw) € €, 3a cako a > 0. Kopucruhemo 03HaKy < 3a CHMILIEK-
THIKA yJIarama, OIHOCHO — 3a MOpdH3Me Y KATerOpuju %, KOju Cy CHUMILIEKTHIKA

yJlarama, aJi MOTY OUTH PeCTPUKTUBHI]H.

Cana, Heka je ¢ C Symp®" xaTeropmja Koja caapzu jonrty B?' := B*'(1) u
npHgap 22" = Z27(1).

Hedunuumnuja 3.2. Cumniexmuury xanayumem Ha € je KoBapujanTHu GYKTOp ¢
u3 €y kareropujy ([0, 0o, <) (ca a < b kao Mopdu3MIMa) KOju 3a10B0JbABA YCJIOBE:

1. Mounorounoct: ¢(M,w) < ¢(M’,w'") ako nocroju mopbuszam (M,w) — (M’

,w')
2. Koudopmuoct ¢(M, aw) = |alc(M,w), 3a cBe o € R, v # 0

3. Herpusunjamuocr 0 < ¢(B**) u ¢(Z?") < co.

ITpBu nponahenn KamamuTeTH Cy 3a/10BOJhaBAIN YCJIOB HOpMaJM3allije, KOju je
jadu ycJioB OJ TPUBUjAJITHOCTH, MeD)YTUM HEKM KacHuUje npoHaheHu KamnanureTu HUcy,

Te Ta OBJie U3/IBajaMO Kao OIIHOHM.

Hedbunnunuja 3.3. (Jaxo) Hopmarusosanu cumnaekmuuru xanayumem ua € je
KalaluTeT ¢ KOJU OCAM yeJoBa 1-3 3a710BO/baBa U YCJIOB
4*.(Jaka) Hopmanmzaumja c(B*") = 7(= c(Z*")).

Ocuobna Kareropmja € je Hajupe Symp?", W Ha HOj U3 YCIOBA MOHOTOHOCTH

TPUBHUJAJTHO 3aK/byUIyjeMO J1a je CUMILIEKTHIKN KaIalluTeT 3auCTa UHBAPUJAHMA.

Cras 3.1. CBaky CHMILICKTHYKH KaIaluTer ¢ Ha Symp>" je CUMILUICKTHYKa HHBap-

MjaHTa, OJHOCHO CUMILIEKTOMOP(QHE MHOTOCTPYKOCTH MMajy jeTHAK KallaluTer.
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Hokaz. Axko cy muorocrpykoctu (M,w) u (M’ w') cummiektomopdue, onma je

cuMILTeKToMopduzam uzmely mux yiarame y ob6a cMepa, Te€ U3 MOHOTOHOCTU BarKu
c(M,w) <c(M', W) uc(M,w)>c(M W), mro naje ¢(M,w) = c(M',w'). |

Ocum oBe KaTeropuje ol Ba;KHOCTH je u dammanja Op®™ 0TBOPeHHX HOJACKYIOBA
y R?". OBy daMuanjy mpaBuMO CHMILIEKTHYKOM KaTeropujoM maeHTHQHKYjyhu
(U, a*wy) ca cumusexromopduom (al, wp). 3a ckyn mopdusama obe Kareropuje
Y3UMaMO CHMILIEKTHIKA yJIarama Koja cy pecmpuryuje 2ao0aiHuUL CUMNACKIMOMOD-

dusama y R?*". Ca oBoM maeHTHMUKAIIOM, aKCHOMa, 2. KalalnTeTa MoCTaje
2°. Koudopmuoct y Op*" c¢(alU) = a*c(U), 3a U € Op*™, a > 0.

OBaj yca0B je OHO INTO je OYEKWBAHO, ¢ Ce IMOHAIla KAao IMOBPIIHHA, Tj. 2-
JUMEH3H0Ha BeunvduHa. HerpuBmjaganoct 3a B Ham omoryhaBa a KaIalHTeTH
KOHAYHUX CKYIIOBa OYy/ly CTPOI'O HMO3WUTUBHHU, JIOK HETPUBU]AJTHOCT 3a Z Cyrepule
Jla ce He paju O 3alpeMHUHN HUTH HEYHMM IINTO je MOBe3aHO ca WOM. Jaka HOp-
MaJu3aluja je yecKo moBe3aHa ca I'poMoB/BeBOM TeopeMoM, u To hemo objacHuTH y

HACcTaBKy TekcTa. [IpuMerumo ma Baxku ciaejehu cras

Cras 3.2. Ako je ¢ kananuTer Ha Symp®" onja je on Kananurer u Ha Op*".

Hokas. {oBosbHO je mpuMeTHTH fa cy Ha Kareropuju Op?® MopdusMu pecTpux-

TUBHHUjH Hero Ha Symp?". [

Ob6par oBor TBphema He BaxKu, mTO hemo BuaeTn Ha MpUMepPyY y cjeaehoj riasm.

Oxpenumo caja KAIAIUTeT eJIAICORIA.

Hedbunnunuja 3.4. Fauncoud Bektopa a = (ai,ds,...,a,) jé OTBOPEHH MOJICKYII

CTaHZAPAHOT CAMILIEKTHIKOT mpoctopa (R?™, wg) 3amaT ca

l’2+ 2 ZE2 + 2
1 Y o+ n Yn S ]_}7
aq Ay,

E(a) = {z € R* |

npu gemy 0 < a; < ... < a, < 0.

IIpumep 3.2. Heka je ¢ Ipou3Bo/bHE jaKO HOPMAIM30BaHH KallalluTeT Ha Symp>".

Baxu ¢(E(ay, as, ..., a,)) = way
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Hoxka3z. Ejunconn F(a) ce 06u4HOM HHKJIY31jOM CAMILIEKTHYKY yTana y Z2"(y/a1),
Te je HA ocHOBY MoHOTOHOCTH ¢(F(a)) < ¢(Z*'(\/a;) = wa;. Ca apyre crpane, jacHO
je ma je B*"(\/a;) C E(a), Te omer u3 Monoronoctu ciemu wa; = c(B*(\/ay)) <

c(E(a)), u3 gera 106mjaMo TpayKeHH 3aKJbyYaK. [

W3 nocrojama 6UI0 KOr jaKO HOPMAJIU30BAHOI CUMILIEKTHIKOL KallalUTeTa ¢ Ha
Symp®" mmamo HesaBuCaH J0Ka3 [ poMosmbese Teopeme 3.1. 3amcTa, n3 ycIoBa jaxe
HopMaJsinzanuje u KondopMHOCTH 3ak/bydyjemo ja je ¢ Z?"(R)) = wR? oanocHo
c(B*"(r)) = mr?. [Ipema Tome, ako moctoju ynarame B> (r) < Z?"(R), u3 MOHOTOHOC-
™ 3akspydyjemo r < R. Ca npyre crpamne ako r < R 0BO yjarame TPUBHjAJIHO MOC-
TOJH.

OBJle cMO KOPUCTHJIN MOHOTOHOCT KaTalUTeTa Kao CPEJCTBO OMCTPYKIIHje CHM-
NJIeKTUYKAX yIarama. HaBeanMo jom jeIHy OBaKBY IPUMEHY IIOCTOjaha KalalluTeTa

¢ koju 3aj0Bo/masa (1-4). Veemumo osnaky B(r) := B(r).

Cras 3.3. Tlocroju cummaekromopduzam ¢ : B(ry) x B(ry) — B(s1) X B(s2) akko

Baxku (ry,r2) = (81, S2).

Hoxka3z. Jluneapuum cuMILIEKTOMOP(MU3IMOM MOYKEMO 3aMEHUTH 71 U Ty, T NpeT-

MOCTAaBUMO 113 je 71 < ro. Cajta HampaBUMO KOMIIO3HIIH]Y:
B*(ry) < B(r1) x B(ry) % B(s1) x B(ss) < B(s1) x R = Z(s1),

y K0jO] Cy IPBO U MOCJENIhe MpecanKaBame nHKIy3uje. Cajga u3 MOHOTOHOCTH Ka-
namureTa ¢ A06ujamMo s; > ri. eTum aprymenToM ca ¢! 1obujamo oOpHYTY He-
JeTHAKOCT, MTO jaje s; = 1. Kako je ¢ CUMILIEKTUYKO, OHO YyBa U 3allpEMUHY H3

TeopeMe JImyBuia, Te€ BaxKu 717y = S1S9, U3 Uera CJeJIM TPaXKEHU 3aK/by4daK. [ |

Hanomena: IIpumerumo ja 61 yc/a0B jeIHAKOCTH 3allpeMHUHE ITPU CHMILIEKTOMOP-
du3My p 1a0 camo riry = $1S2, T€ Ce KalalluTeT ONeT TOjaBsbyje Kao CYNTHIHUja
nHBapujanTa oj 3anpemune. OBaj cTaB ce MOYKe yOUIITUTH, ajau Cy HOTpedHe CHM-
IJIEKTUYKEe WHBapHjaHTe Koje J1ajy BHIlle MH(OpMAIMja O KallaluTeTa. Pesyarar
NPETXOJHOT CTaBa Ce MOYKe YOHIITHTH Ha TPOM3BOA n AucKoBa y R*™ 3a n > 2,
Al ce He MOYKe JI0Ka3aTh caMo momohy mocrojama Kamarmurera. OBaj pe3yaTar je
JoKazaH y [16], 1 Kao yomnurreme KOPUCTH CUMNAEKMUYKY TOMOAOZUJY, CAMILIEK-

TUYKY MHBApHjaHTY KOjy cy Paop u Xodep pazsuwin y [25].

[IpuMeTHIM CMO Jla MOCTOjalbe jaKo HOPMAaIH30BAHOI KalalluTeTa Ha Symp?"
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Jaje Hezapucan Joka3 ['pomosibese Teopeme 3.1. Mehyrum, ucro nam naje u nocro-

jame opakpor KamanuTera Ha Op®".

Cras 3.4. Ilocrojame jako HopMasm3oBaHor Kamamurera Ha Op?™ jokasyje ['po-

MOBJbEBY TeopeMy 3.1.

Hoka3z. 3a jgoka3 oBor crasa je k/byuna jema 1.2. [IpernocraBumo ja mocroju yia-
rame ¢ : B*"(r) — Z*"(R). Tamza MOXKeMO NpeMa NPEeTXOIHO] JIEMH /I TA PECTPUKY-
jemo Ha JjonTy ¢ : B2 (dr), rie § Moxke 6uTH IpousBosban 6poj MambH oj 1, Tako Ja
0BO ByJie YjeJHO U PeCTPUKIH]ja 2.406a4H02 cuMiiekToMopdn3Ma ra R?". Mehyrnm,
cajla m3 MOHOTOHOCTH Kamanurera Ha Op** mmamo na je ¢( B*(6r)) < ¢(Z**(R)), a
u3 HopManm3anuje u Koudopmuocru aa je ¢( B*(6r)) = 6*r?, u ¢(Z**(R)) = R?, na
TO cBe gaje r < 0 R, 3a mMpou3BOJHHO 0 Mambe on 1, mTo KoHa4uHo maje r < R. pyrn

cMep je TpuBHjaJIaH. [

46



3.3 Kanamnureru y gumeH3uju 2

[Tpumeheno je jia ce y JuMeH3uju 2 KalualuTeTn BEOMa 4eCTO OKJIallajy ca 3alpeMu-

HOM, Tj. TIOBPIIHHOM, Te HaM He J1a]y HOBe mHBapujaHTe. Haeanmo map pesyarara

na osy Temy. Hajupe npumerumo 1a je ca ¢(M,w) =| [,,w | 106po sedunucan jako

HopMasin3oBanu kanaunurer y dumensuju 2. Ca pu(A) obesnexxkasamo Jleberosy mepy,

Tj. noppiuHY Mep/buBor ckyna A C R2. Cpu pesynTaTi OBOT HOLJIAB/ba Cy IPEY3eTH

u3 3ubyprosor paja [45], Te ce Ty mory nponahin u mokasu caenehnx craposa.

Cras 3.5. Heka je ¢ jako HOpMaJM30BaHU CHMILICKTHYKH KallalureT Ha Symp?.

Ako je D C R? KoMImakTHI JOMEH ca TJIATKOM T'DAHUIIOM, Taja je

(D, wy) = (D).

CraB 3.6. IIpernocraBumo na je (M,w) KOMIAKTHA U TIOBE3aHA CHMILICKTHIKA

MHOI'OCTPYKOCT, €& MOYKJIa HEIIPA3HOM I'DAHUIOM, U jJuMen3ujom 2. Taja 3a cBaku

jaKo HOpMAaJIM30BaHM KamanuTeT Ha Symp®" BaKu

[ v
M

Honatno, 3a Xodep-Llennepop KananuTer cyy BazKh

[ e
M

c(M,w) >

CHz(M, w) =

)

npu 4eMy MHOroctpykoct M He Mopa OGUTH KOMITAKTHA.

47



3.4 PerymapHoCT KammanureTa

V 0BOM IIOIIaBJBY HPETIIOCTAB/LAMO /13 je ¢ KanamureT Ha Symp?".

Hedbunaumnuja 3.5. Kananurery ¢ npuapyKyjeMo BHeroB yHympawtbt Kanayumem

¢, nedpuHuCaH Kao
¢ =sup{c(U,w) | U C M je otsoper u U C M \ OM}.

CxO0HO TOME HMAMO jOIII JeHO JIOAATHO CBOjCTBO KallalUTeTa, aHAJOIHO CBOJCTBHMA

Mepe.

3

eurnnmja 3.6. Kaxkemo na naru xanamurer ¢ na Symp?™ UMa CBOjCTBO UH-
] ymp ] Y

ympawsoe pezyaaprocmu y M axo BazKud
c(M,w) = ¢(M,w).

OmnmmTrje, KaykeM0 Ja ¢ HMa CBOJCTBO YHYTPAIbe PeryJapHOCTA aKO OBO BayKd 3a

ceako M € Symp*".

Baxu cienehu cras, koju onpasiaBa JeduHAIA]Y 3.5

CraB 3.7. 3a cBaku Kamamurer ¢ HKIHZja ¢ je KamanureT Ha Symp®" ca cBOjCTBOM
)
VHyTpalle peryiapuoctu. Takohe, ako je d KaauTeT ca CBOjCTBOM yHYTPAIIHHe

peryJapHOCTH KOjH 3a710Bo/baBa d < ¢, Tajia BaxKu d < C.

Hoka3z. oka3 cienu IupekHO u3 JedHUHUIMja W aKCHOMa KamamuTera. l[lIper-
OCTABUMO JIa je, Ha IpuMep, d CUMIIEKTHYKN KallallUTeT KOju 3aJ0Bo/baBa d < ¢

U UMa YHYTpalllby peryiaapuoct. Taja Baku

d(M) = d(M)

=sup{d(U) | U C M je orBopen I/I? C M\ OM} (3.1)
<sup{c(U) | U C M je orBopen u U C M \ OM}

= ¢(M).

Mozke ce TOBOpHUTH U O CIOJBAIITHO] PEryJapHOCTH KalaluTera, nocMarpajyhu
HOJICKYTIOBE jeTHOT (PUKCUPAHOT CHUMILIEKTUIKOr aMOWjeHTa. ¥Y3MUMO 3a aMOWjeHT

R?" 1 neka je O dbamuinja oTBOpeHUX HOACKYyIoBa R,
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Hedbunaumnuja 3.7. Jledbunummmo cnovawnu kanayumem ckyna 2 € O kao
é(Q) = inf{c(U) | U je oropen u U D Q}.

Cioin4ano Kao MaJjonpe uMamo JaedHHANN]Y CIIOJbAIIHE PeryJapHOCTH.

Hedbunaumnuja 3.8. Kakemo 1a KamamuTeT UMa, CBOJCTBO CRODGUIHE PE2YAAPHOCTIU

aKO BazKHn

c(U) = ¢U),

3acee U € O.
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4 Ilpumepu KamaluTeTa

Y oBoj rimaBu hemMo HaBeCTH HEKE OCHOBHE KalalluTeTe 3aje/[HO Ca HbUXOBUM BarKHUM

CBOJCTBUMA.

4.1 KanmammreTn yJjarama

Ou kamaiurern ce A00Hjajy TMOCMATPAmEM CHMIUIEKTHIKAX yiaarama (X, af)) <
(M, w) ca makcumanaaum «, win (M, w) — (X, af)) ca Munumannum o, kaga Guk-
cupamo MHOrocTpyKocT (X, w). Crernujaito, oB/ie HABOJUMO J[Ba HAJIIO3HATH]A IPUMeEDA,

I'poMOB/BEB PAIUjyC W MUJITHAPHIHA KATAIUTET.

4.1.1 TI'pomoBJbEB paaujyc

JlapbyoBa Teopema 1.2 Ham jaje MOryNHOCT yjiararma JIOITe Y OKOJHHHU IIPOU3BOJbHE
Ta4dKke p MPOM3BOJbHE CHUMILIEKTHUYKe MHOTocTpykKoctn M. 3amcra, ako je ¢ Jlap-
OyoBa KapTa M3 OBe TeOpeMe, Y3MHUMO HPOM3BOJ/bHY JIOUTY ca HeHTpoM y ¢(p) Koja
je caJpzKaHa y CJWIM ¢, U WHBEP3HO je mpecaukamo Ha M. Tume je 3a cUMILIEK-
THYKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) mumensuje 2n no6po gaeduHnCaHA CTPOTO MO3UTHBHA
BEJINYNHA

cp(M,w) = sup{nr® | B*(r) — (M,w)}

Koja ce 30Be I'pomoswes padujyc om (M,w). OH MepH CHUMILIEKTHUYKY BETHINHY
(M,w) Ha reomeTpujcKu Ha4yuH, U mojgceha Ha pajujyc WHjeKTHBHOCTH PumaHOBe

MHOTroCcTpyKocTH. Baxku ciaeneha Treopema.

Teopema 4.1. ['poMOB/beB pajiHjyCc je JaKO HOPMAJM30BAHU CHMILIEKTHIKH Ka-

namureT Ha Symp?".

Hdokasz. Monoronoct (1) je ouurienHa, MpeTHOCTABAMO Ja TMOCTOjH WHKJIY3Hja
(M, w) 2, (M',w'). Ouna waknysuja B2"(r) < (M, w) uaaykyje uakaysujy B2 (r) <
(M, W) koMmo3UIHjOM Cca ¢.

Koundopmuoct (2) ce rakohe jako nokasyje. Hajupe, uvmamo jga paxku cg(M, —w) =
cg(M,w), jep umamo cumiiexromopduszam v : (B?"(r),wy) — (B*(r), —wp) 3a-
JAT €A V(L1 oy Toy Y1y ooy Yn) = (=15 oy =T, Y1, -0, Yn)- Caza camo Tpeba gokazaru
(M, aw) = ac(M,w), kaga je a nosurusHO. CTOra, akKo MOCTOjH CHMILIEKTHYKA
uHKIy3uja B2 (r) 2y (M,w), onna je u unkaysuja (B> (1), aw) 2, (M, aw) cnm-

wiekTHuKa. Jlambe, umamo cumiiekromopduzam € 1 (B (r), awy) — (B*(y/ar), w)
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3aar ca (r) = \/ax, Tako Ja CBe 3aje/H0 UMaMO Jla Ce CUMILIeKTHIKa jorTa B2 (r)

ynaxe y (M,w) akko ce B*'(y/ar) ynaxe y (M, aw), mTo HaM Jaje KOHPOPMHOCT.

Jacuo je na je cg(B?") = 7, jep ce jionra nojynpevnuka seher on 1 ne mowe
CUMILTEKTHYKHU VIOXKUTH y B U3 3anpeMrHCKUX pasjora. Jaka HopMmau3anuja ['po-
MOBJbEBOI pajujyca, Tj. cg(Z*") = 7 cieau u3 Teopeme 3.1, 4nMe je J0Ka3 3aBp-

TIIeH. [ |

VeaoB jake HopManu3anuje je yOel/bHBO HAjTeXKU Y MPETXOTHOM JIOKA3y W OH
je, Kao MITO CMO paHHWje HArJIacW/IW, eKBUBaJeHTaH [ pOMOB/beBOj Teopemu. Y3
HPETXO/HY TEeOpeMy BarkKu M Jia je ['pOMOB/bEB pajUjyc HajMalbl CUMILIEKTHIKU

KamanureT Ha Symp®"

Cras 4.1. 3a cBaky HOPMaJIU30BAHU CUMILICKTUUYKY Kalauurer ¢ ua Symp®" Baxu
c(M) > cp(M).

Jokasz. Ako 1ocroju cumiieKTuuko yaarame B2(r) — (M, w), Baxu
7r® = c(B*(r)) < e(M),

T€ KaJI yCTUMO CYIIPEMYM 110 CBUM OBAKBUM yJjlaraibuMa J0OUjaMo TparKeHy Hejeji-

HAKOCT. |

4.1.2 InanHAPUYHN KaNaluTeT

OBaj KamaruTeT je aHAJOTAH ['POMOB/BEBOM PAIUJyCy, C THM IITO YMECTO yJararmba
MaKCHMaJHe JIONTe y CHUMIIEKTHYKY MHOTOCTPYKOCT OH MepH yJarame CUMILIEK-

THUYKE MHOTOCTPYKOCTH Yy MUHUMAJIHU MUIMHAAD. [IpenusHuje, BenInHy
Z(M,w) = inf{rR* | (M,w) = Z*"(R)}

30BEMO YuAUHIpUwHY kKanayumem MHoroctpykoct (M, w).

Teopema 4.2. Besnunna ¢ je jako HOPMaJIM30BAHN CHMIUIEKTHYKH KAlAlUTET Ha

Symp*.
Hoka3. Hopmajuzanuja ciaeau u3 teopeme 3.1, MOHOTOHOCT je TpUBHjaIHA, JOK
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KOH(OPMHOCT CJIEJIN CJAUIHO Kao y gAoka3y Teopeme 4.1. Camo Tpeba KOHCTATOBATH

na cy ¥ (Z22(r),wo) — (Z%(r), —wp), 3a1aT ca

w(xlu oy Ty Y1, 7Z/n) = (—331, <oy T Tn, Y1, Jyn)

u & (Z22(r), awy) — (Z2"(y/ar),wp) 3a1ar ca

CUMILTIEKTOMOPMDHU3MH, IITO HUJIe TUPEKTHO.

Anamorao craBy 4.1 Baxu ciaenehu crab:

CraB 4.2. 3a cBaKH HOPMAJII30BAHN CHUMILICKTHYKE KalaluTeT ¢ Ha Symp>" BazKn

c(M) < Z(M).
Hokaz. Ako nocroju cummiekTuuko yrarame (M, w) < Z*"(R) Baxu

(M) < 7R* = c(Z*"(R)),

Te KaJl IyCTAMO HHMDUMYM IO CBUM OBAKBUM yJIarambuMa J00MjaMO TPaxKeHy Heje/l-

HaKOCT.
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4.2 Kanamureru MOTUBUCAHU XaMUJITOHOBOM JIMHAMUKOM
4.2.1 Ekemana-XodepoBu KananmureTu

Naxko je I'pomoB y cBoM pamy u3 1985. mao mpBH mpuMep KallallUTeTa, CaM T0jaM
Kananurera cy npeu yBeau Xodep u Exenann y pany [21] uz 1989. Onu ¢y KoH-
cTpyHuca/u jako HopMajnzoBanu Kananurer na Op?™ y [21], ga 6u nocie yorurruiu
0BY KOHCTDPYKIMjy U KOHCTpyucaau dbamuinjy kanamurera na Op®" y [22]. Fbuxosa
KOHCTPYKIIja KOPUCTH (DYHKIIMOHAJ JIejCTBa U3 KJIACUIHEe MeXaHWKe, H OB/e heMo

je YKpaTKO M3JI0XKUTH, 32 JleTa/be TOTJIeJaTh HaBeJIeHe PaIoBe.

Heka je U orpanndenu orBopenn noackyn y R?". Ca .Z (U) o3HaYNMO ayTOHOMHE

Xamusrorujane H : R?*™ — [0, 0o] Koju 101aTHO 33/10B0JbaBajy CBOjCTBA:
(1) H = 0 na oTBOpenoj oxouun U
(2) H(z) = alz|? 3a |z| Bemuko, u a > 7,a ¢ Nr.

ITpumernmo na S! nejersyje Ha XuibepToBoM mpocTopy E BpeMeHCKHM HOMaKOM,
0-x(t) =x(t+0), tne je 6 € S'. Cnenmjamua dopma H € F (U) omoryhasa na je

3a cBako k € N ekBuBapujanTHa (y OIHOCY Ha OBO JIJCTBO) MUHHMAKC BPEIHOCT

¢y = inf {sup Ag(7) | € C E je S' expuBapujanran u ind(£) > k:}
e

KpuUTHIHA BpearocT dbyuknunonata aejersa Ay na E. Osze je ind(§) @adea-Paburosu-
yes undekc npecexa (normenarn [44] 3a nedbunnunjy) ckyna & u ST jequnuane cdepe
y Et.

Hedununuja 4.1. Heka je U orsopen noackyn R?™. k-tu Exeaano-Xodepos xa-

nayumem cPH cxyna U je

c(U) :=inf{cyy | H € F(U)},
axo je U orpanwden, a
cH(U) = sup{cF" (V) | V C U orpannuen},

3a mpousBosbHO U. Baxku cieneha Teopema Koja ompaBmaBa oBY AebUHUITH]Y.

Teopema 4.3. 3a cBako k € N, c,fH je CUMILIEKTHYKHU KallalluTeT Ha KaTerOpHju

Op*, upu gemy je P = cFH jom u jako HopmasmzoBam.
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Hokasz. 3a npsu jieo TBphema moraeaaru [22] a 3a apyru [21]. [ |

Exenann-Xodeposu kanamurern peja > 2 HHUCY jaKo HOpMaJu3oBanu. Mehyruwm,

NO3HATE CY HbUXOBE BPEIHOCTH Ha JIONTH U MUIXHAPY (BugeTu [22] 3a jokas),

I (7% = kr.

ktn—1
cFH (B = [—” ] ;

n

Nako KOMILIIKOBAHO JedUHHUCAHUW, UCHOCTAB/ba Ce Ja OBU KAlAIUTeTH HMA]y
JeTHOCTaBHY pelpe3eHTallnjy Ka/1a je rpanuIa JoMmeHa U pecTpUKOBAHOT KOHTaKTHOT
runa. Jedunummmo cnexmap dejemea S(U) Kao CKyI CBUX TEJTOOPOJHAX YMHOKAKA

JlejcTBa 3aTBOPEHUX KapaKTepUCTHKa Ha OU,
Y(U) :={kA(y) | k € Z,~ je 3arBopena kapakrepuctuka ua OU }.

Tamga BaxKn:

Teopema 4.4. (Exenang u Xodep) Axo je U C R?" nomen ca IpaHHIIOM Koja je

XHUIEPIOBPIT PECTPUKOBAHOT KOHTAKTHOT ThMa, Taja je cH € 3(U), 3a caxo k € N.

VBeaumo jou jenan BaxkaH mogckyn R

Hedbunnunuja 4.2. Heka je r = (r1,...,7,),0 < 1 < 1o < 1y < 00. Toauduck
8EKMOPA T je CKyT
P(r) := B(r1) X B(ry) X ... x B(ry,).

Ioauduck dumensuje 2n nosynpeuwmuska r je ckyn P?(r) = P(r,r,...,r). [Tlomamack

P?"(1) xpalie oznagasamo ca P

Exenann-XodepoBr KamaruTeTn IMIOJHIUCKOBA CY MO3HATH, NPENU3HHjE BaXKH

caenehu crap (3a joka3 Bugern [22)):

Cras 4.3. P (P(r)) = nkr} |

KOjU Jaje mocaeauily o (He)yraramy MOJTHIUCKA Y JIOHTY:

ITocaenuna 4.1. (Exenann, Xodep) Ao mOCTOjI CHMILIEKTHYKO yJarame 1 :
P(r) < B*"(R), tana Baxkn
\/ﬁ’f’l S R.

Hokaz. Axo y3amemo pecrpuknujy ¢ #a P(dr) 3a mpou3Bo/bHO § < 1 MOXKeMO

je mpomupuTn Ha neao R* mo gemn 1.2, Tako Jga 100HjeMO CHMILIEKTOMOPMH3aM
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U : R*™ — B?(R) 3a koje saxu V|P(dr) = 1|P(ér). Ha ocHoBY MOHOTOHOCTH

kananurera cZH pazku

e (P(or)) < ¢ (B™(R)),

MTO y3 KOHMOPMHOCT U BPEJHOCT Kanmanurera Ha jgontu c2f (B?") = 1 u nomuaucky
cEH(P(r)) = mn(dr,)? naje
nézrf < R27

Te K/l mycTuMo 0 — 1 10bujamMo TparkeHy HejeTHAKOCT. [

Hanmomena: I[Ipumernmo ja je ycaoB 3a yjaarame KOju HaM Jiaje OBa ITOCJIEIHIA,
Kao W y caydajy [ DOMOBIbEBE Teopeme, J0CTa PECTPUKTHBHUJH O] 3alPEMUHCKOT.
Ha npumep ako y3memo Bektop © = (1,1,...,1), onga ce on coam na R > \/n, 1ok
HaM 3anpeMune noangucka Vol(P(1,1,...,1)) = a" u gonre Vol(B*(R)) = Z.R*"

najy ciabuju yciaos R > A/nl.

Harnacumo na Exenana-XodepoBu KalalWTeTH 33J10BO/bABA]y CIOMEHYTO CBO-
jCTBO, HaBemeHO y Horaasmy 3.1, KnacuduKanmje CUMILICKTHUKAX IPECJUKABAILA.
Hauwme, y pany [21] Exenann u Xodep cy nokazanu caegehy teopemy (¢ := cFH)
Teopema 4.5. Heka je ¢ : R — R?" C!'—rpaTko mpecamkapame TaKBO 713 32
cBaku orpannden esauncons, S uMamo ¢(¢(S)) = ¢(S5). Taxa je ono cuMIIEKTHIKO
WM aHTHCHMILIEKTHYKO. JonaTno, ako u Id X ¢ : R*"2 — R?"+2 yypa kanamurere

eJIUIICONIA, OHJIA je (p CUMILIeKTUYIKO. |

Jonajmo Ha Kpajy [a, IpeMa cTaBy 3.4, mocTojame Kananurera P naje nesas-

nucaH 10ka3 ['poMOBIbEBE Non-squeezing TeopeMme.

4.2.2 Xodep-llengepos kananurer

OBaj KamamuTeT je Kao U IPeTXoaHn Takohe aeduHucan KopuirhemeM XaMIITOHOBE
JMHAMHUKE, ¢ THM IITO je JedWHHUIMja jeIHOCTAaBHHja M OJHOCH Ce€ Ha KaTerOpHjy
Symp?™. Thera cy gedunucaiu Xodep u llengep y paay [31], a mupa npuua je
npuKasaHa y Kiusu ucrux ayropa [33]. Osaj xanaumurer mepu munumasny CO oc-
MUJIAIN]Y TOTOJHO oJabpaHnx XaMUJITOHUjaHa JTOBOJHHY Ja MPOU3Bee TePUOTNIHY
opbuTy ca MaJUM MEPUOIOM. Y TOM CMHCJY OH MEPHU JIMHAMHUYKY BEJUIUHY MHO-
rocrpykoctu M. Crnenujasino, 3a 2-1uMeH3U0HATHE MHOTOCTPYKOCTH OH Ce MOKJIAIa,
ca 3al0peMUHOM, Tj. HOBPHIMHOM TpeMa [45], a 3a 0TBOpeHe KOHBEKCHE JOMEHe ca

rraTkoM rpamunoM U C R?™ ce mpencrasiba Bpeanomhy nejcTsa onpelene saTsopene
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kapakrepucruke na OU (morsemaru [31]).

Hedunummmo caia opaj kanamurer. Heka je (M, w) CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT
ca (Moxmaa npasuoMm) rpanunom OM. Jledunumemo ckyn H(M,w) ayroHOMHEHX

Xamunronujana H : M — R ca ciaegehum cBojcTBEMA:

1) IMocroju kommakr K C M u koucranta m(H ), koju 3aBuce ox H, TakBu 112 je

2) Tlocroju orBopen ckyn U C M (xoju 3asucu on H) takas na je H|y = 0.
3) Baxu 0 < H(x) < m(H), 3a ce z € M.

[Ipema Tome, ocruiaiuja oBor XaMUJITOHHjaHA je jeJHAKA FHEHOM MaKCUMYMY

m(H). Cnuka 2 KBaJIUTATHBHO OIACYje Kako n3rteaajy Xavmuaronujanu u3 H(M, w).

m(H)

A

Osc (H)

\_/
— e

aM

le
™~

0

Cauka 2: Msrnen Xavuaronujana uz H(M, w)

Hedbunnnnuja 4.3. Xamwrronujan H € H(M,w) 30BeMo donycmusum ako cy cBa
IEPUOIMYHA Pellleha XaMUJITOHOBOT cuctema & = Xy () mau KOHCTAHTHA WU T1e-
puoguuna ca nepuogom 1 > 1. Ckyn pomycrusux XaMUJITOHHjaHa O3HAYABAMO
ca Ho(M,w) C H(M,w). Xogep-ILlendepos xanayumem wmuorocrpykoctu (M, w)

ngeduHUTIIEMO Ca
cuz(M,w) =sup{m(H) | H € H,(M,w)}.

Hakite, ako je cyz(M,w) < 0o, oBaj 6poj ce KapakTepwuiie Ha cieaehu HAYWH.
Craka dyukmuja H u3 H(M,w), auja je ocumnanuja m(H) > cyz(M,w), nocenyje
T—nepuoguany XaMuIToHOBY opbuty, 3a 0 < T < 1, u cyz(M,w) je najmamu 6poj

ca OBUM CBOJCTBOM. Y 5. TyiaBu heMo H0OKa3aTW BaKHY TEOPEMY:
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Teopema 4.6. (Xodep, llennep) Oyuximja cyyz je jako HOPMATH3OBAHU CHM-
IIEKTHYKY KalaluTeT Ha KaTeropuju Symp®". [lltapunie, oH 3a10B0/baBa CBOjCTBO

VHYTpAIllbe peryJapHOCTH.

Ocum 10Ka3a oBe TeopeMe, V UCTO] TJIaBH heMo HaBecTH HeKe OCHOBHE IOCIeIUIE
noctojama Xodep-llenmepoBor KamanureTa, Koje ce Be3yjy 3a IMOCTOjalbe IePUuoInY-
Hux opbura. OBO je u JOTHIHO jep ce OHE MOjaB/byjy V AeUHUIINJH OBOT KaNAIUTeTa,
1a 1upemMa ToMe Io3HaBambe BpejHocTu Xodep-llenjgepoBor kamamurera Had caMo
IbErOBa KOHAYHOCT Ha HEKOj CHUMILIEKTHYKO] MHOTOCTPYKOCTH Beh TOBOpH J0CTa O

HEHO] XaMHUJITOHOBO] JTUHAMMUIIN.

4.2.3 Emnepruja pa3aBajama

OBo je Takohe mpuMep KananuTera Ha KaTeropuju Op?™, 1 ycko je nosesan ca Xodep-
OBOM METPHKOM Ha CHMILIEKTHYKO] MHOTOCTpYKOocTH. [TpBu myT je medbunncan y [31]
a setasbHuje je, objammen y [28] u [33]. Jledununmmmo Hajupe HEKOJUKO IIOjMOBA.

Heka je (M,w) cuMILIeKTHIKa MHOTOCTPYKOCT.

Hedbunaumnuja 4.4. Hopma Xamuamonujana H : M x I — R ca KOMIHaKTHUM

HOCATeM je

1
|H| = / Osc(H,)dt.
0

[Tomohy mwe pedunuieMo exepeujy Xamuasmornosoz dudeomopdusma ca KOMIAKT-

HuM HocadeM ¢ € Ham(M,w) xao

E(¢) = inf{|[H|| | ¢ = o3 }.

Cras 4.4. ®ynknuja enepruje £ : Ham(M,w) — R 3agoBospasa caeneha cBojersa:

i) E(ppp~t) = E(¢)
iv) E(¢v) < E(¢) + E(Y),

3a cBako ¢, € Ham(M,w) n p € Symp(M,w).
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Hoxka3. Tlortegaru [33], rasa 5. |

Jedunumnnmo cajia eHeprujy pasjpajarba;

Hedbununuja 4.5. Enepeuja pasdsajara e(A, M) nogckyna A C M je MunuMaHa

eHepruja XaMIITOHOBOT Jaudeomopduima Koju pasdsaja A,

e(A, M) :=inf{E(¢)|¢p(A) N A = 0},

KaJa je A orpaHmdeH, a
e(A, M) =sup{e(K,M) | K C A, K je orpanuuen}.

Kazma ce 3na 0 x0joj ambujenTHoj MuOTOCTpyKOCTH M je pedu, e(M, A) 3amucyjemo

kpahe ca e(A).

Kao mro je Beh cuomenyTo, oBaj mnojam je moe3an ca XodepoBOM METPUKOM, Te

JIe(OUHHIITAMO U IbY:

Hedbununmja 4.6. Xogeposa mempura na muorocrpyroctu (M, w) je dynkmnmja
d: Ham(M,w) x Ham(M,w) — R 3amara ca

d(¢,¢) = E(¢~ ).

Kako camo ume cyrepuiie, opuMme je 100po jedunucana merpuka. V3 crasa 4.4

3aK/bydyjeMoO 71a BayKe CBa CBOJCTBA MeTPHUKe OCUM HeJIereHepHCAHOCTH, Tj. CBOjCTBA

d(d, ) = 0= ¢ =1,

KOje ¢e HCIIOCTaB/ba 2 je Kpajikbe HEeTPUBHjaIHO. 3a A0Ka3 OBOTA y CTAHIAPIHOM
caMmekTHIKOM mpoctopy (R?", wy) kKopuerumo noctojame Xodep-Llenmeposor Ka-
namuTeTa, ¥ TO je YjeIHO jejHa OJ IIpHUMeHa OBOI' KamanureTa. Takohe he mam
ouTn morpebHA T3B. Hejednarxocm uamehy euepeuje u kanayumema. OBa Hejes-
HAKOCT je JoKa3ana y [33], kopuihemem nmocrojamba crenuduaHunX KPUTHIHUX BPeJI-
HOCTH (DyHKIMOHAIA JejcTBa Ay, Jakie CAXIHO JOKa3y HopMasm3aiuje Xodep-

[lenepoBor KamnamuTeTa Cygy.

Teopema 4.7. (Hejemnakoct m3mely emepruje m Kamamurera) 3a CBAKO
¥ € Ham(R?") Baxu sup{cyz(U) | U je orsopen u (U)NU = 0} < E(). |
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OBa TeopeMa, NaKO HETPHUBHUjATHA 33 JTOKA3WBAahe, je 3aIPaBO BEOMa HHTYUTUBHA.
Hamwme, y 1yxy crBapaomna cuMILIeKTH4dke reomerpuje Biaatnvmupa ApHosbaa, nMajy-
hu y Buay busudky nnrepnperanujy Kamanurera o0jeKTa Kao HeKe Mepe HHEPTHOCTH
U BemvuHe (MOIYT Mace), TeopeMa Kaxke Jia je y MOKYIIajy Ja ToMepuMo cKyr U
TaKO JIa ce He cede ca coOOM HMOTPeOHO VJIOXKHUTH eHepruje 0ap OHOJIUKO KOJUKU
je (Xodep-Tlenaepos) kamamurer Tor ckyna. JIMpeKTHA MOCIeUIA TIPETXOTHE TEO-
peMe je HejegHakocT udMely JBa kKananurera, a HOTOM U CLIOMEHYTa HEJIerePUCAHOCT

XodepoBe MeTpHKe.

ITocaenuna 4.2. Baxu cyz(U) < e(U).

Jokasz. U3 uperxojune Teopeme, 3a npoussobho ¢ € Ham(R?™) koje pasasaja

U Baxu E(¢) > cgz(U), re myctumo uaduMyM 110 CBUM TAKBUM 1. [ |

ITocaenuna 4.3. (Hegerenepucaunoct Xodepose merpuke) XodepoBa MeTpuKa

na Ham(R?") je nejerenepucana.

Hoxka3z. Jlososbho je joxasaru E(¢) > 0, 3a upoussosbho ¢ € Ham(R*™), ¢ # Id.
U3 ¢ # Id cineau Ja OCTOjU HEKO To TAKBO ja je ¥ (xg) # xo. Jdakie, mocToju Mau

nuck B?"(xg,€) oko Ty Koju ce pasapaja npu 1. Ha ocHoBy Teopeme 4.7 uMamo
E(W) > cuz(B*(x0,€)) = cuz(B*(e)) = me® > 0,

NpU Y€MYy MPBa jeJIHAKOCT BazKH jep je TPaHCJAIMja CUMILIEKTOMOP(U3aM. [

Ha kpajy, m1oKa:kKuMo j1a je eHepruja pa3jBajara 3aucTa KallalluTeT.

Teopema 4.8. (Xodep, Ilenaep) Enepruja pasisajama e(-, R*") je jako nopmai-

HN30BaHU CUMIIJICKTHYKH KallallUTET Ha OpZn

Hokaz. Jlokaxkumo najupe monoronoct. Heka cy U u V orBopeHH MOJCKYIIOBU
y R?" u meka nocroju ¢ € Symp(R**) takas ga je ¢(U) C V. Hajupe npumeTnmo 1a
Baxu e(U) = e(¢(U)). Oso caenu u3 pedbununuje e(U), unmenune 1a ¢ pas3apaja
d(U) akko ¢~ '1¢ paszasaja U u (na ocuosy crasa 4.4) E(¢ ') = E(¢). Hawe,

TPUBHUjAJTHO BarKN UMILTAKAIIN]a

AC B=e(A) <e(B),
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(axko ¢ pasznsaja B onma pasasaja u A, na je undumym mo sehiem ckymny mambn), na
3ajeTHO ca MPEeTXOJIHUM UMaMO MOHOTOHOCT.

Jokaxkumo cBojcTBO KoHopMmHOCTH. [IpermocTaBumo ja ¢ 3a10BobaBa Y w =
aw. Taga je E(Ypy™) = |a|E(p), 3a ¢ € Ho(M,w). Ako je o(U)NU = () rana je
u Y (Y(U)) N(U) = 0, omakne caean e(p(U)) = |ale(U).

-
>

\

6
(T

Cnuka 3: Yaarame Jucka y KBaJIpaT

HanoceTky, 3a HOpMaIm3aImjy je JOBOBHO J0Ka3aTh ja je e( Z%") = 7, jep oHga
13 MoHOTOHOCTH caeau e( B?") < m, a u3 nocaenune 4.2 na je e(B*) > cyz(B?) =
7, Te pobujamo e(B*") = w. C apyre crpame, umamo e(Z%") > cyz(Z*") = 7,
TaKo J1a je JoBO/BHO JoKazaTh e(Z%") < w. 3 nedunummje enepruje pasaBajarma 3a

HEOIpaHUICHE TOJCKYIOBE HMAMO /1 j¢ TOBO/BHO JOKA3ATH
e(B*> x B*"*(R)) <,

3a cBaku paaujyc R > 1. /la 6bucMo pa3aBojuan oBaj cKym o1 cebe, TOBOJHHO je pas/i-
Bojutu B? oj cebe, Tj. joBosbHO je jokazatu e(B%) < 7, mTo 3na4n 3a cBako € > 0
Tpedba mahu Xamuiaronor jaucdeomopduszam ca eneprujom < T -+ £ KOjU pas3jBaja
B?. 3aTo Hajupe CUMIUIEKTHYKH yI10:KuMO B2(1+ d) y 0OTBOpeHu KBaIpaT CTPAHHIE
V7 (1 + 2d). Tlocrojame oBor yrarama je mocaeauna teopeme Mozepa-/lakoporma
3.4. U3 mwera u u3 jeme 1.2 jnobujamo cumvmiexromopduszam ¢ € Symp(R?) koju
cruka B? 'y xBagpar crpanune /7(1 + 2d). IlputoMm, cimka nonte ¢(B?) ce pasi-
Baja XaMUJITOHOBOM TPAHCJAIU]OM JIY2K y—O0ce, Ha HpUMepP J00UjeHy ayTOHOMHHM
Xamuiaronujanom Hi(x,y) = /7(1 + 2d)z. Tnarknm “ofcenamem” osor Xamuii-
TOHHjaHa MOKEMO OJIBOJUTH KBaIpaT caMor o1 cebe XaMuaTounumjanoMm H ca HopMoM
| H|| mpousso/bho 6iuckom . Tama Tok ¢! o ¢ o p pazasaja B?(1) camor og, ceGe

v Bpemeny 1, mro noxasyje e(B?) < 7, Te je HOpMa/M3aIHja UCIYHHEHA. [ |
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[IpuMeTHMO J1a € HEje KallalluTeT y CMUCIY IoTKareropmje Symp?™ Koja caapaKu
oTBOpeHe mojacKynose o R?™. Hamme, 3a n = 1, 3HaMO Ha OCHOBY cTaBa 3.5 ja je
CBaKHU jaKO HOPMAaJM30BaHM KalaluTeT Ha Symp? olucaH IOBPIIKHOM 3a OTBOPEHe

nogckynose R? ca raaTkoM rpaHunoM. AKO y3MeMO IPCTeH
A(r,R) = {(z,y) € R* | r? < 2* +¢* < R?},

BazKH

e(A(R,7)) = e(B*(R)) = nR?,

jep, U3 TOMOJIOMIKUX PA3JIOra U OYyBamba 3alpeMuHe IPU CHMILIEKTOMOP(MU3IMIMA,
cBaku XaMUJITOHOB nupeoMopdu3aM Koju pas3iBaja IpCTeH o cebe pa3aBaja U Mean
muck. Ca apyre crpame noppmuna nperena je P(A(r, R)) = m(R?* — r?), nakne

pazmmaura o e(A(R, 7)) xana je r > 0.
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4.3 JlarpaH>keB KamaiuTeT

OBaj Kanamurer je HOBHjer 1aTyMa 1 yBeJieH je y pauy [18], kopucrehu ueje panujux
ayTopa. Hberosa neduwnumyja je MoTusrucana JlarpankeBUM TOIMHOTOCTPYKOCTUMA
L C (M,w) w nuckopuma y M quja ce rpaHuiia jgenu Ha L, Tj. NpecJuKaBambiMa 13

mo(M, L). TnaBau pesysrar y COMEHYTOM paJy je Teopema:

Teopema 4.9. (huaubak, Mouke) Heka je L C CP" 3arBopena Jlarpanxepa
HOJIMHOT'OCTPYKOCT KOja I10JIpzKaBa METPUKY HEHO3UTUBHE KpuBune. Taja nocroju

riaaTko npeciukasame f: (D,0D) — (CP™ L), ca f*wpg > 0, TaKBO Ja BaxKn

™

0< * < )
/waFS_n—l—l

Hoxkas. Buzeru [18] |

JlarpaHzkeB KamamuTeT je, 3a pa3IuKy O/l MPETXOTHUX, Te(DUHUCAH HA CHMILIEK-
TUYKO] KaTeropuju Sympi" CAMILIEKTHYKUX MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Uje 2n Koje Cy
2-nioesane, 1j. Baxu m (M) = m(M) = 0. Mopduzmu c(M,w) KN (M’ W) y oBOj
KATeropHju Cy CUMILIEKTHIKA YJIaramba 3a Koja JT0JaTHO BaxKu yeaos mo( M’ i(M)) =

0. Heka je (M,w) cummiekTHYKa MHOTOCTPYKOCT. YBeanmo caenehe mojmone:

Hedbununuja 4.7. Cnexmap Jlarpanxkese nogmuorocrpykoctu L o (M, w) je ckyn

N(L) = {/leaeﬂg(]\/[,L)}.

Munumanna cumnaexmuyka nospwuna Jlarpanzxese moamuorocrpykoctu L om (M, w)

je naHdUMYyM MO3UTHUBHOT Jie/Ia CIIEKTpa,

A (L, (M, w)) = inf{/w o€ m(M, L),/

[ e

w>0} € [0, oo

Panu jegnocrasroctu 3anmca, Amin(L, (M,w)) hemo samucuBatu camo ca Amyin(L),
Ka/Jla ce 3Ha 0 K0joj aMOHujeHTHO] MHOTOCTPYKOCTH je ped. [lox Jlazpanorcesum mopy-
com on (M,w) moapasymeBamo JlarpaHkeBy MHOTOCTPYKOCT jobujeny Jlarpaxike-

BuM ysaramem Topyca T" < M, npu uemy je dim(M) = 2n.

Cana moxkemo jgedunucarn Jlarpankep KanaiuTerT:

Hedbununmja 4.8. Jlazpanoices xanayumem cp(M,w) 2-noBe3ane CUMILIEKTHYKE
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muorocrpykoctu (M, w) ce nedununire Kao
cn(M,w) := sup{Amin(L) | L C M je Jlarpanzxes Topyc}.

ITpe noka3a ja je 0BO 3amcTa KalaluTeT JOKayKUMO Hajlpe JIBe JeMe:

Hedbununmja 4.9. Cmandapdhu mopyc nojayupednuka r, y o3uamu T"(r), je ckyu
T"(r) = S'(r) x ... x S*(r) € R?". Topyc T"(1) o3nauasamo kpahe ca T".

Jlema 4.1. T"(r) je JlarpanxkeBa moaMOrocTpyKOCT U Baxku Ay, (T"(r)) = 7r?.

Hoxkaz. Crangapanu Topyc je Jlarpanzkesa muoroctpykoct u3 craa 1.3. Takobe,

U3 YUIbeHHIIE J1a je w 2-popMa U XOMOTeTHje
H:T'1) —=T"(r),H(x) =rx
JIOBOJBHO je jokazati 11a je Apin(T") = 7. 3aro, Hajupe 3a cBaku auck o € moy(M, L)

Jo=

jep je w = dA. laxue cnekrap 3(T") ce cacroju of ejaemenara (A7), rue je v €

3 CTOKCOBe TeopemMe HMamo

H{(T™). OBo nam roBopu Ja YOYHMO MPBY XOMOJIOTH]Y TOPYyCa

Hl(Tn) = Z<Oél,062, ceey C(n>

ca remeparopuma ay(t) = (1,...,e%, ..., 1). Cpaka o1 0BUX Kpy>KHHIA je 000 JUCKA

Dy =1x..x B(l) x ... x 1, KOju ©UMa CUMILIEKTHYKY OBPIIUHY T, T€ je OmeT U3

Crokcose Teopeme (A, ag) = m. [To suneaproctn, 3a npousposbHo v € Hi(T"), v =

Ay) = anO\,ak) = Wan,

na je Anin(T"), Ka0 HAjMAIHGN TO3UTUBAH €JIEMEHT OPOjeBa OBOT THIIA, JeTHAK T, TIITO

> ng g, BAXKUIO O

je m TpebdaJio JoKa3aTH. [ |

Hedbunumuja 4.10. JlarpamxkeBy moavmuaoroctpykoct L C M «uuju je crmektap

auckperat, 2(L) = Z - Amin(L), 30BeMO payuonasnom.
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JIema 4.2. Heka je L npoussosbHa Jlarpanzxkesa noamuorocrpykocr y (M, w). Taga

je mn Apin (L) nyma naw je L parmuonasna.

Hoxkaz. VY ([6], raBa 1) ce moxke mahu KopucHO TBpheme u3 AbesoBux rpyia,

y BUJY 3aJIaTKa.

Tepbhemwe. Heka je H C G HeTpuBHjaaHa MOATrPYIIa TOTAJIHO ypehene Apxumeacke
Abesose rpyne Gu Hy == {x € H | x > 0}. Ckyu H jerycry G akko je inf Hy = 0.

Cxyn H Huje ryct y G akko H, nMa MUHUMYM.

Crerujanno, R je Apxumescka AGesoa rpyna, u cekrap (L) je mwena noarpyua.
Axo Apin(L) = inf(X(L)y) muje myma, Taga Ha OCHOBY OBOT TBphiema BaxKu 1a
Y(L)y mva murumym. Osmaunmmo ra ca a. Tamga je X(L) = Z(a). 3aucra, ako
IPETHOCTABUMO CYNPOTHO, MMaMO J@a mnoctoju ejement b € (L) 3a koju BaxKu
ka < b < (k+ 1)a. MeljyTum, erement b — ka Takohe mpumaga CueKTpy U MarbH je

0/l @ IITO je HeMoryhe. [

3a panmonasnne Jlarpamzkese TOIMHOTOCTPYKOCTH, Kopuiithemem DIopoBe Xo-
MoJioruje, YeKaHOB je y CIOMEHYTOM pajy J0Ka3ao BaxKHY TeOpeMy, U3 Koje CJieTn

HejeiHakocT w3Mehy JlarpamkeBor KanaluTeTa W eHepruje pa3/iBajama:

Teopema 4.10. (UekanoB) Axo je L C M parmonanna Jlarpanzkesa 10 MHO-
roctpykoct, u ¢ C Ham(M) Xamunronos audeomopdusam ca emeprujom E(¢p) <
Apin(L). Tana je unmexc npeceka #(L N ¢(L)) > dimH, (L, Z,) 1o ycJoBoM jaa je

OBa] TpeceK TpaHCBEP3aJIaH. [ |

ITocaenuma 4.4. A,y (L) < e(L) 3a cBaky 3aTBOpeHy JlarpaHnzKeBy MOAMHOTOCTPYKOCT
vy R?". Opasne cremn c(U) < e(U), 3a cBakn oTBopen noackyn U C R?™.

Hoxka3z. [Ipyrn meo Teopeme cjeau u3 NPBOI 1 MOHOTOHOCTH €HEPIHje Pa3/Bajarba.
Jokazkumo cazia upsu Jeo rephema. Ako je Ayin(L) = 0, rpuBujanno axu. [Ipema
aemu 4.2, y cynporHoM je L pammonanma. Tama, ako mpoussosban ¢ € Ham(R*™)
pasaBaja L, oHIa je WHIEKC TTpeceka n3 TeopeMe UekaHoBa jeanak myan. Crora, n3

HCTEe TeopeMe CJe i Ja je

E(¢) Z Amin(L)‘

Kasa nycrumo nupumym 1o csum Xamusironosum judeomopdusmMmuma ¢ Koju pas/i-
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Bajajy L nobujamo e(L) > Apin(L). [ |

CaJia JJOKaKuMO JIa je ¢z, 3auCTa KallalluTeT:

Teopema 4.11. (Rmaubak, Mouke) ¢ (M,w) je CHMIUIEKTHYKH KANAIHUTET HA

kareropuju Sympa".

Hoxkasz. Jlokaxumo najupe monoronoct. Heka je (M, w) N (M’ ") cumruaex-
THYKO yaarame ca ycaoBoM mo(M' i(M)) = 0, u meka je L Jlarpanzkes TOpycC y
M. Tana je L' = i(L) Jlarpanzxkes topyc y M’', Te je no6po nedunncana BeaumdnHa

Apin(L'). Youumo nyru taunu uu3 tpojre (M’ i(M), L") y xomoronuju:

oo m(i(M), L) 5wy (M, L)) — mo(Mi(M)) = ...

riae je j: (i(M), L") — (M', L') uaknysuja. Kako je mocientn 4ian jenHak HyJiu,
M3 TAYHOCTH HU3a 3aksbydyjemo na je j. HA. Tlpema tome, ako je o’ € my(M', L)
IPOU3BOJBAH, MOCTOjU eneMentT o € my(i(M), L) Takas na je j.o = o’. Takolje, kaxko
jei: (M,L) = («(M),L) nudbeomopdusam, nocroju o € mo(M, L) Takas na je
1,0 = 0. Taga Baxn

[ o= .0 = o) = et = 5 7) = o) = [

o

[Ipema Tome, umamo Ja je

Apn(L) = inf {/w o € mo(M, L),/gw > o}

ginf{/w | o GWQ(M’,L'),/M > O} = Apin(L),

(e

(4.1)

jep Belim ckyn uma mamu uHduMyMm. Cavum TuM Baxd Ay (L) < e (M), a u

cp(M) < ep(M'), kao cynpemym.

CsojcrBo KOoHMDOPMHOCTH ce JTako gokaszyje. Hajope, Baxu A, (L, (M, —w)) =
Apin(L, (M, w)), o6zupom aa je ckyn speanoctn {[ w | o € my(M,L)} cumer-
pudan y onnocy Ha 0, jep je [ w = — [ w. Jasme, 3a no3urusuo a jacHo je na
BakU Apin(L, (M, aw)) = aAnin(L, (M,w)), jep « mpoja3u Kpo3 HWHTErPaJ Kao
u nadumyM.  3axspydyjeMo ga Apin(L, (M, aw)) = |o|Amin(L, (M,w)) Baxn 3a
npousBosbHO @ # 0. Kako je ¢ medunncan kao cympemym no Apin(L), Baxku

cr (M, aw)) = |ajep(M,w)), a To je ympaBo yca0B KOH(DOPMHOCTH.
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Herpusujajnoct 3a jsonry B ciejn u3 yaaramwa T"(r) y jonry B zar < \/iﬁ
ITputom, m3 seme 4.1 3aksmydyjemo ma je cr(B?") > Apw(T"(r)) = 7r? > 0. 3a
HeTPUBHjaIHOCT IMIMHJIPa IIpeMa mocjiemunu 4.4 umamo cp(Z%) < e(Z*) = 1 <
Q0. [ |

OBaj KananuTeT HeMa CBOJCTBO HOPMAJTH3AIMje, ajld CY Y CIOMEHYTOM pay [18]

n3padyHaTe HeroBe BPeJIHOCTH Ha JeIMHNYHO] JIONTH W TUJAUHAPY:

Cras 4.5. Baxu ¢, (B*") = T u ¢ (Z°") = 7.

Hoxka3z. 13 nokasa npeTxomme TeopeMe 3aKmbyayjemMo aa je cp(Z%") < w. MelyTnm,
3a cBako § < 1 Topyc T"(d) ce ynaxe y Z*" e je c(Z?") > Amin(T™(0)) = md°.

Kaz mycrumo ja § texu 1 gobujamo cr(Z*") > w, na camum tam u cr(Z°") = .

CyIMaHO U3 J0Ka3a MPeTXOAHe TeopeMe uMamo jga ce T"(r) ynaxke y B?" 3a cako

r < \/Lﬁ, na 3aKsbydyjemo ga je cp(B*") > I. Ipernocrasumo ja je cn(B**) > I.
: : .

To snaum na nocroju Jlarpamnxkes Topyc L Takas ja je Apin(L) > 7. Ckamuparmem

ca 0 < o < 1 mozkeMo 106UTH Apin(L) = I, Te MOKEMO IPETHOCTABHTH J1a BasKI

Amin(L) = Z. Cana, mpema crasy 1.4 mocroju cuMmiekroMopdusaM ¢
B % cr=cCpr\CP"! c CP",

Tako ja ce nputom L ciuka y Jlarpauskes Topyc L'. JIoKazKuMo Ja CBaKW JUCK
s € my(CP", L) uma cummtexridky nospuny [, wpg = k=, 3a nexo k € Z. Baucra,
ako je s quck y C", oHza je meropa CUMIIEKTHYKA TIOBPITHHA jeHAKA TIeJTOOPOjHOM
yMHOImKY 2, 360r cummiekToMopdusMa ¢ u jgeme 4.2 (momro je Apin(L) # 0). ¥
CYTIPOTHOM, MOYKeMO 3aJIeNUTH HA TPAHUILY S AUCK Koju ce Hamazu y C”, u tume mo-
outu chepy y CP". Mehytum, cBaka chepa y CP" uMa CUMILTIEKTHUIKY TOBPITHHY
jenHaky 1esobpojHoM YMHOMKY 7, jep je @ybunu-Lrynujesa dopma wrs 1edpun-
ucana Tako ja Baxku (wrg, CP! >= 7, npu uemy je CP! reneparop H,(CP") =~ Z.
3ak/bydyjeMo Jia je CUMILUIEKTHYKA IOBPIIAHA S U Yy OBOM CJIy4ajy je/lHaKa Iejio-
OpOjHOM YMHOMIKY 7, jep je pa3iuka TakpuX. MeljyTum, oBo ce Kocu ca TeopeMom
4.9 koja HaM rapaHTyje mocrojame 6ap jegHor auckay s € mo(CP™, L) ca cumiuiex-
THIKOM HOBpIMHOM < = IIpurom je ycii0B Heno3uTuBHOCTH KPUBUHE 33 L' u3 reo-
pemMe ucnymes, jep je L' nudeomopduo Topycy T" Koju moapzkasa paBHY, a CAMHM
THM U Hello3UTUBHY Merpuky R"/Z". Opa KoHTpajuKuuja Ham faje cr(B*") = %,

YnuMe je JTI0Ka3 3aBPITeH. [
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[Tpumerumo j1a ce nomohy j106ujeHnx BPEIHOCTH KAITAIUTETA JIAKO MOYKE U3pady-

HaTHU U KallalUTeT IIOJIUIHUCKA.

Cras 4.6. c;(P?"(r)) = mr?.

Ioxkasz. Kako ce P?™(r) cuMILIeKTHUKE yjazxe WIEHTHTeTOM y Z2"(r), u npuTom
Baxku yciaos mo(Z*(r), P*(r)) = 0, u3 jyror TadyHOr HU3a lapa y XOMOTOIW]jH,
MOHOTOHOCT U KoHbopMmHOCT 1ajy cr(P*(r)) < wr?. Ca apyre crpaHe, HOJIUIACK
P?(r) cagpxu topyc T"(dr), 3a cBako & < 1, ma je c(P?"(r)) > Awin(T"(07)).
Cazga uz seme 4.1 u cynpemymom 1o 6 gobujamo cr(P*(r)) > mr?, mro 3ajeano ca

nperxomuuM aaje cr(P?(r)) = wr?. [

Kao mro cmo u panuje cniomenysiun, wagopMalumje o KamanuTeTumMa HaMm 300T
CBOjCTBA MOHOTOHOCTH JIajy yeaoBe O (He)ysaramy, TaKo Ja je OBUM OIleT JOKa3aHa

nocaeuna 4.1 0 CUMILUIEKTHYKOM (He)yJIaramy MOJTHIUCKA Y JTHCK:

Iocaequua 4.5. Iomuauck P?*(r) ce CUMIIEKTHYKE yaazKe Y jeJMHATHY JIONTY
2n - E

B*" akko je r < NG

Hoxka3. [Ipu cumiuieKTudkoM yJiaramwy ¢ HOJUJIUCKA Y JeJIMHUYHY JIOUTY je yCJIOB

mo(B?"i(P?"(r))) = 0 ucnymeH, 360r TAYHOT HU3a MAPA U KOHTPAKTHOMJIHOCTH OBA

nBa npocropa. (Crora, 3 MOHOTOHOCTH KallaluTeTa ¢ J00MjaMO TPayKeHU YCJIOB.

Jlpyru cmep je TpuBujasiaH. |

JomajMo Ha Kpajy XHATIOTe3y O KallalluTeTy eJUICOn/Ia, Koja yorriraBa ctas 4.5.

Xwunoresa 4.1. Jlarpamxkes kamanurer enunconga F(a), npu emy je

a = (ay,as,...,a,), je nar ca

B 7r
C1/ay+ ...+ 1/a,

cr(E(a))
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5 Xodep-llenaepoB kamanuTeT - IMIUPa

nmepcreKTnBa

[Tocneamy rinaBy osor paja mnocsehyjemo Xodep-LlennepoBom Kanamurery. Hajupe
JOKa3yjeMo a je OH 3alcTa jako HOpMaIW30BaHM KamammureT Ha Symp®", nparehn
JoKa3 u3 [33], a moTOM J1ajeMo HeroBe puMeHe, Y BUJY pesyJraTa Ha TeMy Bajuii-
TajHOBE XHIIOTe3e, jellHe O] [VIABHUX XUIOTEe3a y CUMIIEKTHYKO] Tomomoruju. CBu
HaBeJIEHN Pe3yJITaTH 3axTeBajy ycjaoB kKoHadHocTH Xodep-IlenaepoBor kanamurera
HA JIATO] CUMILIEKTUYKO] MHOI'OCTPYKOCTH, T€ C€ TUM YCJIOBOM 1OJAPOOHUje DaBUMO

Yy HOCJEeIIEM IOIVIABJBY .

5.1 Jloka3 cBojcTaBa KamaluTeTa

JlokaKuMo HajIpe CBOjCTBA MOHOTOHOCTH, KOH(POPMHOCTH KAa0 H YHYTPAIIIbe pery-

JIADHOCTH.

Cras 5.1. Besmmuuna cyyz uMa ¢BOjCTBO MOHOTOHOCTH.

Hoxkaz. Heka je ¢ : (M,w) < (N, Q) ynarame. Tana MmoxeMo jgedUHHCATH MPeC-
muKaBambe @, H(M,w) — H (N, Q) na cregehn nagum:

Hop(z), 3axep(M)
m(H), 3ax & p(M).

Jlako 3akspyuyjemo ma ¢, 3ancra ciuka H(M,w) y H(N, Q). Takohe, mpumernmo 1a
takohe Baxu p,(Hq(M,w)) C Hq(N, Q). Baucra, 063upoM [1a 32 CHUMILIEKTHIKO ¢
(na ocuoBy crasa 1.7) Baxn ¢*(Xy) = X, (i) Ha p(M), HEKOHCTAHTHA TIEPHOIITIHA,
pellieba, 3aje/HO ca IePUoAnuMa, OBUX XaMUJITOHOBUX TOKOBA Ce 1yBajy OBOM KOpe-
cnogentujom. Cana c(M,w) < ¢(N, ) cieau n3 IUIEHAIIE /1A je CYTIPEMYM MOHOTOH

Yy OJIHOCY Ha WHKJIY3U]y CKYTOBA. [

Cras 5.2. Besmunna cpyz uMa CBOjCTBO KOH(MDPOPMHOCTH.

Hokaz. llpernoctaBumo ja je o # 0 u jedUHANIAMO OUUTIIHY OUjeKIujy 1 :
H(M,w) — H(M,aw) cap: H— |a|H = H,. Jacuo je m(H,) = |a|/m(H) tako ga
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JIeMa CJIeJI aKo JIOKazKkeMo Ja je ¢ rakohe oujexnuja uzmehy Ho (M, w) u Hq(M, aw).

W3 pedununuje XaMIITOHOBOT BEKTOPCKOT T0/ba UMAMO
(w)(Xn,, ) = —dHq = —|a|dH = [a|w(Xg, )

[0% _ —
U 3aTUM K3 HeJIereHepPUCAaHOCTH W U WXH& = Xpy. Hakne Baxu Xy, = £ Xy, uy
oba cjydaja oBa JiBa BEKTOPCKA I10/ba MMAjy MCTA IIEPUOJUYHA Pellehba Ca UCTHM

MEePUOTNMA. [ |

Cras 5.3. Besmuuna cyyz uMa CBOjCTBO YHYTPAIIbe PEryJIapHOCTH, Cyy = CHz.

Hoxkas. OBo ciieu qupekTo u3 gedununuja. Pasmarpamo camo ciyuaj cyz (M, w)
< 00, cryuaj cgz(M,w) = 0o ce pazmarpa anagoruo. Hexka je € > 0. Taga nocroju
H € H,(M,w) ca m(H) > cyz(M,w) — €. Heka je K = supp(Xy). Taga nocroju
orsopenu ckyn U takap 1aje K C U C U C M\ OM. Jacuo je na je H € Ho(U,w),
Te je crora ¢z (U, w) > cyz(M,w) —e. Kako oBo Baxu 3a ¢Bako € > () 3aK/byIyjeMo

1a je cyz(M,w) = sup{cuz(U,w) | U C M je orsopen u U C M \ OM}. |

OneHnMo cajla KallalldTeT 010310 Ha je JUHIYHOj JONTH B2 eKCIUINIUTHIM KOH-

cTpyHucameM XaMIJITOHUJaHA Ca OCIUJIAINJOM 7 — €, 3a MPOU3BOJHHO MaJso € > (.

Cras 5.4. cyz(B*",wy) > .

Hoxkasz. Nzabepumo 0 < & < 7. Konerpyncahemo bynknujy H € H,(B**) TakBy na
je m(H) = 7 — ¢, nokazyjyhu cyz(B?",wy) > T — €, TO KaJia MyCTUMO JIa € TeXKH
Hyu Jaje Tpaxkeny oneny. Heka je f : [0,1] — [0, 00| dyHuKImuja Koja 3am0BospaBa

(Busern cauky 4)
1) 0< fi(t) <
2) f(t) =0, 3at 6auzy 0
3) f(t) =7 —¢e,3at6musy 1.

Cana nedunnmemo Xamurronujan pagujanno, H(z) = f(|z|?). Tana je m(H) =
7 — . Tepaumo na je H € H,(B*", wy). Saucra, Xamuaronosa jeguaunna (1.3) 3a
0Baj CHCTEM je

—Ji = VH(z) = 2f"(|z|*)z,

u nva byuknujy n(x) = |z|? 3a uarerpan. OBo Baxu jep je H uuTerpan yBeK, U U3

H = fon. Jlakie, axo je z(t) pememe, Taga je 2f'(|x|?) = a KoncranTHO U penreme
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Cinuxka 4: I'pacdux dyukuje f

3ag0BosbaBa —J1I = ax. 3ak/bydyjeMo Ja Cy €Ba pellerba HepUOJUIHA U JaTa Ca

z(t) = e'2(0). Axo je a = 0 pememe je KOHCTAHTHO, JIOK je 3a a > () Tepuos jaT
_ 2 . . .

ca T = = > 1, o63upom 1a je mo ocobunn 1) dbynxmuje f 0 < a < 27. Hakne H je

JIONYCTUB XaMWJITOHUjaH, IMTO CMO B XTEJHU JIa JOKAXKeMO. [ |

Ja bucmo jrokazaJjin J1a je Cyz jaKo HOPMaJIn30BaH JI0BOJHHO je JOIII JIOKa3aTH J1a je
cHZ(ZQ”, wp) < 7, jep U3 MOHOTOHOCTH H U3 TIPETXOHOT CTaBa HMAMO cHZ(ZQ”, wo) >
crz(B*,wy) > . OBo je ybe/buBO HajTeXKU JIeo JI0Ka3a, W 3axTeBa JOKa3HBaH-e

eK3ucTeHIuje Xamuaronose opoure. /lakje, nair cjejiehu Kopak je Joka3aru

Teopema 5.1. (Ersucrennuja nmepmongudse opburte Ha muanHApy) Axko je
H € H(Z?) n 3anoBosbasa m(H) > m, taga Xamunronos cucreM & = JV H(x) na

nuImHApY Z 2" nocemyje HeKOHCTAHTHY HepHOANYHY opOuTy ca mepuogom 1 = 1.

Hokaz. [IpnmeTrnmo Hajmpe 1a MOXKeMO TPEeTHOCTABATH Ja ce XaMUJITOHUjaH aH-

: 2n
yAupa y OKOJIMHU KOODAMHATHOD TOYeTKa. 3amcTa, HA OCHOBY aedununuje H(Z*")
3HAMO Ja mocToju oTBopenu moAckyn U na kome ce H amynupa. Ca apyre crpane,
Mozkemo H 3amenutn H o) e je 1 cumiieKTnakn pudpeomopdusaM IUIIHIpa, Z 2"
ca KOMIIAKTHUM HOCa4deM, OO3MPOM Jla Cy HbUXOBH TOKOBU KOIGYT'OBAHH, 118 CAMHM
THM 9YyBajy Peliema 3ajeHO A MePUOANMA. 3aTO KOHCTPYHIIMMO MOBOJbaH 1. 13-
abepuMo 2y € U Tpom3Bo/bHO, W IIaTKy yHKIHjy p @ R* — R ca KOMIAKTHHM

HOocaveM Koja je jeanaka 1 ua okoawnu V jyxu [0, zo]. dedburummmo XamMuaronu-
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jan K : Z*" — R ca K(z) = p(2){(z, —Jz). Taga je qudeomopduzam 1 = ¥l y
BpeMmeny t = 1 XaMuaToHOBOI TOKa 01 X' XaMuITOHOB nudeoMopdusam ca KOMIIAK-
tHUM HOcadeM. Kako je Xg(z) = zp 3a z € V, sunuja ¢'(0) = tzo je peueme Koje
y Bpemeny 0 <t < 1 momepa 0y zy. dakme 10(0) = 2o, Te je H o 1) Xamuaronujan

KOjI/I Ceé anyJjJupa y OKOJHUHHU KOOPDJIHHATHOT IIOYETKa, IIMTO CMO U XTEJIH.

Jasme, xeanmo a2 npommpumo H ca mummsaapa Z2" ma meo npoctop R?". OBo
MOZKEMO HM3BECTU TPUBHUjAJIHO, 003UpOM Jia je H KOoHCTaHTaH y OKOJIMHU IDAHHIE
nunEIpa. MehyTuMm, y AyXy jgaJber jJjokKasa, IH/b HaM je Ja J00ujeHu H:R»” -
R 6y1e wxeadpaman y beckonaunocmu, Tj. na 3a |z| > R,z € R?™ Gyune jennax
kBajaparaoj ¢gopmu. OBakBa Bpcra XaMHJITOHHjaHA ce 4decTo cpehe y cuminiex-
THUYKO] TOIIOJIOTHjU 300T IbUXOBHUX ITOT'OJHUX CBOjCTaBa, OJ KOjHX heMo HeKe BHIETH

y HaCTaBKY JIOKa3a.

Cmmka 5: Eaunconn E yayTap nnamaapa Z2"

Hajope, ob6supom na je H € H(Z?",wy) 3aKBydyjeMo Ja 3a JOBOJGHO BEJTHKO
N € N nocroju emuncous E = Ey yayrap nmmanapa Z2" (ciuka 5), Takap Ja je
H € H(E,wy), rue je

N2

Jj=2

1 n
Ey= {ZGRQ”IQ(Z)=$?+yf+—Z(x?+y?) < 1},
az=(T1,, Tn,Y1, -, Yn) KOOpAUHATE HA R
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OGsupom na H € H(Z*",wy) 3amosomasa m(H) > , noctoju m > € > () TakBo
na je m(H) > w4+ e. lakie, Mmoxkemo uzabparu riatky dyakuujy f: R — R taksy

na je (camka 6):
1) f(s) = m(H),3as <1
2) f(s) > (m+¢e)s,3acBe s € R
3) f(s) = (1 +¢)s, 3a s BemIKo

4) 0< f'(s) <m+e,3as>1.

I

=
_|_ —_—
oy E

Chuka 6: I'paduk dyuknuje f

Cana excrensujy H na R?" gedbununmenmo ca
H(z), 3azekFE

fq(2), saz g E.

Jacno je na pobujena dynxuuja H € C°(R?") u kBajgparna y 6eCKOHAYHOCTH,

H(z) = (7 +¢)q(z), 3a|z| 2 R,
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3a Heko Bejuko R. Jlakje, npomupuin ¢MO OYeTHH XaMUJITOHUjaH Ha €0 TPOC-
top R?". MehyTum, y oTpasu 3a IepuoJANYHAM pelleheM IoueTHOT XaMUITOHOBOT
cucrema, Tpeda HaM MOBOJbAH (pUJITED 3a pelllelba HOBOJOOUJEHOTI CHUCTEMa XaMMUJI-

tonujana H ma R*". Takas mam maje caenehn crtas.

Cras 5.5. IIpernocrasumo ja je z(t) nepuogndno peremse jennaunue © = Xpz(x)

ca nepuogom 1. AKO OHO 33/10BO/bABA

Az(z) :/0 [%(—Jﬁc,x) —F(x(t))]dt >0
taja je x(t) nekoncranrro u x(t) C E.

Hoka3. Axo je x(t) = xy xoucrantao pereme, Ag(xz(t)) < 0, o63upom ga je
H > 0. XaMIITOHOBO BEKTOPCKO ToJbe X7 ce anynpa ma OF. Jlakme, ako 3a HEKO
pemese x(ty) ¢ F 3a mexo tg, ouma je x(t) ¢ FE, 3a cBako t € R. dame, z(t) je

pelerme jeTHaInHe
—Ji = VH(z) = f'(q(=))Vq(z).

[Ipumerumo Takohe 1a je Ban F PpyHKIMja ¢ HKHTErpaJsl OBOT CUCTEMa jep je JTUPEKTHO

nosezana ca H koju je uarerpas. [Ipema Tome, ako je z(t) pereme oH/a je

q(z(t)) = q(z(t)) =

Kopucrehn muenrurer (Vq(z), z) = 2¢(2),Vz € R*" koju Baxu 3a CBaKy KBaapaTHY

dopMy U Koju ce J0Kazyje TUPEKTHO, T0OHjaMO

Aute) = [ [5-s00) - e ())}

/f WVale /f (5.1)
/f 2a(a(t)) - £(7)

)T — f(7).
[To peduuummju f, oBo je mame o (m + )7 — (7w + &)1 = 0. akne, Ag(z) <0

3a cBa pelniema BaH F, Te je TuMe cTaB JIOKa3aH.

HaxkJte, vam caegehu 1nsb je 1a Hahemo 1-mepruoanyHo pernieme CUcTemMa

&= Xy(z), Ag(z) > 0. (5.2)



Cama moJrasu 10 m3pazkaja TeopHuja pas3BHjeHa y riasu 2, jep je H € H OGamn on-
akBor obyimKa XaMHJITOHHjaHa 3a Koje Ta Teopuja Baxku. Ha ocuoBy mocienume 2.1
3aKJbydyjeMo Ja pelneme cucrema (5.2) mocToju, Te je OBUM KOHATHO JOKAa3aHa Teo-

pema. |

JlokazoM mpeTxXoJiHe TeopeMe KOHAYHO je JOKa3aHO Ja je Cyyz JaKO HOPpMAaJIU30-
BaHu Kamnarurer. [Ipumernmo Ja je TJIaBHY W HajTEXKy YJIOTY Yy JIOKA3y OJUTIpaJia
nocaeuna 2.1 u3 riase 2, Koja je npousaniia us pajgosa [42][43] II. Pabunosuna o

HEePUOJIUIHUM OPOMTAMA, CIEIUjATHUX XAMUJITOHOBUX CHCTEMA.
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5.2 Ilpumene Xodep-llenmepoBor kamanurera. BajHIITa-

JHOBa XUIIOTE3a

[TocTojame nepuoguane opduTe y XaMUITOHOBOM CHCTEMY j€ OJ BAXKHOCTH Y KJIaCHY-
Hoj Mexauui. CaMuM THM, OBO TTUTAE je HHTEPECAHTHO HCTTUTUBATH Y MPOU3BOJHHO)]
CUMILIEKTHYKO] MHOrocrpykoctu (M, w) ca Xammaronumjanom H. Ipurtom, Kako
XaMIJITOHOB TOK YyBa BPEIHOCT XaMHUITOHWjaHAa H, aKO MOCTOjU TMEPUOIUIIHA Op-
oura (), 3a wy hie Baxuru H(vy(t)) = const = ¢, Te ce KpuBa 7y HAJa3U HA TOBP-
mu enepruje S = H '(c). Jlakje, ako je ¢ peryjapHa BpeJHOCT XaMU/JITOHUjaHa
H, mocrapba ce nmuTame 1a jgu xunepnospm H—'(c) caapxu XaMHATOHOBY OPOHTY.
Nwmajyhu y Buay oBo u craB 1.11 JIOTUYHO je MOCTABUTH OIIITHje MUTAE 1A JIK JaTa
xunepnospir S C (M, w) uma 3arBopeHy KapakTepucTuky, Tj. aa au je P(S) # 0.
OBO nmrame ce MOXKe JIeJUMUYIHO paspermutu kKopuimhemem Xodep IlenmepoBor
kamarurera. Uneja je ma ako mmamo ycsioB konadnoctu cpyz(U) wa oxomunu U
JlaTe XUIEPHoBPIIN, MOKeMo Hahu 6eckonauto MH020 3ATBOPEHUX KAPAKTEPUCTUKA
y OJIU3MHU XUTEPHOBPINH S, & aKO jé Ta XUIMEPHOBPIIN MPUTOM M KOHTAKTHOI THIIA,
OHJIa W OHA caMa CaJIPyK! 3aTBOPEHY KapakTepucTuky. Hapemnmmo Hajnpe HEKOJIUKO

YBOAHUX JIEMA.

VY 1esIoM MoTIaBJ/by MPETIoCTaB/baMo f1a je (M, w) CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT
u S C M KoMmaKTHa XHWIIEePIOBPII Ha 0j. Heka je g mpousosbHa PuMaHOBa CTPYK-
Typa Ha M carmacHa ca w, 1j. Baxu w(-,J:) = g(+,-) 3a HEKY CKOPO KOMILTEKCHY
crpykrypy J nma M. Ca N(S) = TSI osmaunmo nopmasnno, a ca L£(S) = TS

(kao u paHuje) KapaKTepUCTHIHO JIHHUJCKO pacJiojerbe of S. mamo ciaenehu cras:

Cras 5.6. Jluaujcka paciojema L£(S) u N(S) cy uzomopdHua.

Hoxka3s. Mzomopduszam ce mocturke CKOpO KOMILIEKCHOM CTPYKTYPOM J,
L(S) = N(9), & = J&

Hedbunanmnuja 5.1. [lapamempusosara pamuiuja runepnospust, Moodesupana 1a S

je mudeomopduzam ¢ 1 S X (—e,e) — U C M. Y opum o3HaKaMa ca Sy 03HATABAMO
cauky (S x {A}).
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Bazxku cieneha kopucHa kapakrepusaiuja xurneprnospinu S C (M, w).
Cras 5.7. Caeneha tBphema cy eKBUBaJIeHTHA!
(1) Pacmojeme L(S) — S je opujenTabumimo.
(2) Paciojemwe N(S) — S je opujeHTabUIHO.
(3) C je opujenTabrIHA MHOTOCTPYKOCT.
(4) TMocroju mapamerpu3oBana (amMuINja XUIEPIOBPINH MOJEJIUPAHA HA S.

(5) Mocroju H € C*(U,R) nedunucan Ha Hekoj okomman U D S Takap jna je
S =H(c)udH|S # 0, nakie S je nospu exepruje.

Hokaz. V3 nomoh crapa 5.6 n mMaJyio 3Hama JaudepeHIinjaJ e TOIMOJOTAje Uie JIn-

PEKTHO. |

Hanasme mpeTnoctap/baMo 1a XUIIepIospr S Koja 3a40B0/baBa OM/I0 KOjH & CAMUM
tum u cBaxu o ycaosa (1)-(5). Ca Sy ey, rae je I = (—9,0) orBopenu uuTepBa
oferezKapaMo IPOU3BO/LHY IapaMeTPU30Bany (PaMUIN]y XUIICPIIOBPIIA MOICJIAPAHY
Ha 10j. DOpMyIUIIIUMO cajia TTPBY TEOPEMY O €r3UCTEHIINjU 3aTBOPEHUX KapaKTep-

HCTHUKA.

Teopema 5.2. (Xodep, Henaep) Heka je S xunepnospir y (M, w) Taksa na uma
OKOJIMHY KOHATHOT Kanamurera, cyz(U) < co. Tama 3a cBaky daMuanjy Xumeprosp-

mu MoJeupanoj Ha S u caapxkanoj y U, ckyn A € I 3a koje Bazku P(S)) # (0 je rycr.

Hoxka3. lneja je 1a HCKOPHCTUMO KOHAYHOCT Kamarurera Ha U Tako 1mro hemo Ha-

jupe npehu na okosuuy V := |J S), Koja mpema CBOjCTBY MOHOTOHOCTH TakKolje mMa
Ael
KOHAYaH KalaluTeT. 3aTUM KOHCTDYUIIeMo paanjannn Xavmuwitouujan H : V — R

ca m(H) > cyz(V). llo pedununuju cyz, Takas he umatu nepuojudny opouTy, u
NazK/bBOM KOHCTPYKIIHJOM MOXKEMO OfadpaTw Ja Ta mepuogndna opbure Oyme Ha
Sy, 3a rycto A € 1. 3a upoussosbuo masio € > 0 gedunumemo gynkmujy f: R — R

TaKBY Ja je
1) f(s)=cuz(Viw)+1,3as<—ecmns>e¢

2) f(s)=0,3a5<s<

N
N

3) f'(s) <0,3ae<s<3,3a s BeaUKO
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Y

Cmuka 7: I'padux dyukmuje f

4) f'(s) >03a 5 <s<e.

Cazna nedunnmmmvo XaMuiTonujan paaujanto (canka 8) F : V — R ca
F(z) = f()), 3ax € S).
Tanma je F € H(V,w) u m(F) > cgz(V,w) mTo 30a4n ga MOCTOjH HEKOHCTAHTHA

J\F

— - - m(F)

///: 0

N~ y

Cauka 8: Pagujasnun XaMUJITOHH]AH HA OKOJUHU O S

nepuoandHa XaMuaIToHoBa opbuta ca nepuojgom 1 < 1 na V. U3 pagujaanoctu F

3aK/bYUyjEMO JIa OHA Iega Mopa mpunagatu Hekoj Sy. lakme, saxu P(Sy) # 0.
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Jlambe, u3 cBojcTaBa (pyHKIHje f U HEKOHCTAHTHOCTH OpOHTE 3aKJ/bydyjeMO 1a MOpa

ontn § < |A| < e. Caza, u3 mpomusposbHOCTH € > 0 Moxkemo Hahm mE3 A; — 0
takas jga saxu P(Sy,) # (0. Kako y oBoj dbammmuju Monempanoj Ha S 3a cBaxy

XUIEPIOBPIT Sy MOXKeMO IIOHOBATH IPETXOAHY HpUIy, J00H]jaMO 14 je CKYII
{NeIT|P(Sy) #0}

ryct y I, mTo je m Tpebasio goKa3aTH. [ |

[locToju IeJITUMUYHO YONIITEIHE MPEeTXOAHe TeopeMe, Takohe JoKa3aHa OJ1 UCTHX

ayTopa.

Teopema 5.3. (Xodep,lennep) [pernocrasumo na je xuneprnospir S C (M, w)
I'PAHUIA KOMAKTHE CUMILIEKTUYKe MHOrocrpykocru y M. Axo Baxu c(M,w) < oo,

HUMaMO Ja BazKH

N E T P(Sy) # 0} = ull),

rie je p Jleberosa mepa.
Hoxkaz. Bugern y [33] |

[TpeTxo/Hu cTaBOBU rapaHTyjy MOCTOjarbe 3aTBOPEHE KAPAKTEPUCTHKE TPOU3BO b~
HO OJTM3Y JaT0] XUMEPHOBPIIH S, ajiu He U HA 1b0j camoj. JlogaTHo, mocToje npumepn
XHUIIEPIIOBPIIH KOJH HEMAjy 3aTBOpeHe KapakTepucTuke. MehyTum, ako mocmMarpamo
XUOeproBpinmu S KOHTAKTHOT THTA, jJedUHHCAHe y TIaBU 1, MOYKEMO TapaHTOBATH

OCTOjame 3aTBOpPeHe Kapakrepuctuke. Hanme, A. Bannmraju je moctaBno xumoresy

Xwunoreza 5.1. (BajumrajaoBa xunoresa, 1978) Heka je S C (M,w) xunep-
IIOBPII KOHTAKTHOI THIA 32 Kojy Baxku H1(S) = 0. Taja ona uma 3aTBOpeHy Kapak-

TEePUCTUKY.

OBa xumoresa je Oujia MHCIHPHCAHA pe3yaTaTUMa Ha MOJbY 3aTBOPEHHX KapaK-
TEePUCTUKA OJIHOCHO nepuognydnux opbura. Hamwme, Bajumraju je 1978. mokazao
OCTOjathe XaMUJITOHOBUX OpOuTa Ha KOHBeKCcHUM a Pabunosui 1979 na 3Be3actum
xuneprospmuMa y R?". 3pe3acTa XUIEPIOBPII je YOIIITeHhe KOHBEKCHe, a XUIep-
TOBPII KOHTAKTHOT THIIA je YOIINTeme 3Be3aacte. Hamve, axo je S € R?" 3pe3nacra
XUOEPIOBPIIT €A MCTAKHYTOM TAYKOM Yy KOOPAMHATHOM IOYETKY, BEKTOPCKO IOJHE
X(z) = 3z 3amoBomaBa Ly (wy) = wy, n Tpancsepsauno je na S (camka), Te je S

KOHTaKTHOT THUIIa, Ha OCHOBY cTaBa 1.13.
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Cnuka 9: 3Besnacrta xumeprnospir y R?”

BajumTajHoBy Xunoresy 6e3 Tomosomke npernocraske H'(S) = 0 je y R*"
nokazao Burep6o 1987. y pany [47]. Mu hemo nokasatn oBy XUIOTe3y ¥ MPOU3BOTHHOM
CUMILIEKTHYKOM aMOUjeHTy, MO/ NPETIOCTABKOM konaunocmu Xogep-Ilendeposoe
Kanayumema HeKe OKOJMHe Xunepnoppiin. OBaj yCIoOB je ayTOMAalKh HCIYHeH
y R?" jep je KamammTeT JIONTe KOHA4aH, Te AajeMo 3acebaH 10Ka3 BajHmTajnobe

xunorese y R*". TIpe Tora yBeauMo jeiaH HOBH MOjaM.

Hedbunrumnuja 5.2. KoMnakTHy XHUIEPIOBPIN HA3UBAMO CMAOUAHOM AKO TOCTOjH
napamerpu3oBana davmauja ¢ @ S X (—1,1) — U mogemoBana na S TakBa Ja

nudeomopduzam 1. : (x,0) — (x, €) urnykyje usomopduzam paciaojerma
Tﬁs — ﬁss,

3a cBako € € (—1,1).

Cras 5.8. XuneprnoBpill KOHTAKTHOI' THIIA je cTabUIHA.

Hoka3. Baxknoct ycjoBa KOHTAKTHOI Tula Ha S je Ta MITO MOCTOjU MPUPOITHA
ImapaMeTpu30BaHa (paMmIIEja MOJEIOBAHA Ha, S, KOja MOTUIE O TOKA (' BEKTOPCKOT
nosba X m3 crasa 1.13. O63upom ja Baxku Lyw = w 3aK/bydyjeMO WHTErDAIHjOM

na je (p")*w = w. Camum UM, U380 TOKA @' ayBa Lg Kao je3rpo w. [

Hanomena: O6pnyro ne Baxku. Haume mocroje npumepu cTabuJIHIX XUIIEPIOBPIITT
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KOje HHCY KOHTAKTHOT THIA U MOTy ce Bujern y [33].

JlokazKmMo cajia CIOMeHyTY BapHjaHTy BajHIITajHOBe XHIOTE3E.

Teopema 5.4. [Ipernocrasumo na je S C (M,w) xumepmnospi ca okoaurom U 3a
kojy Baxu cyz(U) < oo. Ako je ona gomarHo u crabusina, onga Baxku P(S) # (.

Crenujaano, ako je S KOHTAKTHOT THIIA, OHJA NMa 3aTBOPEHY KapPaKTEePUCTUKY .

Hoka3. Ha ocuoBy npedwunumnuje cTabWIHOCTH 3HAMO Ja IMocToju ammiuja S
XHIEepPHIOBPIIN MOJeI0OBaHa Ha S TakBa na cy paciojema Lg u Lg, m3oMmopdHa.
[Tpu Tom uzomopdusmy, ckynosn kapakrepuctuka P(S) u P(S)) cy y IpUPOIHO]
oujeknmju. C Apyre cTpaHe, Ha OCHOBY TeopeMe 5.2 3HaMO /1a mocToju Oymcka Sy 3a

kojy je P(Sy) # 0, re je onma u P(S) # 0. [

Jlakite, BUJEIN CMO J1a MOXKEMO 3aK/BYUUTH pa3He Pe3yJITare O 3aTBOPEHUM
KapaKTepUCTUKAMA Ha XHUIEPHOBPIINU & CAMUM THM ¥ TEPUOJUYHUM OpOUTaMa Ha
HOBPIIUMA €HEpruje, MoJ NPeTIOCTaBKOM O KOHAYHOCTHU Cpz. Kao mro cMo paHnuje
HaIlOMeHYJIH, OBa IIPeTHOCTaBKa je YBeK 3a/10Bo/beHa y R?™. 0631poM Jia je KoMIIaK-
THa XUIEPIOBPII OTaHWYeHA, CAMUM THM H CaJprKaHa y JIONTHU, KOja UMa KOHAYAH
kanamurer, cgz(B*(r),wy) = 7r?. Y caenehiem nornasmy hemo ce crora nogpobuuje

baBuTn KoHaunonrhy Xodep-llenneposor Kanamurera.
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5.3 Konauynoct Xodep-llenaepoBor kamaiurera

Bujiesiu cMmo y nperxojiHoj rJaBu Jia je ycjoB KoHadHoctu Xodep-llenjgepoBor ka-
HAIUTeTa Ha HEKOj MHOTOCTPYKOCTH OJ BasKHOCTH Y HOTPa3d 3a XaMUJITOHOBHM
MepHOANIHNM OopOuTaMa XaMUJITOHWjaHa Ha HOj. Takobhe, mocrTa mpuMmepa ykasyje
713 je oBaj KamaluTeT KOJ KOMIIAKTHHX MHOTOCTPYKOCTH 4ecTo KoHadaH. CeM KOM-
NAKTHUX TOJAMHOTOCTpyKocTH y R*™ mMamo u3 crasa 3.6 1a je cgz(M) Konadan 3a

cBe 3arBOpene noppiu M. HaBepumo jorn jejan npumep.

IIpumep 5.1. IlpojekTusau npocrop CP™ ca ®younu-Lryaujesom dhopmom nma
kanamurer cyz(CP™ wrg) = 7. OBaj pe3y/arar je HeTpuBHjaJaH W 00jaBIbeH y PaLy
[30] Xodepa u Burepboa. Toxkas kopuctu crpykrypy xoiomopduux chepa y CP"

u 6azupan je Ha PpeaxoaIMOBOj TEOPUJU €JTUITHIKUX CHCTEMa MPBOT pejia.

MebyTum, HEje 3a cBaKy KOMIAKTHY CHMILIEKTHYKY MHOTOCTPYKOCT cpz (M, w) <
oo. Hamme, nocroju npumep ([33], riasa 4) cummrextuake dpopme w* na topycy T*
3a Koju Baxku cyz(T w*) = +oo. Taxole, orsopenn mpobieM je ja i 3a n > 1
BazK1

CHz(TQn, OJ()) < 400,

pU YeMy je wy CUMILIeKTHYKA CTPYKTYpa uHIyKoana u3 R* a T?" = R*" /7"
Jesan o1 KpuTepujyma JoKa3uBamba KoHadHocTH Xodep-llenaepoBor Kamanurera

je HejeaHAKOCT U3 mocjeaute 4.2
CHz(U) S G(U)

uzMelhy kamamurera u eHepruje pasjiBajama, Koja je jJoKaszaHa KOpullhemeM MUHH-
MaKC MPUHIHIA U cnekmpartus unsapujarmu. by cy Hajupe nokaszanaum Xodep u
Ienuep 3a orBopene nojckynose U C R?™, a 10 janac je jl0Ka3aHa 3a BEJUKY KJIacy
CUMILIEKTHYKHX MHOTOCTPYKOCTH.

[Tparehn naejy kopunthema cnekrpasunx naBapujanti, Kej Ajpu je y [34] nokazao
koHaudHOCT Xodep-llenaepoBor Kananurera 3a JUCK-KOTaHIeHTHA pacJojema DT M
o ojgpehenuM TomosoMIKUM npernocraBkama 3a M. [ledununmmmo Hajiupe HeKo-

JIMKO TepMHHa.

Hedbunrnmnuja 5.3. Juck-xomanzenmmo paciojerve MEHOrOCTpyKocTu M je CKyI BeK-

Topa y 1" M wOopme Mame min jegHake 1.

DT*M ={(q,p) € T"M | |p| < 1}.
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Omno je nmogmuorocTpykocT o 1™ M ca rpaHuIioM, n mMa CHMILIEKTUYKY CTPYKTYPY

wyr = dA, tie je \ JImysusiosa dpopma ma T*M.
Hedbunumuja 5.4. Ca Ay, oznagaBamo XuabeproBy MHOTOCTPYKOCT CJIODOIHUX
nerseun Cobosmene kaace W2 Ay = WH2(SH M).

Heka je o € m (M) npousBospra ki1aca nerbu y M, ca A, o3nagaBamo

v={reAu | =a}
Caza MozkeM0o bOPMYJIHCATH [JIABHE Pe3y/ITaT HaBeJeHOr pasa [34].

Teopema 5.5. (K. Ajpu, 2011) Heka je M 3arBopena PumanoBa MHOTOCTPYKOCT,
M v HETPUBHjaJHA XOMOTOIICKA KJaca rer/bu Ha M. IIpernocraBumMo jia eBajyaimja

ev: A}, — M,~v — v(0) uma riatko cedeme s. Tana je cyz(DT* M, wy) < oo.

JIlupekTHa mocjeuna oBe TeopeMe je

Ilocnenuua 5.1. Heka je M 3arBopena Pumanosa muoroctpykoct. IIpernocraBumo
Ja mocToju raTko aejerso St x M — M, takso ga opbuta vy, 1 S'— Mt —t-p

Huje KouTpakTudbuana 3a ueko p € M. Tana je cyz(DT* M, wy) < oo.

Cewm crekTpaaHuX WHBapUjanTH, Ajpu je pajau J0Ka3uBamba TeopemMe 5.5 Kopuc-
10 DJIOPOBY XOMOJIOTH]Y KOTAHTEHTHHUX pacjojerba U pair-of-pants NpoU3BOJ HA
10j, K0ju je Kopuirhemem nzomopdusma Adomanmona-Illsapma m3meljy @iropose xo-
MOJIOTHj€ W XOMOJIOTH]e TPOCcTopa meT/br Ay, CBEO HA jeTHOCTABHUJU [00p MPOU3BOI

Kopucrehu Ajpujese pesyarare, V. @payendesnnep u A. IlajutHos cy y ckopujem
paiy [26] mokazaau KOHAYHOCT Crz(DT* M, wyy) 3a crenmjanny Kiaacy 3aTBOPEHHX
Muorocrpykoctu M. IlpernocraBumo 1a je M 3aTBopeHa OpHjeHTAOMIHA U TTOBE3AHA,

MHOrocTpykocT. 13 anrebapcke tonosioruje (Bugern Hip [24]) je mosHarta Teopema:

Teopema 5.6. 3a cBaku 1moBe3aHu TOMOJIOMIKY TpocTop X u rpyny G npeciuKaBambe
[X, BG] = Hom(m(X),G), [f] = o [,

npu gemy je m(BG) % G npuponnu msoMopdmsaM, je 61jeKTUBHO. [ |
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Ha ocHOBY 0Be TeopeMme, 3aKJbydyjeMO Ja HOCTOjH XOMOTOIICKH je JMHCTBEHO MPec-
JINKABAIHE

Ax : X — Bm(X)

KOje TIpH 0B0j OMjeKIHjH OroBapa uIeHTHIKOM npecaukasamwy y Hom (m (X)), m (X)).
Heka je R € {Z,Q}. Ca [M]g o3nauaBamo dyHIaMeHTATHY KJIaCy MHOTOCTPYKOCTH
y H (M, R), a ca [[M]|g exement (Ay)«[M] € H.(Bm(X), R).

Hedununuja 5.5. Muorocrpykocr M 30Bemo R-ecenyujartom kama je [[M]|r # 0.
Y cynpornom je 30Bemo R—neecenyujarnom. Cuenumjanno, 3a R = Q kopuctumo

TEPMUH PAUUOHAAHO (He)eCEHUUjarHa MHOTOCTPYKOCT.

CaJia MOKeMO HABECTH CIIOMEHYTH pe3yJitaT u3 [26] u TuMe 3aBPITHTH OBO MOIJIAB/BE.

Teopema 5.7. (V. ®payendeinnep, A. ITajuraos, 2016) IIpernocraBumo ja je
M 3arBopena, oBe3aHa, OPUJEeHTUCAHA M PALMOHAIHO HECCEeHIU]AIHA MHOTOCTPYKOCT.

Tama je Xodep-Lleniepos KanamureT BEHOT TUCK-KOTAHICHTHOT PAC/I0jeiba KOHATAH.
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