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Predgovor

Gromov	ev rad iz 1985. ([27]) predstav	a prekretnicu u oblasti matematike

koja se danas naziva simplektiqka topologija. U ovom radu Gromov je izlo�io

teoriju holomorfnih krivih prime�enu u simplektiqkom ambijentu, xto se

ispostavilo kao revolucionarna ideja. Jedna od posledica teorije izlo�ene

u ovom radu je Gromov	eva non-squeezing teorema koja ka�e da se lopta sim-

plektiqki mo�e ulo�iti u cilindar ako i samo ako je �en polupreqnik ma�i

od polupreqnika cilindra. Ovakav tip rigidnosti se prvi put pojav	uje u

simplektiqkoj geometriji koja je do tada bila vixe smatrana za fleksibilnu.

Pojam kapaciteta, mo�e se re�i, nastaje upravo ovim radom, iako su ga prvi

definisali Hofer i Ekeland u radu [21] nekoliko godina kasnije. Kapacitet

predstav	a invarijantu u simplektiqkoj geometriji koja ima ci	 da opixe

veliqinu skupa, analogno dijametru u Rimanovoj geometriji odnosno zaprem-

ini u geometriji preslikava�a koja quvaju zapreminu. U klasiqnoj mehanici,

koja je bila osnov i motivacija u stvara�u simplektiqke geometrije, odavno

je poznato da simplektiqka preslikava�a quvaju zapreminu faznog prostora

(Liuvilova teorema). Ovo nam govori da je zapremina jedna simplektiqka in-

varijanta. Sa druge strane, spomenuta Gromov	eva teorema nam sugerixe da

zapremina tela ipak nije dovo	na. To je ujedno i jedan od motiva za prouqa-

va�e simplektiqkih kapaciteta, koji predstav	aju suptilnije simplektiqke

invarijante od zapremine.

U prvoj glavi je naprav	en pregled klasiqnih definicija i tvr�e�a sim-

plektiqke topologije neophodnih za pra�e�e ostatka materijala.

U drugoj glavi se bavimo funkcionalom dejstva, centralnim objektom sim-

plektiqke topologije, koji kao i sama ova oblast, potiqe iz Hamiltonove

mehanike. U ovoj glavi dokazujemo egzistenciju Hamiltonove orbite za speci-

jalne Hamiltonijane, koja �e nam biti od suxtinske va�nosti u dokaziva�u

Hofer-Cenderovog kapaciteta.

U tre�oj glavi je izlo�ena uvodna priqa o simplektiqkim kapacitetima i

motivacija za �ihovo prouqava�e, kao i osnovna svojstva kapaciteta.

U qetvrtoj glavi je dat pregled osnovnih primera kapaciteta prona�enih

do datuma pisa�a ovog rada.
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U petoj glavi se bavimo deta	nije Hofer-Cenderovim kapacitetom, koji se

danas qesto smatra sinonimom za simplektiqki kapacitet. �egova defini-

cija koristi Hamiltonovu dinamiku, koja je prisutna na svakoj simplektiqkoj

mnogostrukosti, shodno tome veoma je intuitivna i zato se ovaj kapacitet

najqex�e koristi. U ovoj glavi, koriste�i teoriju razvijenu u drugoj glavi,

najpre dokazujemo da je ova veliqina zaista kapacitet, xto se ispostav	a kao

zaseban dokaz pomenute non-squeezing teoreme, a potom navodimo primene ovog

kapaciteta na egistencije periodiqnih Hamiltonovih orbita, kao i nove rezul-

tate vezane za �egovu konaqnost u kotangentnim rasloje�ima.

�elim da se zahvalim svom mentoru, profesoru Darku Milinkovi�u, na-

jpre na predlogu teze, te na posve�enom vremenu, sarad�i i sugestijama koje mi

je davao tokom izrade ovog rada. Pored toga, on me je svojim zna�em, iskustvom

i entuzijazmom umnogome zainteresovao za oblast simplektiqke topologije.

Tako�e se zahva	ujem i qlanovima komisije, dr Jeleni Kati� i akademiku pro-

fesoru Miodragu Mate	evi�u, na korisnim sugestijama prilikom qita�a ovog

rada.

Na kraju, najve�u zahvalnost dugujem svojim rodite	ima kako na podrxci

u odabiru profesije tako i na svemu ostalom xto su mi pru�ili u �ivotu.
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1 Uvod u simplektiqku topologiju

Simplektiqka geometrija se bavi glatkim mnogostrukostima sa dodatnom, sim-

plektiqkom strukturom koja je zadata antisimetriqnom nedegenerisanom 2-

formom. Kao takva ona je pandan Rimanovoj geometriji, u kojoj je dodatna

struktura data simetriqnom (pozitivno definitnom) formom. Me�utim, ove

dve geometrije se drastiqno razlikuju, dok je Rimanova puna lokalnih invar-

ijanti, simplektiqka geometrija se odlikuje globalnim invarijantama, dok

lokalnih nema, i zato je sve qex�e u upotrebi termin simplektiqka topologija

za ovu oblast. U ovom poglav	u navodimo osnovna tvr�e�a i definicije sim-

plektiqke topologije.

1.1 Simplektiqke mnogostrukosti. Skoro kompleksne

strukture

Definicija 1.1. Simplektiqki vektorski prostor (V, ω) je konaqno dimen-

zionalni realni vektorski prostor V snabdeven bilinearnom formom ω koja

je antisimetriqna i nedegerisana, tj. va�i

ω(u, v) = −ω(v, u), u, v ∈ V

i za svako u iz V postoji v tako da je ω(u, v) 6= 0.

Neka je sada M glatka mnogostrukost (U da	em tekstu, ako se ne naglasi

drugaqije smatramo da su sve mnogostrukosti i objekti na �ima glatki). Sim-

plektiqka forma na �oj je uopxte�e prethodne definicije.

Definicija 1.2. Nedegenerisana, zatvorena, diferencijalna 2-forma ω na

M se naziva simplektiqkom formom na M. Mnogostrukost M sa simplek-

tiqkom formom ω se naziva simplektiqkom mnogostrukox�u (M,ω).

Primetimo da je tangentni prostor na ovakvoj mnogostrukosti simplek-

tiqki. Postoja�e antisimetriqne nedegenerisane 2-forme na vektorskom pros-

toru je mogu�e samo ako je taj prostor parne dimenzije (ovo je stvar linearne

algebre i lako se dokazuje), te samim tim va�i

Stav 1.1. Svaki simplektiqki vektorski prostor, a samim tim i svaka sim-

plektiqka mnogostrukost je parne dimenzije. �
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Primer 1.1. Standardni primer simplektiqke mnogostrukosti je vektorski

prostor R2n zajedno sa formom ω0 zadatom sa

ω0(u, v) = 〈Ju, v〉, u, v ∈ R2n

gde je 〈·, ·〉 standardni skalarni proizvod u R2n, a 2n×2n matrica J definisana

sa

J =

[
0 En

−En 0

]
,

pri qemu je En jediniqna matrica dimenzije n× n. Kako je det 6= 0 i JT = −J
forma ω0 je nedegenerisana i antisimetriqna, dakle simplektiqka.

U ovom primeru tako�e zak	uqujemo da va�i J2 = −E, kao i ω0(u, Jv) =

〈u, v〉. Imaju�i ovo u vidu navedimo jox jednu definiciju:

Definicija 1.3. Kompleksna struktura na vektorskom prostoru V je lin-

earni automorfizam J na �emu takav da va�i J2 = −E.

Vidimo da i kompleksna struktura zahteva parnu dimenziju vektorskog

prostora na kome je zadata. Xtavixe, ona ga qini kompleksnim vektorskim

prostorom, definixu�i mno�e�e skalarom sa

(α + iβ)v = αv + βJv, α, β ∈ R, v ∈ V

.

U primeru gore, kompleksna struktura J na R2n daje upravo mno�e�e sa

i koje postoji u R2n ∼= Cn. Ova definicija se prirodno uopxtava na mno-

gostrukosti:

Definicija 1.4. Skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti je glatka

familija kompleksnih stuktura na �enim tangentnim prostorima. Ovakva

mnogostrukost se naziva skoro kompleksnom.

Definicija 1.5. Ka�emo da je skoro kompleksna struktura J na simplek-

tiqkoj mnogostrukosti (M,ω) saglasna sa simplektiqkom formom ω ako je

ω(·, J ·) Rimanova metrika na M .

Iz prethodnog zak	uqujemo da su ω0 i J saglasne na R2n. Ovo je samo jedan

primer opxtije teoreme:
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Teorema 1.1. Svaka simplektiqka mnogostrukost (M,ω) poseduje skoro kom-

pleksnu strukturu J koja je saglasna sa �enom formom. Xtavixe, skup takvih

skoro kompleksnih struktura je kontraktibilna beskonaqnodimenziona mno-

gostrukost.

Dokaz. Pogledati [37] �

Kao xto smo pre napomenuli, simplektiqka topologija nema lokalne invar-

ijante. Drugim reqima, svake dve simplektiqke mnogostrukosti iste dimenz-

ije su lokalno izomorfne, pa samim tim izomorfne otvorenom podskupu stan-

dardne simplektiqke mnogostrukosti (R2n, ω0). Definiximo najpre izomor-

fizam u ovoj kategoriji.

Definicija 1.6. Neka su (M,ω) i (N,Ω) simplektiqke mnogostrukosti. Difeo-

morfizam φ : M→N se naziva simplektomorfizmom ako quva simplektiqku

formu, tj. φ∗Ω = ω. Ako je φ ulaga�e, onda se ono naziva simplektiqkim

ulaga�em ako quva simplektiqku formu.

Formuliximo sada teoremu koja opravdava prethodno napisano:

Teorema 1.2. (Darbu) Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost dimenzije

2n. Tada oko proizvo	ne taqke p ∈ M postoji okolina U i karta φ : (U, ω)→
(R2n, ω0) koja je simplektomorfizam na sliku.

Dokaz. Pogledati [3],[33]. �

Lokalne koordinate koje dobijamo iz prethodne teoreme se nazivaju Dar-

buovim koordinatama. U ovim koordinatama simplektiqka forma ω se za-

pisuje sa ω = dx1 ∧ dy1 + · · · + dxn ∧ dyn, jer je to zapis forme ω0, kada su

(x1, ..., xn, y1, ..., yn) koordinate na R2n.

Doka�imo sada specijalan sluqaj prethodne teoreme koja je simplektiqki

analogon Gram-Xmitovog postupka:

Definicija 1.7. Neka je V simplektiqki vektorski prostor, i W �egov

potprostor. Simplektiqki ortogonal od W je potprostor

W⊥ω = {v ∈ V | ω(v, u) = 0, za sve u ∈ W}.
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Lema 1.1. (Darbuova baza) Neka je V simplektiqki vektorski prostor, di-

menzije 2n, sa formom ω. Tada postoji baza (x1, x2, .., xn, y1, y2, ..., yn) takva da

je ω definisana sa:

ω(xi, yj) = −ω(yj, xi) = δij

ω(xi, xj) = ω(yi, yj) = 0,

gde je δij Kronekerov simbol.

Dokaz. Tvr�e�e se dokazuje indukcijom. Neka je v proizvo	an ne-nula vektor

iz V . Tada postoji vektor u takav da je ω(v, u) 6= 0 jer je forma ω nedegener-

isana. Skalira�em vektora u mo�e se posti�i da je ω(v, u) = 1. Tada je prostor

W = 〈v, u〉

simplektiqki potprostor, i va�i V = W ⊕ W⊥ω . Zaista, ako bi postojao

vektor z ∈ W ∩W⊥ω , tada bi postojali α i β takvi da je z = αv+βu, i pritom

bi va�ilo

ω(z, v) = ω(z, u) = 0,

xto uz antisimetriqnost forme ω i uslov ω(v, u) 6= 0 daje α = β = 0. Dakle

suma W +W⊥ je direktna. Sa druge strane, va�i (i nije texko dokazati) kao

u sluqaju skalarnog proizvoda, da je

dimW + dimW⊥ω = 2n, (1.1)

za svaki potprostor W. Samim tim prethodna direktna suma razapi�e ceo

prostor. Time imamo da je i W⊥ simplektiqki vektorski prostor, sa re-

strikcijom ω na �emu, i mo�emo primeniti induktivni korak na �ega. Time

dobijamo bazu (x1, x2, .., xn−1, y1, y2, ..., yn−1) za koju va�i uslov tvr�e�a, kojoj

dodamo vektore xn = v i yn = u, i time dobijamo tra�enu bazu. �

Bazu simplektiqkog vektorskog prostora konstruisanu u prethodnoj lemi,

analogno koordinatama iz teoreme 1.2, zovemo Darbuovom bazom.

Stav 1.2. Neka je M mnogostrukost. Tada ja 2-forma ω na M nedegenerisana

akko je ω∧n 6= 0.

Dokaz. Kako su oba svojstva iz tvr�e�a definisana na tangentnom pros-

toru u taqki, svodimo tvr�e�e na vektorski prostor sa 2-formom (V, ω). Neka
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je ω nedegenerisana. Tada je ona simplektiqka, pa postoji Darbuova baza,

u kojoj se forma ω zapisuje sa ω = dx1 ∧ dyi + · · · + dxn ∧ dyn, xto daje

ω∧n = n!(dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn) 6= 0. Suprotno, ako je forma ω degener-

isana, onda postoji vektor X takav da je ω(X, ·) = 0. Dopunimo ovaj vektor

proizvo	no do baze (X, Y1, . . . , Y2n−1). Va�i ω∧n(X, Y1, . . . , Y2n−1) = 0, jer se pri

raquna�u ω∧n svuda pojav	uju sabirci sa qiniocima ω(X, Yi) koji su jednaki

nuli. Pritom, ako je forma dimenzije prostora na kome je definisana jednaka

nuli na nekoj bazi, onda je ona nula-forma, tj. ω∧n = 0. �

Dakle, prema posled�em stavu, na svakoj simplektiqkoj mnogostrukosti

imamo kanonski zadatu formu orijentacije Ω = ωn/n!

Kao jox jednu razliku Rimanove i simplektiqke geometrije navedimo i to

da Rimanova struktura postoji na svakoj mnogostrukosti, dok je simplektiqka

izrazito selektivna - ve� smo videli da je prva opstrukcija dimenzija mno-

gostrukosti koja mora da bude parna. Jox jedna opstrukcija za postoja�e sim-

plektiqke strukture na zatvorenoj mnogostrukostiM dimenzije 2n je trivijal-

nost neke od parnih De-Ramovih kohomologija, H2i
dR(M) = 0, za neko 0 ≤ i ≤ n

(pogledati [3]).

Primer 1.2. (Simplektiqke sfere) Prema prethodnom, jedina sfera Sn,
koja eventualno dopuxa simplektiqku strukturu je S2, jer takva mora biti

parnodimenziona i da va�i H2
dR(M) 6= 0, te je to jedino mogu�e za n = 2.

Sa druge strane, sfera S2, ima formu orijentacije ω koja je nasle�ena iz R3

kao ω = in(dx ∧ dy ∧ dz), gde je n vektorsko po	e normala na sferi. Forma

orijentacije za dvodimenzione mnogostrukosti je simplektiqka forma, jer je

zatvorena zbog dimenzije, a nedegenerisana iz stava 1.2. Iz istog razloga su

sve orijentisane povrxi simplektiqke.

Primer 1.3. (Kotangentno rasloje�e) Ranije smo naglasili da, za razliku

od Rimanove, ne dopuxta svaka mnogostrukost simplektiqku strukturu. Me�u-

tim, nad svakom mnogostrukox�uM se nalazi prirodni simplektiqki objekat.

Naime, kotangentno rasloje�e

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM
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koje je prirodno rasloje�e nad M je simplektiqka mnogostrukost. Neka je

π : T ∗M →M projekcija kontangentnog rasloje�a. Tada je sa

λ(p) = π∗π(p)(p)

definisana Liuvilova forma λ ∈ Ω1(T ∗M). Uoqimo kartu U na M, lokalne

koordinate (q1, ..., qn) u toj karti, i kovektore (p1, ..., pn) koji su dualni ovim

koordinatama u smislu pi(
∂
∂qj

) = δij. Tada se iz definicije Liuvilove forme

mo�e pokazati da je �en zapis na U u ovim koordinatama

λ = p1dq1 + ...+ pndqn.

Tada forma ω = −dλ u istim koordinatama ima zapis

ω = dq1 ∧ dp1 + ...+ dqn ∧ dpn,

xto je zapis standardne simplektiqke forme ω0 na R2n, pa je prema tome forma

ω simplektiqka. Zapravo, vidimo da su ovo Darbuove koordinate okoline U

na T ∗M. Odavde sledi da je ω kanonski zadata simplektiqka forma, a T ∗M

simplektiqka mnogostrukost. Neka je 0M : M → T ∗M nulto seqe�e rasloje�a

π. Tada va�i slede�i stav.

Stav 1.3. Forma ω na T ∗M se anulira na 0M(M).

Dokaz. Sledi trivijalno iz koordinatnog zapisa ω. Naime, na 0M(M) su koor-

dinate pi sve odreda jednake nuli, te je i λ = 0 na 0M(M), pa samim tim i ω. �

Poxto je 0M(M) difeomorfna slika M qesto ga i obele�avamo sa M. Naved-

imo za kraj ove sekcije jox jedan va�an primer simplektiqke mnogostrukosti.

Primer 1.4. (Fubini-Xtudijeva forma) Kompleksni projektivni pros-

tor, CP n = (Cn+1 \ 0)/C∗ ima homogene koordinate [z0 : · · · : zn], nasle�ene iz

Cn+1, koje ga qine glatkom mnogostrukox�u. Fubini-Xtudijeva forma se u

ovim koordinatama definixe kao

ωFS :=
i

2π
∂∂ log |z|2.
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Kada se prethodni izraz izraquna dobija se

ωFS =
i

2π

(∑n
j=0 dzj ∧ dzj
|z|2

−
∑n

j=0 zjdzj ∧ zkdzk
|z|4

)
.

Ispostav	a se da je ovo dobro definisana nedegenerisana i zatvorena forma

na CP n, kao i da je simplektiqka povrxina CP 1 ⊂ CP n

∫
CP 1

ωFS = π.

Znaju�i da je H2(CP n,Z) = Z, i da je generisana fundamentalnom klasom CP 1

dobijamo da su vrednosti Fubini-Xtudijeve forme celobrojni umnoxci π na

celobrojnoj homologiji, iliti va�i da je 1
π
ωFS ∈ H2(CP n,Z). Ovo je va�no svo-

jstvo Fubini-Xtudijeve forme koje �emo koristiti u nastavku teksta. Naved-

imo jox jedno va�nu osobinu ove simplektiqke strukture na CP n. Za dokaz

videti [36].

Stav 1.4. Lopta (B2n, ω0) se simplektomorfno ula�e u CPn tako da joj je slika
Cn ⊂ CP n. �
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1.2 Hamiltonova dinamika

Koreni simplektiqke geometrije se�u u radove V. I. Arno	da koji se bavio

klasiqnom mehanikom i Hamiltonovom dinamikom. Simplektiqka geometrija

se pokazala kao prirodni jezik za opisiva�e zakona iz ovih oblasti fizike,

nezavisno od koordinata. Samim tim, pojmovi Hamiltonijana, Hamiltonovog

vektorskog po	a i �egovog toka su centralni u izuqava�u simplektiqke struk-

ture na mnogostrukosti. Uvedimo zato nekoliko definicija.

Definicija 1.8. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, i H : M → R
glatka funkcija na �oj. Zbog nedegenerisanosti forme ω dobro je definisano

vektorsko po	e XH formulom

ω(·, XH) = dH(·). (1.2)

FunkcijuH nazivamoHamiltonijanom, a vektorsko po	eXH Hamiltonovim

vektorskim po	em na mnogostukosti (M,ω).

Primetimo da je ova definicija analogon gradijentu na Rimanovoj mno-

gostrukosti. Zato se po	eXH qesto naziva simplektiqkim gradijentom Hamil-

tonijana H. Analogno gradijentnom toku, tok ovog vektorskog po	a se naziva

Hamiltonovim tokom ili Hamiltonovim kreta�em. Rexe�e diferenci-

jalne jednaqine

ẋ = XH(x) (1.3)

se zove Hamiltonova orbita, i specijalno, ako za neko T > 0 va�i x(T ) =

x(0) ovo rexe�e zovemo periodiqnim rexe�em Hamiltonovog sistema ili pe-

riodiqnom Hamiltonovom orbitom. Postoja�e ovakvih orbita su od velikog

znaqaja u simplektiqkoj topologiji, obzirom da je cela oblast u poqecima

motivisana nebeskim kreta�ima i �ihovom mehanikom, gde je periodiqnost

kreta�a nekog sistema qesto pita�e. Navedimo jox jedan termin koji se qesto

koristi u Hamiltonovoj dinamici.

Definicija 1.9. Oscilacijom Hamiltonijana H zovemo razliku izme�u

maksimalne i minimalne vrednosti,

Osc(H) = sup(H)− inf(H).

Vratimo se na jednaqinu (1.2), kojom definixemo Hamiltonovo vektorsko

po	e. Kada je napixemo u Darbuovim koordinatama (x1, x2, .., xn, y1, y2, ..., yn),
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u kojima se forma ω zapisuje sa ω = dx1 ∧ dyi + · · · + dxn ∧ dyn, dobijamo ko-
ordinate simplektiqkog gradijenta (radi kra�eg zapisa uvedimo oznake ∂H

∂x
=

( ∂H
∂x1
, ..., ∂H

∂xn
) i ∂H

∂y
= ( ∂H

∂y1
, ..., ∂H

∂yn
))

XH =

(
−∂H
∂y

,
∂H

∂x

)
,

a samim tim i jednaqine �emu pridru�enog Hamiltonovog toka

dx

dt
= −∂H

∂y
dy

dt
=
∂H

∂x
.

(1.4)

Ove jednaqine se zovu Hamiltonove jednaqine i naxiroko su poznate u teori-

jskoj mehanici.

Primetimo da su koordinate simplektiqkog gradijenta sliqne koordinatama

obiqnog gradijenta u Euklidskim koordinatama ∇H = (∂H
∂x
, ∂H
∂y

). Preciznije,

va�i slede�i stav:

Stav 1.5. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost sa kompleksnom struk-

turom J koja je saglasna sa ω, tj. va�i da je g = ω(·, J ·) Rimanova metrika na
M. Tada za proizvo	an Hamiltonijan H va�i

XH = J∇H, (1.5)

pri qemu je gradijent∇H definisan preko g. Specijalno, ovo va�i u simplek-

tiqkom vektorskom prostoru R2n, sa standardnom kompleksnom strukturom J

i Euklidskom metrikom.

Dokaz. Ide direktno preko definicije (simplektiqkog) gradijenta i uslova

saglasnosti. �

Navedene Hamiltonijane u simplektiqkoj geometriji nazivamo autonom-

nim Hamiltonijanima. Osim takvih, od suxtinskog znaqaja su i tzv ne-

autonomni Hamiltonijani, tj. funkcije H : M × I → R, gde I = [0, 1]

predstav	a vreme. Tada je za restrikciju Hamiltonijana Ht u vremenskom

trenutku t dobro definisano vektorsko po	e XHt , koje zavisi od vremena. Da

bi ovo po	e imalo dobro definisan tok, prema teoriji obiqnih diferenci-

jalnih jednaqina, dovo	no je uzeti da Hamiltonijan H ima kompaktan nosaq,
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pa �emo to pretpostav	ati u narednom tekstu, sem ako se naglasi drugaqije.

Navedimo prva va�na svojstva Hamiltonovog toka:

Stav 1.6. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostukost sa Hamiltonijanom H :

M×I → R, i odgovaraju�im Hamiltonovim vektorskim po	emXHt . Tada va�i:

1) �egov tok φtH quva simplektiqku formu. Drugim reqima, za svako t, φHt

je simplektomorfizam.

2) (Zakon odr�a�a energije) Tok quva Hamiltonijan H.

Dokaz. I 1) i 2) se dokazuje Kartanovom formulom, uz qi�enicu da je ω

zatvorena (za 1)) i antisimetriqna (za 2)). �

Tvr�e�e 2) se zove zakon odr�a�a energije jer se u Hamiltonovoj mehanici

(kao oblasti teorijske fizike) za Hamiltonijan uzima ukupna energija sis-

tema, a Hamiltonovo kreta�e upravo predstav	a tok fiziqkog sistema kroz

vreme, imamo da se ovim kreta�em oquvava energija, zakon koji je poznat u

teorijskoj fizici. Navedimo jox jedan qesto korix�en termin u Hamiltonovoj

dinamici:

Definicija 1.10. Pod integralom Hamiltonovog sistema (1.3) sa Hamil-

tonijanom H podrazumevamo svaku funkciju F koja se oquvava tokom tog sis-

tema, tj. za koju va�i dF (XH) = LXF = 0.

Dakle, prethodni stav pod 2) govori da je jedan od integrala Hamilotonovog

kreta�a sam Hamiltonijan.

Definicija 1.11. Sa Symp(M) oznaqavamo grupu simplektomorfizama sim-

plektiqke mnogostrukosti M , a sa

Ham(M) = {φ1
H | H : M × I → R, H ∈ Cc(M × I)}

grupu Hamiltonovih difeomorfizama.

Prema tome, ovime dobijamo da grupa simplektomorfizama Symp(M) sim-

plektiqke mnogostrukosti sadr�i grupu Ham(M) Hamiltonovih difeomor-

fizama (qi�enica da je Ham(M) grupa je netrivijalna i dokazana je u [41]), pa

je prema tome ona beskonaqnodimenziona Lijeva grupa, nasuprot grupi izometrija

u Rimanovoj geometriji koja je generiqki trivijalna, a uvek konaqne dimenzije
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(videti [38]). Dakle, simplektiqka geometrija daje daleko bogatiju strukturu

transformacija.

Navedimo jox jedno poznato tvr�e�e iz klasiqne mehanike, koje je triv-

ijalna posledica svega navedenog. Na prostoru R2n sa V ol oznaqavamo stan-

dardnu formu zapremine, tj. V ol = dx1 ∧ dy1 ∧ . . . dxn ∧ dyn

Teorema 1.3. (Liuvilova teorema) Simplektiqka preslikava�a quvaju za-

preminu faznog prostora. Drugim reqima, ako je φ simplektomorfizam (R2n, ω0),

onda va�i φ∗V ol = V ol.

Dokaz. Primetimo da je ω∧n0 = n!V ol (prostim raqunom), te ako va�i φ∗ω = ω,

onda va�i i φ∗V ol = V ol, jer pulbek prolazi kroz klinasti proizvod. �

Bitno svojstvo simplektiqkih preslikava�a je to da ona quvaju Hamiltonovo

vektorsko po	e, odnosno ovi Hamiltonovi tokovi su konjugovani. Naime, va�i

slede�i stav:

Stav 1.7. Ako je ϕ : (M,ω)→ (N,Ω) simplektomorfizam, onda za proizvo	ni

Hamiltonijan H : N → R va�i ϕ∗(XH) = XH◦ϕ.

Dokaz. Ide direktno iz definicije Hamiltonovog vektorskog po	a i qi�enice

da je ϕ simplektomorfizam. �

Navedimo jox jednu lemu vezanu za (Hamiltonove) simplektomorfizme u

R2n koja �e nam biti od vixestruke koristi u kasnijem tekstu.

Definicija 1.12. Zvezdasti skup u Rn je skup U ⊂ Rn u kome postoji taqka

x0 takva da za svaku drugu taqku x ∈ U du� [x0, x] pripada U. Zvezdasti domen

je otvoren zvezdasti skup. Zvezdasti skupovi su uopxte�a konveksnih.

Lema 1.2. (Princip proxire�a nakon restrikcije) Pretpostavimo da

je φ : U ↪→ R2n simplektiqko ulaga�e ograniqenog zvezdastog domena U ⊂ R2n.

Tada za svaki podskup A ⊂ A ⊂ U postoji Hamiltonov difeomorfizam ΦA od

R2n sa kompaktnim nosaqem takav da je ΦA|A = φ|A.

Dokaz. Videti [46]. �
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1.3 Lagran�eve podmnogostrukosti

Videli smo u stavu 1.3 da se simplektiqka forma na T ∗M anulira na podmno-

gostrukosti M. Ovo je specijalan sluqaj va�nog primera podmnogostrukosti u

simplektiqkoj geometriji, te definixemo:

Definicija 1.13. Podmnogostrukost L simplektiqke mnogostrukosti (M,ω),

pri qemu je dimM = 2n, se naziva Lagran�evom ako va�i dimL = n i ω|L = 0,

pri qemu se misli na restrikciju forme na tangentnom rasloje�u od L.

Opxtije, imerziju

j : L→M

nazivamo Lagran�evom imerzijom ako je j∗ω = 0.

Odmah iz definicije imamo slede�i stav:

Stav 1.8. Podmnogostrukost L simplektiqke mnogostrukosti (M,ω) je La-

gran�eva akko va�i TL = TL⊥ω . �

Imaju�i ovo u vidu navedimo opxtiju definiciju.

Definicija 1.14. Podmnogostrukost L ⊂ (M,ω) zovemo izotropnom odnosno

koizotropnom ako va�i TL ⊂ TL⊥ω , odnosno TL⊥ω ⊂ TL.

U simplektiqkoj topologiji va�i folklor ,,sve je Lagran�eva mnogostrukost"

koji je opravdan qi�enicom da je M Lagran�eva podmnogostrukost od T ∗M.

Ove podmnogostrukosti su va�ne i zbog toga xto klasifikuju simplektomor-

fizme, o qemu svedoqi slede�i stav.

Stav 1.9. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Tada je M ×M sim-

plektiqka mnogostrukost sa formom Ω = π∗1ω−π∗2ω, gde su π1 i π2 projekcije na

prvu i drugu koordinatu. Difeomorfizam φ : M →M je simplektomorfizam

akko je �egov grafik Lagran�eva podmnogostrukost u (M ×M,Ω). �

Navedimo za kraj svojstvo proizvoda Lagran�evih mnogostrukosti, koje se

dokazuje direktno iz definicije.

Lema 1.3. Ako su L1 ⊂ (M1, ω1) i L2 ⊂ (M2, ω2) Lagran�eve, onda je takva i

L1 × L2 ⊂ (M1 ×M2, ω1 ⊕ ω2) �
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1.4 Kontaktne mnogostrukosti

Simplektiqka topologija, kao xto smo na vixe mesta istakli, ima domet samo

u parnim dimenzijama. Me�utim, �en par�ak u neparnim dimenzijama je kon-

taktna topologija. Definiximo najpre kontaktnu strukturu:

Definicija 1.15. Kontaktna struktura na mnogostrukosti P dimenzije

2n+1 je glatka familija ξ ⊂ TP tangentnih hiperprostora (glatka 2n−distrib-
ucija) koja je maksimalno neintegrabilna, odnosno lokalno zadata 1-formom

α; ξ = ker(α) za koju va�i

α ∧ (dα)∧n 6= 0.

Mnogostrukost P zajedno sa kontaktnom strukturom ξ se naziva kontaktnom

mnogostrukox�u.

Uslov maksimalne neintegrabilnosti dolazi iz Frobenijusove teoreme (v.

npr. [35]):

Teorema 1.4. (Frobenijus) Distribucija ξ kodimenzije 1 lokalno zadata 1-

formom α je integrabilna akko je α ∧ dα = 0. �

Forma α iz prethodne definicije se zove kontaktna forma. Ona nije

jedinstveno odre�ena. Zaista, za svaku funkciju f > 0 forma β = fα tako�e

odgovara distribuciji ξ. Tako�e, ona je zadata samo lokalno, kontaktna struk-

tura koja ima globalnu 1-formu α takvu da je ξ = ker(α) zove se koorijentabil-

nom. Ve�ina poznatih kontaktnih struktura su ovakve pa �emo uslov koori-

jentabilnosti podrazumevati u narednom tekstu.

Primer 1.5. Osnovni primer kontaktne mnogostrukosti, analogan (R2n, ω0)

u simplektiqkoj topologiji, je R2n+1 sa koordinatama (x1, ..., xn, y1, ..., yn, z) i

kontaktnom formom α0 = dz +
∑n

k=1 ykdxk.

Za svaku kontaktnu formu α postoji jedinstveno vektorsko po	e R koje

zadovo	ava

i(R)dα = 0, α(R) = 1.

Takvo po	e se naziva Rebovim vektorskim po	em. Ono zavisi od kontaktne

forme α a ne samo od kontaktne strukture ξ. Iz Kartanove formule zak	uqu-

jemo da LRα = 0, tj. da tok Rebovog po	a quva kontaktnu formu α a time i
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kontaktnu strukturu ξ.

Svakoj kontaktnoj mnogostrukosti mo�emo pridu�iti simplektiqku. Naime:

Definicija 1.16. Simplektizacija kontaktne mnogostrukosti (P, α) je sim-

plektiqka mnogostrukost P × R sa simplektiqkom formom ω = d(etα).

Postoji i donekle obrnut proces. Naime, simplektiqka mnogostrukost T ∗M

se mo�e projektizovati po fibrama, P (T ∗M) = (T ∗M − 0M)/ ∼ . Tada je

(P (T ∗M), λ) kontaktna mnogostrukost, gde je λ Liuvilova forma.

Na kraju ove sekcije dodajmo i to da postoji analogon Darbuovoj teoremi

1.2 u kontaktnoj topologiji.

Teorema 1.5. (Darbuova teorema) Svaka kontaktna mnogostrukost je lokalno

izomorfna standardnoj kontaktnoj mnogostrukosti (R2n+1, α0).
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1.5 Hiperpovrxi u simplektiqkom ambijentu

Ovde �emo definisati neke specijalne klase hiperpovrxi u simplektiqkom

ambijentu koje �e nam biti korisne. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost,

i S ⊂ M hiperpovrx, odnosno podmnogostrukost dimenzije dim(M) − 1. Re-

strikcija simplektiqke forme na TS je degenerisana, budu�i da je S neparne

dimenzije. �eno jezgro je stoga netrivijalno. Preciznije, va�i:

Stav 1.10. ker(ω|TS) = {(x, ξ) ∈ TxS | ωx(ξ, ·) = 0} je jednodimenziono raslo-
je�e nad S.

Dokaz. Pre svega, ovo rasloje�e je netrivijalno, dakle dimenzije bar 1. Pret-

postavimo suprotno, tj. da postoje dva linearno nezavisna vektora ux i vx koji

su simplektiqki ortogonalni na ceo TxS. To znaqi da je TxS ⊂ 〈ux, vx〉⊥ω . Me�u-

tim, dimenzija 〈ux, vx〉⊥ω je dim(M)−2, iz svojstva (1.1), pa je ovo nemogu�e. �

Prethodni stav opravdava slede�u definiciju.

Definicija 1.17. Karakteristiqno linijsko rasloje�e hiperpovrxi S je

LS = ker(ω|TS). Zatvorena karakteristika na S je svaka zatvorena kriva na

S (tj. P = j(S1), gde je j : S1 → ulaga�e) takva da je

TP = LS |P .

Skup svih zatvorenih karakteristika hiperpovrxi S obele�avamo sa P(S).

Osnovno i jox uvek otvoreno pita�e koje se ovde postav	a je da li je P(S)

uopxte neprazan za proizvo	nu hiperpovrx, tj. da li proizvo	na hiperpovrx

uopxte ima zatvorenu karakteristiku. Odgovor se mo�e na�i u vidu postoja�a

periodiqnih orbita Hamiltonovog sistema na M. Naime, ako je S zadata kao

povrx energije Hamiltonijana H : M → R, odnosno S = H−1(c) za neko c ∈ R,
koje je regularna vrednost, va�i da je

Stav 1.11. Skup periodiqnih Hamiltonovih orbita na S = H−1(c) se poklapa

sa P(S).

Dokaz. Najpre primetimo da Hamiltonov sistem Hamiltonijana H restriko-

van na S ostaje na �oj. Ovo va�i jer je vektorsko po	e XH |S na TS. Ovo va�i

jer je TS = ker(dH), a dH(XH) = ω(XH , XH) = 0. Da	e, va�i da je XH 6= 0 na
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S. Zaista, iz definicije XH sledi da bi u suprotnom bilo dH(x) = 0 u nekoj

taqki x ∈ S a to je nemogu�e zbog regularnosti c. Slede�e primetimo da je XH

ne-nula seqe�e rasloje�a LS, jer je za proizvo	nu taqku x ∈ S

ωx(ξ,XH) = dH(ξ) = 0,

za svako ξ ∈ TS = ker(dH). Neka je P proizvo	na periodiqna Hamiltonova

orbita na S. Tada je �eno tangentno rasloje�e odre�eno Hamiltonovim vek-

torskim po	em koje seqe karakteristiqno rasloje�e, te je onda P ∈ P(S).

Sa druge strane, neka je P zatvorena karakteristika. Tada postoji �ena

parametrizacija γ : I → P , i va�i da je XH(γ(t)) = f(t)γ′(t), za neku funkciju

f 6= 0. Me�a�em orijentacije γ mo�emo posti�i da je f > 0. Tada pogodnom

reparametrizacijom Ψ mo�emo posti�i da je γ◦Ψ bax Hamiltonova orbita. �

Definiximo sada va�an primer hiperpovrxi u simplektiqkom ambijentu

koji uopxtava granice zvezdastih a samim tim i konveksnih domena.

Definicija 1.18. Kompaktna hiperpovrx S u (M,ω) je kontaktnog tipa

ako postoji 1-forma α na S takva da va�i

1) dα = j∗ω

2) α(ξ) 6= 0, za 0 6= ξ ∈ LS

gde je j : S →M inkluzija.

Va�i slede�i stav koji opravdava ovaj naziv.

Stav 1.12. Hiperpovrx S kontaktnog tipa je kontaktna mnogostrukost sa kon-

taktnom formom α.

Dokaz. Obzirom da je ξ ∈ LS generator jezgra ω|S i α(ξ) 6= 0, jezgro α je

(2n− 2)−dimenzioni potprostor od TxS na kome je forma ω pa time i dα nede-

generisana. Prema stavu 1.2 zak	uqujemo da je (dα)n−1 6= 0 na kerα, xto nam

daje α ∧ (dα)∧(n−1) 6= 0 �

Napomena: Kako smo zak	uqili da hiperpovrx kontaktnog tipa S ima formu

zapremine α ∧ (dα)∧(n−1) ona je i orijentabilna mnogostrukost.

Formu α na S mo�emo proxiriti na okolini S. Preciznije, va�i slede�a

lema (za dokaz pogledati [33], glava 4):
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Lema 1.4. Ako je S ∈ (M,ω) kontaktnog tipa, tada postoji 1-forma τ na

okolini U od S tako da va�i

1) dτ = ω na U

1) j∗τ = α na S.

Va�i i alternativna definicija hiperpovrxi kontaktnog tipa na jeziku

vektorskih po	a, po A. Vajnxtajnu ([48]).

Stav 1.13. Kompaktna hiperpovrx S ⊂ M je kontakntog tipa akko postoji

vektorsko po	e X na okolini U od S koje zadovo	ava

1) LXω = ω na U.

2) X(x) /∈ TxS za x ∈ S. Drugim reqima X je transverzalno na S.

Dokaz. Najpre iz prethodne leme znamo da forma α mo�e da se proxiri na

okolinu U ⊃ S, dobivxi formu τ. Da	e, dokaz u oba smera ide direktno,

korespodencijom

iXω = τ na U.

�

Imaju�i u vidu lemu 1.4, mo�emo zahtevati jaqi uslov da je 1-forma τ

definisna na celoj mnogostrukosti (M,ω). Me�utim, onda definicija postaje

restriktivnija, te otud i naziv.

Definicija 1.19. Kompaktna hiperpovrx S u (M,ω) je restrikovanog kon-

taktnog tipa ako postoji 1-forma α na M takva da va�i

1) dα = ω

2) α(ξ) 6= 0, za 0 6= ξ ∈ LS.

Ove vrste hiperpovrxi �e nam biti od koristi u narednom tekstu.
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2 Funkcional dejstva

U ovoj glavi se bavimo funkcionalom dejstva, jednim od najva�nijih objekata

u simplektiqkoj topologiji i Hamiltonovoj mehanici. �egovo glavno svo-

jstvo je da su �egove kritiqne taqke Hamiltonove orbite, te se zato on mo�e

efikasno koristiti kao sredstvo za pronala�e�e istih. Teoriju izlo�enu

u ovoj glavi su najpre Ekeland i Hofer, a potom Hofer i Cender koristili

radi konstruisa�a kapaciteta. Specijalno, kraj�i rezultat ove glave je teo-

rema 2.2 koju �emo koristiti u glavi 5 radi dokaziva�a svojstva normalizacije

Hofer-Cenderovog kapaciteta.

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 2.1. Simplektiqka mnogostrukost (M,ω) je taqna ako je �ena

simplektiqka forma taqna, tj. ω = dλ, za neku 1-formu λ.

Primeri taqnih simplektiqkih mnogostrukosti su kotangentna rasloje�a

T ∗M, a samim tim i R2n. Nijedna od ovih nije kompaktna, xto i ne qudi. Naime

imamo slede�i stav:

Stav 2.1. Zatvorena simplektiqka mnogostrukost ne mo�e biti taqna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je M zavorena i taqna, ω = dλ. Tada

iz zatvorenosti ω sledi ω∧n = d(λ ∧ ω∧n−1). Sada iz Stoksove teoreme imamo∫
M

ω∧n =

∫
∂M

λ ∧ ω∧n−1 = 0.

�

Definicija 2.2. Neka je (M,ω = dλ) taqna simplektiqka mnogostrukost.

Dejstvo glatke pet	e γ : S1 →M je

A0(γ) =

∫
γ

λ.

Funkcional dejstva Hamiltonijana H : M × I → R je

AH(γ) =

∫
γ

λ−
∫ 1

0

H(γ(t), t)dt.
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Kao xto smo ranije napomenuli, standardna simplektiqka mnogostrukost

(R2n, ω0) je taqna. Specijalno, u �oj se funkcional dejstva AH zapisuje i u

obliku:

Stav 2.2. Za krivu x ∈ C∞(S1,R2n) parametrizovanu sa x(t), 0 ≤ t ≤ 1 i

Hamiltonijan H : R2n × I → R va�i

AH(x(t)) =

∫ 1

0

[1

2
〈−Jẋ, x〉 −H(x(t), t)

]
dt.

Dokaz. Jedino treba prodiskutovati prvi deo integrala. On se dobija tako

xto raspixemo λ =
∑
xidyi, direktnim raqunom. �

Funkcional AH je od centralne va�nosti u simplektiqkoj topologiji.

Jedna od �egovih glavnih svojstava je da su kritiqne taqke ovog funkcionala

periodiqne Hamiltonove orbite. Ovo mo�emo pokazati na neformalnom nivou.

Neka je Ω = C∞(S1,R2n) vektorski prostor glatkih pet	i u R2n. Tada je

AH : Ω→ R. Raqunaju�i izvod u taqki x ∈ Ω u pravcu y ∈ Ω nalazimo

dAH(x)(y) =
d

dε
AH(x+ εy) |ε=0

=

∫ 1

0

1

2
〈−Jẋ−∇H(x), y〉dt.

(2.1)

Poslediqno, A′H(x)(y) = 0 za sve y ∈ Ω akko pet	a x zadovo	ava jednaqinu

−Jẋ(t)−∇H(x(t)) = 0,

odnosno x(t) je rexe�e Hamiltonove jednaqine koje tako�e zadovo	ava x(0) =

x(1). Ovaj princip je naxiroko poznat u klasiqnoj mehanici kao princip na-

jma�eg dejstva koji ka�e da se sistem kre�e tako da je varijacija dejstva na-

jma�a, tj. jednaka nuli, xto na jeziku matematike znaqi da je Hamiltonova

orbita kritiqna taqka funkcionala AH . Me�utim, ovaj funkcional je veoma

degenerisan, naime on nema globalni minimum niti maksimum. Zaista, uzi-

maju�i pet	e xk (k ∈ Z)

xk(t) = ek2πJtξ, |ξ| = 1,

zak	uqujemo da je prvi deo funkcionala AH jednak∫ 1

0

1

2
〈−Jẋk, xk〉dt = πk,
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dok drugi deo ostaje ograniqen,H je neprekidan i |xk(t)| = 1.Dakle funkcional

AH je neograniqen i odozgo i odozdo. Specijalno, varijacione tehnike koje

koriste minimizuju�e nizove se ne mogu primeniti na �ega. Ovo je u kon-

trastu sa variacionim principom za zatvorene geodezijske na Rimanovim mno-

gostrukostima. Ovaj geometrijski problem je razvio dve mo�ne variacione

tehnike, Morsovu i �usternik-Xnire	manovu teoriju. Me�utim, Morsova

teorija nije direktno primen	iva na funkcional AH , jer su Morsovi indeksi

�egovih kritiqnih taqaka beskonaqni, i stoga, topoloxki nevid	ivi.

Izborivxi se sa ovom nezgodom funkcionala dejstva, P. Rabinovic u radovi-

ma [42] i [43] iz 1978 i 1979. uvodi specijalni minimaks princip adaptiran

strukturi ovog funkcionala, sa ci	em da doka�e postoja�e Hamiltonovih or-

bita na odre�enim povrxima energije. Ovu minimaks teoriju izla�emo u ci	u

dokaziva�a normalizacije Hofer-Cenderovog kapaciteta, jer se ona svodi na

dokaziva�e postoja�a periodiqne Hamiltonove orbite, upravo ono za xta je

Rabinovic koristio minimaks teoriju.
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2.2 Ideja minimaks principa

Pristup minimaks teoriji je danas raznolik. Drugim reqima, postoji vixe

teorema sa razliqitim uslovima, ali sve imaju za ci	 nala�e�e kritiqnih

vrednosti funkcionala. Jedna od �ih je zasnovana na jeziku Hilbertovih

prostora, i �u �emo ovde izlo�iti. Neka je E Hilbertov prostor i f : E → R
C1-gladak funkcional na �emu. Obzirom da E nije kompaktan, ne mo�emo

oqekivati kritiqne taqke ako ne zahtevamo nekakav dodatni uslov za f . Defin-

iximo zato uslov kompaktnosti:

Definicija 2.3. Funkcional f na Hilbertovom prostoruE zadovo	avaPale-

Smejlov uslov kompaktnosti (skra�eno PS) ako svaki niz xn ∈ E sa svo-

jstvima

sup
n∈N
|f(xn)| <∞, i ∇f(xn)→ 0

poseduje konvergentan podniz. Obzirom da je f ∈ C1, limes ovog podniza je

kritiqna taqka f.

Definicija 2.4. Neka je data familija F nepraznih podskupova Hilbertovog

prostora E. Definixemo minimaks vrednost funkcionala f u odnosu na

familiju F na slede�i naqin:

c(f,F) = inf
F∈F

sup
x∈F

f(x) ∈ R

Probajmo da protumaqimo vrednost c(f,F). Supremum funkcije f na nekom

skupu F je najma�a vrednost c ∈ R takva da je F ⊂ E≤c := {x ∈ E | f(x) ≤ c}.
Kada ovako posmatramo, c(f,F) je zapravo najma�a vrednost c ∈ R takva da za

svako ε > 0 mo�emo na�i F ∈ F takvo da je F ⊂ E≤c+ε.

Definicija 2.5. Za familiju F ka�emo da je pozitivno invarijantna u on-

dosu na tok ϕt, t ∈ R, ako za svako F ∈ F i za svako t > 0, va�i da je ϕt(F ) ∈ F .

Doka�imo sada spomenutu minimaks lemu koja nam garantuje kritiqnu vred-

nost funkcije.

Teorema 2.1. (Minimaks lema) Neka funkcional f ∈ C1(E,R) i familija

podskupova F zadovo	avaju slede�e uslove:

1) f zadovo	ava PS uslov
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2) tok ϕt vektorskog po	a −∇f je definisan za svako t ∈ R

3) familija F je pozitivno invarijantna u ondosu na tok ϕt

4) −∞ < c(f,F) < +∞.

Tada je c(f,F) ∈ R kritiqna vrednost funkcionala f , tj. postoji taqka x∗ ∈ E
takva da va�i ∇f(x∗) = 0 i f(x∗) = c(f,F).

Dokaz. Uvedimo oznaku c = c(f,F). Dokaza�emo da za svako ε > 0 postoji

x ∈M tako da:

c− ε ≤ f(x) ≤ c+ ε i ||∇f(x)|| > ε.

Tada uzima�em za εn = 1
n
, nalazimo niz xn koji zadovo	ava PS uslov, odakle �e

slediti da je postoji �egov podniz koji konvergira ka kritiqnoj taqki p ∈M ,

f(p) = c.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ε > 0 takvo da je ||∇f(x)|| ≥ ε kad

god je c− ε ≤ f(x) ≤ c+ ε. Po definiciji minimaks vrednosti, postoji F ∈ F
takvo da sup

x∈F
f(x) ≤ c+ ε.

Neka je x ∈ F . Tada je f(x) ≤ c + ε i tvrdimo da �e f(ϕt∗) ≤ c − ε za

t∗ = 2
ε
. Ako je f(ϕt) ≤ c − ε za neko 0 ≤ t ≤ t∗, onda tvr�e�e trivijalno

va�i, jer funkcija opada du� gradijentog toka. Pretpostavimo zato da je

f(ϕt) > c− ε za sve 0 ≤ t ≤ t∗. Tada iz pretpostavke da je ||∇f(x)|| ≥ ε, imamo

||∇f(ϕt(x))|| ≥ ε, za 0 ≤ t∗ ≤ t, pa je f(ϕt(x)) ≤ f(x) − ε2. Da	e, imamo da je

f(ϕ∗t (x)) ≤ c+ ε− ε2t∗ = c− ε. Ako uzmemo da je F ∗ = ϕt∗(F ), dokazali smo:

sup
x∈F ∗

f(x) ≤ c− ε.

Kako je familija F pozitivno invarijantna u odnostu na tok ϕt, znamo da je

F ∗ ∈ F , qime dobijamo kontradikciju. �

24



2.3 Proxire�e prostora pet	i

Da bismo koristili upravo izlo�enu minimaks teoriju, potrebno je funkcional

AH sa prostora glatkih pet	i Ω = C∞(S1,R2n) proxiriti na Hilbertov pros-

tor, na kome �e nam onda minimaks lema 2.1 dati periodiqno rexe�e, za koje

onda treba dokazati da pripada prvobitnom prostoru. Najpre, primetimo da

se svaka periodiqna pet	a iz Ω se mo�e predstaviti Furijeovim redom

x(t) =
∑
k∈Z

e2kπJtxk, xk ∈ R2n. (2.2)

koji konvergira zajedno sa svojim izvodima u supremum normi. Oznaqimo sa

a(x) =

∫ 1

0

1

2
〈−Jẋ, x〉dt.

i

b(x) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt.

prvi i drugi deo funkcionala dejstva, AH(x) = a(x)−b(x). Kada se ubaci (2.2)

u a(x), imaju�i u vidu da je∫ 1

0

〈ej2πJtxj, ek2πJtxk〉dt = δjk〈xj, xk〉,

dobijamo

a(x) = π
∑
j∈Z

j〈xj, xj〉

= π
∑
j>0

|j|〈xj, xj〉 − π
∑
j<0

|j|〈xj, xj〉.
(2.3)

Dakle, prirodno se name�e potprostor pet	i x iz L2(S1,R2n) takvih da je red∑
j∈Z

j〈xj, xj〉 =
∑
j∈Z

j|xj|2 (2.4)

apsolutno konvergentan. Ovo je specijalan sluqaj opxtijeg Sobo	evog pros-

tora.

Definicija 2.6. Prostor Hs := Hs(S1,R2n) je za s ≥ 0 definisan sa

Hs(S1,R2n) =
{
x ∈ L2(S1,R2n) |

∑
j∈Z

|j|2s|xj|2 <∞
}
,
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gde je

x(t) =
∑
k∈Z

e2jπJtxj, xj ∈ R2n

Furijeova transformacija x koja konvergira u L2 := L2(S1,R2n).

ProstoriHs su Hilbertovi prostori sa skalarnim proizvodom i pridru�e-

nom normom Sobo	eva datom sa

〈x, y〉s = 〈x0, y0〉+ 2π
∑
k∈Z

|k|2s〈xk, yk〉

‖x‖2
s = 〈x, x〉s,

za sve x, y ∈ Hs Primetimo da je H0 = L2, kao i da je norma ‖x‖0 ekvivalentna

L2-normi. Nama je zbog (2.4) od posebnog znaqaja prostor H1/2 koji �e biti

tra�eni Hilbertov prostor na koji proxirujemo nax funkcional AH . Zato
�emo oznaqavati sa

E := H1/2

〈·, ·〉 = 〈·, ·〉 1
2
i ‖·‖ = ‖·‖ 1

2
.

Prostor E se ortogonalno razdvaja na

E = E− ⊕ E0 ⊕ E+

tri prostora koji imaju samo Furijeove koeficijente za j < 0, j = 0 i j > 0,

redom. �ima odgovaraju ortogonalne projekcije P−, P 0 i P+. Dakle, svako

x ∈ E ima jedinstvenu dekompoziciju x = x− + x0 + x+. Prema (2.3) va�i

a(x) = 1
2
‖x+‖2 − 1

2
‖x−‖2

, za sve x ∈ Ω, te se ovaj deo funkcionala prirodno

proxiruje na E, tako da dobijamo funkcional a : E → R, qiji je gradijent

∇a(x) = (P+ − P−)(x) = x+ − x−, (2.5)

u svakoj taqki x ∈ E. Da	e, primetimo neka bitna svojstva prostora Hs koja �e

nam kasnije biti od koristi. Pritom �emo koristiti neka standardna tvr�e�a

iz funkcionalne analize, za dokaze istih videti [2]. Jasno je da se prostori

sma�uju

H t ⊂ Hs ⊂ H0,

26



za t ≥ s ≥ 0, dok norme rastu

‖x‖t ≥ ‖x‖s ≥ ‖x‖0 , za x ∈ H
t.

Specijalno, inkluzije I : H t → Hs, za t ≥ s su neprekidne.

Stav 2.3. Pretpostavimo t > s ≥ 0. Tada je inkluzija I : H t → Hs kompaktni

operator.

Dokaz. Neprekidni operator PN : H t → Hs definisan sa

PN(x) =
∑
|k|≤N

ek2πJtxk

je konaqno-dimenzionog ranga, i stoga je kompaktan. Sa druge strane, imamo

‖(PN − I)x‖2
s =

∥∥∥∥∥∥
∑
|k|>N

ek2πJtxk

∥∥∥∥∥∥
2

s

= 2π
∑
k>|N |

|k|2s|xk|2 = 2π
∑
k>|N |

|k|2(s−t)|k|2t|xk|2

≤ N2(s−t)2π
∑
k>|N |

|k|2t|xk|2 ≤ N2(s−t) ‖x‖2
t .

(2.6)

Dakle, PN → I, kad N → ∞ u operatorskoj normi, te je i on sam kompaktan,

jer su kompakni operatori zatvoreni za uniformne limese. �

Prostor Ω = C∞(S1,R2n) je gust u Hs, za svako s ≥ 0. Me�utim, nisu svi

elementi iz H1/2 u klasama neprekidnih funkcija. Me�utim, va�i slede�i

stav.

Stav 2.4. Pretpostavimo da je s > 1
2
. Ako je x ∈ Hs, tada je x ∈ C := C(S1,R2n).

Xtavixe, postoji konstanta c = cs takva da je

sup
0≤ t≤1

≤ c ‖x‖s , x ∈ H
s.

Dokaz. Dokaza�emo da Furijeov red

x =
∑
k

ek2πJtxk

koji konvergira u L2 tako�e konvergira i u supremum normi, odakle �e da sledi
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da x ∈ C Ovo sledi iz Helderove nejednakosti (2, 2),∑
k 6=0

∥∥ek2πJtxk
∥∥
∞ =

∑
k 6=0

|xk| =
∑
k 6=0

|k|−s|k|s|xk|

≤ (
∑
k 6=0

1

|k|2s
)1/2 · (

∑
k 6=0

|k|2s|xk|2)1/2 ≤ c ‖x‖s ,
(2.7)

gde smo koristili 2s > 1. �

Napomenimo da isti argument dokazuje opxtiji stav

Stav 2.5. Ako je s > 1
2

+ r, za neko prirodno r, tada x ∈ Hs pripada Cr :=

Cr(S1,R2n) i pritom

sup
0≤j≤r,0≤t≤1

|Djx(t)| ≤ c ‖x‖s , x ∈ H
s.

�

Prema stavu 2.3 inkluzija j : H1/2 → L2 je kompaktan operator. Samim tim, i

�egov adjungovani operator j∗ : L2 → H1/2, definisan uobiqajeno sa

〈j(x), y〉L2 = 〈x, j∗(y)〉, (2.8)

je kompaktan (videti [2]).

2.3.1 Izbor Hamiltonijana

Vratimo se na funkcional AH : Ω→ R, koga je trebalo proxiriti na Hilber-
tov prostor kako bi mogli da koristimo minimaks teoriju razvijenu na ovim

prostorima. Videli smo da se prvi deo funkcionala prirodno proxiruje

na E. Drugi deo funkcionala, b(x) =
∫ 1

0
(H(x(t), t)dt se me�utim ne mo�e

proxiriti na prostor E za bilo kakav Hamiltonijan H. Tako�e, da bi do-

bijeni funkcional AH : E → R, imao sva svojstva navedena u minimaks lemi
2.1 potrebno je da izaberemo specijalne Hamiltonijane H. Jedan od naqina da

se to uradi je da zahtevamo da H pripada specijalnom skupu Hamiltonijana.

Definicija 2.7. Oznaqavamo sa H skup autonomnih Hamitonijana H : R2n →
R koji zadovo	avaju uslove:

(1) H = 0 na otvorenoj okolini U koordinatnog poqetka.

(2) H(z) = Q(z) za |z| > R, gde je Q kvadratna forma a R > 0.
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(3) Kvadratna forma Q je oblika Q(x) = (π+ ε)((x2
1 +y2

1) + 1
N2

∑n
j=2(x2

j +y2
j )),

gde je ε > 0, ε /∈ kN.

Pritom, okolina U i R zavise od Hamiltonijana. Za Hamiltonijan koji

zadovo	ava uslov 2) se u simplektiqkoj topologiji ka�e da je kvadratan u

beskonaqnosti. Ideja je da uslove (1)-(3) na Hamiltonijanu prebacimo na

uslove na funkcionaluAH i �egovom gradijentnom toku koji �e nam omogu�iti

korix�e�e minimaks leme. Najpre, uoqimo slede�a svojstva:

Stav 2.6. Za svaki Hamiltonijan H koji zadovo	ava uslove 1) i 2) postoji

konstanta M takva da va�i

(1) |H(z)| ≤Mz2,

(2) |∇H(z)| ≤M |z| i

(3) |Hzz(z)| ≤M,

za sve z ∈ R2n.

Dokaz. Za z > R imamo da je H(z) jednak kvadratnoj formi pa postoji M1

takvo da je |H(z)| ≤M1z
2. Prema 1) postoji r takvo da je H = 0 na B2n(r). Stoga

je za |z| < r svakako |H(z)| ≤M1z
2. Naposletku, za r ≤ |z| ≤ R, funkcija H(z)

z2
je

neprekidna na kompaktu te ima maksimumM2. Sada uzmemoM = max{M1,M2}.
Drugo svojstvo se sliqno dokazuje. Na kompaktu |z| ≤ R fja |Hzz| dosti�e mak-
simum, a van �ega je Hzz jednaka dvostrukoj vrednosti kvadratne forme, te je

konstantna, pa imamo i posled�e svojstvo. Na kraju izaberemo zaM maksimum

dobijenih tri konstanti. �

2.3.2 Svojstva proxirenog funkcionala

Odavde pa nada	e pretpostav	amo da radimo sa Hamiltonijanom H ∈ H. Na
osnovu prvog svojstva prethodnog stava, funkcional b(x(t)) =

∫ 1

0
H(x(t))dt je

definisan za svako x ∈ L2, a samim tim i za svako x ∈ E ⊂ L2. Dakle, uspeli

smo da proxirimo funkcional AH na E,

AH(x) =
1

2

∥∥x+
∥∥2 − 1

2

∥∥x−∥∥2 −
∫ 1

0

H(x(t))dt, x ∈ E,

te ga nada	e razmatramo (zajedno sa a i b) na tom prostoru. Doka�imo da

je AH ∈ C1(E,R). Sa b̂ obele�imo proxire�e b na L2. Dakle, va�i b(x) =
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b̂(j(x)), x ∈ E, gde je j : E → L2 inkluzija. Va�i da je funkcional b̂ diferen-

cijabilan. Naime, imamo

H(z + ξ) = H(z) + 〈∇H(z), ξ〉+

∫ 1

0

〈∇H(z + tξ)−∇H(z), ξ〉dt, (2.9)

za sve z, ξ ∈ R2n. Iz |Hzz| ≤ M posled�i izraz je ≤ M |ξ|2. Za x ∈ L2 va�i

∇H(x) := ∇H(x(t)) ∈ L2, zbog |∇H(z)| ≤ M |z|. Dakle, za x, h ∈ L2 dobijanmo

integracijom

b̂(x+ h) = b̂(x) +

∫ 1

0

〈∇H(x), h〉dt+R(x, h),

pri qemu |R(x, h)| ≤ M ‖h‖2
L2
. Ovo nam daje diferencijabilnost b̂, sa izvodom

jednakim

db̂(x)(h) =

∫ 1

0

〈∇H(x), h〉dt = 〈∇H(x), h〉L2 ,

xto daje gradijent ∇b̂(x) = ∇H(x) ∈ L2. Odavde i iz (2.8) dobijamo gradijent

od b : E → R,
∇b(x) = j∗∇b̂(j(x)) = j∗∇H(x). (2.10)

Uvedimo jednu va�nu klasu preslikava�a izme�u Banahovih pa specijalno i

Hilbertovih prostora sa kojima radimo.

Definicija 2.8. Preslikava�e K : X → Y izme�u Banahovih prostora

zovemo kompaktnim ako ograniqene skupove slika u relativno kompaktne.

Lema 2.1. Preslikava�e b : E → R je diferencijabilno. �egov gradijent

∇b : E → E je neprekidan i kompaktan. Xtavixe, va�i

‖∇b(x)−∇b(y)‖ ≤M ‖x− y‖ .

Dokaz. Sliqno svojstvima stava 4.4, mo�e se dokazati da postoji M > 0 tako

da je |∇H(x) − ∇H(y)| ≤ M |x − y|, za sve x, y ∈ R2n. Samim tim dobijamo

da je x → ∇H(x) globalno Lipxicovo sa konstantom M na L2 i stoga slika

ograniqene u ograniqene skupove. Prvi deo tvr�e�a sledi odavde i iz (2.10),

obzirom da je j∗ kompaktno. Da	e, imamo

‖∇b(x)−∇b(y)‖ 1
2

= ‖j∗(∇H(x)−∇H(y))‖ 1
2

≤ ‖∇H(x)−∇H(y)‖L2 ≤M ‖x− y‖L2 ≤M ‖x− y‖ 1
2
,
(2.11)

odakle dobijamo i drugi deo tvr�e�a. �
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Dakle, dokazali smo slede�i stav.

Stav 2.7. Funkcional AH : E → R je C1−diferencijabilan, i �egov gradi-

jent dat sa

∇AH(x) = x+ − x− −∇b(x).

je Lipxicov. �

Slede�a lema nam garantuje glatkost tra�enog rexe�a koje dobijamo iz

minimaks teorije.

Lema 2.2. (Lema regularnosti) Pretpostavimo da je x ∈ E kritiqna taqka

funkcionala AH , tj. ∇AH(x) = 0. Tada je ona u Ω, tj. glatka pet	a. Dodatno,

ona zadovo	ava Hamiltonovu jednaqinu

ẋ(t) = J∇H(x(t)), 0 ≤ t ≤ 1,

te je 1-periodiqna Hamiltonova orbita.

Dokaz. Predstavimo x i ∇H(x) �ihovim Furijeovim razvojima u L2 :

x =
∑

ek2πJtxk

∇H(x) =
∑

ek2πJtak.
(2.12)

Po pretpostavci, dA(x)(v) = 0. Prema tome, iz

〈∇b(x), v〉 = 〈j∗∇H(x), v〉 = 〈∇H(x), v〉L2

dobijamo

〈(P+ − P−)x, v〉 =

∫ 1

0

〈∇H(x), v〉dt, (2.13)

za sve v ∈ E. Biraju�i test funkcije v(t) = ek2πJtv dobijamo

2πkxk = ak, k ∈ Z

i a0 = 0. Zak	uqujemo da je
∑
|k|2|xk|2 ≤

∑
|ak|2, te je na osnovu stava 2.4 x ∈ C.
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Poslediqno, ∇H(x(t)) ∈ C, i stoga

ξ(t) =

∫ t

0

J∇H(x(t))dt ∈ C1(R,R2n).

Pore�e�em Furijeovih koeficijenata i koriste�i 2.13 dobijamo ξ(t) = x(t)−
x(0), dakle x ∈ C1, i tako�e rexava jednaqinu ẋ(t) = J∇H(x(t)). Desna strana

ove jednaqine je u C1 te je x ∈ C2. Iteriraju�i ovaj argument, obzirom da je

H ∈ C∞(R2n,R), zak	uqujemo da je x ∈ C∞(S1,R2n) = Ω, qime je dokaz leme

zavrxen. �

Pa�	iv izbor Hamiltonijana H koji je kvadratan u beskonaqnosti impli-

cira u regionu velikog |z| ne postoje periodiqne orbite perioda 1. Iz ovog

dinamiqkog uslova �emo zak	uqiti da funkcional AH zadovo	ava PS uslov.

Lema 2.3. (PS uslov za AH) Svaki niz xj ∈ E koji zadovo	ava∇AH(xj)→ 0

sadr�i konvergentan podniz. Specijalno, AH zadovo	ava PS uslov.

Dokaz. Iz pretpostavke ∇AH(xj)→ 0 zak	uqujemo

x+
j − x−j −∇b(xj)→ 0.

Ako je xj ograniqen u E tada je x0
j ∈ R2n ograniqen pa ima konvergentan podniz.

Iz kompaktnosti ∇b zak	uqujemo da postoji konvergentan podniz od x+
j − x−j ,

pa onda iz ortogonalnosti razlaga�a E = E−⊕E0⊕E+ konaqno dobijamo kon-

vergentan podniz od xj. Da bismo dokazali da je xj ograniqen, pretpostavimo

suprotno, dakle ‖xj‖ → ∞. Definiximo yk = xk/ ‖xk‖ , te je ‖yk‖ = 1. Dobi-

jamo, koriste�i (2.10),

(P+ − P−)yk − j∗(
1

‖xk‖
∇H(xk))→ 0.

Obzirom da je |∇H(z)| ≤M |z|, niz

∇H(xk)

‖xk‖
∈ L2

je ograniqen u L2. Obzirom da je j∗ : L2 → E kompaktan, niz (P+ − P−)yk je

relativno kompaktan, i obzirom da je y0
k ograniqen, opet imamo podniz yk → y
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koji konvergira u L2, a samim tim i u E. Da	e, imamo∥∥∥∥∇H(xk)

‖xk‖
− ∇Q(y)

∥∥∥∥
L2

≤ 1

‖xk‖
‖∇H(xk)−∇Q(xk)‖L2 + ‖∇Q(yk − y)‖L2 .

Obzirom da, na osnovu odabira Hamiltonijana H, imamo |∇H(z)−∇Q(z)| ≤M,

za sve z ∈ R2n i ∇Q definixe neprekidni linearni operator na L2, zak	uqu-

jemo
∇H(xk)

‖xk‖
→ ∇Q(y), u L2.

Poslediqno,
∇b(xk)
‖xk‖

= j∗(
∇H(xk)

‖xk‖
)→ j∗(∇Q(y)), u E.

Ovo implicira da y ∈ E rexe�e jednaqine

y+ − y− − j∗∇Q(y) = 0, ‖y‖ = 1.

Sliqno kao u lemi 2.2 zak	uqujemo da y ∈ C∞ i tako�e da rexava linearnu

Hamiltonovu jednaqinu

ẏ(t) = XQ(y(t)), y(0) = y(1).

Sada dolazi na red Hamiltonova dinamika i koristimo (prvi put) uslov

(3) Hamiltonijana H. Kvadratna forma Q je zadata sa Q(z) = (π + ε)q(z)

i q(z) = (x2
1 + y2

1) + 1
N2

∑n
j=2(x2

j + y2
j ). Stoga, linearni dinamiqki sistem

y(t) = XQ(y(t)) ima rexe�a sa periodima linearnih kombinacija π
π+ε

i N2 π
π+ε

xto opet iz uslova (3) HamiltonijanaH nikako ne mo�e biti jednako 1. Dakle,

dobijeno rexe�e y je trivijalno, y(t) = 0. Me�utim, kako va�i ‖y‖ = 1, dobi-

jamo kontradikciju, iz koje zak	uqujemo da je xk ograniqen. �

Gradijentna jednaqina ẋ = −∇AH(x), je prema stavu 2.7 globalno Lipxic-

neprekidna, stoga definixe jedinstveni globalni tok

ϕ : R× E → E, (t, x)→ ϕt(x) = x · t

koji slika ograniqene skupove u ograniqene. Sve ovo je poznato iz teorije obiq-

nih diferencijalnih jednaqina na Hilbertovim prostorima. Tok ϕt tako�e

ima svojstvo kompaktnosti koje �e biti od presudne va�nosti topoloxkom nas-

tavku dokaza.
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Lema 2.4. Tok ẋ = −∇AH(x) ima reprezentaciju

x · t = etx− + x0 + e−tx+ +K(t, x), (2.14)

gde je K : R× E → E neprekidno kompaktno preslikava�e.

Dokaz. Imaju�i 2.15 u vidu, definiximo preslikava�e K sa

K(t, x) := −
∫ 1

0

(et−sP− + P 0 + e−t+sP+)∇b(x · s)ds.

Doka�imo da ono ima navedena svojstva. Neka je y(t) desna strana jednaqine

2.15. Lako zak	uqujemo da va�i

ẏ(t) = (P− − P+)y(t)−∇b(x · t).

Obzirom da je y(0) = x, funkcija ξ(t) = y(t)− x · t rexava linearnu jednaqinu

ξ̇(t) = (P− − P+)ξ(t), sa poqetnim uslovomξ(0) = 0.

Prema jedinstvenosti Koxijevog rexe�a va�i ξ = 0, te je y(t) = x · t, xto je
tra�eno. Ostaje da se doka�e kompaktnost K. Prema 2.10 mo�emo napisati

K(t, x) = j∗
{
−
∫ 1

0

(et−sP− + P 0 + e−t+sP+)∇H(j(x · s))ds
}
.

Ako oznaqimo preslikava�e unutar zagrada kao k(t, x), tada je k : R× E → L2

neprekidno preslikava�e i slika ograniqene skupove u ograniqene, a j∗ je

kompaktan operator, pa je K(t, x) kao kompozicija ova dva kompaktno pres-

likava�e. �
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2.4 Postoja�e kritiqne taqke

U posled�em poglav	u ove glave dokazujemo postoja�e specifiqne kritiqne

taqke funkcionala AH . Naime, �elimo da doka�emo slede�u teoremu.

Teorema 2.2. Postoji taqka x∗ ∈ E koja zadovo	ava

∇AH(x∗) = 0 i AH(x∗) > 0.

Da bismo koristili minimaks lemu 2.1 potrebno je pa�	ivo odabrati famil-

iju F podskupova E. Uslove 1) i 2) ove leme koji su vezani za funkcional AH
smo dokazali u prethodnoj sekciji. Na redu je da izaberemo familiju takvu

da su ispu�eni uslovi 3) i 4) minimaks leme, te da bi naposletku minimaks

vrednost c(f,F) > 0 koju nam daje ova lema upravo bila kritiqna vrednost

koja se tra�i u teoremi 2.2. Definiximo zato karakteristiqne ograniqene

podskupove Στ ,Γα ⊂ E

Στ :=
{
x ∈ E | x = x− + x0 + se+,

∥∥x− + x0
∥∥ ≤ τ i 0 ≤ s ≤ τ

}
i

Γα = {x ∈ E+ | ‖x‖ = α}.

Ovde je e+ element iz E+ definisan sa

e+(t) := e2πJte1, gde je e1 = (1, 0, ..., 0) ∈ R2n.

Dakle imamo ‖e+‖2
= 2π i ‖e+‖L2 = 1. Sa ∂Σ obele�avamo granicu Σ u prostoru

E−+E0 +Re+. Va�e slede�e ocene vezane za restrikciju funkcionala AH na

definisanim podskupovima (za dokaze videti [33], glava 3).

Lema 2.5. Postoji τ ∗ > 0 takvo da je za τ ≥ τ ∗ AH |∂Στ ≤ 0 �

Lema 2.6. Postoje α > 0 i β > 0 takvi da je AH |Γα ≥ β > 0. �

U dokazu prve leme se koriste pretpostavke H ≥ 0 i H(z) = Q(z), |z| > R

Hamiltonijana H, dok je druga lema posledica pretpostavke da se H anulira

na otvorenoj okolini koordinatnog poqetka. Oznaqimo sa Σ := Στ i Γ := Γα

proizvo	ne na koje se prethodne dve leme odnose.

Posmatrajmo sada xta se dexava sa Σ pri toku ϕt. Poznato je da svaki

gradijentni tok ẋ = −∇f(x) sma�uje vrednost funkcionala f. Ovo nije texko
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dokazati,
d

ds
f(ϕs(x)) = df(ϕs(x))(

d

ds
(ϕs(x)))

= df(ϕs(x))(−∇f(ϕs(x)))

= −〈∇f(ϕs(x)),∇f(ϕs(x))〉.

(2.15)

Prema tome,

f(ϕt(x))− f(x) =

∫ t

0

d

ds
f(ϕs(x))ds = −

∫ t

0

‖∇f(ϕs(x))‖2 ds.

Na osnovu ovoga i leme 2.5 zak	uqujemo da

AH |ϕt(∂Σ) ≤ 0, za sve t ≥ 0.

Prema lemi 2.6, sa druge stane va�i

AH |Γ > 0,

i poslediqno ϕt(∂Σ) ∩ Γ = ∅, za sve t ≥ 0. Dakle, ,,okvir" ϕt(∂Σ) ne prelazi

preko ,,kruga" Γ tokom vremena. Intuitivno je stoga jasno da se ,,pravougaonik"

ϕt(Σ) mora se�i sa Γ za sve t ≥ 0 (Slika 1). Me�utim, ovo treba dokazati.

Slika 1: Istaknuti podskupovi prostora E

Lema 2.7. ϕt(Σ) ∩ Γ 6= ∅, za sve t ≥ 0.
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Dokaz. Dokaz ove leme koristi teoriju stepena, xto i ne qudi jer je req o

presecima skupova. Poxto radimo u beskonaqno dimenzionom ambijentu E,

koristi�emo Lere-Xauderovu teoriju stepena koja uopxtava Brauerov stepen

preslikava�a na beskonaqno dimenzione prostore i klasu neprekidnih pres-

likava�a koja su oblika Id + K gde je K kompaktno, za deta	e ove teorije

pogledati [20].U nastavku dokaza koristimo oznaku ϕt(x) = x · t. Dakle, nax
ci	 je dokazati (Σ·t)∩Γ 6= ∅, odnosno da postoji x ∈ E koje zadovo	ava slede�i

sistem:

(P− + P 0)(x · t) = 0

‖x · t‖ = α

x ∈ Σ

(2.16)

Prema lemi 2.4 tok ima reprezentaciju x · t = etx− + x0 + e−tx+ +K(t, x), te se

sistem pretvara u

0 = etx− + x0 + (P− + P 0)K(t, x)

0 = α− ‖x · t‖

x ∈ Σ

(2.17)

Obzirom da je x ∈ Σ predstav	en u obliku x = x− + x0 + se+, sa 0 ≤ s ≤ τ,

najpre mno�e�em E− dela sa e−t pa zamenom ovaj sistem postaje ekvivalentan

sa

0 = x+B(t, x), gde je x ∈ Σ, (2.18)

pri qemu je operator B definisan sa

B(t, x) = (e−tP− + P 0)K(t, x) + P+
{

(‖x · t‖ − α)e+ − x
}
.

Oznaqivxi sa F = E−⊕E0 +Re+, preslikava�e B : R×F → F je neprekidno

i kompaktno. Ovo je posledica leme 2.4. Dakle, mo�emo primeniti Lere-

Xauderovu teoriju stepena. Na jeziku ove teorije, jednaqina (2.18) za dato

t ≥ 0 �e imati rexe�a ako uspemo da doka�emo da je stepen

deg(Σ, Id+B(t, ·), 0) 6= 0.

Najpre, primetimo da je trojka (Σ, Id + B(t, ·), 0) dopustiva obzirom da jed-

naqina (2.18) nema rexe�a za x ∈ ∂Σ, iliti 0 /∈ (Id + B(t, ·))(∂Σ), zbog ranije

ustanov	enog ϕt(∂Σ) ∩ Γ = ∅. Dakle, mo�emo govoriti o stepenu deg(Σ, Id +

B(t, ·), 0), za svako t ≥ 0. Sada, prema homotopskoj invatijantnosti stepena,
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va�i

deg(Σ, Id+B(t, ·), 0) = deg(Σ, Id+B(0, ·), 0).

Obzirom da je K(0, x) = 0, imamo B(0, x) = P+{(‖x‖ − α)e+ − x}. Definiximo
homotopiju:

Lµ(x) = P+{(µ ‖x‖ − α)e+ − µx}, za 0 ≤ µ ≤ 1.

Primetimo L1(·) = B(0, ·) Da bismo iskoristili svojstvo homotopske invari-

jantnosti stepena i za ovu homotopiju, treba dokazati da je x + Lµ(x) 6= 0, za

svako x ∈ ∂Σ. Pretpostavimo zato da za neko x ∈ Σ va�i x + Lµ(x) = 0. Tada

je x = se+ i s((1 − µ) + µ ‖e+‖) = α. Poslediqno, va�i 0 < s ≤ α, tako da je

x /∈ ∂Σ za τ > α. Ovakvo τ mo�emo izabrati jer u lemi 2.5 stoji uslov \za svako

τ ≥ τ ∗." Koriste�i homotopiju Lµ sada imamo

deg(Σ, Id+B(0, ·), 0) = deg(Σ, Id+ L1(·), 0)

= deg(Σ, Id+ L0(·), 0)

= deg(Σ, Id− αe+, 0)

= deg(Σ, Id, αe+) = 1,

(2.19)

pri qemu smo u pretposled�oj jednakosti koristili prirodnost stepena, a u

posled�oj normalizaciju i qi�enicu da αe+ ∈ Σ, za τ > α. �

Dokazavxi prethodnu lemu, sve je spremno za dokaz centalne teoreme ove glave.

Dokaz teoreme 2.2. Definixemo familiju F = {ϕt(Σ) | t ≥ 0}. Na osnovu
prethodnog, minimaks vrednost

c := c(AH ,F) = inf
t≥0

sup
x∈ϕt(Σ)

AH(x)

je realna. Naime, iz AH |Γ ≥ β, i ϕt(Σ) ∩ Γ 6= ∅ zak	uqujemo

β ≤ inf
x∈Γ
AH(x) ≤ sup

x∈ϕt(Σ)

AH(x) <∞,

pri qemu posled�a nejednakost sledi jer je Σ ograniqen, te je i ϕt(Σ), a

AH slika ograniqene skupove u ograniqene iz Lipxicovosti ∇AH . Stoga,
kako je c infimum vrednosti koje su u [β,∞), sledi da je c ∈ R. Ve� smo

dokazali da AH : E → R zadovo	ava PS uslov, kao i da gradijentna jednaqina
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ẋ = −AH(x) ima globalni tok na E. Naposletku, familija F je po defini-

ciji pozitivno invarijantna. Sada iz minimaks leme 2.1 zak	uqujemo da je c

kritiqna vrednost funkcionala AH . Dakle, postoji taqka x∗ ∈ E koja zado-

vo	ava ∇AH(x∗) = 0 i i AH(x∗) = c. To je upravo tra�ena taqka, obzirom da

je c ≥ β > 0, te je teorema konaqno dokazana. �

Na osnovu svega navedenog, teorema 2.2 ima za posledicu egzistenciju pe-

riodiqne orbite koju �emo koristiti u normalizaciji Hofer-Cenderovog ka-

paciteta.

Posledica 2.1. (Egzistencija periodiqne orbite) Svaki Hamiltonijan

H ∈ H ima periodiqnu orbitu γ perioda 1 koja dodatno zadovo	ava uslov

AH(γ) > 0. �

39



3 Simplektiqki kapaciteti

U ovoj glavi �emo dati formalnu definiciju simplektiqkog kapaciteta i

navesti neka dodatna opxta svojstva kapaciteta.

3.1 Uvod i motivacija

Liuvilova teorema 1.3 sugerixe da je zapremina jedna od invarijanti u sim-

plektiqkoj geometriji. Me�utim, Gromov je u svom kapitalnom radu [27] iz

1985. dokazao teoremu koja sugerixe da iako je zapremina cilindra beskonaqna,

to nije dovo	an razlog da se lopta konaqne zapremine mo�e simplektiqki

ubaciti u �ega. Preciznije, oznaqimo dva va�na podskupa standardnog sim-

plektiqkog vektorskog prostora (R2n, ω0 = dx1 ∧ dyi + · · · + dxn ∧ dyn); loptu

polupreqnika r

B2n(r) = {x ∈ R2n | ‖x‖ ≤ r},

i cilindar polupreqnika R, sa osnovom u simplektiqkoj ravni 〈x1, y1〉

Z2n(R) = {x ∈ R2n | x2
1 + y2

1 ≤ R},

koji su samim tim simplektiqke mnogostrukosti sa restrikcijom forme ω0

Tada va�i teorema:

Teorema 3.1. (Gromov	eva”non-squeezing” teorema)Lopta B2n(r) se sim-

plektiqki ula�e u cilindar Z2n(R) akko je r ≤ R. tj. ako i samo ako se triv-

ijalno ula�e identiqnim preslikava�em.

Dokaz. Za originalni dokaz ove teoreme koji je vrlo netrivijalan, Gromov

je koristio teoriju pseudoholomorfnih krivih koju je izgradio u spomenutom

radu [27], pa se tu mo�e na�i i kompletan dokaz. Za skicu dokaza pogledati

[7]. �

Primer 3.1. Interesantno je i va�no napomenuti da se ovaj fenomen jav	a

samo kada je baza cilindra simplektiqki potprostor. Ako npr. za bazu uzmemo

potprostor 〈x1, x2〉 koji je Lagran�ev, neka je W 2n(R) = {x ∈ R2n | x2
1 + x2

2 ≤
R}. Tada za proizvo	no veliko r postoji simplektiqko ulaga�e φ : B2n(r) →
Z2n(R) zadato sa

φ(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn)→ (εx1, εx2, ..., xn,
1

ε
y1,

1

ε
y2, ..., yn),
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koje za ε ≤ R
r
slika loptu B2n(r) u cilindar W 2n(R).

Uslov r ≤ R iz Gromov	eve teoreme se mo�e zapisati i πr2 ≤ πR2, pa

imaju�i u vidu da je πr2 povrxine popreqnih preseka lopte i cilindra, do-

bija se ideja o novoj simplektiqkoj invarijanti koja meri veliqinu skupa i

koja �e se ponaxati kao povrxina. To i ima smisla, jer je simplektiqka forma

2-forma, te meri nekakvu vrstu povrxine.

U Rimanovoj geometriji mera veliqine skupa jeste dijametar. On je 1-

dimenziona veliqina, u smislu da va�i diam(αU) = α · diam(U), kada je U

podskup Rn, a α ≥ 0 realna konstanta. Opxtije, ako je (M, g) Rimanova mno-

gostrukost, ovo se mo�e iskazati sa

diam(M,αg) = α · diam(M, g).

Postoja�e dijametra je omogu�eno postoja�em rastoja�a d(x, y), koje je defin-

isano kao infimum du�ina krivih izme�u taqaka x i y. Du�ina krive γ je

definisana integralom l(γ) =
∫
γ

√
g(γ̇, γ̇), koji nema direktni analogon u sim-

plektiqkoj geometriji, jer je za antisimetriqnu formu ω va�i ω(v, v) = 0.

Me�utim, postoji nalogon u vidu raquna�a
∫∫

Σ
ω, gde je σ kompleksna kriva u

M (u odnosu na skoro kompleksnu strukturu saglasnu sa simplektiqkom for-

mom ω, teorema 1.1). Na taj naqin Rimanova goemetrija meri Rimanove a sim-

plektiqka kompleksne krive. Tako�e, postoja�em rastoja�a kao invarijante,

u Rimanovoj geometriji se izometrije mogu klasifikovati kao preslikava�a

koja quvaju rastoja�a. Preciznije, va�i slede�a teorema (videti [38]):

Teorema 3.2. Difeomorfizam φ Rimanove mnogostrukosti (M, g) je izometrija

u smislu φ∗g = g ako i samo ako je izometrija u smislu φ∗d = d �

Jaqina ovog tvr�e�a je u tome xto dozvo	ava da se pre�e iz uslova φ∗g = g

koji sadr�i izvode i samim tim zahteva glatkost φ, na uslov φ∗d = d koji je C0

prirode. Ovo nam omogu�ava da proizvo	an homeomorfizam zovemo izometri-

jom ako quva rastoja�a, koja su C0 invarijante.

Sa druge strane, u geometriji zapremina, tj. geometriji mnogostrukosti

(M,Ω) gde je Ω forma orijentacije naM , mera veliqina proizvo	nog otvorenog

skupa je zapremina V ol(U) =
∫
U

Ω. Ona je n−dimenziona veliqina, u smislu

V ol(αU) = αnV ol(U), kada je U podskup Rn, a α ≥ 0 realna konstanta, odnosno

41



opxtije,

V ol(M,αΩ) = αV ol(M,Ω),

gde je d = dim(M). Sliqno kao u Rimanovoj geometriji, i ovde V ol dobija

jaqinu C0 invarijante preslikava�a koja quvaju zapreminu , u smislu da va�i

teorema:

Teorema 3.3. Difeomorfizam φ mnogostrukosti (M,Ω) quva zapreminu u

smislu φ∗Ω = Ω ako i samo ako quva zapreminu skupova, φ∗V ol = V ol. �

Na taj naqin i ovde dobijamo mogu�nost definisa�a homeomorfizama koji qu-

vaju zapreminu, kao homeomorfizama φ : M → M takvih da va�i V ol(φ(U)) =

V ol(U).

Napomena: Dodajmo i to da je zapremina jedina invarijanta u geometriji

zapremina. Naime va�i slede�a teorema, za dokaz videti [19].

Teorema 3.4. (Mozer, Dakoro�a) Neka su D1 i D2 dva kompaktna domena

sa glatkim granicama u Rm. Pretpostavimo da je α(x) = a(x)dx1 ∧ ... ∧ dxn
forma zapremine na D1 i β(x) = b(x)dx1 ∧ ... ∧ dxn forma zapremine na D2.

Pretpostavimo da postoji difeomorfizam koji quva orijentaciju ψ : D1 → D2.

Ako su zapremine ovih domena jednake,∫
D1

α =

∫
D2

β,

tada postoji difeomorfizam ϕ : D1 → D2 jednak sa ψ na granici koji quva za-

preminu, ϕ∗β = α, dakle ovi domeni su izomorfni u geometriji zapremina. �

Sve navedeno ukazuje na potrebu da se na�e C0 invarijanta u simplektiqkoj

geometriji koja �e klasifikovati simplektomorfizme na sliqan naqin kao

xto to klasifikuju rastoja�e i zapremina u sluqaju Rimanove i geometrije

zapremina, respektivno. Dodatno, ta invarijanta treba da zadovo	ava uslov

monotonosti, odnosno da meri veliqinu skupa, kao i uslov konformnosti

tj. da je ova invarijanta 2-dimenziona, u prethodno razmatranom smislu. Na-

posletku, uslov jake normalizacije je inspirisan Gromov	evom teoremom 3.1.
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3.2 Definicija i primena na simplektiqka ulaga�a

Iako je prvi primer kapaciteta dao Gromov u svom proslav	enom radu [27],

simplektiqi kapacitet je prvi put definisan u radu [21] Hofera i Ekelanda,

a od tada je vixe kapaciteta prona�eno, te je uspostav	ena opxtija defini-

cija u [17], koju ovde navodimo:

Definicija 3.1. Neka je Symp2n kategorija simplektiqkih mnogostrukosti

dimenzije 2n, sa simplektiqkim ulaga�ima kao morfizmima. Simplektiqkom

kategorijom nazivamo potkategoriju C od Symp2n koja zadovo	ava implikaciju

(M,ω) ∈ C ⇒ (M,αω) ∈ C , za svako α > 0. Koristi�emo oznaku ↪→ za simplek-

tiqka ulaga�a, odnosno → za morfizme u kategoriji C , koji su simplektiqka

ulaga�a, ali mogu biti restriktivniji.

Sada, neka je C ⊂ Symp2n kategorija koja sadr�i loptu B2n := B2n(1) i

cilindar Z2n := Z2n(1).

Definicija 3.2. Simplektiqki kapacitet na C je kovarijantni fuktor c

iz C u kategoriju ([0,∞],≤) (sa a ≤ b kao morfizmima) koji zadovo	ava uslove:

1. Monotonost: c(M,ω) ≤ c(M ′, ω′) ako postoji morfizam (M,ω)→ (M ′, ω′)

2. Konformnost c(M,αω) = |α|c(M,ω), za sve α ∈ R, α 6= 0

3. Netrivijalnost 0 < c(B2n) i c(Z2n) <∞.

Prvi prona�eni kapaciteti su zadovo	avali uslov normalizacije, koji je

jaqi uslov od trivijalnosti, me�utim neki kasnije prona�eni kapaciteti nisu,

te ga ovde izdvajamo kao opcioni.

Definicija 3.3. (Jako) Normalizovani simplektiqki kapacitet na C je

kapacitet c koji osim uslova 1-3 zadovo	ava i uslov

4*.(Jaka) Normalizacija c(B2n) = π(= c(Z2n)).

Osnovna kategorija C je najpre Symp2n, i na �oj iz uslova monotonosti

trivijalno zak	uqujemo da je simplektiqki kapacitet zaista invarijanta.

Stav 3.1. Svaki simplektiqki kapacitet c na Symp2n je simplektiqka invar-

ijanta, odnosno simplektomorfne mnogostrukosti imaju jednak kapacitet.
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Dokaz. Ako su mnogostrukosti (M,ω) i (M ′, ω′) simplektomorfne, onda je

simplektomorfizam izme�u �ih ulaga�e u oba smera, te iz monotonosti va�i

c(M,ω) ≤ c(M ′, ω′) i c(M,ω) ≥ c(M ′, ω′), xto daje c(M,ω) = c(M ′, ω′). �

Osim ove kategorije od va�nosti je i familija Op2n otvorenih podskupova

u R2n. Ovu familiju pravimo simplektiqkom kategorijom identifikuju�i

(U, α2ω0) sa simplektomorfnom (αU, ω0). Za skup morfizama ove kategorije

uzimamo simplektiqka ulaga�a koja su restrikcije globalnih simplektomor-

fizama u R2n. Sa ovom identifikacijom, aksioma 2. kapaciteta postaje

2'. Konformnost u Op2n c(αU) = α2c(U), za U ∈ Op2n, α > 0.

Ovaj uslov je ono xto je oqekivano, c se ponaxa kao povrxina, tj. 2-

dimenziona veliqina. Netrivijalnost za B nam omogu�ava da kapaciteti

konaqnih skupova budu strogo pozitivni, dok netrivijalnost za Z sugerixe

da se ne radi o zapremini niti neqim xto je povezano sa �om. Jaka nor-

malizacija je usko povezana sa Gromov	evom teoremom, i to �emo objasniti u

nastavku teksta. Primetimo da va�i slede�i stav

Stav 3.2. Ako je c kapacitet na Symp2n onda je on kapacitet i na Op2n.

Dokaz. Dovo	no je primetiti da su na kategoriji Op2n morfizmi restrik-

tivniji nego na Symp2n. �

Obrat ovog tvr�e�a ne va�i, xto �emo videti na primeru u slede�oj glavi.

Odredimo sada kapacitet elipsoida.

Definicija 3.4. Elipsoid vektora a = (a1, a2, ..., an) je otvoreni podskup

standardnog simplektiqkog prostora (R2n, ω0) zadat sa

E(a) = {z ∈ R2n | x
2
1 + y2

1

a1

+ ...+
x2
n + y2

n

an
≤ 1},

pri qemu 0 < a1 ≤ ... ≤ an <∞.

Primer 3.2. Neka je c proizvo	ni jako normalizovani kapacitet na Symp2n.

Va�i c(E(a1, a2, ..., an)) = πa1
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Dokaz. Elipsoid E(a) se obiqnom inkluzijom simplektiqki utapa u Z2n(
√
a1),

te je na osnovu monotonosti c(E(a)) ≤ c(Z2n(
√
a1) = πa1. Sa druge strane, jasno

je da je B2n(
√
a1) ⊂ E(a), te opet iz monotonosti sledi πa1 = c(B2n(

√
a1)) ≤

c(E(a)), iz qega dobijamo tra�eni zak	uqak. �

Iz postoja�a bilo kog jako normalizovanog simplektiqkog kapaciteta c na

Symp2n imamo nezavisan dokaz Gromov	eve teoreme 3.1. Zaista, iz uslova jake

normalizacije i konformnosti zak	uqujemo da je c(Z2n(R)) = πR2, odnosno

c(B2n(r)) = πr2.Prema tome, ako postoji ulaga�eB2n(r) ↪→ Z2n(R), iz monotonos-

ti zak	uqujemo r ≤ R. Sa druge strane ako r ≤ R ovo ulaga�e trivijalno pos-

toji.

Ovde smo koristili monotonost kapaciteta kao sredstvo opstrukcije sim-

plektiqkih ulaga�a. Navedimo jox jednu ovakvu primenu postoja�a kapaciteta

c koji zadovo	ava (1-4). Uvedimo oznaku B(r) := B2(r).

Stav 3.3. Postoji simplektomorfizam ϕ : B(r1)×B(r2)→ B(s1)×B(s2) akko

va�i (r1, r2) = (s1, s2).

Dokaz. Linearnim simplektomorfizmom mo�emo zameniti r1 i r2, te pret-

postavimo da je r1 ≤ r2. Sada napravimo kompoziciju:

B4(r1) ↪→ B(r1)×B(r2)
ϕ→ B(s1)×B(s2) ↪→ B(s1)× R2 = Z(s1),

u kojoj su prvo i posled�e preslikava�e inkluzije. Sada iz monotonosti ka-

paciteta c dobijamo s1 ≥ r1. Istim argumentom sa ϕ−1 dobijamo obrnutu ne-

jednakost, xto daje s1 = r1. Kako je ϕ simplektiqko, ono quva i zapreminu iz

teoreme Liuvila, te va�i r1r2 = s1s2, iz qega sledi tra�eni zak	uqak. �

Napomena: Primetimo da bi uslov jednakosti zapremine pri simplektomor-

fizmu ϕ dao samo r1r2 = s1s2, te se kapacitet opet pojav	uje kao suptilnija

invarijanta od zapremine. Ovaj stav se mo�e uopxtiti, ali su potrebne sim-

plektiqke invarijante koje daju vixe informacija od kapaciteta. Rezultat

prethodnog stava se mo�e uopxtiti na proizvod n diskova u R2n za n > 2,

ali se ne mo�e dokazati samo pomo�u postoja�a kapaciteta. Ovaj rezultat je

dokazan u [16], i kao uopxte�e koristi simplektiqku homologiju, simplek-

tiqku invarijantu koju su Flor i Hofer razvili u [25].

Primetili smo da postoja�e jako normalizovanog kapaciteta na Symp2n
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daje nezavisan dokaz Gromov	eve teoreme 3.1. Me�utim, isto nam daje i posto-

ja�e ovakvog kapaciteta na Op2n.

Stav 3.4. Postoja�e jako normalizovanog kapaciteta na Op2n dokazuje Gro-

mov	evu teoremu 3.1.

Dokaz. Za dokaz ovog stava je k	uqna lema 1.2. Pretpostavimo da postoji ula-

ga�e φ : B2n(r)→ Z2n(R). Tada mo�emo prema prethodnoj lemi da ga restriku-

jemo na loptu φ : B2n(δr), gde δ mo�e biti proizvo	an broj ma�i od 1, tako da

ovo bude ujedno i restrikcija globalnog simplektomorfizma na R2n. Me�utim,

sada iz monotonosti kapaciteta na Op2n imamo da je c(B2n(δr)) ≤ c(Z2n(R)), a

iz normalizacije i konformnosti da je c(B2n(δr)) = δ2r2, i c(Z2n(R)) = R2, pa

to sve daje r ≤ δR, za proizvo	no δ ma�e od 1, xto konaqno daje r ≤ R. Drugi

smer je trivijalan. �
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3.3 Kapaciteti u dimenziji 2

Prime�eno je da se u dimenziji 2 kapaciteti veoma qesto poklapaju sa zapremi-

nom, tj. povrxinom, te nam ne daju nove invarijante. Navedimo par rezultata

na ovu temu. Najpre primetimo da je sa c(M,ω) =|
∫
M
ω | dobro definisan jako

normalizovani kapacitet u dimenziji 2. Sa µ(A) obele�avamo Lebegovu meru,

tj. povrxinu mer	ivog skupa A ⊂ R2. Svi rezultati ovog poglav	a su preuzeti

iz Ziburgovog rada [45], te se tu mogu prona�i i dokazi slede�ih stavova.

Stav 3.5. Neka je c jako normalizovani simplektiqki kapacitet na Symp2.

Ako je D ⊂ R2 kompaktni domen sa glatkom granicom, tada je

c(D,ω0) = µ(D).

Stav 3.6. Pretpostavimo da je (M,ω) kompaktna i povezana simplektiqka

mnogostrukost, sa mo�da nepraznom granicom, i dimenzijom 2. Tada za svaki

jako normalizovani kapacitet na Symp2n va�i

c(M,ω) ≥
∣∣∣∣∫
M

ω

∣∣∣∣ .
Dodatno, za Hofer-Cenderov kapacitet cHZ va�i

cHZ(M,ω) =

∣∣∣∣∫
M

ω

∣∣∣∣ ,
pri qemu mnogostrukost M ne mora biti kompaktna.
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3.4 Regularnost kapaciteta

U ovom poglav	u pretpostav	amo da je c kapacitet na Symp2n.

Definicija 3.5. Kapacitetu c pridru�ujemo �egov unutrax�i kapacitet

č, definisan kao

č = sup{c(U, ω) | U ⊂M je otvoren i U ⊂M \ ∂M}.

Shodno tome imamo jox jedno dodatno svojstvo kapaciteta, analogno svojstvima

mere.

Definicija 3.6. Ka�emo da dati kapacitet c na Symp2n ima svojstvo un-

utrax�e regularnosti u M ako va�i

c(M,ω) = č(M,ω).

Opxtije, ka�emo da c ima svojstvo unutrax�e regularnosti ako ovo va�i za

svako M ∈ Symp2n.

Va�i slede�i stav, koji opravdava definiciju 3.5

Stav 3.7. Za svaki kapacitet c, funkcija č je kapacitet na Symp2n sa svojstvom

unutrax�e regularnosti. Tako�e, ako je d kapacitet sa svojstvom unutrax�e

regularnosti koji zadovo	ava d ≤ c, tada va�i d ≤ č.

Dokaz. Dokaz sledi direkno iz definicija i aksioma kapaciteta. Pret-

postavimo da je, na primer, d simplektiqki kapacitet koji zadovo	ava d ≤ c

i ima unutrax�u regularnost. Tada va�i

d(M) = ď(M)

= sup{d(U) | U ⊂M je otvoren i U ⊂M \ ∂M}

≤ sup{c(U) | U ⊂M je otvoren i U ⊂M \ ∂M}

= č(M).

(3.1)

�

Mo�e se govoriti i o spo	axnoj regularnosti kapaciteta, posmatraju�i

podskupove jednog fiksiranog simplektiqkog ambijenta. Uzmimo za ambijent

R2n i neka je O familija otvorenih podskupova R2n.
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Definicija 3.7. Definiximo spo	ax�i kapacitet skupa Ω ∈ O kao

ĉ(Ω) = inf{c(U) | U je otvoren i U ⊃ Ω̄}.

Sliqno kao malopre imamo definiciju spo	ax�e regularnosti.

Definicija 3.8. Ka�emo da kapacitet ima svojstvo spo	ax�e regularnosti

ako va�i

c(U) = ĉ(U),

za sve U ∈ O.
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4 Primeri kapaciteta

U ovoj glavi �emo navesti neke osnovne kapacitete zajedno sa �ihovim va�nim

svojstvima.

4.1 Kapaciteti ulaga�a

Ovi kapaciteti se dobijaju posmatra�em simplektiqkih ulaga�a (X,αΩ) ↪→
(M,ω) sa maksimalnim α, ili (M,ω) ↪→ (X,αΩ) sa minimalnim α, kada fik-

siramo mnogostrukost (X,ω). Specijalno, ovde navodimo dva najpoznatija primera,

Gromov	ev radijus i cilindriqni kapacitet.

4.1.1 Gromov	ev radijus

Darbuova teorema 1.2 nam daje mogu�nost ulaga�a lopte u okolini proizvo	ne

taqke p proizvo	ne simplektiqke mnogostrukosti M . Zaista, ako je φ Dar-

buova karta iz ove teoreme, uzmimo proizvo	nu loptu sa centrom u φ(p) koja

je sadr�ana u slici φ, i inverzno je preslikamo na M. Time je za simplek-

tiqku mnogostrukost (M,ω) dimenzije 2n dobro definisana strogo pozitivna

veliqina

cB(M,ω) = sup{πr2 | B2n(r) ↪→ (M,ω)}

koja se zove Gromov	ev radijus od (M,ω). On meri simplektiqku veliqinu

(M,ω) na geometrijski naqin, i podse�a na radijus injektivnosti Rimanove

mnogostrukosti. Va�i slede�a teorema.

Teorema 4.1. Gromov	ev radijus je jako normalizovani simplektiqki ka-

pacitet na Symp2n.

Dokaz. Monotonost (1) je oqigledna, pretpostavimo da postoji inkluzija

(M,ω)
φ
↪→ (M ′, ω′). Onda inkluzijaB2n(r) ↪→ (M,ω) indukuje inkluzijuB2n(r) ↪→

(M ′, ω′) kompozicijom sa φ.

Konformnost (2) se tako�e lako dokazuje. Najpre, imamo da va�i cB(M,−ω) =

cB(M,ω), jer imamo simplektomorfizam ψ : (B2n(r), ω0) → (B2n(r),−ω0) za-

dat sa ψ(x1, .., xn, y1, ..., yn) = (−x1, ..,−xn, y1, ..., yn). Sada samo treba dokazati

c(M,αω) = αc(M,ω), kada je α pozitivno. Stoga, ako postoji simplektiqka

inkluzija B2n(r)
φ
↪→ (M,ω), onda je i inkluzija (B2n(r), αω0)

φ
↪→ (M,αω) sim-

plektiqka. Da	e, imamo simplektomorfizam ξ : (B2n(r), αω0)→ (B2n(
√
αr), ω0)

50



zadat sa ξ(x) =
√
αx, tako da sve zajedno imamo da se simplektiqka lopta B2n(r)

ula�e u (M,ω) akko se B2n(
√
αr) ula�e u (M,αω), xto nam daje konformnost.

Jasno je da je cB(B2n) = π, jer se lopta polupreqnika ve�eg od 1 ne mo�e

simplektiqki ulo�iti u B iz zapreminskih razloga. Jaka normalizacija Gro-

mov	evog radijusa, tj. cB(Z2n) = π sledi iz teoreme 3.1, qime je dokaz zavr-

xen. �

Uslov jake normalizacije je ubed	ivo najte�i u prethodnom dokazu i on

je, kao xto smo ranije naglasili, ekvivalentan Gromov	evoj teoremi. Uz

prethodnu teoremu va�i i da je Gromov	ev radijus najma�i simplektiqki

kapacitet na Symp2n :

Stav 4.1. Za svaki normalizovani simplektiqki kapacitet c na Symp2n va�i

c(M) ≥ cB(M).

Dokaz. Ako postoji simplektiqko ulaga�e B2n(r) ↪→ (M,ω), va�i

πr2 = c(B2n(r)) ≤ c(M),

te kad pustimo supremum po svim ovakvim ulaga�ima dobijamo tra�enu nejed-

nakost. �

4.1.2 Cilindriqni kapacitet

Ovaj kapacitet je analogan Gromov	evom radijusu, s tim xto umesto ulaga�a

maksimalne lopte u simplektiqku mnogostrukost on meri ulaga�e simplek-

tiqke mnogostrukosti u minimalni cilindar. Preciznije, veliqinu

cZ(M,ω) = inf{πR2 | (M,ω) ↪→ Z2n(R)}

zovemo cilindriqni kapacitet mnogostrukosti (M,ω).

Teorema 4.2. Veliqina cZ je jako normalizovani simplektiqki kapacitet na

Symp2n.

Dokaz. Normalizacija sledi iz teoreme 3.1, monotonost je trivijalna, dok
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konformnost sledi sliqno kao u dokazu teoreme 4.1. Samo treba konstatovati

da su ψ : (Z2n(r), ω0)→ (Z2n(r),−ω0), zadat sa

ψ(x1, .., xn, y1, ..., yn) = (−x1, ..,−xn, y1, ..., yn)

i ξ : (Z2n(r), αω0)→ (Z2n(
√
αr), ω0) zadat sa

ξ(x) =
√
αx,

simplektomorfizmi, xto ide direktno. �

Analogno stavu 4.1 va�i slede�i stav:

Stav 4.2. Za svaki normalizovani simplektiqki kapacitet c na Symp2n va�i

c(M) ≤ cZ(M).

Dokaz. Ako postoji simplektiqko ulaga�e (M,ω) ↪→ Z2n(R) va�i

c(M) ≤ πR2 = c(Z2n(R)),

te kad pustimo infimum po svim ovakvim ulaga�ima dobijamo tra�enu nejed-

nakost. �
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4.2 Kapaciteti motivisani Hamiltonovom dinamikom

4.2.1 Ekeland-Hoferovi kapaciteti

Iako je Gromov u svom radu iz 1985. dao prvi primer kapaciteta, sam pojam

kapaciteta su prvi uveli Hofer i Ekeland u radu [21] iz 1989. Oni su kon-

struisali jako normalizovani kapacitet na Op2n u [21], da bi posle uopxtili

ovu konstrukciju i konstruisali familiju kapaciteta na Op2n u [22]. �ihova

konstrukcija koristi funkcional dejstva iz klasiqne mehanike, i ovde �emo

je ukratko izlo�iti, za deta	e pogledati navedene radove.

Neka je U ograniqeni otvoreni podskup u R2n. Sa F (U) oznaqimo autonomne

Hamiltonijane H : R2n → [0,∞] koji dodatno zadovo	avaju svojstva:

(1) H = 0 na otvorenoj okolini U

(2) H(z) = a|z|2, za |z| veliko, i a > π, a /∈ Nπ.

Primetimo da S1 dejstvuje na Hilbertovom prostoru E vremenskim pomakom,

θ · x(t) = x(t + θ), gde je θ ∈ S1. Specijalna forma H ∈ F (U) omogu�ava da je

za svako k ∈ N ekvivarijantna (u odnosu na ovo dejstvo) minimaks vrednost

cH,k := inf

{
sup
γ∈ξ
AH(γ) | ξ ⊂ E je S1 ekvivarijantan i ind(ξ) ≥ k

}
kritiqna vrednost funkcionala dejstvaAH na E.Ovde je ind(ξ) Fadel-Rabinovi-

cev indeks preseka (pogledati [44] za definiciju) skupa ξ i S+ jediniqne sfere

u E+.

Definicija 4.1. Neka je U otvoren podskup R2n. k-ti Ekeland-Hoferov ka-

pacitet cEHk skupa U je

cEHk (U) := inf{cH,k | H ∈ F (U)},

ako je U ograniqen, a

cEHk (U) := sup{cEHk (V ) | V ⊂ U ograniqen},

za proizvo	no U. Va�i slede�a teorema koja opravdava ovu definiciju.

Teorema 4.3. Za svako k ∈ N, cEHk je simplektiqki kapacitet na kategoriji

Op2n, pri qemu je cEH = cEH1 jox i jako normalizovan.
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Dokaz. Za prvi deo tvr�e�a pogledati [22] a za drugi [21]. �

Ekeland-Hoferovi kapaciteti reda ≥ 2 nisu jako normalizovani. Me�utim,

poznate su �ihove vrednosti na lopti i cilindru (videti [22] za dokaz),

cEHk (B2n) =

[
k + n− 1

n

]
π i cEHk (Z2n) = kπ.

Iako komplikovano definisani, ispostav	a se da ovi kapaciteti imaju

jednostavnu reprezentaciju kada je granica domena U restrikovanog kontaktnog

tipa. Definiximo spektar dejstva Σ(U) kao skup svih celobrojnih umno�aka

dejstva zatvorenih karakteristika na ∂U,

Σ(U) := {kA(γ) | k ∈ Z, γ je zatvorena karakteristika na ∂U}.

Tada va�i:

Teorema 4.4. (Ekeland i Hofer) Ako je U ⊂ R2n domen sa granicom koja je

hiperpovrx restrikovanog kontaktnog tipa, tada je cEHk ∈ Σ(U), za svako k ∈ N.

Uvedimo jox jedan va�an podskup R2n.

Definicija 4.2. Neka je r = (r1, ..., rn), 0 < r1 ≤ r2... ≤ rn < +∞. Polidisk
vektora r je skup

P (r) := B(r1)×B(r2)× ...×B(rn).

Polidisk dimenzije 2n polupreqnika r je skup P 2n(r) = P (r, r, ..., r). Polidisk

P 2n(1) kra�e oznaqavamo sa P 2n.

Ekeland-Hoferovi kapaciteti polidiskova su poznati, preciznije va�i

slede�i stav (za dokaz videti [22]):

Stav 4.3. cEHk (P (r)) = πkr2
k �

koji daje posledicu o (ne)ulaga�u polidiska u loptu:

Posledica 4.1. (Ekeland, Hofer) Ako postoji simplektiqko ulaga�e ψ :

P (r) ↪→ B2n(R), tada va�i
√
nr1 ≤ R.

Dokaz. Ako uzmemo restrikciju ψ na P (δr) za proizvo	no δ < 1 mo�emo

je proxiriti na celo R2n po lemi 1.2, tako da dobijemo simplektomorfizam
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Ψ : R2n → B2n(R) za koje va�i Ψ|P (δr) = ψ|P (δr). Na osnovu monotonosti

kapaciteta cEHn va�i

cEHn (P (δr)) ≤ cEHn (B2n(R)),

xto uz konformnost i vrednost kapaciteta na lopti cEHn (B2n) = π i polidisku

cEHn (P (δr)) = πn(δrn)2 daje

nδ2r2
1 ≤ R2,

te kad pustimo δ → 1 dobijamo tra�enu nejednakost. �

Napomena: Primetimo da je uslov za ulaga�e koji nam daje ova posledica,

kao i u sluqaju Gromov	eve teoreme, dosta restriktivniji od zapreminskog.

Na primer ako uzmemo vektor r = (1, 1, ..., 1), onda se on svodi na R ≥
√
n, dok

nam zapremine polidiska V ol(P (1, 1, ..., 1)) = πn i lopte V ol(B2n(R)) = πn

n!
R2n

daju slabiji uslov R ≥ 2n
√
n!.

Naglasimo da Ekeland-Hoferovi kapaciteti zadovo	avaju spomenuto svo-

jstvo, navedeno u poglav	u 3.1, klasifikacije simplektiqkih preslikava�a.

Naime, u radu [21] Ekeland i Hofer su dokazali slede�u teoremu (c := cEH1 )

Teorema 4.5. Neka je φ : R2n → R2n C1−glatko preslikava�e takvo da za

svaki ograniqen elipsoid S imamo c(ϕ(S)) = c(S). Tada je ono simplektiqko

ili antisimplektiqko. Dodatno, ako i Id×ϕ : R2n+2 → R2n+2 quva kapacitete

elipsoida, onda je ϕ simplektiqko. �

Dodajmo na kraju da, prema stavu 3.4, postoja�e kapaciteta cEH1 daje nezav-

isan dokaz Gromov	eve non-squeezing teoreme.

4.2.2 Hofer-Cenderov kapacitet

Ovaj kapacitet je kao i prethodni tako�e definisan korix�e�em Hamiltonove

dinamike, s tim xto je definicija jednostavnija i odnosi se na kategoriju

Symp2n. �ega su definisali Hofer i Cender u radu [31], a xira priqa je

prikazana u k�izi istih autora [33]. Ovaj kapacitet meri minimalnu C0 os-

cilaciju pogodno odabranih Hamiltonijana dovo	nu da proizvede periodiqnu

orbitu sa malim periodom. U tom smislu on meri dinamiqku veliqinu mno-

gostrukostiM . Specijalno, za 2-dimenzionalne mnogostrukosti on se poklapa

sa zapreminom, tj. povrxinom prema [45], a za otvorene konveksne domene sa

glatkom granicom U ⊂ R2n se predstav	a vrednox�u dejstva odre�ene zatvorene
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karakteristike na ∂U (pogledati [31]).

Definiximo sada ovaj kapacitet. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost

sa (mo�da praznom) granicom ∂M. Definixemo skup H(M,ω) autonomnih

Hamiltonijana H : M → R sa slede�im svojstvima:

1) Postoji kompakt K ⊂M i konstanta m(H), koji zavise od H, takvi da je

K ⊂M \ ∂M i H|M\K = m(H).

2) Postoji otvoren skup U ⊂M (koji zavisi od H) takav da je H|U = 0.

3) Va�i 0 ≤ H(x) ≤ m(H), za sve x ∈M.

Prema tome, oscilacija ovog Hamiltonijana je jednaka �enom maksimumu

m(H). Slika 2 kvalitativno opisuje kako izgledaju Hamiltonijani izH(M,ω).

Slika 2: Izgled Hamiltonijana iz H(M,ω)

Definicija 4.3. Hamiltonijan H ∈ H(M,ω) zovemo dopustivim ako su sva

periodiqna rexe�a Hamiltonovog sistema ẋ = XH(x) ili konstantna ili pe-

riodiqna sa periodom T > 1. Skup dopustivih Hamiltonijana oznaqavamo

sa Ha(M,ω) ⊂ H(M,ω). Hofer-Cenderov kapacitet mnogostrukosti (M,ω)

definixemo sa

cHZ(M,ω) = sup{m(H) | H ∈ Ha(M,ω)}.

Dakle, ako je cHZ(M,ω) < ∞, ovaj broj se karakterixe na slede�i naqin.

Svaka funkcija H iz H(M,ω), qija je oscilacija m(H) > cHZ(M,ω), poseduje

T−periodiqnu Hamiltonovu orbitu, za 0 < T < 1, i cHZ(M,ω) je najma�i broj

sa ovim svojstvom. U 5. glavi �emo dokazati va�nu teoremu:
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Teorema 4.6. (Hofer, Cender) Funkcija cHZ je jako normalizovani sim-

plektiqki kapacitet na kategoriji Symp2n. Xtavixe, on zadovo	ava svojstvo

unutrax�e regularnosti.

Osim dokaza ove teoreme, u istoj glavi �emo navesti neke osnovne posledice

postoja�a Hofer-Cenderovog kapaciteta, koje se vezuju za postoja�e periodiq-

nih orbita. Ovo je i logiqno jer se one pojav	uju u definiciji ovog kapaciteta,

pa prema tome poznava�e vrednosti Hofer-Cenderovog kapaciteta ili samo

�egova konaqnost na nekoj simplektiqkoj mnogostrukosti ve� govori dosta o

�enoj Hamiltonovoj dinamici.

4.2.3 Energija razdvaja�a

Ovo je tako�e primer kapaciteta na kategorijiOp2n, i usko je povezan sa Hofer-

ovom metrikom na simplektiqkoj mnogostrukosti. Prvi put je definisan u [31]

a deta	nije je, objax�en u [28] i [33]. Definiximo najpre nekoliko pojmova.

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost.

Definicija 4.4. Norma Hamiltonijana H : M × I → R sa kompaktnim

nosaqem je

‖H‖ =

∫ 1

0

Osc(Ht)dt,

Pomo�u �e definixemo energiju Hamiltonovog difeomorfizma sa kompakt-

nim nosaqem φ ∈ Ham(M,ω) kao

E(φ) = inf{‖H‖ | φ = φ1
H}.

Stav 4.4. Funkcija energije E : Ham(M,ω)→ R zadovo	ava slede�a svojstva:

i) E(φ) ≥ 0

ii) E(φ) = E(φ−1)

iii) E(ρφρ−1) = E(φ)

iv) E(φψ) ≤ E(φ) + E(ψ),

za svako φ, ψ ∈ Ham(M,ω) i ρ ∈ Symp(M,ω).
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Dokaz. Pogledati [33], glava 5. �

Definiximo sada energiju razdvaja�a:

Definicija 4.5. Energija razdvaja�a e(A,M) podskupa A ⊂M je minimalna

energija Hamiltonovog difeomorfizma koji razdvaja A,

e(A,M) := inf{E(φ)|φ(A) ∩ A = ∅},

kada je A ograniqen, a

e(A,M) = sup{e(K,M) | K ⊂ A,K je ograniqen}.

Kada se zna o kojoj ambijentnoj mnogostrukosti M je req, e(M,A) zapisujemo

kra�e sa e(A).

Kao xto je ve� spomenuto, ovaj pojam je povezan sa Hoferovom metrikom, te

definiximo i �u:

Definicija 4.6. Hoferova metrika na mnogostrukosti (M,ω) je funkcija

d : Ham(M,ω)×Ham(M,ω)→ R zadata sa

d(φ, φ) := E(φ−1ψ).

Kako samo ime sugerixe, ovime je dobro definisana metrika. Iz stava 4.4

zak	uqujemo da va�e sva svojstva metrike osim nedegenerisanosti, tj. svojstva

d(φ, ψ) = 0⇒ φ = ψ,

koje se ispostav	a da je kraj�e netrivijalno. Za dokaz ovoga u standardnom

simplektiqkom prostoru (R2n, ω0) koristimo postoja�e Hofer-Cenderovog ka-

paciteta, i to je ujedno jedna od primena ovog kapaciteta. Tako�e �e nam

biti potrebna tzv. nejednakost izme�u energije i kapaciteta. Ova nejed-

nakost je dokazana u [33], korix�e�em postoja�a specifiqnih kritiqnih vred-

nosti funkcionala dejstva AH , dakle sliqno dokazu normalizacije Hofer-

Cenderovog kapaciteta cHZ .

Teorema 4.7. (Nejednakost izme�u energije i kapaciteta) Za svako

ψ ∈ Ham(R2n) va�i sup{cHZ(U) | U je otvoren i ψ(U) ∩ U = ∅} ≤ E(ψ). �
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Ova teorema, iako netrivijalna za dokaziva�e, je zapravo veoma intuitivna.

Naime, u duhu stvaraoca simplektiqke geometrije Vladimira Arno	da, imaju-

�i u vidu fiziqku interpretaciju kapaciteta objekta kao neke mere inertnosti

i veliqine (poput mase), teorema ka�e da je u pokuxaju da pomerimo skup U

tako da se ne seqe sa sobom potrebno ulo�iti energije bar onoliko koliki

je (Hofer-Cenderov) kapacitet tog skupa. Direktna posledica prethodne teo-

reme je nejednakost izme�u dva kapaciteta, a potom i spomenuta nedegerisanost

Hoferove metrike.

Posledica 4.2. Va�i cHZ(U) ≤ e(U).

Dokaz. Iz prethodne teoreme, za proizvo	no ψ ∈ Ham(R2n) koje razdvaja

U va�i E(ψ) ≥ cHZ(U), te pustimo infimum po svim takvim ψ. �

Posledica 4.3. (Nedegenerisanost Hoferove metrike)Hoferova metrika

na Ham(R2n) je nedegenerisana.

Dokaz. Dovo	no je dokazati E(ψ) > 0, za proizvo	no ψ ∈ Ham(R2n), ψ 6= Id.

Iz ψ 6= Id sledi da postoji neko x0 takvo da je ψ(x0) 6= x0. Dakle, postoji mali

disk B2n(x0, ε) oko x0 koji se razdvaja pri ψ. Na osnovu teoreme 4.7 imamo

E(ψ) ≥ cHZ(B2n(x0, ε)) = cHZ(B2n(ε)) = πε2 > 0,

pri qemu prva jednakost va�i jer je translacija simplektomorfizam. �

Na kraju, doka�imo da je energija razdvaja�a zaista kapacitet.

Teorema 4.8. (Hofer, Cender) Energija razdvaja�a e(·,R2n) je jako normal-

izovani simplektiqki kapacitet na Op2n.

Dokaz. Doka�imo najpre monotonost. Neka su U i V otvoreni podskupovi

u R2n i neka postoji φ ∈ Symp(R2n) takav da je φ(U) ⊂ V. Najpre primetimo da

va�i e(U) = e(φ(U)). Ovo sledi iz definicije e(U), qi�enice da ψ razdvaja

φ(U) akko φ−1ψφ razdvaja U i (na osnovu stava 4.4) E(φ−1ψφ) = E(ψ). Da	e,

trivijalno va�i implikacija

A ⊂ B ⇒ e(A) ≤ e(B),
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(ako φ razdvaja B onda razdvaja i A, pa je infimum po ve�em skupu ma�i), pa

zajedno sa prethodnim imamo monotonost.

Doka�imo svojstvo konformnosti. Pretpostavimo da ϕ zadovo	ava ψ∗ω =

αω. Tada je E(ψϕψ−1) = |α|E(ϕ), za ϕ ∈ Ha(M,ω). Ako je ϕ(U) ∩ U = ∅ tada je
i ψϕψ−1(ψ(U)) ∩ ψ(U) = ∅, odakle sledi e(ψ(U)) = |α|e(U).

Slika 3: Ulaga�e diska u kvadrat

Naposletku, za normalizaciju je dovo	no dokazati da je e(Z2n) = π, jer onda

iz monotonosti sledi e(B2n) ≤ π, a iz posledice 4.2 da je e(B2n) ≥ cHZ(B2n) =

π, te dobijamo e(B2n) = π. S druge strane, imamo e(Z2n) ≥ cHZ(Z2n) = π,

tako da je dovo	no dokazati e(Z2n) ≤ π. Iz definicije energije razdvaja�a za

neograniqene podskupove imamo da je dovo	no dokazati

e(B2 ×B2n−2(R)) ≤ π,

za svaki radijus R > 1. Da bismo razdvojili ovaj skup od sebe, dovo	no je razd-

vojiti B2 od sebe, tj. dovo	no je dokazati e(B2) ≤ π, xto znaqi za svako ε > 0

treba na�i Hamiltonov difeomorfizam sa energijom ≤ π + ε koji razdvaja

B2. Zato najpre simplektiqki ulo�imo B2(1 + d) u otvoreni kvadrat stranice
√
π(1 + 2d). Postoja�e ovog ulaga�a je posledica teoreme Mozera-Dakoro�a

3.4. Iz �ega i iz leme 1.2 dobijamo simplektomorfizam φ ∈ Symp(R2) koji

slika B2 u kvadrat stranice
√
π(1 + 2d). Pritom, slika lopte φ(B2) se razd-

vaja Hamiltonovom translacijom du� y−ose, na primer dobijenu autonomnim

Hamiltonijanom H1(x, y) =
√
π(1 + 2d)x. Glatkim \odseca�em" ovog Hamil-

tonijana mo�emo odvojiti kvadrat samog od sebe Hamiltonijanom H sa normom

‖H‖ proizvo	no bliskom π. Tada tok ϕ−1 ◦ ϕt ◦ ϕ razdvaja B2(1) samog od sebe

u vremenu 1, xto dokazuje e(B2) ≤ π, te je normalizacija ispu�ena. �

60



Primetimo da e nije kapacitet u smislu potkategorije Symp2n koja sadr�i

otvorene podskupove od R2n. Naime, za n = 1, znamo na osnovu stava 3.5 da je

svaki jako normalizovani kapacitet na Symp2 opisan povrxinom za otvorene

podskupove R2 sa glatkom granicom. Ako uzmemo prsten

A(r, R) = {(x, y) ∈ R2 | r2 < x2 + y2 < R2},

va�i

e(A(R, r)) = e(B2(R)) = πR2,

jer, iz topoloxkih razloga i oquva�a zapremine pri simplektomorfizmima,

svaki Hamiltonov difeomorfizam koji razdvaja prsten od sebe razdvaja i celi

disk. Sa druge strane povrxina prstena je P (A(r, R)) = π(R2 − r2), dakle

razliqita od e(A(R, r)) kada je r > 0.
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4.3 Lagran�ev kapacitet

Ovaj kapacitet je novijeg datuma i uveden je u radu [18], koriste�i ideje ranijih

autora. �egova definicija je motivisana Lagran�evim podmnogostrukostima

L ⊂ (M,ω) i diskovima u M qija se granica lepi na L, tj. preslikava�ima iz

π2(M,L). Glavni rezultat u spomenutom radu je teorema:

Teorema 4.9. (�ilibak, Monke) Neka je L ⊂ CP n zatvorena Lagran�eva

podmnogostrukost koja podr�ava metriku nepozitivne krivine. Tada postoji

glatko preslikava�e f : (D, ∂D)→ (CP n, L), sa f ∗ωFS ≥ 0, takvo da va�i

0 <

∫
D

f ∗ωFS ≤
π

n+ 1
.

Dokaz. Videti [18] �

Lagran�ev kapacitet je, za razliku od prethodnih, definisan na simplek-

tiqkoj kategoriji Symp2n
0 simplektiqkih mnogostrukosti dimenzije 2n koje su

2-povezane, tj. va�i π1(M) = π2(M) = 0. Morfizmi c(M,ω)
i→ (M ′, ω′) u ovoj

kategoriji su simplektiqka ulaga�a za koja dodatno va�i uslov π2(M ′, i(M)) =

0. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost. Uvedimo slede�e pojmove:

Definicija 4.7. Spektar Lagran�eve podmnogostrukosti L od (M,ω) je skup

Σ(L) =

{∫
σ

ω | σ ∈ π2(M,L)

}
.

Minimalna simplektiqka povrxina Lagran�eve podmnogostrukosti L od (M,ω)

je infimum pozitivnog dela spektra,

Amin(L, (M,ω)) := inf

{∫
σ

ω | σ ∈ π2(M,L),

∫
σ

ω > 0

}
∈ [0,∞]

Radi jednostavnosti zapisa, Amin(L, (M,ω)) �emo zapisivati samo sa Amin(L),

kada se zna o kojoj ambijentnoj mnogostrukosti je req. Pod Lagran�evim toru-

som od (M,ω) podrazumevamo Lagran�evu mnogostrukost dobijenu Lagran�e-

vim ulaga�em torusa Tn ↪→M, pri qemu je dim(M) = 2n.

Sada mo�emo definisati Lagran�ev kapacitet:

Definicija 4.8. Lagran�ev kapacitet cL(M,ω) 2-povezane simplektiqke
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mnogostrukosti (M,ω) se definixe kao

cL(M,ω) := sup{Amin(L) | L ⊂M je Lagran�ev torus}.

Pre dokaza da je ovo zaista kapacitet doka�imo najpre dve leme:

Definicija 4.9. Standardni torus polupreqnika r, u oznaci Tn(r), je skup

Tn(r) = S1(r)× ...× S1(r) ⊂ R2n. Torus Tn(1) oznaqavamo kra�e sa Tn.

Lema 4.1. Tn(r) je Lagran�eva podmogostrukost i va�i Amin(Tn(r)) = πr2.

Dokaz. Standardni torus je Lagran�eva mnogostrukost iz stava 1.3. Tako�e,

iz qi�enice da je ω 2-forma i homotetije

H : T n(1)→ T n(r), H(x) = rx

dovo	no je dokazati da je Amin(Tn) = π. Zato, najpre za svaki disk σ ∈ π2(M,L)

iz Stoksove teoreme imamo ∫
σ

ω =

∫
∂σ

λ,

jer je ω = dλ. Dakle spektar Σ(Tn) se sastoji od elemenata 〈λ, γ〉, gde je γ ∈
H1(Tn). Ovo nam govori da uoqimo prvu homologiju torusa

H1(Tn) = Z〈α1, α2, ..., αn〉

sa generatorima αk(t) = (1, ..., eit, ..., 1). Svaka od ovih kru�nica je obod diska

Dk = 1 × ... × B(1) × ... × 1, koji ima simplektiqku povrxinu π, te je opet iz

Stoksove teoreme 〈λ, αk〉 = π. Po linearnosti, za proizvo	no γ ∈ H1(Tn), γ =∑
nkαk, va�ilo bi

〈λ, γ〉 =
∑

nk〈λ, ak〉 = π
∑

nk,

pa je Amin(Tn), kao najma�i pozitivan element brojeva ovog tipa, jednak π, xto

je i trebalo dokazati. �

Definicija 4.10. Lagran�evu podmnogostrukost L ⊂ M qiji je spektar

diskretan, Σ(L) = Z · Amin(L), zovemo racionalnom.
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Lema 4.2. Neka je L proizvo	na Lagran�eva podmnogostrukost u (M,ω). Tada

je ili Amin(L) nula ili je L racionalna.

Dokaz. U ([6], glava 1) se mo�e na�i korisno tvr�e�e iz Abelovih grupa,

u vidu zadatka.

Tvr�e�e. Neka je H ⊂ G netrivijalna podgrupa totalno ure�ene Arhimedske

Abelove grupe G i H+ := {x ∈ H | x > 0}. Skup H je gust u G akko je inf H+ = 0.

Skup H nije gust u G akko H+ ima minimum.

Specijalno, R je Arhimedska Abelova grupa, i spektar Σ(L) je �ena podgrupa.

Ako Amin(L) = inf(Σ(L)+) nije nula, tada na osnovu ovog tvr�e�a va�i da

Σ(L)+ ima minimum. Oznaqimo ga sa a. Tada je Σ(L) = Z〈a〉. Zaista, ako
pretpostavimo suprotno, imamo da postoji element b ∈ Σ(L) za koji va�i

ka < b < (k + 1)a. Me�utim, element b − ka tako�e pripada spektru i ma�i je

od a xto je nemogu�e. �

Za racionalne Lagran�eve podmnogostrukosti, korix�e�em Florove ho-

mologije, Qekanov je u spomenutom radu dokazao va�nu teoremu, iz koje sledi

nejednakost izme�u Lagran�evog kapaciteta i energije razdvaja�a:

Teorema 4.10. (Qekanov) Ako je L ⊂ M racionalna Lagran�eva podmno-

gostrukost, i φ ⊂ Ham(M) Hamiltonov difeomorfizam sa energijom E(φ) <

Amin(L). Tada je indeks preseka #(L ∩ φ(L)) ≥ dimH∗(L,Z2) pod uslovom da je

ovaj presek transverzalan. �

Posledica 4.4. Amin(L) ≤ e(L) za svaku zatvorenu Lagran�evu podmnogostrukost

u R2n. Odavde sledi cL(U) ≤ e(U), za svaki otvoren podskup U ⊂ R2n.

Dokaz. Drugi deo teoreme sledi iz prvog i monotonosti energije razdvaja�a.

Doka�imo sada prvi deo tvr�e�a. Ako je Amin(L) = 0, trivijalno va�i. Prema

lemi 4.2, u suprotnom je L racionalna. Tada, ako proizvo	an φ ∈ Ham(R2n)

razdvaja L, onda je indeks preseka iz teoreme Qekanova jednak nuli. Stoga, iz

iste teoreme sledi da je

E(φ) ≥ Amin(L).

Kada pustimo infimum po svim Hamiltonovim difeomorfizmima φ koji razd-
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vajaju L dobijamo e(L) ≥ Amin(L). �

Sada doka�imo da je cL zaista kapacitet:

Teorema 4.11. (�ilibak, Monke) cL(M,ω) je simplektiqki kapacitet na

kategoriji Symp2n
0 .

Dokaz. Doka�imo najpre monotonost. Neka je (M,ω)
i→ (M ′, ω′) simplek-

tiqko ulaga�e sa uslovom π2(M ′, i(M)) = 0, i neka je L Lagran�ev torus u

M. Tada je L′ = i(L) Lagran�ev torus u M ′, te je dobro definisana veliqina

Amin(L′). Uoqimo dugi taqni niz trojke (M ′, i(M), L′) u homotopiji:

...→ π2(i(M), L′)
j∗→ π2(M ′, L′)→ π2(M ′, i(M))→ ...

gde je j : (i(M), L′) → (M ′, L′) inkluzija. Kako je posled�i qlan jednak nuli,

iz taqnosti niza zak	uqujemo da je j∗ NA. Prema tome, ako je σ
′ ∈ π2(M ′, L′)

proizvo	an, postoji element σ ∈ π2(i(M), L′) takav da je j∗σ = σ′. Tako�e, kako

je i : (M,L) → (i(M), L′) difeomorfizam, postoji σ ∈ π2(M,L) takav da je

i∗σ = σ. Tada va�i∫
σ′
ω′ = 〈ω′, σ′〉 = 〈ω′, j∗σ〉 = 〈j∗ω′, σ〉 = 〈i∗j∗ω′, σ〉 = 〈ω, σ〉 =

∫
σ

ω.

Prema tome, imamo da je

Amin(L) = inf

{∫
σ

ω | σ ∈ π2(M,L),

∫
σ

ω > 0

}
≤ inf

{∫
σ

ω | σ ∈ π2(M ′, L′),

∫
σ

ω > 0

}
= Amin(L′),

(4.1)

jer ve�i skup ima ma�i infimum. Samim tim va�i Amin(L) ≤ cL(M ′), a i

cL(M) ≤ cL(M ′), kao supremum.

Svojstvo konformnosti se lako dokazuje. Najpre, va�i Amin(L, (M,−ω)) =

Amin(L, (M,ω)), obzirom da je skup vrednosti {
∫
σ
ω | σ ∈ π2(M,L)} simet-

riqan u odnosu na 0, jer je
∫
−σ ω = −

∫
σ
ω. Da	e, za pozitivno α jasno je da

va�i Amin(L, (M,αω)) = αAmin(L, (M,ω)), jer α prolazi kroz integral kao

i infimum. Zak	uqujemo da Amin(L, (M,αω)) = |α|Amin(L, (M,ω)) va�i za

proizvo	no α 6= 0. Kako je cL definisan kao supremum po Amin(L), va�i

cL(M,αω)) = |α|cL(M,ω)), a to je upravo uslov konformnosti.
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Netrivijalnost za loptu B2n sledi iz ulaga�a Tn(r) u loptu B2n, za r < 1√
n
.

Pritom, iz leme 4.1 zak	uqujemo da je cL(B2n) ≥ Amin(Tn(r)) = πr2 > 0. Za

netrivijalnost cilindra prema posledici 4.4 imamo cL(Z2n) ≤ e(Z2n) = π <

∞. �

Ovaj kapacitet nema svojstvo normalizacije, ali su u spomenutom radu [18]

izraqunate �egove vrednosti na jediniqnoj lopti i cilindru:

Stav 4.5. Va�i cL(B2n) = π
n
i cL(Z2n) = π.

Dokaz. Iz dokaza prethodne teoreme zak	uqujemo da je cL(Z2n) ≤ π. Me�utim,

za svako δ < 1 torus Tn(δ) se ula�e u Z2n te je cL(Z2n) ≥ Amin(Tn(δ)) = πδ2.

Kad pustimo da δ te�i 1 dobijamo cL(Z2n) ≥ π, pa samim tim i cL(Z2n) = π.

Sliqno iz dokaza prethodne teoreme imamo da se Tn(r) ula�e u B2n za svako

r < 1√
n
, pa zak	uqujemo da je cL(B2n) ≥ π

n
. Pretpostavimo da je cL(B2n) > π

n
.

To znaqi da postoji Lagran�ev torus L takav da je Amin(L) > π
n
. Skalira�em

sa 0 < α < 1 mo�emo dobiti Amin(αL) = π
n
, te mo�emo pretpostaviti da va�i

Amin(L) = π
n
. Sada, prema stavu 1.4 postoji simplektomorfizam φ

B2n φ→ Cn = CP n \ CP n−1 ⊂ CP n,

tako da se pritom L slika u Lagran�ev torus L′. Doka�imo da svaki disk

s ∈ π2(CP n, L′) ima simplektiqku povrxinu
∫
s
ωFS = k π

n
, za neko k ∈ Z. Zaista,

ako je s disk u Cn, onda je �egova simplektiqka povrxina jednaka celobrojnom

umnoxku π
n
, zbog simplektomorfizma φ i leme 4.2 (poxto je Amin(L) 6= 0). U

suprotnom, mo�emo zalepiti na granicu s disk koji se nalazi u Cn, i time do-

biti sferu u CP n. Me�utim, svaka sfera u CP n ima simplektiqku povrxinu

jednaku celobrojnom umnoxku π, jer je Fubini-Xtudijeva forma ωFS defin-

isana tako da va�i 〈ωFS,CP 1 >= π, pri qemu je CP 1 generator H2(CP n) ∼= Z.
Zak	uqujemo da je simplektiqka povrxina s i u ovom sluqaju jednaka celo-

brojnom umnoxku π
n
, jer je razlika takvih. Me�utim, ovo se kosi sa teoremom

4.9 koja nam garantuje postoja�e bar jednog diska u s ∈ π2(CP n, L′) sa simplek-

tiqkom povrxinom≤ π
n+1

.Pritom je uslov nepozitivnosti krivine za L′ iz teo-

reme ispu�en, jer je L′ difeomorfno torusu Tn koji podr�ava ravnu, a samim
tim i nepozitivnu metriku Rn/Zn. Ova kontradikcija nam daje cL(B2n) = π

n
,

qime je dokaz zavrxen. �
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Primetimo da se pomo�u dobijenih vrednosti kapaciteta lako mo�e izraqu-

nati i kapacitet polidiska.

Stav 4.6. cL(P 2n(r)) = πr2.

Dokaz. Kako se P 2n(r) simplektiqki ula�e identitetom u Z2n(r), i pritom

va�i uslov π2(Z2n(r), P 2n(r)) = 0, iz dugog taqnog niza para u homotopiji,

monotonost i konformnost daju cL(P 2n(r)) ≤ πr2. Sa druge strane, polidisk

P 2n(r) sadr�i torus Tn(δr), za svako δ < 1, pa je cL(P 2n(r)) ≥ Amin(Tn(δr)).

Sada iz leme 4.1 i supremumom po δ dobijamo cL(P 2n(r)) ≥ πr2, xto zajedno sa

prethodnim daje cL(P 2n(r)) = πr2. �

Kao xto smo i ranije spomenuli, informacije o kapacitetima nam zbog

svojstva monotonosti daju uslove o (ne)ulaga�u, tako da je ovim opet dokazana

posledica 4.1 o simplektiqkom (ne)ulaga�u polidiska u disk:

Posledica 4.5. Polidisk P 2n(r) se simplektiqki ula�e u jediniqnu loptu

B2n akko je r ≤ 1√
n
.

Dokaz. Pri simplektiqkom ulaga�u i polidiska u jediniqnu loptu je uslov

π2(B2n, i(P 2n(r))) = 0 ispu�en, zbog taqnog niza para i kontraktibilnosti ova

dva prostora. Stoga, iz monotonosti kapaciteta cL dobijamo tra�eni uslov.

Drugi smer je trivijalan. �

Dodajmo na kraju hipotezu o kapacitetu elipsoida, koja uopxtava stav 4.5.

Hipoteza 4.1. Lagran�ev kapacitet elipsoida E(a), pri qemu je

a = (a1, a2, ..., an), je dat sa

cL(E(a)) =
π

1/a1 + ...+ 1/an
.
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5 Hofer-Cenderov kapacitet - xira

perspektiva

Posled�u glavu ovog rada posve�ujemo Hofer-Cenderovom kapacitetu. Najpre

dokazujemo da je on zaista jako normalizovani kapacitet na Symp2n, prate�i

dokaz iz [33], a potom dajemo �egove primene, u vidu rezultata na temu Vajnx-

tajnove hipoteze, jedne od glavnih hipoteza u simplektiqkoj topologiji. Svi

navedeni rezultati zahtevaju uslov konaqnosti Hofer-Cenderovog kapaciteta

na datoj simplektiqkoj mnogostrukosti, te se tim uslovom podrobnije bavimo

u posled�em poglav	u.

5.1 Dokaz svojstava kapaciteta

Doka�imo najpre svojstva monotonosti, konformnosti kao i unutrax�e regu-

larnosti.

Stav 5.1. Veliqina cHZ ima svojstvo monotonosti.

Dokaz. Neka je ϕ : (M,ω) ↪→ (N,Ω) ulaga�e. Tada mo�emo definisati pres-

likava�e ϕ∗ : H(M,ω)→ H(N,Ω) na slede�i naqin:

ϕ∗(H) =


H ◦ ϕ−1(x), za x ∈ ϕ(M)

m(H), za x /∈ ϕ(M).

Lako zak	uqujemo da ϕ∗ zaista slika H(M,ω) u H(N,Ω). Tako�e, primetimo da

tako�e va�i ϕ∗(Ha(M,ω)) ⊂ Ha(N,Ω). Zaista, obzirom da za simplektiqko ϕ

(na osnovu stava 1.7) va�i ϕ∗(XH) = Xϕ∗(H) na ϕ(M), nekonstantna periodiqna

rexe�a, zajedno sa periodima, ovih Hamiltonovih tokova se quvaju ovom kore-

spodencijom. Sada c(M,ω) ≤ c(N,Ω) sledi iz qi�enice da je supremum monoton

u odnosu na inkluziju skupova. �

Stav 5.2. Veliqina cHZ ima svojstvo konformnosti.

Dokaz. Pretpostavimo da je α 6= 0 i definiximo oqiglednu bijekciju ψ :

H(M,ω)→ H(M,αω) sa ψ : H → |α|H = Hα. Jasno je m(Hα) = |α|m(H) tako da
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lema sledi ako doka�emo da je ψ tako�e bijekcija izme�uHa(M,ω) iHa(M,αω).

Iz definicije Hamiltonovog vektorskog po	a imamo

(αω)(XHα , ·) = −dHα = −|α|dH = |α|ω(XH , ·)

i zatim iz nedegenerisanosti ω i α
|α|XHα = XH . Dakle va�i XHα = ±XH , i u

oba sluqaja ova dva vektorska po	a imaju ista periodiqna rexe�a sa istim

periodima. �

Stav 5.3. Veliqina cHZ ima svojstvo unutrax�e regularnosti, cHZ = čHZ .

Dokaz. Ovo sledi direktno iz definicija. Razmatramo samo sluqaj cHZ(M,ω)

<∞, sluqaj cHZ(M,ω) =∞ se razmatra analogno. Neka je ε > 0. Tada postoji

H ∈ Ha(M,ω) sa m(H) > cHZ(M,ω) − ε. Neka je K = supp(XH). Tada postoji

otvoreni skup U takav da je K ⊂ U ⊂ U ⊂M \ ∂M. Jasno je da je H ∈ Ha(U, ω),

te je stoga cHZ(U, ω) ≥ cHZ(M,ω)−ε. Kako ovo va�i za svako ε > 0 zak	uqujemo

da je cHZ(M,ω) = sup{cHZ(U, ω) | U ⊂M je otvoren i U ⊂M \ ∂M}. �

Ocenimo sada kapacitet odozdo na jediniqnoj lopti B2n eksplicitnim kon-

struisa�em Hamiltonijana sa oscilacijom π − ε, za proizvo	no malo ε > 0.

Stav 5.4. cHZ(B2n, ω0) ≥ π.

Dokaz. Izaberimo 0 < ε < π. Konstruisa�emo funkciju H ∈ Ha(B
2n) takvu da

je m(H) = π − ε, dokazuju�i cHZ(B2n, ω0) ≥ π − ε, xto kada pustimo da ε te�i
nuli daje tra�enu ocenu. Neka je f : [0, 1] → [0,∞] funkcija koja zadovo	ava

(videti sliku 4)

1) 0 ≤ f ′(t) < π

2) f(t) = 0, za t blizu 0

3) f(t) = π − ε, za t blizu 1.

Sada definixemo Hamiltonijan radijalno, H(x) = f(|x|2). Tada je m(H) =

π − ε. Tvrdimo da je H ∈ Ha(B
2n, ω0). Zaista, Hamiltonova jednaqina (1.3) za

ovaj sistem je

−Jẋ = ∇H(x) = 2f ′(|x|2)x,

i ima funkciju n(x) = |x|2 za integral. Ovo va�i jer je H integral uvek, i iz

H = f ◦ n. Dakle, ako je x(t) rexe�e, tada je 2f ′(|x|2) = a konstantno i rexe�e
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Slika 4: Grafik funkcije f

zadovo	ava −Jẋ = ax. Zak	uqujemo da su sva rexe�a periodiqna i data sa

x(t) = eaJtx(0). Ako je a = 0 rexe�e je konstantno, dok je za a > 0 period dat

sa T = 2π
a
> 1, obzirom da je po osobini 1) funkcije f 0 ≤ a < 2π. Dakle H je

dopustiv Hamiltonijan, xto smo i hteli da doka�emo. �

Da bismo dokazali da je cHZ jako normalizovan dovo	no je jox dokazati da je

cHZ(Z2n, ω0) ≤ π, jer iz monotonosti i iz prethodnog stava imamo cHZ(Z2n, ω0) ≥
cHZ(B2n, ω0) ≥ π. Ovo je ubed	ivo najte�i deo dokaza, i zahteva dokaziva�e

ekzistencije Hamiltonove orbite. Dakle, nax slede�i korak je dokazati

Teorema 5.1. (Egzistencija periodiqne orbite na cilindru) Ako je

H ∈ H(Z2n) i zadovo	ava m(H) > π, tada Hamiltonov sistem ẋ = J∇H(x) na

cilindru Z2n poseduje nekonstantnu periodiqnu orbitu sa periodom T = 1.

Dokaz. Primetimo najpre da mo�emo pretpostaviti da se Hamiltonijan an-

ulira u okolini koordinatnog poqetka. Zaista, na osnovu definicije H(Z2n)

znamo da postoji otvoreni podskup U na kome se H anulira. Sa druge strane,

mo�emo H zameniti H◦ψ gde je ψ simplektiqki difeomorfizam cilindra Z2n

sa kompaktnim nosaqem, obzirom da su �ihovi tokovi ko�ugovani, pa samim

tim quvaju rexe�a zajedno sa periodima. Zato konstruiximo povo	an ψ. Iz-

aberimo z0 ∈ U proizvo	no, i glatku funkciju ρ : R2n → R sa kompaktnim

nosaqem koja je jednaka 1 na okolini V du�i [0, z0]. Definiximo Hamiltoni-
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jan K : Z2n → R sa K(z) = ρ(z)〈z,−Jz0〉. Tada je difeomorfizam ψ = ψ1
K u

vremenu t = 1 Hamiltonovog toka odK Hamiltonov difeomorfizam sa kompak-

tnim nosaqem. Kako je XK(z) = z0 za z ∈ V, linija ψt(0) = tz0 je rexe�e koje

u vremenu 0 ≤ t ≤ 1 pomera 0 u z0. Dakle ψ(0) = z0, te je H ◦ ψ Hamiltonijan

koji se anulira u okolini koordinatnog poqetka, xto smo i hteli.

Da	e, �elimo da proxirimo H sa cilindra Z2n na ceo prostor R2n. Ovo

mo�emo izvesti trivijalno, obzirom da je H konstantan u okolini granice

cilindra. Me�utim, u duhu da	eg dokaza, ci	 nam je da dobijeni H : R2n →
R bude kvadratan u beskonaqnosti, tj. da za |z| > R, z ∈ R2n bude jednak

kvadratnoj formi. Ovakva vrsta Hamiltonijana se qesto sre�e u simplek-

tiqkoj topologiji zbog �ihovih pogodnih svojstava, od kojih �emo neke videti

u nastavku dokaza.

Slika 5: Elipsoid E unutar cilindra Z2n

Najpre, obzirom da je H ∈ H(Z2n, ω0) zak	uqujemo da za dovo	no veliko

N ∈ N postoji elipsoid E = EN unutar cilindra Z2n (slika 5), takav da je

H ∈ H(E,ω0), gde je

EN =

{
z ∈ R2n | q(z) = x2

1 + y2
1 +

1

N2

n∑
j=2

(x2
j + y2

j ) < 1

}
,

a z = (x1, ..., xn, y1, ..., yn) koordinate na R2n.
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Obzirom da H ∈ H(Z2n, ω0) zadovo	ava m(H) > π, postoji π > ε > 0 takvo

da je m(H) > π+ ε. Dakle, mo�emo izabrati glatku funkciju f : R→ R takvu

da je (slika 6):

1) f(s) = m(H), za s ≤ 1

2) f(s) ≥ (π + ε)s, za sve s ∈ R

3) f(s) = (π + ε)s, za s veliko

4) 0 < f ′(s) ≤ π + ε, za s > 1.

Slika 6: Grafik funkcije f

Sada ekstenziju H na R2n definixemo sa

H(z) =


H(z), za z ∈ E

f(q(z)), za z /∈ E.

Jasno je da dobijena funkcija H ∈ C∞(R2n) i kvadratna u beskonaqnosti,

H(z) = (π + ε)q(z), za |z| ≥ R,
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za neko veliko R. Dakle, proxirili smo poqetni Hamiltonijan na ceo pros-

tor R2n. Me�utim, u potrazi za periodiqnim rexe�em poqetnog Hamiltonovog

sistema, treba nam povo	an filter za rexe�a novodobijenog sistema Hamil-

tonijana H na R2n. Takav nam daje slede�i stav.

Stav 5.5. Pretpostavimo da je x(t) periodiqno rexe�e jednaqine ẋ = XH(x)

sa periodom 1. Ako ono zadovo	ava

AH(x) =

∫ 1

0

[1

2
〈−Jẋ, x〉 −H(x(t))

]
dt > 0

tada je x(t) nekonstantno i x(t) ⊂ E.

Dokaz. Ako je x(t) = x0 konstantno rexe�e, AH(x(t)) ≤ 0, obzirom da je

H ≥ 0. Hamiltonovo vektorsko po	e XH se anulira na ∂E. Dakle, ako za neko

rexe�e x(t0) /∈ E za neko t0, onda je x(t) /∈ E, za svako t ∈ R. Da	e, x(t) je

rexe�e jednaqine

−Jẋ = ∇H(x) = f ′(q(x))∇q(x).

Primetimo tako�e da je van E funkcija q integral ovog sistema jer je direktno

povezana sa H koji je integral. Prema tome, ako je x(t) rexe�e onda je

q(x(t)) = q(x(t0)) = τ.

Koriste�i identitet 〈∇q(z), z〉 = 2q(z),∀z ∈ R2n koji va�i za svaku kvadratnu

formu i koji se dokazuje direktno, dobijamo

AH(x) =

∫ 1

0

[1

2
〈−Jẋ, x〉 −H(x(t))

]
dt

=

∫ 1

0

1

2
f ′(τ)〈∇q(x), x〉 −

∫ 1

0

f(q(x))dt

=
1

2

∫ 1

0

f ′(τ)2q(x(t))− f(τ)

= f ′(τ)τ − f(τ).

(5.1)

Po definiciji f, ovo je ma�e od (π + ε)τ − (π + ε)τ = 0. Dakle, AH(x) ≤ 0

za sva rexe�a van E, te je time stav dokazan. �

Dakle, nax slede�i ci	 je da na�emo 1-periodiqno rexe�e sistema

ẋ = XH(x), AH(x) > 0. (5.2)
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Sada dolazi do izra�aja teorija razvijena u glavi 2, jer je H ∈ H bax on-

akvog oblika Hamiltonijana za koje ta teorija va�i. Na osnovu posledice 2.1

zak	uqujemo da rexe�e sistema (5.2) postoji, te je ovim konaqno dokazana teo-

rema. �

Dokazom prethodne teoreme konaqno je dokazano da je cHZ jako normalizo-

vani kapacitet. Primetimo da je glavnu i najte�u ulogu u dokazu odigrala

posledica 2.1 iz glave 2, koja je proizaxla iz radova [42][43] P. Rabinovica o

periodiqnim orbitama specijalnih Hamiltonovih sistema.
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5.2 Primene Hofer-Cenderovog kapaciteta. Vajnxta-

jnova hipoteza

Postoja�e periodiqne orbite u Hamiltonovom sistemu je od va�nosti u klasiq-

noj mehanici. Samim tim, ovo pita�e je interesantno ispitivati u proizvo	noj

simplektiqkoj mnogostrukosti (M,ω) sa Hamiltonijanom H. Pritom, kako

Hamiltonov tok quva vrednost Hamiltonijana H, ako postoji periodicna or-

bita γ(t), za �u �e va�iti H(γ(t)) = const = c, te se kriva γ nalazi na povr-

xi energije S = H−1(c). Dakle, ako je c regularna vrednost Hamiltonijana

H, postav	a se pita�e da li hiperpovrx H−1(c) sadr�i Hamiltonovu orbitu.

Imaju�i u vidu ovo i stav 1.11 logiqno je postaviti opxtije pita�e da li data

hiperpovrx S ⊂ (M,ω) ima zatvorenu karakteristiku, tj. da li je P(S) 6= ∅.
Ovo pita�e se mo�e delimiqno razrexiti korix�e�em Hofer Cenderovog

kapaciteta. Ideja je da ako imamo uslov konaqnosti cHZ(U) na okolini U

date hiperpovrxi, mo�emo na�i beskonaqno mnogo zatvorenih karakteristika

u blizini hiperpovrxi S, a ako je ta hiperpovrx pritom i kontaktnog tipa,

onda i ona sama sadr�i zatvorenu karakteristiku. Navedimo najpre nekoliko

uvodnih lema.

U celom poglav	u pretpostav	amo da je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost

i S ⊂M kompaktna hiperpovrx na �oj. Neka je g proizvo	na Rimanova struk-

tura na M saglasna sa ω, tj. va�i ω(·, J ·) = g(·, ·) za neku skoro kompleksnu

strukturu J na M. Sa N (S) = TS⊥g oznaqimo normalno, a sa L(S) = TS⊥ω

(kao i ranije) karakteristiqno linijsko rasloje�e od S. Imamo slede�i stav:

Stav 5.6. Linijska rasloje�a L(S) i N (S) su izomorfna.

Dokaz. Izomorfizam se posti�e skoro kompleksnom strukturom J,

L(S)→ N (S), ξx → Jξx

�

Definicija 5.1. Parametrizovana familija hiperpovrxi modelirana na S

je difeomorfizam ψ : S× (−ε, ε)→ U ⊂M. U ovim oznakama sa Sλ oznaqavamo

sliku ψ(S × {λ}).
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Va�i slede�a korisna karakterizacija hiperpovrxi S ⊂ (M,ω).

Stav 5.7. Slede�a tvr�e�a su ekvivalentna:

(1) Rasloje�e L(S)→ S je orijentabilno.

(2) Rasloje�e N (S)→ S je orijentabilno.

(3) S je orijentabilna mnogostrukost.

(4) Postoji parametrizovana familija hiperpovrxi modelirana na S.

(5) Postoji H ∈ C∞(U,R) definisan na nekoj okolini U ⊃ S takav da je

S = H−1(c) i dH|S 6= 0, dakle S je povrx energije.

Dokaz. Uz pomo� stava 5.6 i malo zna�a diferencijalne topologije ide di-

rektno. �

Nada	e pretpostav	amo da hiperpovrx S koja zadovo	ava bilo koji a samim

tim i svaki od uslova (1)-(5). Sa Sλ (λ∈I), gde je I = (−δ, δ) otvoreni interval
obele�avamo proizvo	nu parametrizovanu familiju hiperpovrxi modeliranu

na �oj. Formuliximo sada prvu teoremu o egzistenciji zatvorenih karakter-

istika.

Teorema 5.2. (Hofer, Cender) Neka je S hiperpovrx u (M,ω) takva da ima

okolinu konaqnog kapaciteta, cHZ(U) <∞. Tada za svaku familiju hiperpovr-
xi modeliranoj na S i sadr�anoj u U, skup λ ∈ I za koje va�i P(Sλ) 6= ∅ je gust.

Dokaz. Ideja je da iskoristimo konaqnost kapaciteta na U tako xto �emo na-

jpre pre�i na okolinu V :=
⋃
λ∈I

Sλ, koja prema svojstvu monotonosti tako�e ima

konaqan kapacitet. Zatim konstruixemo radijalni Hamiltonijan H : V → R
sa m(H) > cHZ(V ). Po definiciji cHZ , takav �e imati periodiqnu orbitu, i

pa�	ivom konstrukcijom mo�emo odabrati da ta periodiqna orbite bude na

Sλ, za gusto λ ∈ I. Za proizvo	no malo ε > 0 definixemo funkciju f : R→ R
takvu da je

1) f(s) = cHZ(V, ω) + 1, za s ≤ −ε i s ≥ ε

2) f(s) = 0, za ε
2
≤ s ≤ ε

2

3) f ′(s) < 0, za ε < s < ε
2
, za s veliko
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Slika 7: Grafik funkcije f

4) f ′(s) > 0 za ε
2
< s < ε.

Sada definiximo Hamiltonijan radijalno (slika 8) F : V → R, sa

F (x) = f(λ), za x ∈ Sλ.

Tada je F ∈ H(V, ω) i m(F ) > cHZ(V, ω) xto znaqi da postoji nekonstantna

Slika 8: Radijalni Hamiltonijan na okolini od S

periodiqna Hamiltonova orbita sa periodom T ≤ 1 na V. Iz radijalnosti F

zak	uqujemo da ona cela mora pripadati nekoj Sλ. Dakle, va�i P(Sλ) 6= ∅.
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Da	e, iz svojstava funkcije f i nekonstantnosti orbite zak	uqujemo da mora

biti ε
2
< |λ| < ε. Sada, iz proizvo	nosti ε > 0 mo�emo na�i niz λj → 0

takav da va�i P(Sλj) 6= ∅. Kako u ovoj familiji modeliranoj na S za svaku

hiperpovrx Sλ mo�emo ponoviti prethodnu priqu, dobijamo da je skup

{λ ∈ I | P(Sλ) 6= ∅}

gust u I, xto je i trebalo dokazati. �

Postoji delimiqno uopxte�e prethodne teoreme, tako�e dokazana od istih

autora.

Teorema 5.3. (Hofer,Cender) Pretpostavimo da je hiperpovrx S ⊂ (M,ω)

granica komaktne simplektiqke mnogostrukosti u M. Ako va�i c(M,ω) < ∞,
imamo da va�i

µ{λ ∈ I | P(Sλ) 6= ∅} = µ(I),

gde je µ Lebegova mera.

Dokaz. Videti u [33] �

Prethodni stavovi garantuju postoja�e zatvorene karakteristike proizvo	-

no blizu datoj hiperpovrxi S, ali ne i na �oj samoj. Dodatno, postoje primeri

hiperpovrxi koji nemaju zatvorene karakteristike. Me�utim, ako posmatramo

hiperpovrxi S kontaktnog tipa, definisane u glavi 1, mo�emo garantovati

postoja�e zatvorene karakteristike. Naime, A. Vainxtajn je postavio hipotezu

Hipoteza 5.1. (Vajnxtajnova hipoteza, 1978) Neka je S ⊂ (M,ω) hiper-

povrx kontaktnog tipa za koju va�i H1(S) = 0. Tada ona ima zatvorenu karak-

teristiku.

Ova hipoteza je bila inspirisana rezultatima na po	u zatvorenih karak-

teristika odnosno periodiqnih orbita. Naime, Vajnxtajn je 1978. dokazao

postoja�e Hamiltonovih orbita na konveksnim a Rabinovic 1979 na zvezdastim

hiperpovrxima u R2n. Zvezdasta hiperpovrx je uopxte�e konveksne, a hiper-

povrx kontaktnog tipa je uopxte�e zvezdaste. Naime, ako je S ∈ R2n zvezdasta

hiperpovrx sa istaknutom taqkom u koordinatnom poqetku, vektorsko po	e

X(x) = 1
2
x zadovo	ava LX(ω0) = ω0, i transverzalno je na S (slika), te je S

kontaktnog tipa, na osnovu stava 1.13.
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Slika 9: Zvezdasta hiperpovrx u R2n

Vajnxtajnovu hipotezu bez topoloxke pretpostavke H1(S) = 0 je u R2n

dokazao Viterbo 1987. u radu [47]. Mi �emo dokazati ovu hipotezu u proizvo	nom

simplektiqkom ambijentu, pod pretpostavkom konaqnosti Hofer-Cenderovog

kapaciteta neke okoline hiperpovrxi. Ovaj uslov je automacki ispu�en

u R2n jer je kapacitet lopte konaqan, te dajemo zaseban dokaz Vajnxtajnove

hipoteze u R2n. Pre toga uvedimo jedan novi pojam.

Definicija 5.2. Kompaktnu hiperpovrx nazivamo stabilnom ako postoji

parametrizovana familija ψ : S × (−1, 1) → U modelovana na S takva da

difeomorfizam ψε : ψ(x, 0)→ ψ(x, ε) indukuje izomorfizam rasloje�a

TLS → LSε ,

za svako ε ∈ (−1, 1).

Stav 5.8. Hiperpovrx kontaktnog tipa je stabilna.

Dokaz. Va�nost uslova kontaktnog tipa na S je ta xto postoji prirodna

parametrizovana familija modelovana na S, koja potiqe od toka ϕt vektorskog

po	a X iz stava 1.13. Obzirom da va�i LXω = ω zak	uqujemo integracijom

da je (ϕt)∗ω = ω. Samim tim, izvod toka ϕt quva LS kao jezgro ω. �

Napomena: Obrnuto ne va�i. Naime postoje primeri stabilnih hiperpovrxi
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koje nisu kontaktnog tipa i mogu se videti u [33].

Doka�imo sada spomenutu varijantu Vajnxtajnove hipoteze.

Teorema 5.4. Pretpostavimo da je S ⊂ (M,ω) hiperpovrx sa okolinom U za

koju va�i cHZ(U) < ∞. Ako je ona dodatno i stabilna, onda va�i P(S) 6= ∅.
Specijalno, ako je S kontaktnog tipa onda ima zatvorenu karakteristiku.

Dokaz. Na osnovu definicije stabilnosti znamo da postoji familija Sλ

hiperpovrxi modelovana na S takva da su rasloje�a LS i LSλ izomorfna.

Pri tom izomorfizmu, skupovi karakteristika P(S) i P(Sλ) su u prirodnoj

bijekciji. S druge strane, na osnovu teoreme 5.2 znamo da postoji bliska Sλ za

koju je P(Sλ) 6= ∅, te je onda i P(S) 6= ∅. �

Dakle, videli smo da mo�emo zak	uqiti razne rezultate o zatvorenim

karakteristikama na hiperpovrxi a samim tim i periodiqnim orbitama na

povrxima energije, pod pretpostavkom o konaqnosti cHZ . Kao xto smo ranije

napomenuli, ova pretpostavka je uvek zadovo	ena u R2n, obzirom da je kompak-

tna hiperpovrx oganiqena, samim tim i sadr�ana u lopti, koja ima konaqan

kapacitet, cHZ(B2n(r), ω0) = πr2. U slede�em poglav	u �emo se stoga podrobnije

baviti konaqnox�u Hofer-Cenderovog kapaciteta.
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5.3 Konaqnost Hofer-Cenderovog kapaciteta

Videli smo u prethodnoj glavi da je uslov konaqnosti Hofer-Cenderovog ka-

paciteta na nekoj mnogostrukosti od va�nosti u potrazi za Hamiltonovim

periodiqnim orbitama Hamiltonijana na �oj. Tako�e, dosta primera ukazuje

da je ovaj kapacitet kod kompaktnih mnogostrukosti qesto konaqan. Sem kom-

paktnih podmnogostrukosti u R2n, imamo iz stava 3.6 da je cHZ(M) konaqan za

sve zatvorene povrxi M. Navedimo jox jedan primer.

Primer 5.1. Projektivni prostor CP n sa Fubini-Xtudijevom formom ima

kapacitet cHZ(CP n, ωFS) = π. Ovaj rezultat je netrivijalan i objav	en u radu

[30] Hofera i Viterboa. Dokaz koristi strukturu holomorfnih sfera u CP n

i baziran je na Fredholmovoj teoriji eliptiqkih sistema prvog reda.

Me�utim, nije za svaku kompaktnu simplektiqku mnogostrukost cHZ(M,ω) <

∞. Naime, postoji primer ([33], glava 4) simplektiqke forme ω∗ na torusu T4

za koji va�i cHZ(T4, ω∗) = +∞. Tako�e, otvoreni problem je da li za n > 1

va�i

cHZ(T2n, ω0) < +∞,

pri qemu je ω0 simplektiqka struktura indukovana iz R2n a T2n = R2n/Z2n.

Jedan od kriterijuma dokaziva�a konaqnosti Hofer-Cenderovog kapaciteta

je nejednakost iz posledice 4.2

cHZ(U) ≤ e(U).

izme�u kapaciteta i energije razdvaja�a, koja je dokazana korix�e�em mini-

maks principa i spektralnih invarijanti. �u su najpre dokazali Hofer i

Cender za otvorene podskupove U ⊂ R2n, a do danas je dokazana za veliku klasu

simplektiqkih mnogostrukosti.

Prate�i ideju korix�e�a spektralnih invarijanti, Kej Ajri je u [34] dokazao

konaqnost Hofer-Cenderovog kapaciteta za disk-kotangentna rasloje�aDT ∗M

pod odre�enim topoloxkim pretpostavkama za M. Definiximo najpre neko-

liko termina.

Definicija 5.3. Disk-kotangentno rasloje�e mnogostrukostiM je skup vek-

tora u T ∗M norme ma�e ili jednake 1.

DT ∗M = {(q, p) ∈ T ∗M | |p| ≤ 1}.
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Ono je podmnogostrukost od T ∗M sa granicom, i ima simplektiqku strukturu

ωM = dλ, gde je λ Liuvilova forma na T ∗M.

Definicija 5.4. Sa ΛM oznaqavamo Hilbertovu mnogostrukost slobodnih

pet	i Sobo	eve klase W 1,2, ΛM = W 1,2(S1,M).

Neka je α ∈ π1(M) proizvo	na klasa pet	i u M, sa Λα
M oznaqavamo

Λα
M = {γ ∈ ΛM | [γ] = α}.

Sada mo�emo formulisati glavni rezultat navedenog rada [34].

Teorema 5.5. (K. Ajri, 2011) Neka jeM zatvorena Rimanova mnogostrukost,

i α netrivijalna homotopska klasa pet	i na M. Pretpostavimo da evaluacija

ev : Λα
M →M,γ → γ(0) ima glatko seqe�e s. Tada je cHZ(DT ∗M,ωM) <∞.

Direktna posledica ove teoreme je

Posledica 5.1. Neka jeM zatvorena Rimanova mnogostrukost. Pretpostavimo

da postoji glatko dejstvo S1 ×M → M, takvo da orbita γp : S1 → M, t → t · p
nije kontraktibilna za neko p ∈M. Tada je cHZ(DT ∗M,ωM) <∞.

Sem spektralnih invarijanti, Ajri je radi dokaziva�a teoreme 5.5 koris-

tio Florovu homologiju kotangentnih rasloje�a i pair-of-pants proizvod na

�oj, koji je korix�e�em izomorfizma Abodandola-Xvarca izme�u Florove ho-

mologije i homologije prostora pet	i ΛM , sveo na jednostavniji loop proizvod

na H∗(ΛM).

Koriste�i Ajrijeve rezultate, U. Frauenfelder i A. Pajitnov su u skorijem

radu [26] dokazali konaqnost cHZ(DT ∗M,ωM) za specijalnu klasu zatvorenih

mnogostrukostiM. Pretpostavimo da jeM zatvorena orijentabilna i povezana

mnogostrukost. Iz algebarske topologije (videti npr [24]) je poznata teorema:

Teorema 5.6. Za svaki povezani topoloxki prostorX i grupuG preslikava�e

[X,BG]→ Hom(π1(X), G), [f ]→ ϕ ◦ f∗,

pri qemu je π1(BG)
ϕ→ G prirodni izomorfizam, je bijektivno. �
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Na osnovu ove teoreme, zak	uqujemo da postoji homotopski jedinstveno pres-

likava�e

ΛX : X → Bπ1(X)

koje pri ovoj bijekciji odgovara identiqkom preslikava�u uHom(π1(X), π1(X)).

Neka je R ∈ {Z,Q}. Sa [M ]R oznaqavamo fundamentalnu klasu mnogostrukosti

u H∗(M,R), a sa [[M ]]R element (λM)∗[M ] ∈ H∗(Bπ1(X), R).

Definicija 5.5. MnogostrukostM zovemo R-esencijalnom kada je [[M ]]R 6= 0.

U suprotnom je zovemo R−neesencijalnom. Specijalno, za R = Q koristimo

termin racionalno (ne)esencijalna mnogostrukost.

Sada mo�emo navesti spomenuti rezultat iz [26] i time zavrxiti ovo poglav	e.

Teorema 5.7. (U. Frauenfelder, A. Pajitnov, 2016) Pretpostavimo da je

M zatvorena, povezana, orijentisana i racionalno neesencijalna mnogostrukost.

Tada je Hofer-Cenderov kapacitet �enog disk-kotangentnog rasloje�a konaqan.
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