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Prvi osnivaci neeuklidske geometrije

U svecanoj sjednici Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti dne
16. ozugka 1907.

CITAO PRAVI CLAN DR. VLADIMIR VARICAK

Dvadeset su i dva vijeka prosla, otkako je Euklid u svojim Elementima
geometriju postavio na ¢évrste temelje strogoga logi¢noga zakljuc¢ivanja, i
cijelo to vrijeme, do dana danasnjega, sluzili su Elementi za ugled, kako treba
na osnovi najnuznijih pretpostavaka pojedine geometrijske poucke vezati u
suvislu cjelinu.No svako se zaklju¢ivanje mora oslanjati na neke premise, koje
se ne dadu dokazati, veé¢ se mora uzimati, da su jasne svakome. Stoga i na
pocetku prve knjige Euklidovih Elemenata stoje 23 definicije, 5 postulata i
5 svima ljudima zajedni¢kih pomisli (aksioma),! a onda dolaze pouéci. Po
rasporedaju poucaka, koji na prvi pogled izgleda sasvim slu¢ajan, razbira se,
kako je duboko morao Euklid proniknuti u pitanja o osnovama geometrije.
Od spomenutih 5 postulata prva su Cetiri posve jednostavna. U njima Euklid
samo trazi, da mu se kao oevidno prizna,

1. da se od svake tacke k svakoj tacki moZe povuéi pravac;
2. da se ovaj pravac moze postojano produzivati;
3. da se oko svakoga srediSta sa svakim polimjerom moze opisati krug;

4. da su svi pravi kutovi izmedu sebe jednaki.
Peti postulat nije tako jednostavan. On glasi:

5. ako pravac sijeCe druga dva pravca i s njima na istoj strani zatvora
kutove, koji su zajedno manji od dva prava, pa ako ova dva pravca
produzimo, onda treba da se oni sijeku na onoj strani, na kojoj ovi
kutovi leze.

! Broj se i poredak mijenja prema razli¢itim tekstovima, koji se upravo u prvoj knjizi
najvie razlikuju. Ovako je u I. L. Heiberga
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Na ovom 5. postulatu ili 11. aksiomu — kako se katkada zove — osniva
se cijela teorija paraleld. Iz njega se izvodi, da se jednom ta¢kom mozZe
povuéi samo jedna paralela sa zadanim pravcem, i da su odresci paralelnih
pravaca medu jednakim i paralelnim odrescima jednaki tj. da su paralele
ekvidistantne. Nadalje se iz njega izvodi, da zbroj kutova u trokutu iznosi
dva prava, pa postojanje sli¢nih likova i njihova svojstva.

Ako 5. postulat isporedimo sa prva Cetiri, razabrat ¢emo, da je on kom-
pliciran kao kakav poucak. K tomu se mogucénost toga zahtjeva moze samo
u vrlo ograni¢enome podruéju ravnine iskustvom potvrditi. Dok se zbroj
unutarnjih kutova na istoj strani transversale razlikuje znatno od dva prava,
nece presjek onih dvaju pravaca biti daleko od transversale, ali ako je ta raz-
lika vrlo neznatna, onda se u dohvatu nasega iskustva ti pravci ne presijecaju.
Nema dakle ovaj postulat zorne evidencije, kako je ve¢ Ptolemej primijetio.
Pa zato nije ¢udo , da su se veé¢ najstariji tumaci Euklidova teksta spoticali
o nj, a i morali su se, kad su vidjeli, da Euklid dokazuje daleko jednostavnije
stavke, koje bi svako mnogo laglje bez dokaza vjerovao nego peti postulat.
Vazda se osjecalo, da je taj peti postulat ljaga na velicajnom djelu Eukli-
dovu, kamen smutnje u geometriji, nedostatak u sistemu, koji treba ukloniti.
A uklonio bi se taj nedostatak, kad bi poslo za rukom ovaj postulat dokazati,
izvesti ga kao posljedak iz drugih Euklidovih definicija, postulata i aksioma.

1. Prvi pokusaji. Uceni filozof Proklo iz 5. vijeka po Hristu spominje
neke pokusaje dokaza iz staroga vijeka. U svom komentaru k prvoj knjizi
Euklidovoj navodi Posidonija iz prvoga vijeka prije Hrista, koji je u toj nam-
jeri Euklidovu definiciju paraleld — kao pravaca, koji leZe u istoj ravnini, a
ne sastaju se ni na kojoj strani, makar ih koliko produzili — zamijenio dru-
gom. Njemu su paralele pravci, koji leze u istoj ravnini, a posvuda imadu
jednaki razmak. Ali ovdje bi trebalo tek dokazati, da je mijesto tacaka jed-
nako udaljenih od danoga pravca takoder pravac. Dalje navodi Ptolemeja
iz drugoga vijeka po Hristu; kritikuje njegov dokaz Euklidova postulata i
nastoji ga sam drugim putem utvrditi. Da se o ovom postulatu kod Grka
mnogo raspravljalo, vidi se po jednom sofizmu, kojim se dokazivalo, da se dva
pravca presjeCena tre¢im ne mogu sastati, i ako su ispunjeni uvjeti postulata
Euklidova.

Proklo je bio jedan od posljednjih ucitelja u atenskoj skoli, a zivio je u
doba, kad je grcka kultura bila veé¢ posve klonula. Kad je pak Justinijan
atensku skolu ukinuo i ucitelje prognao, odose neki u Persiju, i tako Euklid
dode k Arapima, koji su ga veé u 8. 1 9. vijeku stali prevoditi i komenti-
rati. A iz arapskoga je jezika prevoden Euklid u srednjem vijeku na latinski.
Nassir-Eddin (1201-1274.), to ¢e re¢i ,brani¢ vjere”, pokusao je takoder da



V. VARICAK 3

dokaze 5. postulat pretpostavljajuci eksistenciju pravokutnika. Njegovo ra-
zlaganje objelodanio je i J. Wallis (1616-1703.), koji se i sam trudio oko toga
pitanja. Mjesto 5. postulata uzima on kao aksiom to, da se svakomu trokutu
moZe nacrtati trokut slican, a inac¢e makar kako velik. Od preporoda nauka
u Evropi uéinjen je velik broj pokusaji, da se dokaze peti postulat; prevelik,
da bismo ih ovdje mogli sve navoditi. Svi su ti pokusaji bili uzaludni; peti
postulat nije niko dokazao. Ako kod takvih pokuSaja nije ucinjena kakva
pogrjeska u zaklju¢ivanju, onda je za osnovu umovanju uziman stavak ekvi-
valentan s petim postulatom. Takva je na primer:

1.

2.

10.

pretpostavka, da imade sli¢nih trokuta;

da je periferni kut u polukrugu pravi;

. da su prikuti suplementni;
. da je oCevidna eksistencija pravokutnika;
. da zbroj kutova u trokutu iznosi dva prava;

. da su paralelni pravci na svakom mjestu jednako udaljeni jedan od

drugoga;

ako pravac sijeCe jednu paralelu, da sijece i drugu;

. da se tackom u kutu moZe vazda povuéi pravac, koji presijeca oba

kraka;

. da se kroz tri tacke, koje ne leZze na pravcu, moze poloziti krug;

da nema gornje granice za povrSinu trokuta itd. Spomenut ¢u samo
jos, da se u 8kolskim knjigama uzima kao aksiom, da se kroz jednu
tacku izvan pravca moze povuéi samo jedan pravac paralelan s njim,
pa se onda na osnovi ove pretpostavke daje dokaz petoga postulata.
Dakako da je i to samo prividan dokaz, jer je spomenuta pretpostavka
ekvivalentna s petim postulatom. Jedno se iz drugoga moze izvesti bez
pomodéi novih pretpostavaka. Ovaj aksiom Skolskih knjiga Euklidov
je trideset i prvi poucak. A ne moZe se ni reci, da je evidentniji od
5. postulata.

Direktni dokazi ostali su bez uspjeha, a od indirektnih ogledat ¢emo dva
zanimljiva pokusSaja, Saccherijev i Lambertov, jer su oni u pitanju paralela
otvorili sasvim nove vidike. Oni uzimlju, da peti postulat ne postoji, pa
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traze posljedice te pretpostavke, t. j. ispituju, kakovi se geometrijski sis-
temi dobiju iz ostalih Euklidovih postulata i aksioma. A kad su ih nasli,
gledaju dokazati, da postoji protivurjecje medu njima i osnovnim nacelima
geometrije. NapuStanje petoga postulata misle oni da vodi do apsurdnih
rezultata, pa zato drze, da je samo Euklidova geometrija ispravna.

2. Jeronim Saccheri (1667-1733.). Godine 1733. izaslo je u Milanu
djelo ,,Euclides ob omni naevo vindicatus”’, u kome je profesor u jezuitskom
kolegiju u Paviji J. Saccheri pokusao utvrditi peti postulat Euklidov i njegovu
nauku o proporcijama, jer se to dvoje najvise isticalo kao ljaga na Euklidu.
Prvi dio njegova djela, u kome veli da ¢e dokazati 5. postulat, izaSao je
god. 1895. u Stéickelovu prijevodu.?

Saccherijev prvi poucak glasi ovako: Ako
dva jednaka pravca AC i BD s pravcem AB
na istoj strani ¢ine jednake kutove, onda su i
kutovi na spojnici C'D medu sobom jednaki.
Kada je to dokazao, ide na drugi poucak: Ako
u takvom Cetverokutu raspolovimo stranice AB
i CD u tatkama M i H, onda su s obje strane
spojnice M H pravi kutovi, i kod M i kod H.
Onda dolazi treéi poutak: Ako se u ovakom A M B
¢etverokutu, u kome je AC = BD, kod A i Slika. 1.

B pravi kutovi, onda je spojnica C'D § AB

prema tome, da li su kutovi na C'D pravi, tupi i li Siljati. Na prvi pogled
¢init ¢e se, da ovaj poucak sadrzava dvije nemogucénosti. Ako su jednaki
pravci AC' i BD okomiti na AB, onda se ¢ini kao jedino moguée, da je
CD = AB i da su kutovi na stranici C'D pravi. Svakomu ¢ée se ¢initi evi-
dentno, da ABC'D mora biti pravokutnik, a ipak se to ne moze dokazati bez
pomodi petoga postulata.

Ako peti postulat nije posljedica drugih pretpostavaka FKuklidovih, onda
moZe postojati ovakav lik, kakav zamislja Saccheri, t. j. istokrac¢an cetverekut
sa dva prava kuta; druga dva moraju biti jednaki, ali ne moraju biti pravi, veé
mogu biti tupi ili Siljati. Tako Saccheri prihvaé¢ajuéi sve premise Euklidove
osim 5. postulata, postavlja tri hipoteze: hipotezu kuta pravoga, tupoga
i giljatoga, te ispituje konsekvencije kod svake ove hipoteze. Pri tom je on
nasao neke poucke neeuklidske geometrije, na koje su kasnije dosli Lobacevski
i Bolyai. Saccheri pokazuje, ako je koja od ovih hipoteza istinita u jednom
sluc¢aju, da je istinita i u svakom drugom slucaju. No kako je on u dusi ipak
bio uvjeren, da je Euklidov postulat nuzno istinit, da je dakle mogucéa jedino
hipoteza pravog kuta, cijelo njegovo oStroumno razlaganje islo je za tim, da

C H D

2 P. Stackel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis Gauss. 1895. Ovim sam se
djelom posluzio i za Lamberta, a i inace. Historijski razvoj ovih teorija daje i Bonola, La
geometria Non-Euclidea. 1906.

Isporedi i G. Ricci, Anfange und Entwicklung der neueren Auffassungen der Grundlagen
der Geometrie. Jahresbericht der Mathematikervereinigung, XI.
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pokaze apsurdnost drugih dviju hipoteza. On je mislio, da mu je to i poslo
za rukom, premda kod hipoteze ostroga kuta tek iza duga napora. Zelja, da
spase postulat Euklidov, zavela ga je na neke krive zakljucke, i tako je on sam
oborio svoju drugu i treéu hipotezu, koje su ga mogle dovesti do geometrije
Riemanna i do geometrije Lobacevskoga. Saccheri je Zrtva predrasuda svoga
vremena; autoritet je Euklidov bio tada jos prevelik. U ostalom su i rezultati,
do kojih je strogim euklidskim nafinom doSao Saccheri, bili zaista neobi¢ni,
te nije ¢udo, da se i on sam Zacao priznati moguénost druge i treée hipoteze.

Ponajprije nalazi on, da je u pravokutnom trokutu zbroj dvaju §iljastih
kutova jednak pravomu kutu, veéi od njega ili manji, koju ve¢ hipotezu
uzmemo za osnovu istrazivanja.

A
\LM
N

Slika 2.

Ako je u trokutu zbroj kutova jednak dvjema pravima, veci ili manji od dva
prava, postoji prva, druga ili trec¢a hipoteza. Periferni kut u polukrugu moze
biti pravi, tupi ili Siljati kut. Ako uz hipotezu ostroga kuta na duzini AB
(sl. 2.) uzdignemo normalu BH i tackom A pod ostrim kutom povucemo
pravac AX, ne mora on sje¢i BH. To ¢e po Lobacevskome biti onda, kad je
AB jednako duzini, koja odgovara kutu paralelnosti BAX, ili veée od nje.
Uz hipotezu §iljatoga kuta dva pravca u istoj ravnini ili imadu zajednicku
normalu ili se sijeku ili konvergiraju jedan prema drugome u beskonac¢nost.
Ako dva pravca AX i BH konvergiraju jedan prema drugom, pa ako iz
tacaka L, M, N ... pravca AX spustimo okomice na BH, onda su kutovi
kod ovih tacaka s one strane, na kojoj je A, svi tupi. Sto su dalje od 4, to
su manji i teZze prema pravome kutu. — Suplementi su naime ovih kutova
kutovi paralelnosti, koji pripadaju ovim okomicama; kako one bivaju manje,
postaju kutovi veéi. — Svaki pravac kroz A, koji prolazi kutom X AB mora
sje¢i BH. Koji su pravci kroz A povuceni pod veéim kutom nego je XAB,
oni ne sijeku BH.

Sve su ovo posljedice hipoteze ostroga kuta, no Saccheri je zabacuje kao
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posve krivu, jer misli, da se ona protivi prirodi pravca. On naime nalazi, da
bi dva razli¢ita pravca morala u istoj neizmerno udaljenoj tacki biti okomita
na tre¢em nekom pravcu, pa drzi, da bi ova dva pravca u jednom dijelu
morala zajedno pasti i onda se tek jedan od drugoga odijeliti. No Saccheri
¢ini ovdje pogrjesku; on sa beskona¢no udaljenim presjekom dvaju pravaca
operira kao sa tackom u konaénosti.
Premda Saccheri veli, da bi sada mogao
biti posve umiren, jer je ovu tre¢u upornu
hipotezu iz korijena iS¢upao, piSe ipak jos
drugi dio prve knjige, u kome ponovo dokazuje € D
Euklidov postulat, dovodeéi toboze do ap-
surda trec¢u hipotezu. U tom dijelu razma-
tra on krivulju CK D, koja je mjesto kra-
jnjih tacaka jednako dugih normala, koje
su uzdignute na istoj strani osnovice AB.
Ovo je ekvidistanta, koju su poslije nasli A ) B
Lobacevski i Bolyai. Za duZzinu ove krivulje Slika 3.
veli Saccheri, da je jednaka duzini pravca
AB. Raspolovimo dvije linije, pa onda nji-
hove polovine, pa ¢etvrtine itd., te ovo raspolavljanje izvedimo konacan broj
puta. Ako iza konatnoga broja raspolavljanja nademo, da su dobiveni di-
jelovi tih dviju linija medu sobom jednaki, onda one imadu jednake duZine.
Saccheri uzima, da ée ovo biti, ako i beskona¢no mnogo ) puta izvedemo onu
biparticiju, pa na tom _nesigurnom temelju nalazi AB = CKD. No o¢igledno
je, kako on veli, da je CK'D > AB, a i dokazati se to moze s pomoc¢u poucka,
da su dvije stranice u trokutu zajedno uzete veée od treée. Iz toga on za-
kljucuje, da je hipoteza Siljatoga kuta posve kriva, jer se sama obara. No
Saccheri je ovdje pogrijesio, jer je snoSaj, koij vrijedi za konac¢an broj razd-
jeljivanja, uzeo da vrijedi, i ako se razdjeljivanje bez kraja produzi. Duzina
je ekvidistante u istinu CKD = AB. ch AC'.S pravom kaZe Beltrami, da se
Saccheri izgradujuéi hipotezu ostroga kuta ponio kao ostrouman i elegantan
geometar. Obarajuéi je nespretan je i kao u neprilici poc¢inja pogrjeske.
Moramo jo§ spomenuti, da je Saccheri pomisljao i na fizikalno-geometrijske
potvrde Euklidova postulata. Navodi odmah tri na¢ina. Najprije istice, da
bi se pomnjivim fizikalnim pokusima moglo utvrditi, da je linija jednako
udaljena od pravca takoder pravac. Ne treba misliti — kaze — da bi se taj
pokus morao produziti u beskrajnost, pa zato da je nemogué. Ne treba to
dokazivati za sve tacke te linije. Dosta bi bilo iz tri njezine tacke spustiti tri
normale na osnovni pravac, pa ih izmjeriti. Ako su sve tri normale jednako
duge, onda je utvrdena hipoteza pravoga kuta, tj. Euklidov postulat.
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Kod drugoga nacina trebalo bi izmjeriti periferni kut nad premjerom
kruga. Ako je on pravi kut, peti je postulat utvrden. Najjednostavniji mu
se €ini treéi nacin, jer ga moze svako izvesti. Od jedne tacke A na krugu
nanesimo tri tetive AB, BC, C'D, a svaka neka je kolik i polumjer. Ako
spojnica tacaka A i D prolazi sredinom kruga, utvrdena je pretpostavka
Euklidova.

Legendre je modificirao donekle ovaj nacin. Ako se polumjer Sest puta
nanese kao tetiva u krugu, pa se onda opet dode na tacku, od koje se poslo,
onda vrijedi geometrija Euklidova . Poslije ¢emo vidjeti, zasto se ovaki pokusi
i mjerenja moraju izvoditi na golemim likovima, pa se joS ne dobije pozitivan
rezultat. No osnovna im je misao ispravna. Najinteresantnije je pri tom, da
je ve¢ Saccheri posve pravo shvatio, da se teoriji paraleld moze pripisivati
samo onolika sigurnost, koliku imadu i fizikalne teorije postavljene na osnovi
iskustva.

3. J. H. Lambert (1728-1777). Kao osnovu svome razlaganju uzima
Lambert polovicu Saccherijeva Cetverokuta, t. j. Cetverokut ACHM (sl. 1.),
kut. Tako postavlja i on tri hipoteze, za koje veli, da se svaka od njih moze
uzeti na osnovu teorije, te se dvije od njih mogu tek poradi daljih njihovih
posljedica oboriti. Zato mora i od ovih dviju, kao Sto misli, nemoguéih
hipoteza izvesti prilican broj poucaka. Na isti ¢e nacin raditi i sa istinitom
hipotezom. I njezini ¢e poudci biti hipoteti¢ni, dok se ne dokaze, da ona u
istinu postoji. Lambert se iznenadio, kad je vidio, da se u geometriji moze
ovako raditi. Drzi da to moze podjedno biti primjer, kako treba postupati s
fizikalnim hipotezama.

Uzmimo pravac AB i dvije okomice na nj dD i ¢C. Normala u makar
kojoj tacki pravca ¢ C bit ée, po prvoj hipotezi, normalna i na dD. Sve e
ove normale biti medu sobom jednako duge; pravci ¢cC' i dD ostaju vazda u
istoj udaljenosti.

Kod druge su hipoteze kutovi u A, B, C' i ¢ pravi, a D i d tupi. Normale
uzdignute u tackama pravca ¢ C presijecat ¢e dD pod tupim kutovima, koji
bivaju sve veédi, Sto su im vrsi dalje od B. Nejednaki su odresci ovih normala
medu pravcima ¢C' i dD; oni su to manji, Sto su dalje od AB. Zato bi se
pravci dD i ¢ C' morali napokon presijecati, no to ne moze biti, misli Lambert,
jer suu A i B pravi kutovi. Druga hipoteza vodi brzo do apsurda. Lambertu
se Cini jos ocitije, da ova hipoteza ne moze postojati poradi toga, $to bi ona
dva pravca zatvorala neku povrsinu, kad se moraju sastajati s jedne i s druge
strane od AB. A tako bi nestalo razlike medu pravcem i krivom crtom.
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Slika 4.

Po hipotezi oStroga kuta razmicu se sve vise ova dva pravca ¢C' i dD, i
to s obje strane zajednitke normale AB (sl. 5, koja je samo shematitna).
Medusobni njihov razmak postaje veéi od svake dane veli¢ine. Kako po ovoj
trec¢oj hipotezi razmak dvaju pravaca, koji se ne sijeku, sve vise raste, nije
sigurno, da li bi normale uzdignute u tackama C, E, GG ... pravca c C zgadale
pravac dD, pa makar kako daleko od A uzeli C', E, G ... — Samo Lambert
ne zna, kako bi kod toga linija dD mogla ostati pravac.

d B D F H
90° 90° 90°
c A C E G
Slika 5.
Kutovi kod D, F, H ... oStri su i bivaju sve manji, Sto su im vrsi

dalje od B; oni opadaju ¢a do nule. Uz ovu tre¢u hipotezu zbroj kutova u
trokutu manji je od 180°. U istostranom trokutu svaki je kut manji od 60°.
— Zbroj dvaju unutarnjih kutova u trokutu manji je od trecega vanjskoga
kuta. Lambert je ove konsekvencije treée hipoteze izveo poradi toga, da
vidi, neée li se pokazati kakvo protivurjecje; ali mu po svemu izgleda, da se
trec¢a hipoteza ne da tako lako oboriti. I Saccheriju je ona zadala najvise
posla.

Poradi toga Lambert trazi jo§ dalje njezine posljedice. Najvaznija je ta,
da bismo imali apsolutnu mjeru za duZine linija, za povrSine i za obujme
tjelesa, kad bi postojala treéa hipoteza. A tim bi se oborilo mi§ljenje, da
takve apsolutne mjere ne ima. O tome pak nije do sada, veli Lambert,
niko posumnjao. To se dapace, bez ikakvih skrupula, moze ratunati medu
osnovna nacela geometrije.
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Osobiti ovaj rezultat dokazuje Lambert ovako. Neka su A, B, C, D, E
pravi kutovi (sl. 6.). Uz trec¢u hipotezu bit ¢e G, F, H, I iljati kutovi. I
toje H< G, I < H,atakoisto FF < G, I < F. Ako je AB = AD, onda
je kut G mjera ¢etverokuta ADGDB; ako je pak AC = AF, kut I mjera je
Cetverokuta ACIE.

Uzmemo li, da je AB = AD i ku-
tovi A, B, D da su pravi, onda kut
G ne moze pristati ni u jedan drugi
Cetverokut osim u takav, u kome bi
stranice, koje su nasuprot tome kutu,
imale duzine AB i AD. Jer kad bismo D G H
uzeli veée stranice na pr. AE = AC),
pa u C i E uzdignuli okomice, do-
bili bismo kut I, no taj je manji od
G. Dakle G ne bi pristalo na I. Da
uzmemo manje stranice, dobili bismo A B C
kut veéi od G. Po tome je kut G ap- Slika 6.
solutna mjera ¢etverokuta ADGB, to
jest s tim je kutom dan odmah i ovaj Cetverokut, dakle i duZine stranica
AB = AD. A kako se mjere kutovi, to znademo.

Recimo na pr. da imamo takav ¢etverokut ADBG, u kome je AB =
AD = 1 pariska stopa, a kut je G = 80° ili ve¢ koliko bude; onda bismo
mogli vazda konstruirati duzinu pariske stope. Trebali bismo naciniti ovakav
Cetverokut tako velik, da kut G bude 80°; suprotne ¢e mu stranice imati
apsolutnu duzinu pariske stope.?

E F J

Ovaj je posljedak tako ¢aroban, da bi Lambert gotovo Zelio, da je treca
hipoteza istinita. No uz ovu jednu korist bilo bi bezbroj drugih neprilika.
Trigonometrijske tablice bile bi mnogo nezgodnije. Sli¢nost i razmjernost
likova otpala bi sasvim. Nijedan se lik ne bi mogao inace predstaviti nego u
svojoj apsolutnoj veli¢ini.# Astronomija bi takoder zlo prosla i t. d., pa zato
on ipak toga ne Zeli.

No to su sve argumenta ab amore & invidia ducta, kako kaze Lambert, a
tih ne smije biti u geometriji ni u ikojoj drugoj nauci. Zato se on opet vraca

3 Trebali bismo samo konstruirati trokut ADG iz tri kuta, 45°, 90°, i %,
geometriji mozemo

4 Bududi da u ovoj neeuklidskoj geometriji ne postoje sli¢ni likovi, ne mogu se izvoditi
konstrukcije, koje bi bile nezavisne o jedinici duZine. Svi bi se likovi morali crtati u
apsolutnoj veli¢ini. A to je nemoguce, jer je jedinica pregolema; zato moramo davati
samo shemati¢ne slike kao simbole za te konstrukcije. Pravac moramo katkad predocavati
krivom crtom, normalne pravce prikazivati kao kose itd.; sve je deformirano.

a to u ovoj
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k treéoj hipotezi, da je dalje istrazuje.

Uz tu hipotezu u svakom je trokutu zbroj kutova manji od 180°. Ali ne
samo to, vec ta razlika raste s povrsinom trokuta. Ako od dva trokuta jedan
ima veéu povrsinu nego drugi, onda je u prvom trokutu zbroj kutova manji
nego li u drugom. Kod druge je hipoteze zbroj kutova veéi od 180°, a visak
raste s povrs§inom trokuta.

Jo§ Lambert isti¢e, da bi druga hipoteza postojala, kad bi se mjesto
ravnih trokuta uzeli sferni. I kod njih je zbroj kutova veéi od 180°. Lambert
zna i to, da je geometrija na kugli nezavisna o petom postulatu Euklidovu.
Pa stoga misli da bi mozda smio zakljuciti, da se ova treé¢a hipoteza javlja
na nekakvoj imaginarnoj kugli. Jer mora biti neki razlog, zasto se ona kod
ravnih likova ne da tako lako oboriti, kako se dala druga. A i sumnja, da
se treca hipoteza dade pobiti bez pomoéi kakva nova nacela. Lambertova
teorija paraleld nije dovrSeno djelo. Za Zivota njegova nije ni ugledala svi-
jeta, veé ju je po njegovoj smrti godine 1786. publicirao Jovan Bernoulli,
unuk poznatog matematiCara istog imena iz Basela.

4. Doba skepse i rezignacije. Osobito pod kraj 18. i u pocetku 19. vi-
jeka bilo je zanimanje za ovo pitanje vanredno Zivo. Malo je predmeta u
podru¢ju matematike, veli Gauss u jednoj recensiji od god. 1816., o kojima
se toliko pisalo, koliko o nedostatku kod utvrdivanja teorije paraleld. Rijetko
prode koja godina, da ne izade kakav nov pokusaj, kako bi se ta praznina
ispunila. A ipak ako hocemo da govorimo otvoreno i poSteno, ne mozemo
kazati, da smo u bitnosti te stvari dosli dalje nego Euklid pred dvije tisuéa
godina. Ovo bez uvijanja, iskreno priznati ¢ini mu se da je veé¢ma primjereno
ugledu nauke, nego li mreZzom prividnih dokaza prikrivati ovu prazninu, koja
se ispuniti ne da.’

U jednom radu o elementima geometrije klice d’Alambert, da su definicija
pravca i svojstva paralelnih linija kamen spoticanja i stijena sablazni I’ écueil
et le scandale des éléments de la géometrie”. Veliki umovi Laplace i Lagrange
bave se takoder time. Za Lagrangea se pripovijeda, da je pod starost bio
napisao raspravu o paralelama. Kad ju je u akademiji stao Citati, zastade
najednom te samo re¢e: ,moram jo$ razmisljati o tome” i pospremi svoje
papire. Legendre se po nekoliko puta svraca na to pitanje. U Engleskoj,
[taliji i Njemackoj ne zaostaju. No kad se vidjelo, da su toliki pokusaji
dokazivanja bili uzaludni, postalo je zazorno baviti se problemom paralela.

5 Potanje u navedenom Stéckelovu djelu, str 220. i dalje.
Gaussove izjave i biljeske o teoriji paralela odstampane su u VIII. knjizi njegovih skupljenih
djela.
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Raspravljati o petom postulatu Euklidovu drzalo se da je isto, Sto i traziti
kamen mudraca, perpetuum mobile ili kvadraturu kruga. I ta je predrasuda
bila tako jaka, da se i sam Gauss uza sav svoj veliki ugled bojao — kako
kaZze — vike Beocana, pa stoga od svojih istrazivanja o toj stvari nije htio
izdati niSta na javnost. Jedino iz pisama, Sto ih je pisao svojim najvrsnijim
prijateljima, razabira se, kako je daleko bio dopr’o u tom poslu.

Razumjet ¢emo sada, zaSto se upropastio Vuk Bolyai, Gaussov prijatelj
iz mladosti, koji se svoga vijeka mnogo namucio oko toga pitanja, kad mu je
sin Jovan javio, da je pokusao dokazati peti postulat.

»Ne upustaj se i ti u paralele, molim te — piSe mu otac — sve ¢e§ svoje
vrijeme u tom izgubiti. To vi svi skupa necete dokazati. Ne pokuSavaj
paralele utvrditi ni na taj ni na ikoji drugi nacin ... Ja znam sve te puteve
do kraja. Ja sam prosao kroz svu tu bezdanu no¢; sva svjetlost i sva radost
moga zivota utrnula se u njoj ... Zaklinjem te bogom, ostavi paralele!... Ta
pomréina progutala bi valjda i hiljadu Newtonovih kula. Nikada se na zemlji
ta tmina nece razvedriti. Bijedni ljudski rod ne moze imati nista savrseno
Cisto, pa ni u geometriji. To je vjetna i velika rana na dusi mojoj, a sa¢uvao
te bog, da se to tebi tako duboko zagrize. Ja sam mnogo o tome radio i sve
sam pokuSao. DoSao sam do daleko boljih rezultata nego su dosadasnji, ali
potpunoga zadovoljstva nijesam nasao, jer ako se i tu od vrha samo malo
odmaknes, survao si se u ponor. Ovo je krug, koji se sam u se vraca. Kao
da je neko prokletstvo na tom ... Ko se time bavi, osiromasit ¢e kao i onaj,
koji zakopano blago trazi, a nista neée obaznati.”

U ovom tonu piSe mu otac jo§ mnogo i pokazuje mu, $ta je sve on uzalud
pokusao, no to sina nije zastragilo, ve¢ mu je jos jace Zelju raspalilo, da taj
covek razuzla. Iza nekoga vremena javlja opet ocu o svojim osnovama, a on
mu otpisuje: ,/To ja drzim za veliku nesre¢u i ja te zalim; moj se nesretni
Zivot u tebi ponavlja. Ne gubi ni ¢asa s time. Da stotina velikih geometara
cijeli vijek s otim glavu razbijaju, bez nova kakva aksioma necée to dokazati
... Da je Gauss svoje vrijeme proveo razmisljajuéi o 11. aksiomu, nikad ne bi
izasla njegova nauka o poligonima, njegova teorija gibanja nebeskih tjelesa,
ni druga njegova djela.”

Ovako skepti¢no raspolozenje vladalo je i kod mnogih drugih, koji su
shvacali o ¢emu se radi. A ipak je veé sasvim blizu bilo vrijeme, kad ¢e to pi-
tanje biti rijeSeno. U matematici ne vrijedi Ignorabimus. Svaki matematicki
problem — veli Hilbert u svom pariskom predavanju — ili se moze rijesiti ili

6 P. Stickel, Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie durch Johann Bolyai.
Math. u. naturw. Berichte aus Ungarn, XVII, 1-19. Najznatniji je rad Vuka Bolyaija
»Theoria parallelarum” od god. 1804., koju je Stéckel Stampao u matematickim analima
XLIX, 168-205. i to u latinskom originalu i u njemackom prijevodu.
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se moze dokazati nemoguénost njegova rjeSenja. A oko ovoga pitanja trudilo
se toliko zvanih i nezvanih, da se napokon moralo doé¢i do prave spoznaje.
To se zbilo oko tridesetih godina prosloga vijeka.

Iza premnogih pokusaja, koji su ¢injeni kod svih kulturnih naroda, ras-
jekli su taj gordijski ¢vor u isto doba, a ne znajuéi jedan za drugoga, Rus
Nikolaj I. Lobacevski, profesor u sveucilistu kazanjskom, i Madzar Jovan
Bolyai, Zenijski kapetan u austrijskoj vojsci.”

5. Jovan Bolyai (1802.-1860.). Njegov otac Vuk polazio je od g. 1796.—
1798. sveudiliste u Gottingenu. Otuda potjete njegovo prijateljstvo s Gaus-
som, s kojim je sve do god. 1853. ostao u prepisci, ali s veéim prestancima.
Obilnu prepisku njihovu publicirali su g. 1899. Fr. Schmidt i P. Stackel. Vuk
je Bolyai bio profesor matematike i fizike u evangelickom kolegiju u Maros-
Vésdrhelyu, a umro je u 81. godini 20. novembra 1856.

Sin mu Jovan rodio se 15. decembra 1802. u Kolozsvaru.® Veé zarana
pokazala se kod njega sklonost za matematiku i muziku. S dvanaest godina
bio je izvrstan gusla¢, a s trinaest veé¢ je razumijevao diferencijalni i inte-
gralni racun. Ucitelj mu je bio otac; on ga je upozorio na veliku prazninu
i nepotpunost u teoriji paralela. S petnaest godina kanio ga je otac poslati
Gaussu na nauke u Gottingen, no kad to nije islo, dao ga je u Be€ u Zenijsku
akademiju. Po svrSenim naucima bio je u svom koru najbolji u matematici,
najvjestiji na guslama, a i na sablji.

Ve¢ iz akademije javlja ocu, kako on misli, da bi se dao dokazati 11. ak-
siom. Vidjeli smo malo prije, kako ga je otac nastojao odvratiti od toga

8

" Predaleko bi nas odvelo, kad bismo htjeli potanje prikazati rad Schweikarta, Tau-
rinusa i Wachtera. Za prvu dvojicu moze se pogledati navedeno Stéckelovo djelo, a za
posljednjega Stéckelova radnja u 54. svesci matematic¢kih anala.

8 Franz Schmidt: Lebensgeschichte des ungarischen Mathematikers Johann Bolyai de
Bolya. Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. VIII. Heft. 1898.

Paul Stickel: Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie durch Johann Bolyai.
Math. u. naturw. Berichte aus Ugarn. XVII. Band. 1899.

Paul Staidckel: Johann Bolyai’s ,,Bemerkungen {iiber Nicolaus Lobatschewsky’s Ge-
ometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien”.

Paul Stéckel: Untersuchungen J. Bolyai’s aus der absoluten Geometrie.

Math. u. naturw. Berichte aus Ungarn. XVIII. Band. 1900.

F. Schmidt — P. Stéckel, Briefwechsel zwischen C. F. Gauss und W. Bolyai. 1899.

P. Stéckel, Franz Schmidt (prije Kovécs), nekrolog, Jahresbericht der deutschen Math-
ematikervereinigung, XI, 1902. Schmidt je mnogo zasluzan za ispitivanje Zivota i rada
obojice Bolyaija.

Kakav je bio silan ¢ovjek Jovan Bolyai, vidi se iz pri¢a o njemu, §to ih je iznio Schmidt. U
dovratnik bi znao zabijati ¢avle, pa ih svojom dimiskinjom presijecati. U jednoj garnizoni
izazvalo ga je trinaest konjanickih ¢asnika na dvoboj; on je prihvatio pod uvjetom, da iza
svaka dva duela smije na guslama posvirati — i pobijedio ih je sve
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posla. Druzeéi se u Betu s K. Szdszom i raspravljajuéi s njime o tom pitanju
uvidio je, kako treba definirati paralele. Prvi pravac AX, koji prolazi kroz
A i ne sijece pravca BH, veé¢ od njega odskace, zove on asimptotom (sl. 2.).
Njih su dva dosla i do grani¢nog kruga; on ga zove paraciklom, jer grani¢ni
krug stoji izmedu kruga kona¢noga polumjera i pravca, kao $to parabola ¢ini
prijelaz od elipse na hiperbolu. A posve su pravo nasluéivali, da bi istini-
tost 11. aksioma bila utvrdena, kad bi se moglo dokazati, da krug prelazi u
pravac, kad mu polumjer beskrajno poraste. Drugovanje sa Szdszom bilo je
kratkotrajno, jer je Szész naskoro otisao u Ugarsku u sluzbu. Ispitujuéi sdm
dalje konsekvencije asimptota i paracikla, oc¢ekivao je J. Bolyai, da ¢e doé¢i do
kakva protivurje¢ja. Jedno je vrijeme i mislio, da je doSao do toga i da je tako
dokazao 11. aksiom. No ubrzo je uvidio svoju pogrjesku. Ovo razocaranje
dovelo ga je malo blize istini, bar u negativnhom smislu, jer je poceo slutiti,
da se 11. aksiom i ne da dokazati i da se nepostojanje ovoga aksioma i svega
onoga, Sto iz njega izlazi, ne protivi ostalim poucécima geometrije. Bit ¢ée
da mu je god. 1823., kad je bio u TemeSvaru, sinulo pravo rjesenje ovoga
problema. Javlja to ocu i dodaje, da jo$ nije na cilju ali da je veé¢ nasao tako
zamasne stvari, da se i sam iznenadio. Iz nista stvorio je nov svijet. Tada
je bio nasao relaciju medu kutom paralelnosti i duzinom, koja mu odgovara.
Ona mu je pak otvorila put k ¢itavoj neeuklidskoj trigonometriji.

Bila mu je tada tek 21. godina, a bavio se tek tri — Cetiri godine ozbiljno
tim pitanjem. No ne smijemo smetnuti s uma, da se njegov otac preko
dvadeset godina borio s poteskoéama u teoriji paralela i da je nastojanje
sinovo svojom kritikom na pravi put izvodio. Gauss i Lobacevski bili su zreli
ljudi, kad su to rijesili, i zna se, da su se dugo vremena oko toga uzalud trudili.
Oni su sami morali izvrSiti silni duSevni rad, koji je ovdje bio razdijeljen na
dve generacije.

Ne zna se, kako su se kod njega dalje razvijale misli, tek se znade, da
je god. 1829. predocio ocu potpun nacrt apsolutne nauke o prostoru, koja
nikako ne zavisi o 11. aksiomu. Otac je iznosio svakojake prigovore, jer nije
proniknuo u bitnost njegova rjeSenja. Kad je vidio, da oca razlozima nece
uvjeriti, predlozi, da se obrate Gaussu, neka on svoj sud kaze. Znao je, da ée
se otac pokoriti autoritetu Gaussovu, a bio je siguran, da ¢e Gauss odmah
shvatiti vrijednost njegova otkriéa. Poradi toga napiSe na latinskom jeziku
kratak nacrt svojih rezultata. Taj je nacrt Stampan god. 1831. kao dodatak
ocevu djelu Tentamen.® Tako nastade glasoviti Appendix scientiam spatii ab-

9 Wolfgang Bolyai de Bolya: Tentamen iuventutem studiosam in elementa matheseos
purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva evidentiaque huic propria introducendi.
Drugo izdanje 1897.
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solute veram exhibens, a veritate aut falsitate axiomatis XI Euclidei, a priori
haund unquam decidenda, independentem, adiecta ad falsitatis quadratura
circuli geometrica.

To je djelce imalo 26 strana. U januaru 1832. poslao ga je Vuk Bolyai
Gaussu moleéi ga, da kaze svoj sud.

Odgovor Vuku Bolyaiju poc¢inje Gauss s time, da radnju njegova sina ne
smije hvaliti, jer da hvali nju, znacilo bi, da sam sebe hvali. Cijeli sadrzaj toga
spisa, put kojim je njegov sin udario, a i rezultati do kojih je doSao, podu-
daraju se posve s njegovim vlastitim zamislima, od kojih neke veé tridesetak
godina snuje. Gauss je bio vanredno iznenaden. Kaze, da mu je nakana bila
za zivota niSta ne publicirati od svojih rezultata, od kojih je uostalom vrlo
malo do tada bio na papir stavio. Veéina ljudi ne razumije pravo, o ¢em
se radi, veli Gauss, i na malo ih se namjerio, koji su s osobitim interesom
prihvacali, Sto im je o tome kazivao. No s vremenom bio bi ipak sve to
napisao, da ne propadne zajedno s njime. Veoma se iznenadio vidjevsi, da
mu je taj trud sada usteden, a ujedno se vrlo raduje, $to ga je upravo sin
staroga njegova prijatelja tako znatno pretekao.

Srda¢no mu pozdravlja sina i uvjerava ga o svom Stovanju, pa mu porucuje,
neka se pozabavi odredivanjem volumena tetraedra. PovrSina trokuta dade
se vrlo jednostavno izraziti, pa bi se moglo ocekivati, da ¢e i za volumen
tetraedra postojati slican jednostavan izraz, no ¢ini se, da neée tako biti.

Vuk se Bolyai jako obradovao odgovoru Gaussovu, ali sin ne. Za njega
je to bilo veliko razo¢aranje, koje nije nikada pregorio. On nije mogao, a
nije ni htio vjerovati, da je Gauss samostalno i davno prije njega doSao do
neeuklidske geometrije. Strastvena njegova i sumnji¢ava ¢ud zavela ga je na
ruznu misao, da mu je otac jo$ prije Gaussu odao ideje, koje je on iznio u
svome ,dodatku”, a on mu sad hoce prioritet da preotme. Ilako se poslije
uvjerio da je to neopravdana sumnja, ipak ga je do kraja zivota jako boljelo,
Sto Gauss nije u javnosti istaknuo vrijednost njegova rada. Razlozi, s kojih
Gauss nije kanio za Zivota o neeuklidskoj geometriji nista objelodaniti, ¢ine
mu se niStetni, jer se u nauci i u zivotu radi bas o tome, da se potrebne
i opée korisne — ali jo§ nerazjaSnjene stvari valjano razjasne. Smisao za
matematiku uopée je jako slabo rasiren, pa je pod tom izlikom trebao Gauss
velik dio svojih znamenitih radova za se zadrzati itd.

I s ocem se ljuto zavadio, ali ipak nikad nije zaboravio, da u nau¢nom
pogledu ima njemu mnogo zahvaliti. Imao je mnogo i drugih neprilika, pa je
tako i sluzbu rano ostavio. Umirovljen je veé¢ god. 1833.

God. 1838. natjecao se za nagradu kod drustva kneza Jablonowskoga u
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Leipzigu svojom teorijom imaginarnih veli¢ina.l® Za ono doba znacila je ta
radnja znatan napredak k modernom shvaé¢anju imaginarnih veli¢ina. No sve
Sto mi danas jasno vidimo, bilo je za nj kao u magli. Genijalnom intuicijom,
veli Stéckel, naslutio je on rjeSenje problema, ali nije mogao da ga formulira
i obradi, kako bi ga i drugi mogli razumjeti, pa stoga nije mogao uspjeti kod
natjecanja. Ovo ga je jako kosnulo; zanemario se uvelike.

God. 1848. poceo je opet nesto raditi. Htio je za Stampu prirediti svoju
nauku o prostoru i teoriji imaginarnih veli¢ina. Sve je to bilo zasnovano
na Siroko, ali na zalost, bilo je ve¢ prekasno. Stvaralacka snaga bila je u
njega veé¢ malaksala. Mjesto jezgrovite kratkoce i originalnosti Appendixa
nalazimo samo potanko raspredanje starih misli, koje nije nikamo vodilo.

Jovan Bolyai znao je za Lobacevskoga. Gauss mu je oca na nj upozorio,
a on je sinu poslao djelce ,Geometrische Untersuchungen zur Theorie der
Parallellinien”, koje je Lobacevski god. 1840. publicirao stoga, sto je drzao,
da je i opseznost drugih njegovih radova kriva, $to se njegovi zemljaci nijesu
zanimali za to pitanje.

Jovan Bolyai iskalio je srce kritikujuéi ovo djelce Lobacevskoga. Pona-
jprije se divi, kako se to podudara s njegovim Appendixom. Cudeéi se tome
izri¢e sumnju, nije li mozda eksemplar njegova Appendixa, koji je bio nami-
jenjen nekome drugom, dospio u ruke Lobacevskomu, koji je kao duhovit
¢ovjek shvatio mu cilj i vrijednost, pa sad sve to drugim putem nastoji obra-
zloziti. JoS mu se vjerojatnije ¢ini, da se pod imenom Lobacevskoga krije
Gauss!

Ako se ne obazremo na ovakve neke nastranosti, naé¢i ¢emo da se i ovdje
oc¢ituje njegov vrlo pronicavi duh. Ima joS oStroumnih primjedbi, od kojih
doduse neke ne bi bio u¢inio, da je poznavao i ostala djela Lobacevskoga, no
u nekima je doista dubok u shvaéanju, iako nije umio svoje misli dosljedno
i strogo do kraja provesti.

Sve ovo znademo iz studija Stéckelovih, koji je iz preostalih rukopisa Jo-
vana Bolyaia izlucio i kriti¢ki publicirao njegova istrazivanja o relaciji medu
apsolutnom i sfernom trigonometrijom, zatim o nemoguénosti, da se dokaze
11. aksiom i o volumenu tetraedra.

Umro je Jovan Bolyai 27. januara 1860. Sveuciliste u Kolozsvaru proslav-
ilo je pre Cetiri godine stogodisnjicu njegova rodenja izdavsi njemu na us-
pomenu svecan spis'! s radnjama Stiickelovima i Schlesingerovima i s Bono-

10 p, Stiickel: Johann Bolyai’s Theorie der imaginéren Grossen.
Mathem. u. naturw. Berichte aus Ungarn. XVI.

1 Tibellus post saeculum quam Ioannes Bolyai de Bolya anno MDCCCII a. d. XVIII
kalendas Ianuarias Claudiopoli natus est ad celebrandam memoriam eius immortalem ex
consilio ordinis Mathematicorum et Naturae Scrutatorum Regiae Litterarum Universitatis
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linim bibliografskim pregledom neeuklidske geometrije pocevsi od godine
1839.

Madzarska akademija nauka u Budimpesti osnovala je zakladu Bolyaijeva
imena za nagradivanje geometrijskih radova. Prvi je put nagrada od 10.000
kruna i spomen — medalja podijeljena Poincaréu 1905. godine.

6. Nikola I. Lobacevski (2. stud. 1793. — 24. velj. 1856. po novom kalen-
daru). Rodio se Nikola Ivanovi¢ Lobac¢evski u guberniji Niznjo-Novgorodskoj.
Otac njegov, rodom Poljak, zanimanjem arhitekt, zvao se Maksim Lobacevski,
a mati Praskovija Aleksandrovna. Imali su jo§ dva sina, starijega Aleksandra
i mladega Aleksija. Kad je g. 1797. umro otac, preseli se mati iz NiZnjega
Novgoroda u Kazanj. Tu je Nikola god. 1802. poSao u gimnaziju, gdje se
vazda odlikovao i vladanjem i napretkom u naucima. Narocito se istice, da
se pod kraj gimnazijskih nauka rado bavio matematikom i latinskim jezikom.

Pocetkom 1807. doSao je u sveudiliste, koje je tek pre dvije godine otvoreno
bilo. Poceci su sveucilista bili doduse vrlo ¢edni, no za Lobacevskoga je bila
sreca, Sto je god. 1808. s drugim profesorima, koji su dozvani iz Njemacke, za
profesora matematike doSao Martin Bartels. Iste je godine profesuru prim-
ijenjene matematike preuzeo Renner, privatni docent iz Gottingena. Dvije
godine kasnje doSao je za astronomiju poznati J. J. Littrow, a za fiziku
F. Ks. Bronner. To su bili uéitelji Lobac¢evskomu; boljih ne bi bio mogao naéi
ni u najznamenitijim tadasnjim njemackim sveucilistima. NaroCito je Bartels
bio izvrstan ucitelj; upravo onakav, kakvoga je trebalo mladomu sveuéilistu,
u kom je tek valjalo udariti temelj matematickoj obuci. Sva klasi¢na djela
tadasnjega vremena — Eulerov diferencijalni i integralni ra¢un, Lagrangevu
analiti¢cnu mehaniku, Laplaceovu mehaniku neba, Mongevu primjenu anal-
ize na geometriju, Gaussove disquisitiones arithmeticae — tumacio je Bartels
u svojim predavanjima. Izlazuéi povijest matematike razvijao je pred svo-
jim darovitim slusac¢ima veli¢ajnu sliku napretka u tom podru¢ju. Godine
1821. presao je Bartels u Derpt, no uvijek se rado sjec¢ao svojih kazanjskih
slugaca, u kojih je bilo mnogo smisla i zanosa za matematicke nauke.!?

Utjecaj Bartelsov na razvitak matematickih sposobnosti Lobacevskoga

Hungaricae Francisco - losephinae Claudiopolitanae editus 1903.

Vidi takoder: L. Schlesinger, Johann Bolyai. Jahresbericht der deutschen Mathematiker
- Vereinigung, XII, 1903, str. 165-194. To je svecano ¢itanje tom prilikom.

12 7a ivot Lobagevskoga bili su mi izvori: Engel, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij,
Leipzig 1898., str. 349-422.

A. Wassiljef, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij. Abhandlungen zur Geschichte der
Mathematik. VII, 207—244.

Kratka biografija na pocetku skupljenih djela Lobacevskoga, koja je izdao kazanjski
universitet god. 1883. i 1886.
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bio je vrlo snazan, osobito kad je u julu 1811. Lobacevski promoviran na
stepen magistra i tako dosao u blizi doticaj sa svojim uciteljem. Magistri su
imali duznost, da drze vjezbe sa slusac¢ima, da tumace $to je nejasno ostalo
u predavanju profesoré, koji su bili slabo vjesti ruskome jeziku i da pomazu
oko uredivanja sveuciliSnoga Casopisa. No glavna im je duZnost bila, da se
trude oko svoga usavrSivanja u odabranoj specijalnoj struci. Pod navodenjem
Bartelsovim usavrsio se Lobacevski u viSoj matematici i stekao neobi¢nu
vjeStinu u vladanju s matematickim ra¢unskim aparatom. No glavno je, da
je Bartels u svom uceniku probudio razumijevanje za matematicku strogost.

Pored matematike bavio se Lobacevski prakti¢cnom astronomijom kod
Littrowa. Zajedno sa svojim drugom Simonovom opaZao je veliki komet od
god. 1811. Ta je opazanja priopéio Littrow u izvjestajima kazanjske universe.
Kod Bronnera radio je u pedagoskom institutu, a bit ¢e da ga je svestrano
naobraZeni Bronner uveo i u filozofiju Kantovu. Nauci Kantovoj o apriornosti
geometrijske spoznaje zadao je poslije Lobacevski tezak udarac.

U proljeéu 1814. na preporuku Bartelsovu i Bronnerovu imenovan je za
sveuciliSnoga adjunkta uz duZnost, da predaje o aritmetici i algebri. Teoriju
brojeva tumacio je po Gaussu i Legendreu, a sfernu trigonometriju po Cagno-
liju. Ve¢ 1816. postao je izvanrednim profesorom. U to doba padaju njegovi
prvi pokusaji o teoriji paraleld. Znamo to iz prepisa predavanja, sto ih je on
drzao od 1815-1817. Lobacevski pokusava na tri na¢ina utvrditi teoriju par-
alela. U prvom pokuSaju definira paralele kao pravce, koji imadu isti smjer, a
u drugom postupa na nac¢in Bertrandov, koji se oslanja na neizmjerno velike
pruge ravnine. Iz treéega se razbira, da se intensivno bavio Legendreovim
istrazivanjima. Legendre je bio postavio ova dva poucka:

1. U trokutu zbroj kutova ne moze biti nikada veéi od dva prava.'3

2. Ako je u makar kakvom trokutu zbroj kutova jednak dvjema pravima,
onda je u svakom.

13 Po ovom poucku moze zbroj kutova u trokutu biti samo manji ili jednak dvjema
pravima. No kod toga Legendre ¢utke pretpostavlja, da je pravac neizmjerno dug. Ako
napustimo ovu pretpostavku, onda moze zbroj kutova biti i veéi od dva prava, kako je to
u elipti¢noj geometriji.

M. Dehn je u svojoj radnji o ovim Legendreovim pouécima (u 53. svesci Matematickih
anala) istaknuo, da je Legendre u svom dokazivanju upotrijebio postulat neprekidnosti,
naime Arhimedov aksiom. Ako se napusti i ovaj postulat, onda se prvi Legendreov poucak
ne moze izvesti, a drugi moze. Dehn je to pokazao postavivsi Ne-Legendreovu geometriju,
u kojoj vrijede svi aksiomi izuzevsi Euklidov i Arhimedov. U njoj se jednom tac¢kom moze
prema zadanome pravcu povudéi bezbroj paraleld, a zbroj kutova u trokutu vedi je od dva
prava.
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Ako ¢emo da dokazemo Euklidov postulat o paralelama, valja nam samo
nadi jedan trokut, u kome zbroj kutova iznosi dva prava. Lobacevski je mislio
da je taj uvjet ispunjen kod pravokutnog trokuta, u kome jedan Siljati kut
iznosi %7?. Kako vidimo, Lobacevski je u ovo doba bio jos uvjeren, da se peti
postulat mora, a i moze dokazati.

U godini 1822. imenovan je Lobacevski redovnim profesorom matematike.
Sluzbene su mu duznosti meduto silno porasle. Od prvog pocetka bilo je u
profesorskom zboru vrlo mnogo trvenja. Narocito je bilo previse nesklada
izmedu senata i sveuciliSnoga kuratora. Neki su profesori bili otpusSteni, a
mnogi su poradi tih nesnosnih prilika ostavili Kazanj. Medu njima su bili
Bronner i Bartels. Renner je ranije umro, a Littrow je otiSao na opserva-
torij u Budim. Sva obuka u matematici, fizici i astronomiji ostala je na
Lobacevskom i na jo§ jednom profesoru. Uz ¢istu matematiku morao je
voditi opservatorij i predavati astronomiju, mehaniku i teoreticku fiziku. K
tomu su dosle mnoge druge sluzbene duznosti. Od g. 1820. do 1827. bio
je dekan matemati¢ko-prirodoslovnoga odjela. Mnogo mu je vremena oduz-
imalo, sto je od g. 1818. bio u skolskom odboru i u odboru za izdavanje
Kazanjskoga vjesnika. Neko vrijeme rukovodio je i meteoroloska opazanja.
Jednom je morao putovati u Petrograd, da nabavi fizikalne i astronomske
aparate. SveuciliSna je biblioteka bila vanredno zapusStena, pa je tako uz
ostali svoj posao preuzeo po Zelji senata i duznost sveuciliSnoga bibliotekera,
koje je deset punih godina vrsio. Tek oko polovice tridesetih godina mogao
se opet ograniCiti samo na predavanje ¢iste matematike.

Kako je medutim u sveucéilistvu sve strmoglavo proslo imenovan je kura-
tora Musin-Puskin. Rektorom je tada bio neki Fuchs. Novi kurator odmah je
uvidio, da se uprava sveucilista mora predati sposobnijem ¢oveku. Njegovim
utjecajem izabrao je senat Lobacevskoga za rektora. U septembru 1827. nas-
tupio je Lobacevski ovu — u tadanjim prilikama sveuciliStva — vanredno
tesku duznost. Neprestanim nastojanjem oko uredenja naucnih instituta
i namjeStanja novih uciteljskih sila, a prednjaedi na svakom mjestu u ispun-
javanjuduznosti, poslo mu je za rukom podiéi sveuéiliSte na dostojnu visinu.
To su mu drugovi jednoduSno priznavali birajuc¢i ga Sest puta po redu za
rektora. Tako je on bio neprekidno devetnaest godina na ¢elu kazanjskoga
universiteta, sve do godine 1846. U godini 1841. navrsio je Lobacevski dvade-
set 1 pet godina sluzbe. Prema propisima, koji postoje u Rusiji, ra¢unao se
od toga doba medu umirovljene profesore, ali je joS pet godina ostao svom
mjestu kao honorarni profesor. Tada je imenovan zamjenikom kuratora, u
kom je svojstvu ostao do pod kraj g. 1855. Umr’o je 24. februara 1856.

Za c¢udo je, koliko je Lobacevski mimo svoje mnoge zvani¢ne duznosti
uradio na nau¢nom polju. Spomenusmo, kako se rano ve¢ zainteresirao za
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teoriju paralela. U pocetku je i on mislio, da é¢e mo¢i dokazati peti postulat.
Malo pomalo priblizio se k pravomu shvaéanju. Godine 1823. dogotovio je
rukopis udzbenika za geometriju, koji medutim nije nikada Stampan. Taj se
rukopis nasao, pa se iz njega vidi, da se tada veé¢ znatno bio primaknuo k
cilju. Izrijekom istice, da su svi dosadanji pokusaji dokazati Euklidov pos-
tulat neuspjeli. Na drugom pak mjestu, gdje govori o trigonometriji, ima jos
jedna karakteristi¢na primjedba. Trigonometrija nas uéi, kako ¢emo odrediti
tri Cesti trokuta, ako su druge tri zadane. No kako trokuti nijesu kongru-
entni, ako imadu samo kutove jednake, ne mogu se odrediti stranice trokutu,
kad su kutovi zadani. Sto se duZine ne mogu odrediti s pomocu kutova ili
drugim rije¢ima: Sto kutovi ravnoga trokuta zavise jedino o omjeru stran-
ica, a ne o njihovim apsolutnim duzinama, to su neki uzimali kao osnovno
nacelo geometrije. Lobacevski veé tada izri¢e, da ta pretpostavka nije logicki
nuzna. Kad moze sila zavisjeti o udaljenosti, zasto ne bi kut zavisio o duzini?
Raznolikost je u oba slucaja ista.

Proniknuvsi tako u bitnost stvari, izradio je u godinama 1823-1825. pot-
puno rjeSenje pitanja, koje je preko dvije hiljade godina stajalo otvoreno.
Dne 24. februara 1826. predlozio je Lobacevski nacrt svoje nove geometrije
fakultetu pod naslovom ,Exposition succincte des principes de la géométrie
avec une démonstrtion rigoureuse de la théoréme des paralles”. Ni ova rad-
nja nije stampana, a ni rukopis joj se dosad nije mogao naé¢i. No sadrzaj
je njezin iznesen u raspravi ,,O Hagasaxb reomerpun’ Stampanoj u ¢asopisu
Kazanckuit Bacrauks god. 1829-1830. Ovom publikacijom pretekao je Loba-
¢evski, Jovana Bolyaija, ¢iji je Appendix izaSao tek 1832.14

Vuennrs 3anucku kazanjskoga universiteta donijele su god. 1835. raspravu
Boobpakaemast reomerpusi, a g. 1836. IIpumsaeHne BoobparkaeMoi reoMeTpun
K'b HOKOTOpBIMB HHTerpajgamb. Od g. 1835—-1838. izlazila su u tim zapiscima
HoBbist Haua1a reoMmeTpun ¢b HOJHOM TeopHel mapaJebabIxb. 10 je potpun
udzbenik geometrije Lobacevskoga. Pisan je veoma jasno, postupak je sin-
teticki. Coinb OTedectBa 1834. g. Stampao je kritiku Naceld geometrije, o ko-

14 I.. Schlesinger, Jahresbericht XII, 176. spoti¢e se o to, §to je Lobacevski navodeci
na prvoj strani Naceld svoju radnju od god. 1826. stavio ,etc.” mjesto rijeci ,avec une
démonstration rigoureuse du théoreme des paralleles”. 1z toga on zakljucuje, da je doduse
g. 1826. mogao imati izraden svoj antieuklidski sistem, ali da se tek od god. 1826—
1829. uvjerio o neprotivurjecnosti svoga sistema. FEngel, 372., sluti, da je tima rje¢ima
Lobacevski mislio ono astronomsko razlaganje, koje se u Engelovu prijevodu nalazi na
str. 22-24. To je vrlo vjerojatno, jer se tamo kaZze: ..ompaBabIBaeTh TOYHOCTH BCIXb
BBIYNCJICHUH OOBIKHOBEHHOM ['eoMeTpun, U 03BOJISIETh IPUHSATHIST HAYAJIA ITOM [TOCIIIHEH
pa3MarpuBaTh, Kak Obl cTporo jgokasanbsiMu. One izostavljene rije¢i navode se ipak u En-
gelu na str. 67. U ostalom i u naslovu njegove Pangeometrije od g. 1855. dolazi ,théorie
générale et rigoureuse des paralleles”.



20 PRVI OSNIVACI NEEUKLIDSKE GEOMETRIJE

joj veli Lobac¢evski, da je uvredljiva i posve nepravedna.'® Hoteéi matematica-
rima izvan Rusije uciniti pristupnim svoje otkriée, Stampao je Géométrie
imaginaire u 17. svesku Crellova zurnala. No Lobacevski je i sam osjec¢ao,
da nacin izlaganja nije bio zgodan; zato je god. 1840. Stampao u Berlinu
kao samostalno djelo Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Paral-
lellinien. U jednom pismu Gerlingu kaze Gauss o ovoj raspravi: ,JIch erin-
nere mich, in Gerdorfs Repertorium damals eine sehr wegwerfende Recension
dieses Buches gesehen zu haben, die (nemlich die Recension) iibrigens fiir je-
den etwas kundigen Leser das Geprige hatte von einem ganz unwissenden
Mensehen herzuriihren. Seitdem ich Gelegenheit gehabt habe diese kleine
Schrift selbst einzusehen, muss ich ein sehr vortheilhaftes Urtheil dariiber
fallen. Namentlich hat sie viel mehr Concinnitdt und Précision, als die
grosseren Aufsitze des Lobatschefski, die mehr einem verworrenen Walde
gleichen, durch den es, ohne alle Baume erst einzeln kennen gelernt zu haben,
schwer ist, einen Durchgang und Uebersicht zu finden”.

Nec¢u spominjati drugi njegov nau¢ni rad; samo ¢u jos istaknuti, da je
g. 1855. za sveCanu spomenicu pedesetogodisnjice kazanjskoga universiteta
napisao Pangéometrie ou précis de géométrie fondée sur une théorie générale
et rigoureuse des paralléles. Slijedeée godine izaglo je to ruski.'6

Upravno i uéiteljsko djelovanje Lobacevskoga nailazilo je i kod vlasti i u
drustvu vazda na potpuno priznanje. Od cara Nikole I. dobio je za te zasluge
briljantni prsten i naslov pravoga drzavnoga savjetnika. Pet puta odlikovan
je redovima, a viSe puta carevim priznanjima i pohvalama ministarstva.

Sasvim drukdcije bilo je s onim, poradi ¢ega ¢e njegovo ime vjekovati u
historiji matematike. U€eni njegov rad nije nalazio u Rusiji nikakva razumije-
vanja ni priznanja. I ako su njegova ,Nacela geometrije” izasla veé¢ god. 1829. i
ako je on u viSe drugih radova iznio svoj geometrijski sistem, kojim je defini-
tivno bilo rijeSeno pitanje paraleld, ipak je jos godine 1853. izasla u Petro-
gradu od akademika Bunjakovskoga opseZzna rasprava o paralelnim linijama,
u kojoj Lobacevski nije ni spomenut! Ni izmedu njegovih mnogih ucéenika
nije se nasao nijedan, koji bi njegov rad bio produzio.

Ni njegova njemacki pisana istrazivanja o teoriji paralela, ¢ini se, nijesu
nasla nikakva odziva u strué¢nim krugovima.

No ipak je bio jedan matematicar, koji je posve shvacao rad Lobacevskoga
i uvazavao ga po zasluzi. To je bio Gauss.

15 TTonmoe cobpamme counmenuit o reomerpun H. 1. Jlo6auesckoro.

Kazanb, 1883, pg. 72. i 114.

16 Liebmannov njemacki prijevod izasao je g. 1902. medu Ostwaldovim klasicima. Nje-
gov prijevod Imaginarne geometrije publiciran je g. 1904. u Abhandlungen zur Geschichte
der Mathematik, XIX.
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Gauss je pod starost naucio ruski, pa je tako uz onu njemacku raspravu
Lobacevskoga ¢itao i jednu njegovu rusku radnju. Iz pisama Gaussovih
Enckeu, Gerlingu i Schumacheru vidi se, kako je on visoko cijenio ,o§troumnoga
ruskog matamaticara”.!” No kako Gauss iz principa nije htio nista o teoriji
paraleld raspravljati u javnosti, nije u svojim stampanim djelima nikad spomenuo
Lobacevskoga, kao ni J. Bolyaija, ¢ijemu se djelu tako isto divio. No za
Lobacevskoga je Gauss bar to ulinio, da ga je 1842. god. Predlozio za
¢lana dopisnika kr. u¢enoga drustva u Gottingenu; diplomu je popratio vlas-
toru¢nim pismom. Ovo priznanje Gaussovo bilo je Lobacevskomu zastalno
velika utjeha.

No jos vise! MoZemo gotovo reéi, da je Gauss spasao Lobacevskoga, da
ne bude zaboravljen. Ni Bolyai ni Lobacevski nijesu kod svojih suvremenika
naisli na nikakav odziv. Na razvoj geometrije nijesu oni u pocetku nimalo
utjecali. Kao da ih nije ni bilo, izlazili su i dalje svake godine novi pokusaji
dokazivanja petoga postulata. Medutim se s raznih drugih strana dolazilo
do neeuklidske geometrije. A kad je Sezdesetih godina prosloga vijeka pub-
licirana korespondencija izmedu Gaussa i Schumachera, pak se vidjelo, da
je Gauss ne samo cijenio rad Lobacevskoga, ve¢ i sam radio na neeuklidskoj
geometriji, onda su stru¢njaci bili za tu stvar pridobiveni.

Njemacka ona rasprava Lobacevskoga prevedena je na francuski i en-
gleski, pangeometrija na talijanski, a tako je isto prevoden i Appendix Bolyai-
jev. Istrazivanja njihova dovedena su u svezu a drugim geometrijskim teori-
jama, s teorijom povrSina konstantne negativne krivosti i s projektivnim
mjerenjem. Habilitaciona radnja Reimannova od god. 1854., koja je publi-
cirana tek g. 1867. poslije njegove smrti, donijela je jednu novu neeuklidsku
geometriju — elipti¢nu — u kojoj pravac ima kona¢nu duzinu, a zbroj je kutova
vedi od dva prava.

Od sedamdesetih godina prosloga vijeka pocelo se Zivlje zanimanje za ova
pitanja.Pa kad je g. 1893. u Kazanju proslavljena prva stogodi$njica rodenja
Lobacevskoga,'® Zivo ucesée sa svih strana svijeta pokazalo je, da ime nje-

17 Tako god. 1846. pise Gauss Schumacheru o onoj njemackoj raspravi Lobagevskoga pa
veli: Sie wissen, dass ich schon seit 54 Jahren (Seit 1792.) dieselbe Ueberzeugung habe.
Materiell fiir mich Neues habe ich also im Lobatschefsky’schen Werke nicht gefunden, aber
die Entwickelung ist auf anderem Wege gemacht, als ich selbst eingeschlagen habe, und
zwar von Lobatschefsky auf eine meisterhafte Art in dcht geometrischem Geiste. Ich glaube
Sie auf das Buch aufmerksam machen zu miissen, welches Thnen gewiss ganz exquisiten
Genuss gewahren wird.

18 Nastavni vjesnik III, 1-12, donio je tom prilikom ¢lanak K. Karamate: Nikola
Ivanovié Lobacevski i neeuklidova geometrija.

Spomenut ¢u jo§ da je god. 1900. i 1901. HacraBuuk donosio referat K. Stojanovica:
Principi nove geometrije
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govo nije prazan zvuk. Uspomeni Kopernika geometrije, kako Lobacevskoga
nazivlje Sylvester, ponavljajuéi jednu frazu Cliffordovu, u¢injena je dostojna
poéta.19

Internacionalnim prinosima podignut je Loba¢evskomu spomenik u Kazanju
i kod fizicko-matematic¢koga drustva tamosnjega stvorena je zaklada imena
Lobacevskoga za nagradivanje geometrijskih djela, a naroc¢ito onih, koja rade
o neeuklidskoj geometriji.

Prvi je put nagradom od 500 rubalja odlikovan 1897. god. Sophus Lie,
drugi put g. 1900. Wilhelm Killing, a treci put g. 1904. David Hilbert. Cetvrti
put imala se podijeliti g. 1906., ali se natje¢aj morao obnoviti.

7. Kratak nacrt geometrije Lobacevskoga i Bolyaija. Ako neeuk-
lidskom geometrijom nazovemo geometriju, u kojoj ne dolazi peti postulat
Euklidov, onda jedan dio ove neeuklidske geometrije nalazima veé kod Eu-
klida.?® To je naime prvih 28 poucaka prve knjige Elemenata. Tek kod
29. poucka uzima on na pomoé peti postulat.

Tako isto HoBbisg nagana u prvih Sest odsjecaka rade o onim dijelovima
geometrije, u kojima jo$ ne treba govoriti o paralelama. Naroc¢ito pripadaju
u to svi poudci, koji se mogu izvesti s pomocu kongruencije. Zeleéi uvesti
bolje definicije ravnine i pravca, uzima Lobalevski za prvi element kuglu.
Oko dvije ¢vrste tacke u prostoru opisime kugle s jednakim polumjerima.
One ¢e se presijecati u krugu. Kad mijenjamo polumjer ovih kugala, dobit
¢emo neizmjerno mnogo krugova, koji ispunjuju jednu ravninu. Definicija
pravca kao linije, koja de medu dvije tacke pokriva u svakom polpzaju, izlazi
na to, da se pravac ima drzati osju rotacije krutoga tijela. Dalje raspravlja
0 mjerenju pravaca, kutova i uglova, zatim o kongruenciji trokuta i o sfernoj
trigonometriji, koja je potpuno nezavisna o petom postulatu.

U odsjetku o okomitim pravcima i ravninama dokazuje, da se dva pravca,

19 Tza otkrica Kopernikova razmaknuo se dusevni horizont ljudstva, kad se uvidjelo,
da zemlja nije drugo veé zrnce u moru svjetova. Ima li granicd tome moru i kakve su?
To su bila pitanja, do kojih je dovodio Kopernikov sustav. Tako su se isto u povodu
istrazivanja Lobacevskoga nametnula pitanja o svojstvima prostora. Jesu li ta svojstva
posve isto ovakva i u onim udaljenim svjetovima, od kojih zrake svjetlosti do nas dopiru
tek za stotine tisuca ili ¢ak za milijun godina? Jesu li ista bila, kad se suncani sistem
razvijao, i hoce li biti ista i u potonje vrijeme?

A. Wassiljef, 1. c. pg. 217.

Isporedi takoder F. Hausdorfa, Das Raumproblem, Annalen der Naturphilosophie, III,
1-23.

20 H. G. Zeuthen, Gebrauch und Missbrauch historischer Benennungen in der Math-
ematik. Verhandlungen des dritten Mathematiker-Kongresses, pg. 541. Ako se ta¢no
pazi, kad Euklid koji postulat prvi put primijeni, onda je sve, §to prethodi, jedna vrsta
ne-geometrije. Tako nearhimedskoj geometriji pripadaju prve cetiri knjige Elemenata
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koji su okomiti na tre¢em pravcu, ne mogu presijecati. Iz toga se moze odmah
izvesti, da se ne mogu sastati dva pravca, ako ih treé¢i neki pravac na istoj
strani presijeca pod jednakim kutovima. Euklid pak uzima u petom postu-
latu, da ¢ée se dva pravca vazda sastati, ako oni teréi neki pravac presijecaju
pod nejednakim kutovima. No da tako ne moramo nuzno uzimati, razabrat
¢emo iz slijedeéega razmatranja.

a) Definicija paralelnosti. Za- A,
mislimo pravac p i jednu tacku
A izvan njega. Spustimo nor-
malu AB iz te tacke na pravac
i onda povucimo ostale zrake tom
tackom (sl. 7.). Sto vedi kut
budu ove zrake zatvarale s nor-
malom, to ¢e dalje lezati pres-
jek C ¢vrstoga pravca p i zrake,
koja se uzme. Ako paralelu prema B C
zadanome pravcu shvatimo kao Slika 7.
grani¢ni polozaj sekante, kad pres-
jek ide sve dalje na desno od tatke B, a tako isto na lijevo, onda ¢emo dobiti
jednu paralelu na desnoj, a drugu na lijevoj strani. Obi¢ni na§ prostorni
zor, koji moze obuhvatiti samo vrlo ograni¢en dio ravnine, kazuje nam, da
se dvije paralele podudaraju.?’ Na tom iskustvu postavljamo aksiom, da
se jednom tatkom A moZe prema zadanome pravcu p povuéi samo jedna
paralela, t. j. pravac, koji ne presijeca onaj pravac p.

Ta pretpostavka, za koju znamo, da je ekvivalentna s petim postulatom,
nije logic¢ki nuzna, jer ée nesavrseni nas prostorni zor biti potpuno zadovoljen,
ako i ne uzmemo, da se one dvije paralele sliju u jednu, veé¢ ih uzmemo da
su razli¢ite, no da zatvaraju medu sobom vrlo mali kut, tako malen, da ga
ne mozemo mjerenjem konstatirati. Ovu je pretpostavku uzeo Lobagevski
kao osnovu svoje teorije paraleld. On dakle uzima, da se tatkom A prema
p mogu povuéi dvije paralele. Jedno je p; a drugo p. Paralela p; prva je
zraka na desno od normale AB, koja ne presijeca pravac p, a ps je prava
takva zraka na lijevoj strani. Uz Euklidovu pretpostavku ima kroz tacku A
samo jedna zraka, koja ne presijeca pravac p, i ona je okomita na AB. Po
pretpostavci Lobracevskoga ima ih neizmjerno mnogo. Nijedna naime zraka,
koja prolazi tatkom A te ide kroz one procrtane dijelove ravnine, ne moze
presijecati p. Naprotiv ée svaka zraka povucéena kroz A u onim neprocrtanim
dijelovima zgadati pravac p. Tako na pr. AC.

Uzmemo li tatku A na vrh pramena zraka, moci ¢emo te zrake razdijeliti
na dvije grupe. Jedne ¢e sjeé¢i pravac p, a druge ga nece sje¢i. Granicu

b

2L F. Klein, Grenzfragen der Mathematik und Philosophie. Wissenschaftliche Beilage
zum 19. Jahresbericht (1906.) der Philosophischen Gesellschaft an der Universitat Wien
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izmedu jednih i drugih ¢ine one dvije paralele.

b) Kut paralelnosti. Rekosmo malo prije, da ¢e presjek C pasti to dalje,
Sto veéi bude kut zrake AC s normalom. Ako tacku A uzmemo dalje od
pravca p, recimo u poloZaju Aq, zraka A;C zatvorat ¢e s normalom manji
kut nego li zraka AC, i to tim manji, to A;B bude vece. Sto smo dalje od
predmeta, pod to manjim ga kutom vidimo. Mogli bismo reé¢i, da ée se taj
kut vanredno malo razlikovati od nule, kad A1 B bude vanredno veliko, dok
¢e se veoma malo razlikovati od pravoga kuta, kad A1 B bude veoma maleno.

Paralela p; zatvora s normalom kut BAp;. Njega ¢emo zvati kut paralel-
nosti. MoZemo recéi, da je to kut, pod kojim iz tacke A vidimo onu polovicu
pravca pi1, koja je na desno od tacke B. Kad dodemo u Aj, bit ¢e taj kut
manji. Kut je paralelnosti promenljiv uz pretpostavku Lobacevskoga, dok
je uz Euklidovu konstantan. Vazda je jednak pravome kutu. Lobacevskoga
moze poprimiti svaku vrijednost izmedu 0 i 90°; to stoji do duzine normale
AB = a. Ako kut paralelnosti, koji odgovara toj normali, ozna¢imo sa I1(a),
onda je

limII(a) = g za a =0,
limII(a) =0 za a =00

Za negativne duzine uzet ¢emo po definiciji, da je
II(a) + II(—a) = 7.

Bududi da svakom tackom moZemo prema zadanome pravcu povudi dvije
paralele, moramo vazda narocito istaknuti, na koju stranu ima pravac biti
paralelan sa zadanim pravcem; treba odrediti smisao paralelnosti. Na slikama
¢emo to oznacavati strijelicom. Za paralelne se pravce moze lako pokazati,
da se oni asimptotski priblizuju jedan drugome na strani njihove paralelnosti,
a na protivnoj se strani sve jace razmicu. Paralele nijesu dakle evidistantne.
Pustimo li, da se tacka A giba po p; u smijeru paralelnosti, okomica AB biva
sve manja, dok se kut paralelnosti sve vise priblizava pravome kutu. To smo
veé vidjeli kod Saccherija na sl. 2. Ako je p; paralelan s p, i p je paralelan s
p1; paralelnost je reciprotna. Dva pravca paralelna s treé¢im i medu sobom su
paralelna; paralelnost je transitivna. Dva pravca okomita na nekom treéem
razmicu se beskrajno s obje strane zajednitke okomice.

¢) Konstrukcija kuta paralelnosti i duzine, koja mu odgovara. Kako se
tatkom A moZe prema pravcu p povuéi paralela pokazao je J. Bolyai.?? Iz

22 Appendix, § 34. Pojedina mjesta iz Lobagevskoga neéu svagdje citirati, jer sam se
neprestano sluzio i njegovim skupljenim djelima kao i Engelovim prijevodom i komen-
tarom.



V. VARICAK 25

A spustimo okomicu AB = a na pravac p. U makar kojoj tacki p uzdignimo
na nj normalu C'D (sl. 8.), i potegnimo AD L CD. Iz tatke B opisimo krug

Slika 8.

s polumjerom AD; on ée C'D presijecati u E pod kutom «. Ako u A na

AB nanesemo kut «, dobit éemo trazenu paralelu AF. Uz Euklidovu pret-

postavku pada tacka F u C i kut je a= % I kod ove slike treba drzati na

umu, da je ona samo shemati¢na. Iz ove se konstrukcije razbira, kako se

odreduje kut paralelnosti «, koji

B pripada duzini a. DuZini koja

odgovara kutu « oznadit ¢emo

sa D(«), a odrediti je mozemo

E F ovako. Nacrtajmo makar kakav

/ pravokutni trokut ABC', u kom

je a &iljati kut kod A. U B kon-

strurirajmo BB’ 1. AB i onda

tactkom A povucimo AA || BB'.
Ako sada na AB nanesemo duZzinu

AD = AC i u D uzdignemo
okomicu DF, onda je AE duZina,

o koja pripada kutu paralelnosti
A ¢ F «.23 Utinilise AF = AE, onda
Slika 9. je FF' H AB.

d) Granicni krug i grani¢na kugla. Okomice u raspolovistima stranica
trokuta mogu se presijecati ili ne presijecati, a mogu biti paralelne. Ako
su dvije od njih paralelne, onda je i treéa s njima paralelna. Uzmimo, da
su te tri okomice DFE, FG, HK pralelne medu sobom. Iz vrhova trokuta
povucimo s njima paralele AA’, BB', CC’ (sl. 10.). Pravac AA’ paralelan je

23 Engel-Lobatschefskij, str. 242.
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C
I wl i
| | // |
A’E K¢’ GB’
Slika 10.

s DE, a AD je okomit na DE, zato je £ DAA’ kut paralelnosti, koji pripada
e . ) .
duzini AD= 5 b
ADAA =TI (g) ,
a tako isto .
KHAA =TI (§>

Razlika je od ova dva kuta kut A u trokutu. Tako dobivamo
RIORIE
2
m(z)-n(3)
2
a b
m(s)+m(s).

Kada se tri okomice u polovi§tima stranica trokuta presijecaju, onda
vrsi trokuta leze na krugu. Ako su pak ove okomice paralelne, vrsi trokuta
leze na granitnom ktugu. Granicni je krug krivulja, kod koje su okomice

uzdignute u raspolovistima tetiva sve paralelne medu sobom. Ove su okomice
osi grani¢noga kruga. Na osnovu ove definicije mozemo konstruirati koliko

—1I
—1I

I
)

B

c
2
c
2

C

hoé¢emo njegovih tacaka.

Neka je AB jedna os grani¢noga kruga. Povucimo tackom A zrak Az;
neka ona s AB zatvara kut « . Konstruirajmo duzinu AD, koja pripada
ovomu kutu paralelnosti, pa u¢inimo AC = 2AD. Tako odredena tacka C



V. VARICAK 27

bit ¢e tacka grani¢noga kruga. Postupimo li tako i sa drugim zrakom Axq,
dobit ¢emo tatku Cq, toga kruga, i tako mozemo produziti. Za lukove s i
s' dvaju grani¢nih krugova, koji imaju iste osi, moze se lako pokazati, da je
(sl 11P1s)

®
|
@
)
s

(1)

Sa x oznacujemo razmak tih dvaju

1 krugova, a R je neka konstantna
H, duZina. Luk s’ leZi s obzirom na s
na strani paralelizma osi.

Da izvedemo jednadzbu (01),
uzet éemo, da je omjer lukova s i
C s’ jednak omjeru dvaju cijelih bro-
jeva n i m. Povucimo jos treéu os

F CC'. Neka je luk AC =t, A'/C' =

t' i neka je jo$ omjer luka ¢ prema
s jednak omjeru brojeva pig. Imamo

B dakle

Slika 11.

Razdijelimo s u ng jednakih di-
jelova I, onda ¢ée biti

s=nql, s =mql, t=mnpl,

t. j. na luku s’ bit ¢e mgq, a na t bit ée np takvih dijelova. Tima dijelovima
na s it odgovaraju jednaki dijelovi na s’ i t/, pa ¢ée biti
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Slika 11Ps

Omjer dvaju granicnih lukova izmedu dvije osi ne zavisi o duzini samih
lukova, veé jedino o njihovu razmaku.

Neka razmak lukova s i s’ iznosi £ jedinica duzine. Razdijelimo AA’ u
¢ dijelova, a tako i BB’ i polozimo djelistima koaksijalne grani¢ne krugove.
Neka je luk A1B; = s1, AsBy = 89, ... AzB; = A'B' = s'. Ako stalni
omjer dvaju grani¢nih lukova, kojima je razmak jedinica duzine, oznac¢imo
sa e, onda je

§:81 =¢€, S1:82=¢€, S9 183 =¢€,... Sx—-1:8 =¢€
Izmnozimo li ove omjere, izlazi
s=s'et

Broj e mora se uzimati veéi od jedan, ako hoé¢emo, da lukovi bivaju manji
na strani paralelnosti osi. A buduéi da se jedinica za duZzine moze uzeti po
volji, mozemo je tako uzeti, da ovo e bude baza prirodnih logaritama. Tu
jedinicu duzine ozna¢imo sa R, pa onda moZzemo pisati

jer je £= %

Ako premjer kruga beskrajno poraste, prelazi krug u pravac uz pret-
postavku Euklidovu, a uz pretpostavku Lobacevskoga prelazi u grani¢ni
krug. Kad grani¢ni krug rotira oko jedne osi, na pr. oko AB, izvodi on
zakrivljenu povrsinu, koju zovemo grani¢nom kuglom. Svaka paralela prema
AB povucena tackom grani¢ne kugle mozZe se uzeti za njenu os. Ravnina
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okomita na os sijece grani¢nu kuglu u krugu. Ako na grani¢noj kugli uzmemo
makar gdje dvije tacke C' i D, pa kroz njih povutemo osi grani¢ne kugle, te
ée osi biti jednako priklonjene preme tetivi C'D. Svaku os grani¢ne kugle
mozemo drzati njenom osi rotacije. Dio grani¢ne kugle moze se po njoj
pomicati bez deformacije.

Ravnina polozena po osi presijeca grani¢nu kuglu u grani¢nom krugu.
Svu su grani¢ni krugovi medu sobom identi¢ni. Kroz dvije tacke na njoj
mozemo poloziti segment samo jednoga grani¢noga kruga. Taj se segment
moze beskrajno produZzivati, a da se ne povratimo na pocetak. Na granicnoj
kugli imade dakle granicni krug svojstva analogna s pravcem u Euklidovoj
ravnini. Tu analogiju mozemo jo$ dalje provesti.

Polozimo ravnine kroz tri osi grani¢ne kugle. One ¢e na grani¢noj kugli
isijecati tri grani¢na kruga, koji ¢e sacinjavati jedan grani¢ni trokut. Ako
se tri ravnine sijeku u paralelnim pravcima (kao $to su ovdje one tri osi ),
zbroj plosnih kutova iznosi dva prava. Buduéi da grani¢na kugla sve svoje
osi sijeCe ortogonalno, zbroj kutova u grani¢nom trokutu iznosi koliko i zbroj
kutova u ravnom Euklidovom trokutu.

Mozemo jo§ pokazati, da na grani¢noj kugli postoji Euklidov postulat.?*.
Zamislimo ravninu p i jednu ta¢ku A izvan te ravnine. Spustimo iz A nor-
malu AB na p. Tackom B povucimo sve zrake u ravnini p. Tatkom A
mozemo sa svakim ovim zrakom povuéi samo po jednu paralelu. Ove par-
alele sacinjavaju ¢un. Bududéi da svakom izvodnicom mozemo poloziti samo
jednu tangencijalnu ravninu na ovaj ¢un, izlazi, da se jednim pravcem moze
prema zadanoj ravnini poloziti samo jedna paralelna ravnina.

Uzmimo sad na grani¢noj kugli dva grani¢na kruga G i G, koji se ne
presijecaju. Neka prvi prolazi tackom L, a drugi tatkom K. Osi grani¢ne
kugle, koje prolaze tima tackama, oznacit ¢emo sa LL' i KK'. Ravnina, u
kojoj lezi krug G i os LL', ne moZe presijecati ravninu odredenu onim drugim
grani¢nim krugom i onom drugom osi. To ¢emo razabrati indirektno. Ove
dvije ravnine polozene su kroz dva paralelna pravca. Kad bi se one sjekle,
i njihov bi presjek MM’ bio paralelan s LL' i KK’'. Taj presjek zgada
grani¢nu povrsinu u tacki M. Ova bi tacka po svom postanju morala lezati
na jednom i na drugom grani¢nom krugu. No pretpostavili smo, da oni ne
imaju zajednickih tacaka, pa zato ne mogu ni one ravnine sjeé¢i jedna drugu.

Osju KK’ moZemo poloZiti neizmjerno mnogo ravnina, a one ¢e sve
grani¢nu kuglu sje¢i u grani¢nim krugovima. Oni ¢ée u opée zgadati grani¢ni
krug G. Na osju K K’ moze se poloZiti samo jedna ravnina paralelna s ravni-
nom odredenom grani¢nim krugom G i osju LL'. Ta ¢e ravnina isijecati

24B. Karanb, O4epkb reoMeTpudeckoii cucremsl Jlobauesckoro, str. 82.
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grani¢ni krug, koji ide tackom K i ne zgada G. Tako smo se uvjerili, da se
tackom ne granicénoj kugli moZe povuéi samo jedan granicni krug, koji ne
presijeca zadani grani¢ni krug. A to je ekvivalent Euklidova postulata na
grani¢noj povrsini.

1z jednakosti osnovnih nacela uvjeravamo se, da se geometrija na grani¢noj
kugli podudara s planimetrijom Euklidovom. Logi¢na, formalna strana u oba
je podrugja ista. Sve poucke i formule mozemo s euklidske ravnine prenijeti
na grani¢nu kuglu.?®> Na taj nam je na¢in geometrija na grani¢noj kugli veé
poznata, a to je veliko olakSanje za israzivanje geometrije Lobacevskoga. Sve
konstrukcije, koje se Sestarom i linealom mogu izvesti u Euklidovoj ravnini,
mogu se tim sredstvima izvesti i na grani¢noj kugli.

Geometrija na kugli ne zavisi o petom postulatu. Pravokutnomu trokutu
u ravnini moze se pridruziti izvjestan sferni trokut, pa se i tom koresponden-
cijom sluzi Lobacevski u svojim istrazivanjima.

Temelj istrazivanjima Lobacevskoga i Bolyaia bila je nova definicija par-
alelnosti dvaju pravaca i pretpostavka, da je kut paralelnosti promjenljiv.
Glavna nam je zadaca sad, da pokaZzemo, kako je Lobacevski izveo funkcioni
snoSaj, koji postoji medu izvjesnom duzinom i kutom paralelnosti, koji joj
pripada. No prije moramo izvesti trigonometriju Lobacevskoga. To izvodenje
treba pripraviti razmatranjem o produzenim trokutima.

e) Pridruzeni trokuti. Uzmimo u ravnini
pravokutan trokut ABC, u kome su katete

A B’ a, b, hipotenuza c i kutovi
A=T(a), B=1(3), C= g
Kutove A i B moZemo naime drzati ku-
tovima paralelnosti za duzine « i 3. Kako
N su ti kutovi ostri, duZine « i 3 izraZene su u
pozitivnim brojevima. U tacki A uzdignimo
A B okomicu AA’ na ravninu trokuta, a tackom
B i C povucimo prema njoj paralele BB’ i
b M CC’. Kroz ove tri paralele polozimo tri rav-
nine. U nastalom trobridu paraleld odradit
¢emo najprije plosne kutove. Pobocke, koje
se presijecaju u pravcu AA’, okomite su na
ravnini trokuta. Zato je medu njima kut II(«). Da su pobocke, koje se pre-
sijecaju duz C'C’, medu sobom okomite, razabrat ¢emo ovako. Pravac, koji
je okomit na presjeku dviju okomitih ravnina i koji lezi u jednoj od tih ravn-
ina, okomit je na drugoj ravnini. Ravnina AA’CC’ okomita je na ravnini

Cl

Slika 12.

25 Samo kod dokazivanja treba paziti na jednu vaznu razliku. Dio ravnine moze se
obrnuti, pa ée se opet uz ravninu priljubiti, a to kod grani¢ne kugle ne ide.
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trokuta ABC'. Njihov je presjek b. Buduéi da je a L b, bit ¢eia L AA'CC".
Pobotka BB'CC’, koja je poloZena kroz a, mora takoder biti okomita na tu
ravninu AA’CC’. Drugi kut trobrida dakle je prav. A kako zbroj kutova u
trobridu paraleld iznosi dva prava, tre¢i plosni kut bit ée l7r — I(a). Jos
¢u spomenuti, da je LB'BA = II(c), a £LC'"C A = 1I(b). Bududi da je BC
okomito na AC' i CC’, to je II(b) takoder kut izmedu ravnina BB'CC’ i
ABC.

Ako sad oko ugla B opisemo kuglu s polumjerom manjim od a, dobit
¢emo pravokutni sferni trokut MNP (sl. 12.), za koji lako nademo kutove i
strane.

N %W —II(a)
(c) I(a)
P M
Slika 13. 11(8)
(6) 27~ 1Y)
a J II(c) I(a)
37 ()\)
D(ixr —Tl(«
G (@) Slika 14. (1)

Slikom 13. predoc¢ena je korespondencija medu ravnim trokutom ABC'i
sfernim M N P. Uzmimo sad jedan ravni trokut kao na slici 14., pa potrazimo
sferni trokut, koji ovome odgovara na isti na¢in, kao sto MNP odgovara
trokutu ABC.
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Nacéi éemo, da mu odgovara isti sferni trokut. Oba imadu naime hipotenuzu
II(a) i jedan kut %7‘(‘ —II(a). Po radi togaje

w=c, g=7p, D(g—ﬂ()\)>:b.

Buduéi da istomu pravokutnom sfernom trokutu pripadaju dva pravokutna
ravna trokuta, onda su i ova dva ravna trokuta udruZena.
T. j. trokutu sa stranama

a, b, ¢
i suprotnim kutovima
s
H(Oé), H(ﬁ)? Ea (2)
odgovara drugi pravokutan trokut sa stranama
s
a, D(5-1@), 8 (3)
i suprotnim kutovima
S-00), M. 3
- — c —.
2 ’ T2

D(%TF —II(«)) znaci duzinu, koja odgovara kutu paralelnosti %7‘(‘ — ().
Ako bismo pak u trokutu (02) ostavili neizmijenjenu katetu b, onda bi tome
trokutu na isti nacin pripao trokut

D (g _ H(ﬁ)) b«

H(C)7 - H(Oé),

o3
(3a)

f) Pomocni izvodi. Konstruirajmo sada grani¢nu kuglu, kojoj je os AA’ i
koja u A tangira ravninu ABC' (sl. 15.). Ona ¢e pobocke trobrida presijecati
u grani¢nim krugovima p, ¢, r. Tako dobivamo jedan grani¢ni trokut ADFE,
u koga su kutovi isti kao plo$ni kutovi onoga trobrida. Iz njega dobivamo

p=rsinll(a), ¢ =rcosll(a), (4)
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Slika 15.

jer goniometrijske funkcije moZzemo na grani¢noj kugli definirati isto onako
kao u obi¢noj ravnini.

Razrezimo trobrid duz BB’ pa ga razlozimo u ravninu. Hipotenuza c i
kateta b (sl. 16.) past ¢e u jedan pravac BC, jer su one obje bile okomite
na pravac AA’. Druga kateta a bila je okomita na ravninu AA’C'C’, dakle je
okomita i na pravac CC’, koji je u toj ravnini povuéen njezinim podnoZistem.

Stranice onoga grani¢noga trokuta razvit ¢e se u jedan grani¢ni luk, koji
ide kroz A i komu je os AA’. Medu paralelama BB’ i CC’ polozimo tackom
C grani¢ni krug s, koji ima iste osi kao i p. AB je okomito na osi AA’
grani¢noga kruga pgr. Tackom B ove okomice povucena je prema osi paralela
BB’. Odrezak BD te paralele izmedu one okomice i grani¢noga kruga zavisi
o duzini AB. Zato ¢emo pisati BD = f(c), i ako ne znamo, kakva je funkcija
time naznafena. Samo vidimo, da se ona ponistava zajedno sa c. Na isti je

na¢in CE = f(b), BF = f(a). Uz to je
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A B’
D
r
A ¢ B
Slika 16.
Po formuli (01) bit ¢e
s=pelf =pef®
a to se zbog (04) moze pisati
s=ref®sinTl(a) (6)

Slika 17.

Da smo okomicu na ravninu trokuta ABC uzdignuli u ta¢ki B mjesto u
A, pa onda radili kao i prije, dobili bismo grani¢ni trokut BE'D’ (sl. 17.), u
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kom je ista hipotenuza r , a kutovi su
LE = g LB =T11(3), D = g —11(B).

Zato je
D'E" = rsinII(3).

Ako isporedimo sliku 17. sa 15., vidimo, da je CF' = q.
Dalje je (sl. 17.)

CE' = f(a), CF =D'E.ef@

dakle
g=rel@ sin I1(3)

Kad ovu vrijednost za q isporedimo s onom iz (04), izlazi
cos () = e/ sin I1(3)
Na sl. 15. 1 17. vidimo jo§, da je
CF =BE' t.j. s=rcosll(f).
Kad ovo unesemo u (06), izlazi

cosII(3) = e/ @ sinII().

35

(9)

Prijedemo li na trokut pridruzen trokutu ABC, onda po formulama (02)
i (03) znamo, da a ostaje isto, dok II(«) treba izmijeniti u komplement od

II(b), a B u ¢. Tako iz (08) dobivamo
sinI1(3) = e/ (@ sinII(c).
Pomnozimo ovo sa f(b); s obzirom na (05) biva

eT® sinT1(b) = e/ sin I (c).

Prijedemo li pak od ABC na trokut (3a), dobivamo iz (09)

sinIl(a) = e/® sinTI(c)

e @ sinT1(b) = (@ sinI1(c).

(10)

(11)

(12)

(13)
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g) Neeuklidska trigonometrija. U ravnom pravokutnom trokutu mozemo
mijenjati katete, a da se hipotenuza ne promijeni. Poradi toga se moze u
(11) postaviti b = 0, a da se ¢ nepromijeni. Kako je f(0) = 0, II(0)= g,
izlazi

1
flo) — 14
° sinII(c) (14)

Ovo postoji za svaku vrijednost od ¢, jer za hipotenuzu moZemo uzeti

svaku duzinu. Kad se u (08) uvrsti e /(@)= m, biva
cosII(a)sinIl(a) = sin I1(3). (15)
Iz (09) tako isto
cosII(3) sinII(b) = sin II(), (16)
dok se s pomocu (05) dobiva
sinII(a) sinI1(b) = sinII(c). (17)

Kad u posljednjoj jednadzbi izvedemo supstituciju, kojom se s trokuta
(02) prelazi na (03), dobit ¢emo

cosII(b) = cos () cos II(c). (18)

Ovo su cetiri relacije, koje postoje medu dijelovima pravokutnog ravnog
trokuta ABC'. Iz posljednje tri mogu se izvesti sve ostale. PisSemo li Ai B
mjesto II(«) i II(B), onda za pravokutni trokut imamo ovih deset formula :

sinII(c) = sinIl(a) - sinII(b), sinll(c) = tg Atg B,
tgIl(c) = tgll(a) -sin A, tgll(c) = tgIl(b)sin B,
cosIl(a) = cosII(c) - cos B, cosIl(b) = cosIlI(c) cos A, (19)
sin A = sinII(b) cos B, sin B = sinIl(a)cos A,
tg A = cosIl(a) tgII(b), tgB = cosII(b)tgll(a).

Kosokutni trokut obraduje se rastavljanjem u dva pravokutna. Dobivaju
se jednadzbe:

tgIl(a)sin A = tgII(b) sin B,
sinII(a)—sin II(b) sin I1(c)

cos A = sinII(a) cos II(b) cosII(c) ? (20)
H( ) _ sin A cosI1(c)
COS L\G) = A cos Btcos Asin Bsin II(c)’
: _ sin Bsin C
Sl H(a) ~ cos A+cos BcosC'
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Iz posljednje jednadZbe razbiramo, da je trokut odreden posve, ako su mu
kutovi zadani. Poradi toga ne postoje sli¢ni likovi u geometriji Lobacevskoga.

h) Izracunavanje funkcije I1(z). Uzmimo opet pravokutni trokut ABC' s
hipotenuzom ¢, s katetama a, b i njihovim suprotnim kutovima IT(«), II(3).
Produzimo a i ¢ preko vrha B, prvu po volji, a drugu do tacke D, tako da
bude BD = . Onda ¢e okomica DD’ biti paralelna sa BB’. Tackom A
povucimo paralelu AA’ prema DD’. To je ujedno paralela prema BB’. Sada
se vidi, da su kutovi

AAD =T(c+ B), A'AC =TI(b),

pa je stoga
I(b) — () = I(c + ). (21)

/ U istom trokutu ABC nanesimo duZinu
6 od tacke B prema A i po tom u D
povucimo okomicu DD’ na onu stranu
D na kojoj lezi sam trokut. Ako je ¢ > (3,
B tacka D lezat ¢e izmedu A i B (sl. 19.).
Povucimo jos AA’ paralelno sa DD’ i
BB’. Kako je kut

DAA =Ti(c— ), CAA =TI(b),

izlazi

Slika 18.

T1(b) + I(a) = II(c — B). (22)

Lako se moze izvesti, da ova relacija postoji i onda, kad je ¢ = §ili ¢ < ;
dakle vazda.

Ako je 8 = c (sl. 20), onda je AA’ okomito na AB, dakle II(b) = £ —II().
No buduéi da je ¢ — 8 = 0, dakle 17 = II(0) = II(c — 3), vidimo da (22)
postoji i u ovom slucaju.

Kad je ¢ < g tacka D pada na lijevo od A (sl. 21.) u udaljenosti § — ¢
od A . Okomica DD’ je paralelna s ais AA’, koje je paralelno s BB’. Lako
se razbira, da je

CAA' =7 — DAA —Tl(a)
ili
) =7 —1(6 — ¢) — ().

Po definiciji kuta paralelnosti za negativne duZine bit ée

7 —II(8 - ¢) = I(c - p),
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pa tako je opet
II(b) =(c — B) — ().

Tako je (22) dokazano za svaki slucaj. Iz

B
21) 1 (22) izlazi B
21)i (22) )
1 1 c—
(b) = 51i(c = 8) + 51+ 3), i
2 2 —C
1 1
() = 5ll(c = ) = SM(c+ F) (23)
Formula (18) daje
I1(b
cosIl(c) = cos I1( ), A D'B'
cosIl(a) Slika. 19.
dakle je B
1 1 e~ (),
_cos{5l(c—pB)+ 3 (c+ )}
cosIl(c) = T i ; () im
cos {3 Il(c— B) — 5 U(c+ B)} A - C
ili
1—-tg?31(c) 1—tgzIl(c—p)-tgy5(c+ )
L+tg?531(c)  1+tggIl(c— ) gyt f)
A’ B’
Uklonimo li nazivnike, izlazi Sliks, 20
ta? LT1(c) = tg LT1(c — B) tg ~TI(c + ). (24) b
& 99Ty 9 ‘ )|,
Ovdje 3 ne zavisi od ¢, jer kut I1(3) mozemo ()

uzeti po volji u intervalu (0, 5); dakle se za §  6—c b ¢
moze uzeti svaki pozitivan broj od 0 do co. p
Uvrstimo stoga u (24) po redu = ¢, 2c,

3¢, ... nc.

Za 3 = c izlazi

1 . ! DA B
tg §H(C) =tg 51‘[(20), jer je tg 51‘[(0) =1. Slika 21.

Za 3 = 2c izlazi

1 1 1
2
~1I TI(— b
tg 5 (c) tg2 (—c) tg 211(30),
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a kako je
ta %H(—c) _ tg % (7~ 11(0)) = et %H(C),
bit ¢ée
tg3 lI'I(C) =tg l1‘[(30)
2 2 ’
i uopée

- %H(c) —tg %H(nc) (25)

za svaki pozitivni broj n. Nije tesko izvesti, da ovo postoji i za negativno n
ili razlomljeno. Ako jedinicu duzine odaberemo tako, da je

1
tg ~I(1) = e,
2
gdje je e baza prirodnih logaritama, onda ¢e za svaku duzinu z biti
1 —x
tg §H(ﬂf) =e (26)

Ovo je trazena relacija medu kutom peralelnosti i duzinom, koja mu
odgovara. 1z nje razbiramo, da je

1
H(x):§7r zax=0 1 II(z)=0 zaz=o00, I(z)=7 zaz=-—o0,

kako smo i po definiciji pre uzimali.
Relacija (26) moZe se uzeti za osnovu geometrije Lobagevskoga.2
No mogli smo takoder postaviti tg %H(l) = ¢ 1/ pa bi bilo

1 x
tg 3 II(x) =e R. (27)

Na ovu ¢emo se jednadzbu poslije povratiti. Sad ¢emo samo dodati, da
bi poradi ove relacije u svaku formulu geometrije Lobacevskoga usla duzina
R. No zaradi jednostavnosti uzimat ¢emo sada R = 1.

i) Uvodenje hiperbolnih funkcija. 1z (26) izlazi

, 2tg 1 () 2e7 2 1
sinl(x) = 5T = —r = — = ,
1+tg?5Il(z) 1l+e et +e chz
M(z) = th, tgll(z) = —
COS xXr) = X Xr) = —.
8 shx

26 Engel, Zur nichteuklidischen Geometrie. Berichte d. k. sichs. Ges. d. Wissenschaften,
L. 1898, 181-192 daje druk¢cije izvodenje.
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Formule (19) i (20) mogu se sad tako transformirati, da mjesto cirku-
larnih funkcija kutova paralelnosti dodu hiperbolne funkcije duzina, koje
odgovaraju onim kutovima. Na pr.

chc=cha chb, thb=cosA the
cosB=chbsinA, che=ctgActgB itd.
(27a)

Kod izra¢unavanja bolje se sluziti ovakvim izrazima, u kojima dolaze
hiperbolne funkcije, jer se one vladaju analogno kao i cirkularne. No zaradi
geometrijskoga predoc¢ivanja bolje su one predasnje. Svakako je velika pred-
nost, $to u svima jednadzZbama moZemo po volji imati ili same duzine ili
same kutove.

k) Nezavisnost sferne trigonometrije o postulatu paralela. U ¢lanku e)
vidjeli smo, da je ravnome trokutu

1
¢, a, bu 5 T, H(a)7 H(ﬁ)
pridruzen sferni trokut
1 1
I(a), II(B), I(c), 3™ 7T~ I(a), TI(b).

Ako mjesto ove oznake za dijelove sfernoga trokuta uzmemo

1
¢, a, b, §7r, A, B

jednadzbe (16), (17), (18) daju

cosa sin B = cos A,
sinc sin B = sin b,

cos B =sin A cosb,

a ovo su formule za sferni trokut, koje umijemo i drugim putem izvesti u
obitnoj geometriji. A buduéi da one jednako postoje u obi¢noj geometriji.
A bududéi da one jednako postoje u obi¢noj geometriji kao i u geometriji
Lobacevskoga, razbiramo, da su nezavisne o petom postulatu. One postoje
apsolutno, kako kaze J. Bolayai.

Slutnja Lambertova, da bi hipoteza ostroga kuta mogla postojati na kugli
imaginarnoga polumjera, obistinila se na izvjestan nac¢in. Ako u formulama



V. VARICAK 41

(27a), koje postoje za ravan trokut u ravnini Lobacevskoga, mjesto stranica
a, b, ¢ uvrstimo 1ia, b, ic, a kutove ostavimo iste, preéi ¢e one u formule za
sferni trokut. Taj je prijelaz ocit, jer je

chia = cosa, shia=1isina, thia=1tga.

No moZzemo i obrnuto na isti na¢in od sferne trigonometrije prijeé¢i na
trigonometriju Lobaceskoga. Strane sfernoga trokuta treba samo uzeti imag-
inarne. Sferna trigonometrija u sebi je neprotivurjecna, jer je mozemo izvesti
na osnovi geometrije Euklidove. A kako se ravna trigonometrija Lobacevskoga
moze izvesti iz obi¢ne sferne, bit ¢e i ona tako isto neprotivurjecna. A od for-
mula trigonometrijskih mogli bismo obrnutim putem doé¢i do geometrijskih
pojmova kutova paralelnosti, grani¢noga kruga i t. d.2”

1) Periferija kruga. Neka je AB luk kruga, komu je srediste u C, a polum-
jer mu je r. Tetiva AB = s neka je stranica upisanoga pravilnoga n-terokuta.
Centri¢ni kut, koji joj ogovara, bit ¢e % Spustimo li na AB okomicu iz
sredista, dobivamo pravokutni trokut, iz koga je po drugoj jednadzbi (19)

T s
tg TI(r) = sin = ¢ H(—)
g II(r) smn g 5

ili < .
sh — =sin — shr.
2 n
Ovo mozemo preobraziti u

sh § sin %
= 2m —" shr.
n

ns —
2
Pustimo li, da n raste, umanjivat ¢e se s sve vise. Granicu ns uzimamo

za periferiju p kruga, pa tako izlazi

p=2m shr =27 ctgr (28)

Odavle se razbira, da omjer periferije prema radiju nije konstantan kao
u obi¢noj geometriji, ve¢ promjenljiv.
Centriénom kutu « pripada luk « shr.
Spomenut ¢u jos, da je u ovoj geometriji
povrsina kruga 47 sh? %
povrsina kugle 47 sh?r

volumen kugle % m(e? —e I —4r).

27 Vidi zavretak ,Nacela geometrije” Lobacevskoga, zatim biljesku Vuka Bolayaija uz
Appendix i Liebmanna, Nichteuklidische Geometrie, 134.
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m) DuZina luka i sektor granicnoga kruga. Presijecimo grani¢nu kuglu
ravninom, koja stoji okomito na jednu os kugle. Presjek je obican krug.
Ovaj krug mozemo uzeti najprije da se nalazi na grani¢noj kugli i da mu
je polumjer grani¢ni luk AB = s. Budud¢i da na grani¢noj kugli postoji
Euklidova geometrija, imat ¢emo za periferiju ovoga kruga p = 27s.

A B’
Slika 22.

A sad éemo uzeti ovaj krug u ravnini. Polumjer mu je okomica AC =y
spustena iz A na os BB'. Po (28) periferija je njegova p = 27 shy. Iz ova
dva izraza za periferiju p izlazi za duZinu granicnog luka

s =shy = ctg(y). (29)

Periferija kruga, opisana na grani¢noj kugli nad izvjesnim grani¢nim
lukom kao premjerom, moze se drzati periferijom, obi¢noga kruga, kome
je premjer tetiva onoga grani¢noga luka.

Lobacevski daje jos jedan izraz za luk grani¢noga kruga s pomoc¢u duzine
tangente ¢ na taj luk od diralista A do presjeka njezina s osi BB’. Vidimo,

da je kut

DAC:%W—A/AC:%W—H(y).

U trokutu je ACD kut D = 1I(t), stoga je
cosII(y) = sinI(y) cosII(t);

pa tako moZemo pisati
s = cosII(t). (30)
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Uzmimo sada luk AB = s = 1 grani¢noga kruga i dvije osi AA" i
BB'(sl. 11bis). PoloZimo u udaljenosti AA; = A1As = ... = 1 koaksijalne
grani¢ne lukove. Znamo, da je

s1 = 6’_1, 89 = 6_2, co Spe1 = e~ (1),

Koji snosaj postoji medu lukovima, taj postoji i medu povrsinama p, p1, ...
Cetverokuta AA1 BBy, A1A3B1B, ..., naime

P = pe_l, po = pe_2, cor Pn-1 :pe_("_l).
Suma je svih ovih povrgina
1—e™™
pP=
P 1—e!
Za n = oo dobivamo »
P = 31
o1 (31)

a to je povrsina sektora grani¢noga kruga omedena grani¢nim lukom AB
i dvjema osima. Ovu ¢emo povrsSinu P uzeti kao jedinicu povrsine. Onda je

p=(1—e"). (32)
Za cetverokut ABA'B’, kod koga je AB = s, AA" = x, izlazi
p (8, iL‘) =3 (1 - e_$)7 (33)

n) Zbroj kutova u trokutu. Neka su PQ i ST linije jednako udaljene od
pravca M N. Konkavne strane ovih linija (ekvidistanta) okrenute su prema
ovomu pravcu. Spustimo iz A i C' okomice na pravac M N; one su medu
sobom jednake. A lako se moze pokazati, da M N raspolavlja spojnicu tacaka
AiCu E. To se razbira iz kongruencije pravokutnih trokuta ABE i CDFE.

F C

A G
Slika 23.
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Iz nje se jos vidi, da su kutovi ECP i FAT jednaki. Ovo odgovara poucku o
jednakosti izmjeni¢nih kutova kod paraleld u Euklidovoj ravnini. Ako jo$ na
prvoj ekvidistanti uzmemo luk C'F' jednak luku AG na drugoj ekvidistanti,
onda je trokut AC'F kongruentan sa CAG. U ovim trokutovima dvije su
strane segmenti pravaca, a treca je luk ekvidistante. Sad je kut

ACF = CAG, GCQ =CGA,

ACF + ACG + GCQ = 2r,

pa ¢e zbog toga biti takoder

CAG+ ACG + CGA =2m.

Ovo je pak zbroj kutova u trokutu ACG u kom su dvije strane pravci,
a treca je ekvidistantna linija.?® Povucemo li pravocrtnu tetivu AG, dobit
¢emo trokut ACG, komu su sve stranice pravci. U tom su trokutu kutovi
kod A i G manji nego li u predasnjega trokuta sa mjeSovitim stranama. Zato
je zbroj kutova u pravocrtnom trokutu manji od dva prava.

Lobacevski se u svojim istrazivanjima ne sluzi ekvidistantnom linijom,
dok Bolyai to izdasno ¢ini. S njezinom pomoéi dokazuje on dalje, da jednaki
trokuti, koji imadu jednu jednaku stranu, imadu isti zbroj kutova, i zatijem
da jednaki trokuti imaju jednak zbroj kutova. A onda ide da izvede:

0) Snosaj medu povrsinom trokuta i defektom.?® Razliku izmedu 27 i
zbroja kutova u trokutu zvat ¢emo defektom. Povrsine dvaju trokuta odnose
se kao njihovi defekti. Neka defekt iznosi u kod trokuta ABC', a v kod trokuta
DEF. Onda je

AABC : ADEF = : v (34)

28 J. Bolyai, Appendix § 39. Dok nije bilo novoga izdanja, mogla se upotreblja-
vati Frischaufova obradba. Dodatka. Houélov prevod ima odvise loge slike (izdanje od
god. 1896.)

29 J. Bolyai, Appendix § 42. Kad su povriine trokuta nesumjerljive, treba potanjega
istrazivanja, no rezultat je isti.
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A G H B D K E
Slika 24.

Uzmimo najprije da se povrsine ovih trokuta odnose kao brojevi m(3) i
n(2). Razdijelimo prvi trokut pravcima, koji idu vrhom u m jednakih di-
jelova, a drugi u n. Dobiveni trokuti imadu po pretpostavci svi istu povrsinu
p. Dakle je

ANABC =mp, ADEF =np.

Neka je s zbroj kutova u trokutu u svakom onom malenom trokutu.
Da svi ovi trokuti imadu isti zbroj kutova, razbroja se otuda, $to oni svi
imadu istu povrSinu, a sve dva i dva imadu po jednu zajedni¢ku stranicu. U
prvom se trokutu ABC zbroj kutova sastoji iz zbroja kutova u onim malenim

trokutima, od koga jos§ valja oduzeti zbroj kutova na osnovici kod G i H.
Tako je

2r —u=ms— (m—1) 2w
ili
u=m (2r — s),
a tako isto

v=mn 27 —s).

Stoga je

uiv=m:n, (35)

a bududi da i povrsine trokuta ABC i DEF stoje u omjeru m : n, uvjeravamo

se namah o valjanosti poucka, koji je izraZen formulom (34). Nju mozemo
takoder pisati u obliku

ABC  DEF

v v

k (36)
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p) Povrsina pruge medu paralelama. Uzmimo pravokutan trokut ABC,
u kom su o$tri kutovi u i v.Njegov je defekt % —u — v, pa je stoga®’

ABC
1

— =k
§7T—’UJ—U

Pustimo li stranicu AB, da raste beskrajno,
oA kut v konvergirat ¢e prema nuli, a u prema I1(b).
Trokut ¢e prijeéi u prugu ograni¢enu paralelama
AA"i CC’ paokomicom C'A. No ovu prugu mozemo
E takoder drzati trokutom, kome je jedan vrh u neizm-

jerenosti. Njegov je defekt % m—1I(b) = z. 1 za
B ovaj ¢e trokut biti

Paracer

Tronw) (37)

Konstantu k odredit ¢emo ovako. Polozimo
kroz C' grani¢ni luk C'D, kome su osi CC’ i DA'.
z Povrsina je ovoga granitnog sektora omjerna s
lukom C'D = s. Uzmemo li za jedinicu povrsine
o b vrijednost P danu jednadzbom (31), onda je mera
grani¢noga sektora A’DCC" luk

N

Slika 25. s = ctgII(b) = tg 2.
Za omjer povrsine one pruge i ovoga sektora dobivamo
AACCT 1 tgz
A'DCC'  k  z
Kad okomica AB pada, omjer ovih povrina na lijevoj strani tezi k je-

dinici, a tako isto i %, pa zato mora biti £ = 1. Tako iz (36) dobivamo, da
je povrsina pruge medu paralelama

AACC! = % T TI(b). (38)
r) Povrsina trokuta. 1z (36) izlazi za povrsinu trokuta ABC
A =u
£, j.
A=m—-(A+B+0C). (39)

30 J. Bolyau, Appendix § 43; Frischauf, elemente der absoluten Geometrie.
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Sto veci bude zbroj kutova to ¢e manja biti povrsina. Najveéa bi ona bila,
kad bi svi kutovi bili jednaki nuli. Stranice su onda medu sobom paralelne
(sl. 26). Gornja je granica za povrsinu trokuta 7. Pretpostavka, da povrsina
trokuta moze biti velika koliko ho¢emo, ekvivalentna je s petim postulatom.
Povrsina pravokutnog trokuta s kutovima II(«) i II(() iznosi

1
A = 5T () — TI(3). (40)
Ovo ¢emo sad izraziti u katetama. JednadZbe B
(02), (03) i (3a) kazuju nam da se trokutu
1
a, b, ¢, (), I(B), §7r (2)

mogu pridruziti trokuti

o D(y7-T@)), 5, gr-10) 1), gm. (3 C
Slika 26.

D(%W—H@O,h(%ﬂ@%%ﬂ—ﬂm%%ﬁ. (3a)
U (23) smo nasli
211(b) = H(c+ B) + I(c — ).
Ovo nam daje, kad predemo na trokut (3),
m—2(a) =1(B +¢) + (B —¢).
ili s pomoé¢u definicije kuta paralelnosti za negativne duZzine
21(a) =1(c — B) — (c+ B).
Tako se isto moze izvesti

2I0(8) = (e — o) — U(c + ). (41)

Kad i ovdje u (41) izvrsimo prijelaz od (2) na (3), biva

ﬂH@zH{ﬁ—D(%w—ﬂ@)}—ﬂ{ﬂ+D<%w—H@0}. (42)

Sli¢nim bismo putem nasli i

ﬂﬂ@zﬂ{a—D(%ﬁ—HMO}—H{a+D<%W—HMO}.(B)
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Prijelazom od (2) na (3a) dobiva se iz (42)
1 1 1 1
2[I(a) =11 {D(§ m—1(a)) — D(= 7w — H(b))}—ﬂ {D(— m—1l(a)) + D(§ = H(b))} ,
dok prijelazom od (2) na (3) iz (43) izlazi
1 1 1 1
2I1(B) =11 {D(§ m —II(b)) — D(§ m— H(a))}—H {D(§ 7w —1I(b)) + D(§ m— H(a))} .
Zbrojivsi posljednje dvije jednadzbe dobivamo
1 1
21(a) +211(B) :F—QH{D <§7T—H(a)> +D <§7r—ﬂ(b))},
pa tako mozemo pisati za povrsinu pravokutnoga trokuta (40)

A:H{D(%w—m®)+D<%w—H@>} (44)

Po relaciji izmedu duzine i kuta paralelnosti, koji joj odgovara, mozemo
pisati

1 1 1 1
— N\ = - —1I —m— =1 4
tey &=t (7 -100) e (37 510) (45
ili
1 e —1 e —1
tg- A= ——  ———. 4
89" T a1 b t1 (46)
s) Pretvaranje maksimalnoga trokuta u kvadrat. N A

Cetverokut mozemo dijagonalom rastaviti u dva
trokuta. Zato ¢e povrsina Cetverokuta biti

e

I

A=2rx—(A+B+C+D). 0

Kod kvadrata su sve strane jednake, a i ku-
tovi; samo oni ne mogu biti pravi. Povrsina je
kvadrata

A—=9x_dA Slika 27.

Ako ta povrSina ima biti jednaka povrSini
maksimalnoga trokuta, mora kut kvadrata biti A = 7 (sl. 27.).
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Pitanje je sad, kako ¢emo konstruirati ovaj kvadrat? Pogledajmo pra-
vokutni trokut OAM, koji je osmi dio ovog kvadrata.?! Postavimo li OM =
a, bit ée

Cha:cosg:sing,
ili 5
T 0
ha = sin — : sin — 47
cha = sin —-: sin 7 (47)

Konstruirajmo dva segmenta b’ i ¢’, koji pripadaju kutovima paralelnosti

3§ % Ako je dakle

bit ée,

a kad se to uvrsti u (47), izlazi
chachb’ =che’.

Dakle se a moZe odrediti kao kateta u pravokutnom trokutu, u kome je ¢’
hipotenuza, a b’ druga kateta. A kad se znade a, moZze se odmah konstruirati
trokut OAM. Dodavsi mu kongruentan trokut OAN dobijamo Cetverokut
OMAN sa tri prava kuta, dok ¢etvrti iznosi 7. Iz ovakva Getiri Getverokuta
mozemo napokon sloziti kvadrat, kome je povrSina jednaka 7 t. j. povrsini
maksimalnoga trokuta. Maksimalni se trokut moZe na posve analogan nacin
pretvoriti u pravilni poligon. Samo broj strana poligona mora biti tolik, da
poligon moZemo u obi¢noj geometriji konstruirati.

Kod konstrukcije poligona u geometriji Lobacevskoga javlja se jedna os-
obitost.3? Razdijelimo periferiju kruga u n jednakih dijelova i u djelistima
povucimo tangente. U obi¢noj ¢e se geometriji ove tangente vazda presije-
cati i sac¢injavati poligon. No u geometriji Lobacevskoga samo onda, ako je
polumjer kruga manji od duzine, koja odgovara kutu paralelnosti % Kad je
polumjer kruga jednak toj duzini, tangente su paralelne, a kad je veéi, one
divergiraju.

t) Cirkulatura kvadrata. Ovaj se kvadrat moze pretvoriti u krug. Povr§ina
je kruga p =4 7TSh2% ili
_ 47
gl (3)
31 7Za ovaj ¢lanak i slijedeéi isporedi Bonola, La geometria non euclidea, str. 98-103., i

Appendix § 43.
32 Poincaré, La science et hypothese, 52.

p (48)
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Svakomu se krugu moze pridruziti izvjestan kut, i to ovako. U sredini
duzine AB = r uzdignimo okomicu M N i tatkama A i B povucimo prema
njoj paralelna AA’ i BB’. Onda je kut

D Al N B’
z C
//
A i B
Slika 28.

A'AB = B'BA=TI <g) .

Potegnimo jo§ AC okomito na BB’ i AD okomito na AC. Oznac¢imo li
kutove CAB = a, A’AD = z, onda je

g () o)

r ctgH(f)ctga+1
o1 (5) ) - 210 :
tgz ctg< 2 “ ctga—ctgﬂ(%) (49)

pa stoga

Iz ove ¢emo relacije eliminirati a. U trokutu je ABC
r
ctgII <§) ctga = chr,

a kako je
chr = 2 sh? g+1:2ctg2ﬂ(g)+1,

izlazi . ,
ctgIT (5) ctga = 2 ctg?II (5) + 1. (50)

Ovo se moZe pisati

r r r
1(5) (crmo—etstl(5)) = e’ (3) +1
ctg 5 ctga — ctg 2 ctg 5 +
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ctga — ctg IT (g) =tgll <g> (ctgzﬂ (g) + 1) (51)

Gledajuéi (50) i (51) mozemo (49) pisati

tgz = ———,
tg Il (5)
a povrsina kruga prelazi u

p=mtg?z. (52)

Kad je z :% krug, ima istu povr$inu kao maksimalni trokut i onaj

. . T o . v .o v
kvadrat, komu su svi kutovi 7. Uzevsi z =7 i obrnuvsi konstrukciju naznacenu

na slici 28. dobit ¢éemo polumjer ovog kruga. Kut A’AC bit ¢e takoder %,
a duzina AC, koja mu odgovara, jednaka je jedinici duzine. Na AC treba
u C potegnuti okomnicu BB’. Sad treba samo jos§ na BB’ odrediti tacku
B tako, da bude kut A’/AB = B’BA. Bolyai je u § 37. pokazao, kako se
to izvodi. AB je traZeni polumjer. Tatku B mozemo odrediti i s pomodéu
raspolovnica kutova u trokutu.?? Kao i u Euklidovoj ravnini, presijecaju
se u jednoj tacki. Ovo ostaje valjano i onda, kad jedan kut trokuta bude
jednak nuli, kad su dakle dvije stranice paralelne, kao $to su ovdje u trokutu
ACA'(B'). Raspolovnice kutova A’AC' i B'C' A neka se presijecaju u tacki P.
Sastavimo onda A s drugom jednom tatkom E na BB’ i raspolovimo kutove
A’AE i B'EA. Ako se ove raspolovnice sastaju u R, onda je PR traZena
raspolovnica kuta kod A’, koji je jednak nuli. Iz A potegnimo normalu AB
na PR. Ona je jednaka polumjeru kruga.
u) Kvadratura kruga. Pisemo li u (52) tg? 2 :%, povrsina je kruga
m
p=_. (53)
Ako je n prost broj od oblika 22" + 1, mozemo krug pretvoriti u kvadrat.
Kad je A kut kvadrata, povrSina je kvadrata 2w — 4 A. MozZe li ona biti
jednaka povrsini kruga (53), mora da je

A== ——.= (54)

Gauss je pokazao, kako se moZe odrediti kut %, ako je n prim-broj
spomenutoga oblika. Uzmemo li, da je n ovakav, moZzemo dakle konstru-
irati kut A. A kad je taj kut odreden, lako se moZe nacrtati kvadrat, koji mu

32 Liebmann, Uber die Begriindung der hyperbollischen Geometrie. Math. Annalen, 59,
115.
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pripada. Uzmemo li trokut OAM (poput onoga na sl. 27.), koji je osmina
ovoga kvadrata, vidimo, da je sad

LAOM = %, LOoAM="_".7 . AOMA="T,
n

a iz tri kuta moze se konstruisati trokut.?* Iz osam takvih trokuta sastoji se
trazeni kvadrat. No mozemo i drukéije raditi.
Oznac¢imo li i ovdje OM = a, bit ¢e

cos(§ - %) _sin(§+%-2)

n

cha = )

~13 o3

P T
sin 1 S1

pa se sad moze raditi dalje kao i sa formulom (47).

Na osnovi ovoga razmatranja zaklju¢uje J. Bolayai, da je ili Euklidov
XI. aksiom (5. postulat) istinit ili je mogucéa geometrijska kvadratura kruga.
No koje je od toga dvoga istinito, o tom da se dosad nije moglo odluciti. Na
kraju svoje rasprave obecava J. Bolyai, da ¢e u zgodnijoj prilici dokazati, da
se uopce ne moze odluciti, koji geometrijski sistem u istinu postoji, Euklidov
ili ovaj, 8to ga je on razvio. No to nije nikad izveo.

8. Apsolutna jedinica duZine. Od nacina, kojima se mislilo da bi
se dalo odluciti o pravoj prirodi iskustvenoga prostora, ogledat ¢emo samo
onaj, gdje se u pomo¢ uzima godi$nja paralaksa zvijezda.

Veé je Lambert istaknuo, da bi najvaznija posljedica hipoteze oStroga
kuta bila ta, da bismo imali apsolutnu jedinicu duzine. Ovo su poslije isticali
Schweikart i Gauss za neeuklidsku hiperbolnu geometriju. U sve formule
hiperbolne geometrije ulazi ova jedinica duZine. Najprije se javlja u formuli

1 o
tg 3 II(x) = e R.

U teoriji mozemo za R uzeti svaku vrijednost, pa imamo bezbroj ge-
ometrija iste vrste, koje se samo razlikuju jedinicom duzine. Gornja je
granica te duzine R = 00, a prethodna formula reducira se tada na tg 1 m(z) =
1, pa je tako za svako x kut paralelnosti 7(z) = 90°. A to je geometrija Eu-
klidova. Donju granicu mozemo odrediti s pomocéu paralakse stajacica.

Kad zemlja obilazi oko sunca, zraka Z1.5, koja spaja zemlju Z; sa zvijez-
dom S, izvodi dvostruki ¢un sa vrhom u S. Poradi toga se ¢ini, da zvijezda
S za godinu opiSe na nebu malenu elipsu, kojoj je veca os paralelna sa eklip-
tikom. Kut p, pod kojim se s te zvijezde vidi polumjer staze zemaljske, zove
se godisnja paralaksa zvijezde.

34 Konstrukciju pravokutnog trokuta iz dva oStra kuta pokazao je Simon u
Matematickim analima 48, 706. Potanko razmatranjeo konstrukciji trokuta iz tri kuta
izveo je Liebmann u spisima saskoga ucenoga drustva za god. 1901, 477-491.
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Paralaksa odreduje se na taj nacin, da se u izvjesno vrijeme sa zemlje
mjeri kut medu dvije zvijezde i onda opet iza pola godine.?> Da bude sve na-
jzgodnije, uzet ¢emo, da se jedna zvijezda S nalazi u produzenju dijametra
Z 71 zemaljske staze, a smjer druge zvijezde S da je normalan na nju u tacki
Zy. Ako je kut S1215 = «a, 517255 = (3, paralaksa je p 20[2;6. Oznac¢imo
li dijametar zemaljske staze sa 2r, a udaljenost zvijezde S od zemlje sa d,
dobivamo iz trokuta SZ57;
thd
sh2r’

Uvedemo li ovdje 2p pisuéi § =
g 90° — 2p, pa istaknemo li i jedinicu R,

kojom se mjere duzine d i 2r, dobi-
vamo

2p| th%
ctg2p = 2

tg B =

=

ili

(55)

Ovako je izrazena udaljenost zvi-

jezde S od zemlje uz pretpostavku,

N da u iskustvenom prostoru postoji ge-
Zo 71 51 ometrija Lobacevskoga. Paralaksa p
vrlo je malen kut; samo kod nekih
zvijezda mogao se izmjeriti. Zato u
beskona¢nom redu, kojim je odreden tg 2p, moZemo zadrzati samo prvi ¢lan

Slika 29.

. . , . . 2r o -
2p, a sve drugo izostaviti. Tako ¢emo isto i u redu za ShE zadrzati samo

prvi ¢lan %T, jer se R mora pretpostavljati mnogo veéi od r. Inace bi se
odluc¢no o¢itovao neeuklidski karakter geometrije u nasem prostoru. Poradi
toga prelazi (55) u

d Rp

th — = — 56
¢ R T (56)

Hiperbolni kotangens opada od oo do 41, kad mu argument raste od 0 do
oo. Poradi toga je za svaku realnu udaljenost cth%> 1, dakle Rp > r. Kako
je 1 najmanja vrijednost desne strane u (2), mora postojati neka najmanja
vrijednost paralakse p :%. Tu bi paralaksu morale pokazivati i najudaljenije
zvijezde. No sigurno je, da mnoge zvijezde nemaju paralaksu od 0 - 05", pa
stoga mora biti minimalna paralaksa manja od 0-05”. Otuda dobivamo kao

35 K. Schwarzschild, Ueber das zulldssige Kriimmungsmaass des Raumes. Vierteljahrss-
chrift der astronomischen Gesellschaft. 35. Jahrgang, str. 337-347. Leipzig 1900.
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donju granicu za apsolutnu jedinicu duZine R >m. Luk od 0 - 05"

iznosi od prilike 12_(;18’ pa je tako R > 4,000.000 polumjera zemaljske staze.
U okruglim brojevima moZemo kazati, da je apsolutna jedinica duZine u
prostoru Lobacevskoga veca od Sest stotina bilijuna kilometara.

U povijesti ovoga pitanja mozZe se lijepo motriti, kako se apsolutnoj je-
dinici duzine postepeno pripisivala sve veca vrijednost. Lambert jos i ne sluti,
kolika nbi ona u istinu mogla biti. Razbira se to iz onoga njegovog primjera
o Cetverokutu sa tri prava kuta, u kome bi dvije stranice, koje ostromu kutu
od 80° nasuprot stoje, mogle iznositi po jednu parisku stopu. Schweikart36
misli, kad bismo za jedinicu duzine uzeli polumjer zemaljske kugle, da bi ta
jedinica s obzirom na duZine, koje dolaze u svakidanjem Zivotu, bila neizm-
jerno velika. Obagziruc¢i se Gauss na ove izvode Schweikartove istice, da bi
po astronomskom iskustvu apsolutna jedinica morala biti nerazmjerno veéa
od polumjera zemlje. Lobacevski3” zna, da jedinica duzine u njegovoj teoriji
mora biti veéa od svih udaljenosti, koje nam dolaze pod mjeru, pace veca i
od udaljenosti nebeskih tjelesa. On iz paralakse Siriusa nalazi, da bi premjer
zemaljske staze bila manja od Sest milijuntina te jedinice. Po tom bi jedinica
bila veéa od 170.000 premjera zemaljske staze.?® A po Schwarzschildu treba
uzeti onaj golemi broj od ¢etiri milijuna tih premjera. Ako uzmemo, da u
iskustvenom prostoru postoji geometrija Lobacevskoga, apsolutna jedinica
duzine mora biti bar osam milijuna puta veca, nego je udaljenost sunca od
zemlje. Sad ¢emo razumjeti, §to smo prije rekli, da su sve duzine, s kojima
imamo posla, presi¢usne prema toj apsolutnoj jedinici, tako da ih mozemo
prema njoj drzati neizmjerno malenima. U praksi bi se formule Lobacevskoga
reducirale na Euklidove. Uzmimo jedan primjer. Medu stranicama pra-
vokutnog trokuta postoji u ravni Lobacevskoga relacija

a b c
he —ch2ch &
YRTYRNR

Ako hiperbolne kosinuse izrazimo beskonaénim redovima, izlazi

e G () e

e () 1 @) o fea @@

36 Gauss, Werke, VIII, 180-182.

37 Engel - Lobatschefskij, str. 22

38 Liebmann na posljednjoj strani svoje Neeuklidske geometrije daje 140.000. Taj broj se
dobiva, ako se za a uzme aritmeticka sredina brojeva, koje navodi Lobacevski na 23. strani,
dakle od prilike @ < 7-1075.
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Kad izmnozimo na desnoj strani, pa cijelu jedanadzbu pomnoZimo sa
2R?. modi ¢emo izostaviti sve ¢lanove, kojima u nazivniku dolazi druga po-
tencija od R i viSe potencije, pa ¢e ostati

a’ =b> + 2.

Cim je veée R s obzirom na stranice trokuta, tim manju pogrjesku
pocdinjamo izostavljajuéi recene ¢lanove. Tako se ona formula Lobacevskoga
asimptotski priblizuje Pitagorinoj formuli. Sva je euklidska geometrija grani¢ni
slu¢aj geometrije Lobacevskoga. Zato za geometriju Lobacevskoga nijesu
sretni nazivi ,neeuklidska” ili ,antieuklidska”, kako je predlagao Gauss. Bolje
je bilo ime ,pangeometrija”’, koje je upotrebio jednom Lobacevski. No danas
ne pristaje vise ni ono®’

Kad bismo htjeli ovaj odnosaj izmedu geometrije Euklidove i geometrije
Lobacevskoga razjasniti kojom analogijom iz fizike, mogli bismo uputiti na
mehaniku elektrona. Ona se reducira na zakone Newtonove mahanike, kad
brzine uzmemo dosta malene, a inafe pokazuje velikih razlika prema njoj, na
pr. u njoj ne postoji zakon ustrajnosti, zakon reakcije, a i mase se mijenjaju
s brzinom elektrona.

9. Interpretacija geometrije Lobacevskoga. Vratimo se za ¢as na
onaj Lambertov ¢etverokut ABDG (sl. 6.) sa tri prava kuta i sa ¢etvrtim
oStrim, koji iznosi 80°. Kad su dani kutovi, stranice moZemo izracunati. Iz

trokuta ABG izlazi

h AB _ cos40° - BG _ cos45°
R sin45°’ R sin40°
Ako se zaustavimo kod prvih decimala, imat ¢emo

AB=0-40R, BG=0-44R

ili AB > tri milijuna dvjesta tisuca,

BG > tri milijuna trista tisu¢a udaljenosti zemlje od sunca. U ovom
Cetverokutu razlikuje se zbroj kutova od Cetiri prava za 10°. Da je ta razlika
veca, porasle bi i stranice. Sto manji uzmemo kut kod G, to ée veée biti stran-
ice. Ako pak uzmemo stranice manje, onda raste kut kod G. I tako razbi-
ramo, da se ovaj ¢etverokut moze predociti samo u apsolutnoj veli¢ini, a ne

39 Poincaré, La science et I’hypothese, str. 92-105., nacelno je protiv ovakih pokusaja,
kojima se misli da bi se dalo odluc¢iti medu hipotezom FEuklidovom i hipotezom
Lobagevskoga. Obrazlaze to time, Sto se svi pokusi mogu ticati samo odnosaja medu
tjelesima u prostoru, a nikako odnosaja medu razli¢itim dijelovima samog prostora. Pi-
tanje, koja je geometrija istinita, ne ima smisla; pitati se moze samo, koja je udobnija.



56 PRVI OSNIVACI NEEUKLIDSKE GEOMETRIJE

moze se predo€iti manjim, sli¢nim ¢etverokutom kao u geometriji Euklidovoj.
U geometriji Loba¢evskoga nema sli¢nosti likova. Kutovi u éetverokutu mogu
biti svi manji od pravoga kuta. Mogu biti maleni kako hoéemo, samo su tada
stranice sve veée. Kutovi bi mogli biti i svi jednaki nuli; stranice su onda
beskrajno velike. Svi likovi, §to ih moZemo nacrtati ili inac¢e kako naznagiti,
neizmjerno su maleni s obzirom na apsolutnu jedinicu duzine. Mogli bismo
zato reci, da samo diferencijalnu geometriju Lobactevskoga moZemo zorno
predocivati; no ona ima karakter euklidski. Likove pak, koji ne is¢ezavaju,
kad ih isporedimo s apsolutnom jedinicom, i na kojima se oCituju osobitosti
geometrijskoga sistema Lobacevskoga, ne mozemo zorno predocivati, jer sve
duzine na takvim likovima leze izvan dohvata naSega iskustva. Tako su
goleme! Diviti se stoga moramo jo$ viSe, kako su Lobacevski i Bolyai, ne
imajuéi zorne slike za svoja istrazivanja, ipak umjeli izgraditi geometrijski
sistem isto tako konsekventan i neprotivurje¢an kao i euklidski.

Poimanje geometrije Lobacevskoga znatno je olakSano, otkako je Bel-
trami pokazao, kako se analiticki aparat te geometrije moZe primijeniti u
teoriji povrsina konstantne negativne zakrivljenosti.4’

Glavno pomagalo za izvodenje dokaza u elementarnoj geometriji sastoji
se u tome, da se jednaki likovi mogu jedan na drugi poloZiti. No to se moze
izvoditi ne samo u ravnini i na kugli, veé¢ na svima povrsinama, na kojima
mogu postojati jednaki likovi u razli¢itim polozajima. To su povrsine, koje
u svakoj tacki imadu isti umnozak dvaju glavnih polumjera zakrivljenosti.
Inace se to veli, da one imadu konstantnu mjeru zakrivljenosti.

Kod tih povrsina moZemo svaki dio — previnuvsi ga — tac¢no priljubiti uza
svaki drugi dio te povrsine. Ne ¢ini niSta, Sto smo uzeti komad povrsine
morali previnuti. Pri tom se nijesu izmijenili kutovi ni duzine linija.

Na takvim se povr§inama mogu likovi pomicati bez deformiranja, t. j. da
se ne rastegnu niti raskinu.

Pravac je najbitniji element geometrije. Specifi¢no je svojstvo pravca,
da je posve odreden svojim dvjema tackama, tako da dva pravca ne mogu
prolaziti dvjema taCkama, a da se ne podudare po cijeloj duzini. Na toj je
osnovi postavljen ovaj postulat o pravcu. Neka su dane dvije ravnice i na

%F. Enriques, Problemi della scienza, 1906, str. 266-271., vidi u tome zabacivanju
geometrijskoga realizma neopravdano obnavljanje nominalisticke teze Kantove.

L. Nelson, Bemerkungen iiber Nicht-Euklidische Geometrie und den Ursprung der math-
ematischen Gewissheit; Abhandlungen der Fries’schen Schule, 1905, stoji sasvim na Kan-
tovu stajalistu te drzi, da moguénost neeuklidske geometrije obara logi¢ni dogmatizam.

40 Beltrami, Saggio di interpretzione della Geometria noneuclidea, Giornale di matem-
atiche, VI, 1868. Ruski prijevod izaSao je g. 1893. u IzvjeSéima kazanjskoga fiziko-
matematickoga drustva. Pri ruci sam imao ovaj prijevod izradujuéu ovaj prikaz Bel-
tramijeve interpretacije.
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svakoj od njih po jedan pravac. PoloZimo ove ravnice jednu na drugu. Ako
se oni pravci podudare u dvije tacke, onda je to dovoljan uvjet, da se oni
posve sliju.

Isto takav postulat mozemo postaviti za geodetske linije na povrsinama
konstantne zakrivljenosti. Na svakoj je povrsini uopée geodetska linija odredena
dvjema tackama, no samo za geodetske linije na povrsinama postojane za-
krivljenosti mozemo izreéi analogan stavak kao za ravnicu i za pravac. Neka
su dane dvije povrsine postojane zakrivljenosti, koja je ista za obje povrsine.
Na svakoj od njih neka je povucena po jedna geodetska linija. Polozimo li ove
povrsine jednu nadrugu tako, da geodetske linije imaju po dvije zajednicke
tacke, onda ¢e se te linije prekriti po cijeloj svojoj protezi.

Iz toga izlazi, da ée planimetrijski poucci, koji se za ravne likove dokazuju
s pomocu nacela polaganja jednoga lika na drugi i s pomoc¢u postulata o
pravcu, vrijediti posve jednako za likove nacinjene iz geodetskih linija na
povrsinama postojane zakrivljenosti. Na tom se osnivaju mnoge analogije
medu geometrijom u ravnini i geometrijom na kugli. Pri tome pravcima u
ravnini odgovaraju geodetske linije na kugli, t. j. njezini najveéi krugovi. Ali
kod kugle, koja je povrsina postojane pozitivne zakrivljenosti, moze nastupiti
izuzetak, da geodetska linija ne bude odredena s dvije tacke. To je onda, kad
su te dvije tacke krajevi jednoga dijametra. Poradi toga neki planimetrijski
teoremi nemaju analogije na kugli, na pr. poucak, da se ne mogu presijecati
dva pravca, koji su okomiti na nekom trecem.

Kod povrsina negativne postojane zakrivljenosti moze se vazda, bez izuze-
taka, dvjema realnim tackama povrSine poloziti samo jedna geodetska linija.
To je pokazao Beltrami, preslikavajuéi u ravninu na izvjestan na¢in povrsinu,
kojoj je konstantna zakrivljenost jednaka — % Kvadrat elemenata luka na
takvoj povrsSini, koju ¢emo zvati pseudosfernom povrSinom, uzeo je on u
obliku
a? —v?) du® + 2uvdudv + (a® — u?) dv?

9 ol
ds® = R (@2 — u2 — 02)?2

(57)

Koordinate, na osnovi kojih je izveden ovaj izraz, vrlo su podesne poradi
toga, §to svaka linearna jednadzbba medu u i v predocuje geodetsku liniju i
§to se, obrnuto, svaka geodetska linija moze predociti linearnom jednadzbom.
Specijalno su i koordinatne linije

u = const., v = const.

geodetske krivulje. Ako je 6 kut izmedu dvije koordinatne linije u tacki
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(u, v), imamo

uv ava?—u?2 —v?

cosf = NCETEI T sinf = NCETRICET (58)

Odatle se dobije 0 = % kako za u = 0 tako i za v = 0. Geodetske
linije, koje saginjavaju sistem u = const., presijecaju ortogonalno geodetsku
liniju v = 0 drugoga sistema i obrnuto sve geodetske linije sistema v = const.
presijecaju pod pravim kutom liniju u = 0 prvoga sistema. U tackiu =v =0
presijecaju se pod pravim kutom linije

koje ¢emo uzeti kao osnovne linije. Svaka taCka povrSine odredena je kao
presjek dviju geodetskih linija, koje su tom ta¢kom ortogonalno povucene
prema osnovnim linijama.

Iz druge jednadzbe u (58) razbira se, da w i v moraju ispunjavati uvjet

u? 4 0% £ a? (59)

Svakom peru realnih vrijednosti v i v, koje ispunjavaju uvjet (59), odgo-
vara jedna realna tacka povrsine i obrnuto. Uzmimo dio te povrSine ogranicen
koturom

u? +v? = a? (60)

Da ovaj dio te povrSine preslikamo geodetski na ravninu, postavit éemo

Tim ¢ée se on preslikati u krug, komu je srediSte u pocetku koordinatnoga
sistema, a polumjer mu je a. Geodetskim linijama povrsine odgovaraju tetive
ovoga kruga, jer linearnoj jednadzbi u u i v odgovara linearna jednadzba
izmedu x i y. Specijalno odgovaraju geodetskim koordinatnim linijama par-
alele s koordinatnim osama u ravnini. Lako se mozemo uvjeriti, da je kontur
predoéen jednadzbom (60) geometrijsko mjesto beskona¢no udaljenih tacaka
povrsine. Nutarnjost kruga

2 +y’ =d’ (61)

geodetska je dakle slika Citavoga realnoga dijela pseudosferne povrsine. To
se razbira ovako. Geodetska linija, koja izlazi iz tacke u = 0, v = 0, moZe se
predociti jednadzbama

u=rcosp, v=rsinp (62)
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U ravnini, na koju preslikavamo pseudosfernu povrsinu, r i g polarne su
koordinate tacke, koja odgovara tacki (u, v). Kako je u stalno duz spomenute
geodetske linije, dobivamo iz (57) za duzinu njezina luka

adr
dS:Rr_T2
a otuda
R a+r
s = — log
2 a—r

ili

R log 4TV u? + v?
5§ =— log ————
2 a—Vu?+v?
Korijen treba uzeti s pozitivnim znakom, ako hoéemo da dobijemo apso-
lutnu duzinu s. Ta je duZina jednaka nuli za r = 0; raste, kad raste r; postaje
beskonacno velika za r = a, t. j. za vrijednosti od u i v, koje ispunjavaju
uvjet (60), a imaginarna je za r > a. Po tome je jasno, da je periferija kruga
(60) geometrijsko mjesto beskonaéno udaljenih tacaka pseudosfere. Taj krug
mozemo drzati geodetskim krugom sa sredistem u tacki (u = v = 0) i s

beskonac¢no velikim geodetskim polumjerom.

(63)

Otuda podjedno izlazi, da su geodetske linije pseudosfere predocene teti-
vama kruga (61). ProduZenja tetiva izvan kruga nemaju nikakva realna
znacCenja. S druge strane dvije su realne tacke pseudosferne povrsine predocene
dvjema tackama u krugu. A kako te dvije tacke odreduju vazda samo jednu
tetivu, i dvije ¢e tacke na pseudosfernoj povrsini odredivati vazda jednu
geodetsku liniju, kao $to smo veé spomenuli.

Uzmemo li u jednadzbama (62) r kao stalno, a u kao promjenljivo, onda
te jednadzbe predo¢uju geodetski krug sa sredistem (0, 0). Za taj je krug

du=—rsinudu, dv=r cosudu,
a kad se to uvrsti u (55), izlazi

R
o=t (64)
CL2 _ 7«2

Ovo je duzina luka geodetskoga kruga. U ravnini je taj luk predocen
lukom kruga, komu je radius r i cetri¢ni kut p. Buduéi da je za svako r
duzina ¢ proporcionalna sa u, razbiramo, da geodetske linije, koje prolaze

tatkom (u = v = 0), zatvoraju medu sobom isti kut kao i polumjeri, koji
im odgovaraju i koji prolaze tatkom (z = y = 0). Neizmjerno maleni dio



60 PRVI OSNIVACI NEEUKLIDSKE GEOMETRIJE

povrsine, koji okruzuje tac¢ku (u = v = 0), konformno je preslikan u ravninu.
To ne vrijedi za okolinu nijedne druge tacke.
Izraz (64) mozemo preobaziti uvrséujuéi u nj za r vrijednost, koja izlazi

iz (63), naime
r—ath> i Vaz—r?2= a

R ch

e

Dobiva se

O':/LRSh% (65)

tako je opseg kruga geodetskoga, komu je polumjer s,
2rRshr il 7R (e —eR).

Potrazit ¢emo sada snoSaj medu kutom dviju geodetskih linija i kutom
tetiva, koje im odgovaraju. Neka geodetske linije prolaze tackom (u, v) na
povrsini, i neka je (U, V') makar koja tacka na jednoj od tih geodetskih linija.
Jednadzbe su njihove

V—v=mU-u), V-v=n(U-—u). (66)

Ako je a kut tih geodetskih linija, a o/ kut tetiva, koje im odgovaraju, p
i v pak kutovi tih tetiva s osju X, onda je

/

m=tgu, u=tgr, o =v-—Lu

a sina’ vVa? —u? — v?

tga = (67)

a? cosa/ — (veosp — usin p)(veosv — usinv)

Nazivnik desne strane ostaje konaCan zasvaku realnu tacku povrSine,
stoga kut o moze biti jednak nuli samo, kad se brojnik ponisti, a to moze

biti jedino tada, kad je
Vaz—uZ2—v2=0

Presjek dviju geodetskih linija pada tada u beskonaé¢nost.
Po tom mozemo formulirati ova pravila:

1. Dvjema tetivama, koje se presijecaju unutar kruga (61), odgovaraju
dvije geodetske linije na pseudosfernoj povrsini, koje se u kona¢nosti
presijecaju pod kutom izmedu 0° i 180°.

2. Dvjema tetivama, koje se presijecaju na periferiji onoga kruga, odgo-
varaju dvije geodetske linije, koje se sastaju u beskonac¢nosti pod ku-
tom jednakim nuli.
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3. Dvjema tetivama, koje se presijecaju izvan onoga kruga ili su paralelne,
odgovaraju dvije geodetske linije, koje nemaju nijedne zajednicke tacke.

Krug (61)
22+ 4% = a2
Y
T‘/
0] X J
LA /
p \—/
b
Slika 30.

predocen je na slici 30. Neka je p ¢ makar kakva tetiva toga kruga i r jedna
tacka u krugu, koja ne lezi na toj tetivi. Na pseudosferi odgovara tetivi
pq geodetska linija p’q’, provedena beskona¢no udaljenim tackama p’ i q’.
Tacki r odgovara u kona¢nom dijelu povrsine tacka r, izvan one geodetske
linije. Tom ta¢kom moguée je provesti bezbroj geodetskih linija, od kojih ¢e
neke zgadati geodetsku liniju p’q’, druge ne ¢e. Prve su predocene pravcima,
koji idu iz 7 k tackama luka p g, a druge pravcima, koji idu od r do tacaka na
luku py q. Prijelaz od jedne kategorije na drugu ¢ine dvije osobite geodetske
linije, naime one, koje su predo¢ene pravcima rpirq.

Buduéi da kutovi rp¢q i r ¢ p imadu svoje vrhove na periferiji kruga (61),
geodetski kutovi r'p’q’ i r’q'p’ jednaki su nuli po pravilu 2. Naprotiv ée
geodetske linije 7'p’ i r'q’ po prvom pravilu u tacki r, zatvorati kut razlicit
od 0° i 180°, jer taki kut zatvoraju tetive rp i rq.

Geodetske linije r'p’ i 7'q’ re¢i ¢emo da su paralelne s linijom p’q’,
jer one ¢ine prijelaz od linija, koje presijecaju p’q’, k linijama, koje je ne
presijecaju. Sakupivsi sve u jedno mozemo kazati: Kroz svaku realnu tacku
pseudosfere mogu se svagda provesti dvije realne geodetske linije, koje su
paralelne s izvjesnom geodetskom linijom. Te paralele zatvoraju medu sobom
kut razli¢it od 0° i 180°.

Ovaj se rezultat podudara s osnovnom predpostavkom neeuklidske ge-
ometrije Lobacevskoga i Bolyaija.

Zamijenimo li pojmove ravnine i pravaca s pojmovima povrsine i geodetske
linije, nalazimo, da na povrSinama konstantne negativne zakrivljenosti pos-
toje sve predpostavke Euklidove do petoga postulata. Da je taj postulat
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logi¢na posljedica ostalih predpostavaka, morao bi on postojati i na pseu-
dosfernim povrsinama. A buduéi da ne postoji, uvidamo, da taj postulat ne
zavisi o ostalim prepisima Euklidovim, pa ga stoga nemogucée dokazati.

Bududi da se geometrija na pseudosferi podudara s planimetrijom Lobadev-
skoga u svim osnovnim predpostavkama, podudarat ¢ée se one u svima nji-
hovim daljim konsekvencijama. Beltrami to pokazuje najprije za kut paralel-
nosti dviju geodetskih linija i nalazi temeljnu relaciju medu kutom paralel-
nosti i duzinom, koja mu pripada. Dalju potvrdu potpunoga podudaranja
neeuklidske planimetrije i pseudosferne geometrije daje Beltrami izvodeéi
poucak o povrSini trokuta, koji €ine tri geodetske linije na pseudosferi, i
poucak o zbroju njegovih kutova. Zatim prelazi na proucavanje geodet-
skoga kruga, ekvidistantne linije i grani¢noga kruga na pseudosferi. Pot-
puna suglasnost njegovih rezultata s pouccima Lobagevskoga i Bolyaia, koji
im odgovaraju, potvrdila je identi¢nost neeuklidske geometrije s geometrijom
geodetskih linija na pseudosfernim povrsinama.

Kao najjednostavniji oblik tih povr§ina moZzemo uzeti pseudosferu t. j. rotatnu
povrsinu, kojoj je meridijan krivulja jednako dugih tangenata (traktriks), a
osa rotacije njezina asimptota. Slika 31. pseudosfere uzeta je iz Brillova
kataloga.

Njezine se geodetske linije mogu preslikati u pozitivnu polovinu ravnine
XY kao polukruzi, kojima se sredista na osi X. Ovi polukruzi predocuju
pravce u ravnini Lobacevskoga. Ovu veoma zgodnu interpretaciju geometrije
Lobacevskoga uveo je Poincaré.*! Preglednija je od Beltramijeve, a i kon-
strukcije se u njoj mogu vrlo lako izvoditi.

U enciklopediji elementarne geometrije*? iznio je Wellstein lijepu elemen-
tarnu interpretaciju geometrije Lobacevskoga s pomoéu hiperbolnoga sveska
kugala.

Ima jos i drugih nacina, kako se s pomocu euklidske geometrije moze real-
izirati ova geometrija.43 Sve ove interpretacije ne samo olakSavaju proucavanje
neeuklidske geometrije, veé su one ocit dokaz za neprotivurje¢nost geometri-
jskoga sistema Lobacevskoga i Bolyaija. Razne ove interpretacije odreduju
jednoznaé¢nu i recipro¢nu korespodenciju medu elementima geometrije Lobacev-
skoga i izvjesnim elementima euklidske geometrije. Kad bi se ikad u ge-
ometriji Lobacevskoga doslo do logickoga protivurjetja, trebali bismo te
opre¢ne poucke na koji god od spomenutih na¢ina euklidskih interpretirati,

4! Isporedi moje Primjedbe o jednoj interpretaciji geometrije Lobacevskoga, Rad 154.

42 Weber- Wellstein, Encyklopédie der elementaren Mathematik, II, 52. i dalje.

43 Osobito je vazna interpretacija Kleinova izvedena na osnovi Cayleyeva projektivnoga
mjerenja u Matematickim analima IV. i VI., pa u njegovim litografiranim predavanjima o
neeuklidskoj geometriji, koja su izasla kod Teubnera.
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pa bismo dobili protivurjeéne stavke u euklidskoj geometriji. No euklidska
je geometrija neprotivurjecan sistem. Predpostavke, na kojima je sagradena
euklidska geometrija, nijesu medu sobom u opreci, t. j. kona¢nim brojem
logi¢nih zaklju¢aka nije moguée iz njih izvesti nijednu ¢injenicu, koja bi se
protivila kojemu od postavljenih aksioma. To znamo posve pouzdano. A
kad to tvrdimo, ne oslanjamo se naono nejasno pouzdanje, Sto ga u euk-
lidski sistem ima svako, ko se s njim upozna, ve¢ to mozemo i posve sig-
urno utvrditi. MoZe se naime uciniti, da aksiomama geometrije odgovaraju
analogne relacije medu elementima skupa realnih brojeva. Na toj se kore-
spondeciji na pr. osniva analititna geometrija. Kad bi se iz aksioma, koji
postoje u Euklidovoj geometriji, moglo logi¢nim zaklju¢cima doéi do kakva
protivurjecja, o¢itovalo bi se ono i u skupu realnih brojeva. Protivurjecje u
geometriji euklidskoj dovelo bi na taj na¢in do proeivurjeéja u ¢istoj arit-
metici.** A tu ga ne moze biti.

Sad nam je jasno, da su se Saccheri i Lambert uzalud trudili trazedéi
protivurjec¢je kod hipoteze ostroga kuta. I sam Jovan Bolyai mnogo je sum-
njao o logi¢noj ispravnosti svoga sistema apsolutne geometrije,* dok se kod
Lobacevskoga ne nalazi ni traga takim sumnjama.

No poradi toga, sto se geometrija Lobacevskoga i Bolyaija moze euklidski
interpretirati, proglagivali su neki neeuklidsku geometriju samo dijelom euk-
lidske geometrije. Ali s istim bi se pravom mogla euklidska geometrija mogla
drzati dijelom geometrije Lobacevskoga, jer na grani¢noj kugli Lobacevskoga
(na plohi F' Bolyaija) postoji euklidska planimetrija. Tri grani¢na kruga
sac¢injavaju trokut, komu kutovi iznose 180° i t. d. Dapace se joS pot-
punije dade euklidska geometrija intrepretirati na grani¢noj kugli, nego Sto se

4 Hilbert, Grundlagen der Geometrie, str. 18, drugi problem u njegovom pariskom
predavanju i predavanje na kongresu u Heidelbregu o osnovama logike i aritmetike.

45 Jednom je i mislio, daje nasao protivurje¢nost u njoj. Uzeo je pet tadaka u prostoru,
tako da Cetiri nikad ne leze u jednoj ravnini, pa ih je sastavio pravcima. Neke Cesti
dobivenoga lika mogu se izraziti na dva ili viSe nacina. I sada se on pita, hoce li uvijek
dobiti istu vrijednost, ako upotrijebi apsolutnu trigonometriju kod izra¢unavanja. Uc¢inilo
mu se, da u jednom sluc¢aju nije dobio indeti¢an rezultat, i to ga je zavelo na zakljucak,
da je kriv sistem S t. j. da njegova apsolutna geometrija vodi do apsurda. Bio je i poceo
pisati ,,Beweis des bis nun auf Erde immer noch zweifelhaft gewesenen, weltberithmten
und, als der gesammten Raum- und Bewegungslehre zum Grunde dienend, auch in der
That allerh6chstwiehtigsten 11. Euklid’schen Axioms”. To je bilo oko god. 1856. No poslije
je vidio, da je ono bila ratunska pogrjeska, pa da u sistemu od pet tacaka vlada potpuna
konsekvencija. Sistem od Sest tacaka tako je kompliciran, da bi i najvjestiji racunar morao
klonuti.

Isporedi Stéckelovu raspravu u Math. und naturw. Berichte aus Ungarn, XVIII, 1903,
str. 280. Posljednji referat Stéckelov o Bolyaiju izasao je u XIX. Knjizi navedene zbirke
pod natpisom ,Johann Bolyai’s Raumlehre”.



64 PRVI OSNIVACI NEEUKLIDSKE GEOMETRIJE

neeuklidska geometrija moze interpretirati na pseudosfernim povrsinama, jer
ovdje smetaju singularne njihove linije. Hilbert je dokazao, da se i ne moze ci-
jela ravnina Lobacevskoga na Beltramijev nac¢in interpretirati na povrsinama
konstantne negativne zakrivljenosti, jer ne postoji nijedna takva analiti¢na
povrsina, koja bi posvuda bila regularna i bez singulariteta.46

Onako se dakle ne smije zaklju¢ivati. Osim euklidskim interpretaci-
jama neeuklidske geometrije ¢ini se u geometriji ono isto, $to se u fizici
vrlo ¢esto radi, kad se izvjesna teorija prenosi iz jednoga podruéja u drugo.
Za elektri¢ne pojave postavljaju se na pr. mehani¢ki modeli, hidrodinamicke
analogije i t. d., pa zato ipak niko ne ée reéi, da su elektri¢ni pojavi indeti¢ni
s ovim mehani¢kim slikama. Kod ovih slika ne preslikavaju se sami objekti
istrazivanja, nego samo relacije, koje medu njima postoje.

Sugestivna snaga analogije o€ituje se neprestance u nau¢nim istrazivanjima,
pa se stoga ne ¢emo iznenaditi, $to su i ove interpretacije neeuklidske ge-
ometrije ucinile dobrih isluga u razlicitim podrucjima matematike. Navest
¢éu samo neke primjere, iz kojih ée se razabrati, ako nista drugo, a ono bar
heuristi¢ka vtijednost neeuklidske geometrije.

Veé je Lobacevski primijenio svoju geometriju kod izra¢unavanja nekih
odredenih integrala. Zadani diferencijal uzima on kao element duZine, povrsine,
obujma ili mase u prostoru, u kom postoji njegova geometrija. Ta ga inter-
pretacija posve prirodno navodi na transformaciju promjenljivica, koja ¢e ga
dovesti do cilja. Dakako da se svi ti integrali mogu odrediti i bez pomoéi
neeuklidske geometrije, ali ona razjasnjuje put, kojim valja iéi.

Poincaré u teoriji Fuchsovih grupa primjenjuje geometriju Lobacevskoga
i kaze, da mu je ona ucinila velikih usluga kod njegovih istazivanja. No
u izlaganju svojih rezultata ipak se njom nesluzi, jer se boji, da ne bude
nesporazumka. (Acta math., I, 8).

Kad Klein u geometrijskom obliku razvija teoriju binarnih kvadratnih
forama, sluzi se istim pomagalom (Ausgewéahlte Kapitel der Zahlentheorie).
U velikom djelu Kleinovu o automorfnim funkcijama, $to ga odreduje Fricke,
uvodni odsjecak radi o raznim vrstama projektivnoga mjerenja u ravnini, a
to je samo jedan nacin interpretiranja geometrije Lobacevskoga i geometrije
Ricmanove. Ovdje mu neeuklidska geometrija daje osobitu konkuretnu ge-
ometrijsku metodu, koja je od velike koristi za mnoga pitanja u teoriji grupa.

Prirodnu primjenu nalazi neeuklidska geometrija i u teoriji analitickih
funkcija sa dvije kompleksne promjenljive veli¢ine (Study, Jahresbericht, XV,
477).

O primjenama ove geometrije u teoriji funkcija kompleksne promjenjivice

46 Hilbert, Grundlagen str. 162. i dalje.
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raspravlja i Schlesinger u spomenutom spisu (Ioannis Bolyai im memoriam).

No najkarakteristi¢nije je, da imade slucajeva, gdje se zaradi dubljega
shva¢anja razmjerno elementarnih pitanja euklidske geometrije ne moze proéi
bez neeuklidske geometrije.

Da je to tako, potvrduje nam jedan primjer Studyjev iz kinematike.
Rezultanta dviju sila, koje djeluju na istu tacku, odreduje se s pomoéu par-
alelograma sila. No Study je naSao joS dvije konstrukcije, koje su od par-
alelograma posve razli¢ite, a rjesavaju istu ovu zadacéu.jedna je od njih tako
zvani trapez klinova, a druga je trapez i tetraedar quirla. Te su konstrukcije
posluzile Studyju kao polazna tacka za mnoga kinematicka razmatranja, koja
je iznio u svojoj ,Geometrie der Dynamen”. A te je konstrukcije on nagao in-
direktnim putem, naime preko neeuklidske geometrije. Za spomenutu svoju
knjigu veli dapace Study, da joj je mogao dati natpis ,,Primjene neeuklidske
geometrije”, kad to ne bi zavelo na krivo misljenje o mnozini predznanja,
koje se trazi od ¢itatelja.

Jos je Study uputio na tijesnu svezu izmedu neeuklidske geometrije i ge-
ometrije pravca, pa se ¢ini, da to podrucje obeéava obilnih rezultata.

10. Utjecaj neeuklidske geometrije ne shvaéanje osnova ge-
ometrije. Govoriti o osnovama geometrije znaci gotovo zaputiti u labirint
veoma zanimljivih, no ujedno veoma teskih problema, tim tezih, Sto zasi-
jecaju u grani¢na podrudja pet-Sest raznih nauka.*” Opseg je tih pitanja
prevelik, i nazori su o njima odveé raznoliki, da bih mogao o njima potanje
izvijestiti. No sasvim ih mimoiéi ne mogu, jer je neeuklidska geometrija
mnogo doprinijela ispravnijemu shvaé¢anju geometrijskih pojmova i aksioma.

Pitanje o prirodi i izvoru osnovnih geometrijskih pojmova i nacela vodi
odmah do prijepornoga pitanja, ima li [judski duh urodenih ideja i principa ili
ih nema, pa onda do pitanja, kako odgovaraju nase predodzbe zbilji? Kant je
stekao veliku zaslugu po stroze formuliranje ovih pitanja. Njegovi su nazori
o njima bili dugo vremena odlu¢ni; zato ¢emo se najprije njih dotaknuti.

Po Kantu prostor i vrijeme imadu za sve pojavno podruéje realnu vrijed-
nost, ali s obzirom na bi¢a sama o sebi jesu neSto nezbiljno, puko idealno;
prostor i vrijeme nijesu nista izvan nasega duha, izvan pojava. Te dvije
opéenite pomisli nijesu apstrakcije razuma od pojedinih osjetnih opaZzaja,
nijesu pojmovi, nego su u duhu veé prije osjeé¢anja, duhu urodeni, apriorni
oblici zora, i to potrebni oblici zora; jer nas duh moze pomisljti, da u pros-

47 B. Erdmann, Die Axiome der Geometrie, 1877.
A. Gerstel, Uber die Axiome der Geometrie. Wissenschaftliche Beilage zum sechzehnten
Jahresbericht der philosophischen Gesellschaftn an der Universitdt Wien. Leipzig 1903.
A. Hausdorf, Das Raumproblrm. Ostwald, Annalen III. 1904.
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toru i vremenu nema nikakovih stvari, ali ne moZze ne pomisljati prostor i
vrijeme; tih pomisli ne moze se otrasti.*8

A na tome, $to je prostor apriorni, potrebni oblik zora, osniva se po Kantu
apodikti¢na sigurnost svih osnovnih nacela geometrije, kao i to, da ta nacela
mozemo a priori postavljati.?? Jer da je pomisao prostora empiri¢ki po-
jam, apstrahiran od osjetnih opaZaja, geometrijskih aksioma, buduéi samo
zaglavci indukcija, imali bi jedino relativnu vrijednost. Onda na p.r., veli
Kant, ne bi bilo logi¢ki nuzno, da se izmedu dvije tatke mozZe povuéi samo
jedan pravac, ali nas iskustvo u¢i da jest tako. O broju dimensija pros-
toramoglo bi se samo to rec¢i, da dosada nije naden nijedan prostor, koji bi
imao vise od tri dimenzije i t. d.

Geometrija je u XVII. i XVIII. vijeku bila nepridobitna tvrdava idealista
u borbi protiv emprizma. Oni, koji su drzali, da ljudskih duh ima urodenih
ideja i principa, trebali su samo na geometriju pokazati. Geometrija je bila
i Kantu glavno uporiste, kad je gradio svoju teoriju apriorne spoznaje. Ak-
siomi su njeni i definicije po Kantu sinteti¢ni sudovi a priori.

Razvojem geometrije u XIX. vijeku ovaj se odnosSaj sasvim izmjenio.
Smjele konstrukcije raznih vrsta neeuklidskih geometrija, od kojih svaka u
necem drugom odstupa pd Eulkidova sistema, oborile su vjeru u apriornost i
apodikli¢nu sigurnost osnovnih nagela geometrije.’® Da su ta nacela logicki
nuZna, samo bi jedna geometrija bila mogucéa. Sto se prije drzalo kao prijeka
potreba nutarnjega zora, to se danas shvada kao posljedak vrlo zamrSenih

48 Fr. Markovié, Filosofijski rad R. J. Bogkovica, str. 622. i 623. Rad 1887/8.

49 U prvom izdanju Kritike ¢istoga uma. U drugom je izdanju ovo izostavljeno.

50 P, Milau, beitrag zur Untersuchung des erkenntnisstheoretischen Wertes der ver-
schiedene analytisch méglichen Raumformen, Archiv der Mathematik und Physik, 1905,
sabiruéi na str. 354. rezultate svoga istrazivanja, izri¢e svoje uvjerenje, da moderne teorije
razli¢itih prostornih oblika, koji su analiticki moguéi, nijesu potresle temelja Kantove
nauke o prostoru.

Razloge za apriornost aksioma paralela izvodi on iz principa apsolutne pravilnosti
prostora (Regelméssigkeitsprinzip), po kome smo sposobni prostorni na$ zor raSiriti
beskona¢no. Aksioma paraleld uzima on u Legendreovu obliku: Ako se medu kracima
kuta uzme tacka P, onda se u euklidskoj geometriji moze njom vazda povudéi pravac, koji
sijeCe oba kraka toga kuta. U geometriji pak Lobacevskoga ima pravac, koji je paralelan
s oba kraka kuta. Taj pravac dijeli tacke, koje leze izmedu krakova kuta, u dvije kvali-
tativno razli¢ite grupe, a tim je povrijeden princip pravilnosti prostora. Na jednoj strani
ove paralele nalaze se tacke, kojima se moze povuéi pravac tako, da sijete oba kraka, a
na drugoj su strani one tacke, kojima se ne moze poloziti takav pravac. Buduéi da on
ne moze nadi nikakova razloga, zasto bi se jedna tacka u kutu kvalitativno razlikovala od
druge, zato otklanja hipotezu Lobacevskoga.

Ovdje ¢éu samo primijetiti, da i u euklidskoj geometriji diskutirajuci rjesenje kakve
konstruktivne zadace dijelimo tacke ravnine ili prostora u podrudja, koja se kvalitativno
razlikuju s obzirom na moguénost rjeSenja. Zato prethodno umovanje nema dokazne snage.
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procesa, a naro¢ito uzgoja i navike.’! kad se ¢ovjek s nekim nacelima upozna
veé¢ kod prve obuke, te ih udilj uzima za osnovu svojim zaklju¢cima, drzat
¢e ih napokon kao a priori istinite, kao logi¢ki nuzne. No to je apriornost
historicka, a ne psiholoska.

Gledajuéi, da se neki pojavi ponavljaju uvijek na isti nac¢in brzo smo
skloni vjerovati, da se oni i ne mogu na drugi nacin dogadati. Cinjenice
Cestoga iskustva lako uzimamo kao zbivanja logicki nuzna. OpaZanja uéinjena
na malenom dijelu prostora prenosimo na svemir i t. d.

Koji osnovama geometrije pripisuju transcendentni izvor, drzeéi ih urodenim
idejama duha, gledaju samo na gotov sistem geometrije, a ne pitaju, kako je
doslo do njega, ni kako su se geometrijski pojmovi razvijali.

Zastalno je geometrija u pocetku imala znacaj iskustvene nauke u uzem
smislu i sluzila je poglavito prakti¢nim svrhama, kako se vidi iz spomenika
prastarih kultura. Iz imena se geometriji razbira, kako je nastala. Ge-
ometriju mozemo postojano i s uspjehom primenjivati u prirodnim naukama i
u praktiénom Zivotu zato, $to su geometrijski pojmovi u pocetku posve odgo-
varali empirijskim objektima.??> Tac¢ka je malena kuglica; pravac je napeto
uze ili vrvca, Stap, letva; ravnina je drvena daska ili plo¢a od kamena; krug
je kolo, prsten, rub okrugloa suda i t. d. To je bila fizicna geometrija,kako
veli Helmholtz, ili prirodna, kako kaze Wellstein.??

Opazanja i mjerenja izvedena na ovakvim tvarnim elementima geometrije
dala su najprvo znanje o svojstima njihovim. Dasto da je to bilo samo
aproksimativno. Izrailjci su na pr. za broj 7 uzimali 3, kako se vidi iz knjige
o carevima, I, 7, 23: I sali more; deset lakata bjeSe mu od jednoga kraja do
drugoga, okruglo unaokolo, ... a unaokolo mu bjeSe trideset lakata”. Vrlo
se Cesto namjeravamo u povjesti matematike na istu rektifikaciju kruga po
pravilu: $to je u premjeru 1, to je u opsegu 3. To je pravilo rezultat mjerenja,
koje i ne moze drukéije biti nego netaéno.

U ovoj se empirijskoj geometriji lako moze doéi do stavaka, koji odgo-
varaju aksiomama geometrije. Lijepo to razjasnjuju Helmholtz I Wellstein.
Napet konac slika je pravac. Da dobijemo stabilniji model, mozemo ¢vrséu
Zicu tacno priljubiti uz napeti konac. Podupremo li tu Zicu na dva mjesta,
ostat ¢e ona u miru. Viziramo li duz nje, stegnut ¢e se pravac u jednu tacku,
koja pokriva izvjesno mjesto na nekom daljem predmetu. Ostavimo li podu-
pornje u miru, pa zicu po njima pomaknemo i opet viziramo, past ¢e nam
pogled opet na istu tacku onoga predmeta. Zato ¢e nam se ¢initi, da je pravac

51 F. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie, I, 300.
52 M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Gemetrie.
53 Helmholtz, Vortrage und Reden, II, 395. Wellstein, Encyklopédie II, 22
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ostao u miru. Tako razbiramo, da je pravac mehanicki odreden dvjema
tacakama I da se segment pravca izmedu tih dviju ta¢aka moze produzivati.
Mnogo viSe opazanja mozemo uciniti, kad prijedemo na ravninu, kojoj je
prototip povrSina mirne vode.

Nije mogucée reproducirati onaj put, kojim se geometrijska spoznaja razvi-
jala, ali nema sumnje, da je kod toga iskustvo, naime opazanje i mjerenje,
odluéno utjecalo. No rezultati opaZanja i mjerenja uopée vrijede samo u
izvjesnim granicama ta¢nosti i uza specijalne uvjete, pod kojima se opazanje
i mjerenje vrdi. Apstrahirajuéi iz ovakvih pojedina¢nih opazanja aksiome,
zajenjujemo netacne iskustvene rezultate sudovima, kojima pripisujemo ap-
solutnu preciznost i opéenu valjanost. A time se diZemo nad iskustvo. Ideal-
izirajuéi dakle empirijska data stvaramo geometrijske pojmove i aksiome.?*

Vidjeli smo na pr., da je onaj materijalni pravac od Zice zauzeo odredeni
polozaj,kad smo mu poduprli dvije tacke, no ako podupornje metnemoveoma
blizu jedan drugome, Zica ée se srusiti s njih. Tako je isto kod crtanja
pravac odreden dvjema tackama, koje na papiru istaknemo. Ali ako su one
veoma blizu, prakti¢no je onda nemogucde s isto ve¢om tacnosti povuéi pravac
kroz njih. No u apstraktnoj geometriji ovakovih neprezilika ne ima, jer tu
postavljamo kao aksiom, da je pravac odreden dvjema tackama, i to onda
vrijedi bez izuzetaka, makar kakav polozaj imale one dvije tacke.

Tako isto idealiziramo, kad definiramo osnovne geometrijske elemente.
Pri tom radimo dosta samovlasno. A priori se na pr. ne moze reci, koje ¢emo
svojstvo empirijskoga pravca drzati za njabitnije, tako da ga moramo unijeti
u definiciju idealnoga geometrijskoga pravca. Radimo tu od prilike onako,
kao Sto radi fizicar, kad idealizirajudi iskustvene ¢injenice uvodi materijalne
tacke, idealne tekuéine, apsolutno kruto tijelo i t. d.

Razumjet ¢emo sada, zasto aksiome geometrije ne drzimo ni apriornim
sinteti¢nim sudovima, a ni jedino eksperimentalnim ¢injenicama, veé kon-
vencionalnim odredbama.®® Postavljajuéi aksiome moramo se priljubljivati
iskustvenim ¢injenicama s jedne strane, a s druge strane moramo paziti, da
aksioma bude Sto manje, no i da se ne izostavi koji, da su nezavisni izmedu
sebe i da se jedan drugome ne protive. A ovo je posao tezak. Redovno se

54 F. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie, I, 356.

L. Nelson, Bemerkunger iiber die Nicht-Euklidische Geometrie und den Ursprung der
mathematischen Gewissheit, Abhandlungen der Fries’schen Schule I, 408, veli na to ovako.
,Die in den Axiomen enthaltene Idealisierung der empirischen Daten wére ohne die Vo-
raussetzung der reinen Anschauung gar nicht moglich, weil uns ohne diese jeder Maszatab
fehlen wiirde, der uns als ,Ideal” der Prézision dienen kénnte, und weil uns ebenso jedes
Kriterium fehlen wiirde, das die ,absolute Allgemeinheit” dieser Aussagen gewahrleisten
konnte”.

55 H. Poincaré, La science et ’hypothese, 66.
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primjenjuju razni aksiomi, koji nijesu izrijekom navedeni. I Euklid ¢ini to.
U zaklju¢ivanje na osnovi postavljenih aksioma nehotice ulaze i mnogi ele-
menti intuicije. A to se ne smije dopustiti, jer su nase prostorne predodzbe
nesavrsene.

Neeuklidske geometrije imadu veliku vrijednost za dublje shvacanje za-
datka, $to ga pojedini aksiomi vrse u sistemu euklidskom. Izgradnjom ne-
protivurje¢ne geometrije Lobacevskoga i Bolyaija utvrdena je logi¢na neza-
visnost petoga postulata Euklidova o drugim aksiomima. Stoga se on i nije
dao iz njih izvesti, nije se dao dokazati. 1z toga pak izlazi, da je taj postulat
paralela u Euklidovu sistema zaista pravi aksiom. Euklid je imao pravo, $to
ga je postavio na pocetku svoga sistema. I ako danas hoéemo da razvijemo
geometriju, koja ¢e na najjednostavniji nacin posluziti kod opisivanja real-
nih prostornih relacija, znademo posve jasno, zasto je nuzno da uzmemo ovaj
aksiom. Ali za razvijanje geometrije uopée nije potreban; moze se zamijeniti
drugim predpostavkama.

Na analogan se naéin pokusalo izolirati ostale aksiome eulkidske ge-
ometrije, utvrditi medusobnu njihovu nezavisnost, upoznati zadacéu, koju
oni imadu u sistemu i prema tome im odrediti pravo mjesto.

Tu se prije svega moraju postaviti aksiomi, koji su nuzni, ali i dovoljni
za izgradnju Euklidova sistema. Taj je posao izvrsio Hilbert.?® Kagan i
Veronese radili su takoder mnogo o tome.?”

Euklid pocinje svoje Elemente definicijama tacke, linije, pravca, povrsine,

ravnine i t. d. Dasto da su te definicije nedostatne. Hilbert ne radi tako, veé¢
u pocetku svoje knjige veli jednostavno:
SWir denken drei verschiedene Systeme von Dingen: die Dinge des ersten
Systems nennen wir Punkte und bezeichnen sie mit A, B, C...; die Dinge
des zweiten Systems nennen wir Gerade und bezeichnen sie mit a, b, c...;
die Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenen und bezeichnen sie mit «,
G, ..

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehun-
gen und bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie ,,liegen”, ,,zwischen”,
wkongruent”, ,parallel’, , stetig”; die genaue und vollstdndige Beschreibung
dieser Beziehungen erfolgt durch die Aziome der Geometrie”.

I sad dolazi dvadeset i jedan aksiom, kojima Hilbert opisuje spomenute
relacije medu ona tri sistema elemenata. Aksiome dijeli on u pet grupa. To

56 D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 2. Aufl., 1903. Analizu njegovih radova iz po-
drudja geometrije uéinio je Poincaré, Rapport sur les travaux de M. Hilbert, u Izvjestajima
kazanjskoga matematickoga drustva za god. 1904.

5T B. Karansb, Ocuosanusi reomerpuu. 1905.

G. Veronese, Grundziige der Geometrie. 1894.
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su
L. 1-8.  Aksiomi spajanja.
II.  1-4. Aksiomi poredaja.
III. 1-6. Aksiomi kongruencije.

Iv. Aksiom paralela.
V. 1-2. Aksiomi neprekidnosti.

Kako je Hilbert sasvim iskljucio intuiciju, razbira se iz navedenoga uvoda
u njegove osnove geometrije, a jos bolje ¢e se to vidjeti iz nekih aksioma, na
pr. iz treéega aksioma prve grupe: ,,Na pravcu imadu vazda bar dvije tacke;
u ravnini imadu vazda bar tri tacke, koje ne leze na jednom pravcu’. A
intuicija nas direktno uéi, da jednih i drugih tacaka imade bezbroj.

Sesti aksiom trece grupe glasi: ,,Kad se dva trokuta podudaraju u dvije
stranice i u kutu medu njima, onda ce i drugi kutovi, koji jedan drugomu
odgovaraju, u ta dva trokuta biti medu sobom jednaki’. A znamo, da su
uvjeti ovoga aksioma jedan slucaj kongruencije trokuté, koji se dokazuje po-
laganjem jednoga trokuta na drugi. No u logi¢noj analizi osnova geometrije
ne smijemo se sluziti ovakim pomagalom. Zato moramo uzimazi kao aksiom
jednakost onih drugih dvaju kutova, koji odgovaraju jedan drugome u onaka
dva trokuta, da uzmognemo logickim zaklju¢ivanjem, bez pomoéi prenosenja
i polaganja, dokazati, da ée i treée stranice biti jednake.

Nekima se nije svidalo djelo Hilbertovo, jer nijesu razabrali cilja, za ko-
jim on ide. Ovakav bi postupak bio kod obuke posve neprirodan i promasio
bi cilj. No ni Euklid nije pisao za pocetnike. Svojim nacinom izlaganja htio
je Euklid obraniti geometriju od prigovora sofista. A tako i danas sve dublje
aritmetiziranje matematike i sve oStrije dotjerivanje aksiomaticke metode u
geometriji imade da zadovolji razvijeniji smisao za strogost u matematickim
dokazima.’® No kod istrazivanja novih relacija imamo u netaénom pros-
tornom zoru snazno pomagalo. Historija nas uci, da su neta¢ni nazori bili vise
puta od velike koristi po razvoj matematike. Da su Newton i Leibniz znali, da
je samo izuzetak, ako neprekidna funkcija ima derivaciju, tesko bi bili dopzsli
na deferencijalni ratun. Lagrangevo pogrjesno misljenje o moguénosti razvi-
janja funkcija u red Taylorov uéinilo je golemu uslugu matematici.’® Moze
se gotovo redi, da su u pravim stvaralackim epohama priblizne i nepotpune

58 H. Poincaré, L’intuition et la logique en mathématiques. To je prvi odsje¢ak u djelu
,La valeur de la science”.

Klein se viSe puta svraca na to pitanje, na pr. u svojim predavanjima prigodom izlozbe
u Chicagu, u svojoj prepirci s Pringsheimom o aritmetiziranju, pa u litografiranim preda-
vanjima o neeuklidskoj geometriji i o diferencijalnom i integralnom ra¢unu.

59 E. Picard, Sur le développement dépuis un siecle de quelques théories fondamentales
dans ’analyse mathématique. 1900., str. 4.
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istine bile mnogo plodnije, negoli bi bile istine potpune i izre¢ene sa svim
potrebnim ograni¢enjima. No iza toga se treba sabrati i logicki obraditi
dobivene rezultate. Tad je vrijeme za ovakva djela, kao Sto je Hilbertovo.

Postavivsi aksiome i izvedavsi iz njih posljedice, koje mu trebaju, Hilbert
prelazi u drugom odsjecku na dokazivanje neprotivurjecnosti i medusobne
nazavisnosti aksioma. Neprotivurje¢nost obi¢ne geometrije dokazuje svodeéi
geometriju na aritmetiku, kao Sto smo veé prije spomenuli. Jos ostaje, da se
utvrdi nezavisnost aksioma treée, ¢etvrte i pete grupe. Nezavisost aksioma
paraleld utvrdena je veé izgradnjom neeuklidske geometrije. Nezavisnost
aksioma kongruencije utvrduje pokazujudi, da se Sesti aksiom treée grupe ili,
§to je isto, prvi poucak kongruencije trokuta, ne moze logickim zaklju¢cima
izvesti iz ostalih aksioma. Izvodeéi taj dokaz ostavlja sve da je isto kao i
u obi¢noj geometriji, samo prenoSenje segmenata definira drukéije. Uzima
naime, da duZina segmenta zavisi na drugi nacin o koordinatama krajnih
tacaka nego u Cartesijevoj geometriji.

Nezavisnost aksioma neprekidnosti pokazuje izgradiju¢i Nearhimedovu
geometriju, u kojo postoje svi aksiomi izuzevsi prvi aksiom pete grupe,
t. zv. Arhimedov aksiom, koji moZzemo ovako izreé¢i: Ako po pravcu napre-
dujemo jednako dugim koracima, iza kona¢na broja koraka mozemo prijeci
preko svake tacke u pravcu, koja lezi u kona¢nosti.

Aksiomati¢noj metodi Hilbertovoj nije svrha, da iznalazi nove ili opéenitije
teoreme. Ona hoce samo da ispita polozaj svakoga poucka u sistemu, da
ispita njihovu svezu, tako da se sigurno moze odrediti, koje su predpostavke
nuzne i dovoljne za utvrdenje svakoga poucka. Ovom metodom ispitao je
Hilbert Desarguesov poucak o perspektivno polozenim trokutima i Pascalov
poucak u slucaju, kad se presjek ¢una raspada na dva pravca. Tada je
postavio Nepascalovu geometriju, koja je ujedno Nearhimedova. Ispitujuéi
aksiomaticki poucak o jednakosti kutova na osnovnici istokra¢noga trokuta,
dosao je do Nepitagorine geometrije, u kojoj na pr. zbroj dviju stranica u
trokutu ne mora biti veéi od treée stranice. No Nearhimedova geometrija
ostaje njegova najvaznija koncepcija.

Njegovim poticajem dao se M. Dehn na ispitivanje Legendreovih poucaka
o zbroju kutova u trokutu, pa je kod te prilike postavio dvije nove geometrije
Nelegendrovu i semieuklidsku. Na isti je na¢in G. Hamel istrazio stavak o
praveu kao najkracoj spojnici dviju tacaka.%0 Cini se, da je ovo tek poetak
ove vrste istrazivanja. K tomu jos pridolazi sve viSe zahva¢anje metoda
teorije skupova u geometriju.

60 To su njihove disertacije, a uz neke promjene stampane su takoder u 53. i 57. svesku
Matematickih anala.
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Rekosmo, da kod postavljanja aksioma sudjeluje iskustvo, no geometrija
se od drugih, recimo eksperimentalnih nauka razlikuje time, sto se ona — kad
su postavljeni aksiomi — pretvara odmah u ¢isto deduktivnu nauku. I ako
joj osnove potjecu iz iskustva, metoda je geometrije deduktivna. U tome
ée biti jedan razlog, sto je miSljenje o apodikti¢noj sigurnosti geometrije
tako ucévrséeno i sto se tesko priviknuti na misljenje, da je na pr. Fuklidov
geometrijski sustav samo hipoteza, i to onakva, kakvesu hipoteze u fizici ili u
mehanici, i da bi se za opisivanje realnih prostornih relacija tako isto mogao
uzeti sustav Lobacevskoga ili koji drugi.

Osobito sa strane filozofa bio je protiv takoga shvac¢anja otpor vrlo Zestok,
a isada joS nije jenjao. ,,Sve neeuklidske geometrije rade o logickim nemogucé-
nostima” veli na pr. Laudahn u radnji ,,Ueber Inhalt und Gebiet der Geome-
trie”.61  No ima i nekih matematicara i fizicara, koji apsolutno odbijaju
mogucénost svake druge geometrije do Euklidove. U veéini je slucajeva tome
kriva samo neupucenost.5?

Tako na pr. veli Stallo,53 da nas pristalice novoga geometrijskoga vjerovanja,
koji drze, da su sve geometrijske istine empirijskog a izvora, ipak ubrzo vode
u metageometrijski prostor, u kome mora klonuti misao, jer se Cinjenice
svakidasnjega iskustva sasvim s vida pustaju.

A ovo nikako ne stoji. Iskustvu, a pogotovo svakidasnjemu iskustvu ne
protivi se hipoteza Lobacevskoga nimalo. U teoretickom pogledu razlikuje
se vrlo bitno posljedice hipoteze Euklidove od hipoteze Lobatevskoga. Ali
ne samo kod prakti¢nih operacija, veé¢ i kod svih nauénih istrazivanja, koja
leZe u granicama naSega iskustva, mogu se podjednako primjenjivati obje
ove hipoteze. Rezultati izvedeni na osnovi jedne ili druge hipoteze slagat ¢e
se posve. A to stoga, Sto u formule Lobacevskoga ulazi apsolutna jedinica
duzine, prema kojoj su sve duzine, s kojima se susre¢emo u praksi, neizmjerno
malene.

Dio prostora, u kome se podjednako mogu primijeniti ove dvije hipoteze,

51 Ostwald, Annalen der Naturphilosophie, IT, 145-200.

2 B. Erdmann, Die Axiome der geometrie, analizira te prigovore, no glavna mu je svrha,
da pokaze, kako noviji razvoj geometrije podupire empirijsku teoriju prostora.

L’enseignement mathématique bio je osobito s pocetka pun radova, kojima se pobija ili
brani neeuklidska geometrija.

A buduéi da je Stampano u Zagrebu, spomenut ¢u i djelce M. Merchicha, De veris
integrae geometriae principiis contra geometras Euclideos simul et Noneuclideos. 1903.

63 Stallo, Die Begriffe und Theorieen der modernen Physik, 1901., str. 221.

Sto Mach u predgovoru njema¢komu izdanju Stallove knjige kaze, da se Stallovi nauéni
ciljevi podudaraju s njegovima, to se valjada odnosi samo na fiziku, jer u pitanju neeuk-
lidske geometrije stoji Mach sasvim na stajalistu pangeometara, koje Stallo pobija. To se
razbira iz njegovih ¢lanaka u ,,Erkenntnis und Irrtum”, koji o tome rade.
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nije malen; on obuhvacéa sav nas dosadanji iskustveni prostor. Ni kod udal-
jenosti, s kojima se radi u astronomiji, ne pokazuje se jos nikakva raz-
lika medu ove dvije hipoteze. Kad bi iskustveni na$ prostor bio prostor
Lobacevskoga, onda na pr. kod gibanja planeta® ne bi postojao princip
ploha, a i treé¢i bismo Kepplerov zakon morali donekle modificirati; vrijeme
revolucije morali bismo nesto poveéati. No to bi odstupanje od treéega Kep-
plerova zakona, kako ga obi¢no uzimamo, bilo tako neznatno, da se mjeren-
jem ne bi moglo konstatirati, i kad bi ga bilo. Uopée moramo priznati, da
nema nijedne ¢injenice, koja bi nas silila, da odstupimo od sistema Eukli-
dova, ali éemo odmah dodati, da tako isto nema nijedne, koja bi se protivila
geometriji Lobacevskoga.

IznoSeno je viSe nacina, kojima se mislilo da bi se dalo odluéiti o pravoj
prirodi iskustvenoga prostora, ali i oni su samo to pokazali, da se s iskustvenim
prostorom mogu podjednako slagati obje ove hipoteze. Hipoteza je Lobacev-
skoga ne samo logicki, ve¢ i empiricki ravnopravna Euklidovoj. No Eukli-
dova hipoteza, koja se u historijskom razvoju geometrije pojavila prva, ima
u primjenama odluénu prednost, jer je mnogo jednostavnija. Zadovoljava
dakle zahtjev ekonomije misljenja bolje nego li hipoteza Lobacevskoga. Zato
¢emo se njom jedinom sluziti u prakti¢nim primjenama geometrije. Ali prin-
cipijelno njeno preimuéstvo slomljeno je zauvijek.%®

Inhaltsangabe

Das vorstehende Referat iiber die erste Periode in der Entwicklung der
nichteuklidischen Geometrie ist ein Vortrag, gehalten am 16. Méarz 1907. in
der feierlichen Jahressitzung der siidslavischen Akademie der Wissenschaften
und Kiinste.

Die é&ltesten direkten Beweisyersuche des Parallelensatzes werden nur
fliichtig erwahnt. Etwas eingehender ist die apagogische Methode Saccheris
und Lamberts dargelegt, insbesondere die Folgen der Hypothese des spitzen
Winkels. Nachdem der Stand der Frage am Anfange des neunzehnten Jahrhun-
derts charakterisirt ist, kommt man zu J. Bolyai und N. I. Lobatschefskij.
Der Lebensgang dieser beiden Begriinder der nichteuklidischen Geometrie
und die Entwicklung ihrer Ideen wird auf Grund der beziiglichen Arbeiten
Engels und Stéckels dargestellt. Es folgt dann ein kurzer Abriss der nich-
teuklidischen Geometrie nebst der Beltramischen Interpretation. Auch die

54 H. Liebmann, Die Kegelschnitte und die Planetenbewegung im nichteuklidischen
Raum. Berichte der k. Sachs. Ges., 1902.
55 J. Wellstein, Encyklopadie, II, 143.
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Untersuchungen iiber das zuldssige Kriimmungsmass des Raumes werden
besprochen und zuletzt der Einfluss der nichteuklidischen Geometrie auf die
Auffassung der Grundlagen der Geometrie geschildert.
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